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Od autora

Od czasu opublikowania pi acy L.S.Pontriagina i współpiacowników [42] 
ekonomiści matematyczni nieustannie podejmuję próby wykorzystania teorii 
sterowania optymalnego ao rozwięzywania zanadnień wzrostu gospodarczego. 
Nie Jest to zadanie łttwe. 0 przyoetności teorii matematycznej do rozwlę- 
zywania problemów praktycznych decyduje m.in. to, czy jej założenia nie 
upraszczają zbyt mocno tych problemów, czyniąc Je praktycznie niecieka
wymi. "Jednocześnie, aby problem mógł być efektywnie rozwiązany na gruncie 
pewnej teorii matematycznej, powinien być sformułowany w możliwie prostej 
postaci, ponieważ teorie matematyczne bez „mocnych" założeń daję z reguły 
nieciekawe twierdzenia. Pytanie o praktyczną przydatność określonej teo
rii matematycznej oprowadza się w szczególności do tego, czy na jej grun
cie możliwe jest takie sformułowanie problemu, aby - pomimo,.mocnych“ za
łożeń - byt on interesujący także z punktu widzenia rzeczywistości poza- 
matematycznej.

Wydaje się, że w przypadku teorii sterowania optymalnego można dać oo- 
powiedż twierdzącą, mając na uwadze Jej zastosowanie jako narzędzia ba
dawczego zjawisk nie tylko fizycznych, lecz również ekonomicznych. Meto
dę, którą posługuję się w książce, jest zespół warunków optymalno&ci zwa
ny z a s a d ę  m a k s i m u m  P o n t r i a g i n a .  Zaletę za
sady mak&imum Je9t jej prostota matematyczna. Posługiwanie się nia wymaga 
Jednak dużej ostrożności, zwłaszcza gdy chodzi o zagadnienia ekonomiczne 
Zasada maksimum, w Jej oryginalnym brzmieniu, pozostaje bowien słuszna 
tylko w obrębie specyficznej klasy zadań m e  zawierających tzw.mieszanych 
warunków uoocznych (np. holononicznych, całkowycn). Warunki takie,najczę
ściej w postaci równań i nierówności, w/stępuję praktycznie we wszystkich 
modelach wzrostu. Potrzebne są niekiedy skomplikowane zabiegi, aby prze
kształcić je do postaci pozwalającej na zastosowanie oryginalnej zasady 
makaircum*.

Podstnwy większości znanych modeli wzrostu opracowane zostały, zaniir 
powstała teoria sterowania optymalnego. Z zastosowaniem Je1 metod w eko
nomii matematycznej wiąże się często konieczność weryfikacji tradycyjnych 
założeń modeli w świetle ich nowej interpretacji ekonomicznej.„Mechanicz-

Część zadań tego typu można rozwiązać,posługując się zmodyfikowanymi 
warunkami optymelności typu zasady maksimum, zob.np. K.3. A r r o w  [2], 
A.a. D u b o w l c k i j ,  A.A. M i l u t l n  [l7], S.W. D u b ó w -  

k i J i in. [l8J . H a d 1 e y, M.C. K e m p [22J, A. M. 
r i e r - K r l k o r o w  [40] . Problematyka ta wykracza poza ramy książ
ki. W literaturze polskiej lukę tę wypełnia czębciowo praca 0. G a d y -
m i n a  [20J .
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ne" uogólnienia prowadzę bowiem z reguły do rozwiązań nie do przyjęcia w 
świetle naszej wiedzy o wzroście. Dlateco, chociaż zasad.liczo nic wykra
czam poza modele wzrostu znane w ekonjnli mntematycznej, sposób formu
łowania problemów wzrostu niekiedy znacznie ocśDiega od tradycyjnego (por. 
zestawienie modeli i 2.a<1ań sterowania optymalnego na 8. 3.8).

Pisząc książkę starał3m się by załoianiom i wnioskom towar?:ytzyła moż
liwie wyczerpująca int_rpretacja ekonomiczna. Na etapie formułowania za
łożeń, czyli budowy matematycznego obrazu gospodarki i następnie przy 
przejściu do formalnego wywoau matematycznego do Jego interpretacji eko
nomicznej występuję w roli ekonomisty. K n d y  z założeń próbuję wyclęgnąc 
określone wnioski m«,tematyczne, przejmuję obowiązki i oapowiedziaJnośc ma
tematyka. Czytelnik oceni. Jak wywiązałem się z tych ról. Obie były trud
no i odpowiedzialne. - —

Słów kilka o układzie treści Książka składa 3ię z trzech rozdziałów i 
Dodatku matematycznego. Oryginalna wyniki zawarte są przede wszystkim w 
rozdziałach II, III. Należą do nich wszystkie sformułowane tam twierdze
nia z wyjątkiem twierdzeń 4.1, 6.1, 7.1, 9.1, 10.1 D ę o ą c y c h  z reguły mo
dyfikacjami znanych rezultatów. W rozdziałach I-III stosują za. adę cią
głej numeracji wzorów wewnątrz paragrafów, a w Dodatku matematycznym za
sadę ich ciągłej numeracji w ramach każdego dowodzonego twierdzenia.

Rozdział I nie zawiera oryginalnych wyników z wyjątkiem propozycji de
finicji równowagi (dynamicznej) systemu przedstawionej w paragrafie 2 bę
dącej uogólnianiem „klaeycznej" difinicji równowagi w syste.nach stacjo
narnych. Do koncepcji równowagi wyłożonej w tym paragrafie nawiązuję w ko
lejnych rozdziałach, dowodząc tzw. magistralnych właściwości optymalnych 
trajektorii wzroetu. Pozostałe paragrafy tego rozdziału zawierają niezbęd
ne definicje oraz podstawov.6 wiadomości z teorii sterowania optymalnego.

W rozdziale II zajniuję się zagadnieniami optymalnego podziału dochodu 
narodowego na akumulację i spożycie 1 więżącymi się z tya zagadnieniami 
równowagi ekonomiczne,'' i stabilności optymalnych proces&w wzrostu w mo
delach Jednosektorowych Jednoczyrnikowych typu Do>«ara-Horro<i* (paragrafy 
4,5) i dwuczynnikowych typu Shelld (paragraf 6).

Przedmiotem rozdziału III aę zagadnienia optymalnego podziału inwes
tycji hiiędzy sektory gospodarki, równowagi eKonomcznaJ 1 stabilności op
tymalnych procesów wzrostu w modelach dwusektorrwych Jednjczynnikuwych 
typu MahalanoDita (paragrafy 7,8) dwuczynnikowych typu Uzawy (paragraf 
9) oraz w dwu&ektorowym modelu wzrostu typu Leontiewa (paragraf 10).

Dodatek matematyczny, zamykający książkę, zawiera dowody twierdzeń, ne 
które powołuję się w rozdziałach wcześniejszych.



WSTĘP

1. WYJAŚNIENIA TERMINOLOGICZNE

JęzyK teorii sterowania optymalnego, którym posfu-juję się w książce, 
nie Jest językiem powszuchnie przyjętym w eKcnomii matematycznej, ani w 
ogćle w ekonomii, i wobec tego celowe bęazie wyJaśnienJj na wstępie nie
których kwestii terminologicznych.

Przez m a t e m a t y c z n y  m o d e l  w z r o s t u  rozumJ *m 
układ założeń opirujęcych w języku matematycznym powiązania między zfiiien- 
nyi»i ekonomicznymi, z których przynajmniej niektóre są funkcjami cza'ju.
W książce nie zajmuję iię wszystkimi moaelami wzrostu znanymi w ekonomii 
aateiudtycznej . Poza Jej ramy wykrecza obszerna problematyka sterowania 
wzrostem w modelach wielosektorowych (zdezagragowanych). Interesuję mnie 
poza tym wyłącznie takie modele wzrostu, w których orzewidziana Jest moż
liwość kształtów mia procesów produkcji i wymiany przez władzę gospodar
czy. Nie zajmuję się modelami, których założenia przesądza|ę wyłącznie 
rynkowy formę procesów produkcji i wymiany.

Oednę ze zmiennych w modelach wzrostu je3t czas. Pozostałe zmienne 
można podzielić na z m i e n n e  a u t o n o m i c z n e ,  niezależ
ne od woli władzy gospodarczej (np.liczba ludności) i z m i e n n e  
s t e r o w a l n i  bezpośrednio lub pośrednio kształtowane przez wła
dzę gospodarczą (trwały majątek produkcyjny, produkcja, inwestycje pro
dukcyjne, konsumpcja itp.). Zmienne sterowalne bezpośrednio kształtowane 
przez władzę gospodarczą nazywam z m i e n n y m i  s t e r u j ę
c y m i lub s t e r o w a n i a m i  (taką zmienną może być np. stopa 
inwestycji). Wartości pozostałych zmiennych sterowalnych zależą od war
tości zmiennych sterujących i zmiennych autonomicznych. Nazywam je 
z m i e n n y m i  w y n i k o w y m i .  Część zmiennycn wynikowych two
rzą takie wielkości ekonomiczne, które bezpowrotnie „wychodzę" pozg układ 
gospodarczy (np. konsumpcja). Zmienne te charakteryzują s t a n  
w y j ś c i a  gospodarki. 0 pozostałych zmisnnych wynikowych (trwały 
majątek prooukcyjny, produkcja, dochód narodowy itp.) mówię, że charan- 
teryzuję jej e t a n  w e w n ę t r z n y .  Na zasadzie analogii mó
wię także, że zmienne sterujące charakteryzuję s t a n  w e j ś c i a  
gospodarki. Zaienne, które w rozpatryw"nym okresie czasu tą stałymi(licz
bami lub wektorami) nazywam p a r a m e t r a m i  modelu.
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0 funkcjach czrsu opisujących przebieg zmiennych sterowalnych i speł
niających założenia modelu mówię, że opisuję dopuszczalny proces wzros
tu1 . Funkcje takie nazywam t r a j e k t o r i a m i  (np.trajektoria 
dochodu narodowego, inwestycji itd.). Zakładam, że na przebieg procesu 
wzrostu wpł/w władza gospodarcza decydująca o konkretnych wartościach 
zmiennych storujących. Aby ocenić różne procesv, a więc pośrednio ocenić 
działanie władzy gospodarczej, należy ustalić k r y t e r i u m  w z 
r o s t u  w postaci pewnej funkcji skalarnej określonej na zbiorze do
puszczalnych piocesów wzrostu. Procesy, którym oapowiada maksymalna war
tość takiej funkcjl-kryterium nazyy.am o p t y m a l n y m i  p r o 
c e s a m i  w z r o s t u  (z punktu widzenia danego kryterium).

K3iężka poświecona Jest analizie optymalnych procesów wzrostu w zagre
gowanych modelach J e d n o s e k t o r o w y c h  (rozdział II) i 
d w u s e k t  o r o w y c h  (rozdział III) przy różnych załozemach o 
powięzaniach między zmiennymi ekonomicznymi i speaobach oddziełyv.ania wła
dzy gospodarczej na przebieg procesów wzrostu. Każdy sektor, niezależnie 
od stopnia dezagregacji modelu, wytwarza olbrzymlę liczbę różnorodnych 
produktów. Dlatego przyj.nuję, że dany jest układ cen pozwalający wielkość 
produkcji sektora wyrazić w jednostkach pieniężnych. Ze względu na licz
bę wyróżnionych czynników produkcji rozpatruję modele z e r o - ,  j e d -  
n o -  i d w u c z y n n i k o w e .  Jedynym nodelem zeroczynnikowym. 
którym zajmuję się, jest awusekto^owy model wzrostu typu Leontle- 
wa. W modelu tym produkcję traktuje się Jako proces przetwarzania wytwo
rzonych produktów w inne produkty, który może odbywać się w dowolnej ska
li,byle były zachowane odpowiednie proporcje między rozmiarami produkcji 
w sektorach. W modelach Jednoczynnikowych czynnikiem produkcji Jest trwa
ły majątek produkcyjny (kapitał), w modslach dwusektoi owych Jest on po
dzielony między dwa podstawowe ssktory produkcyjne gospodarki ■ (działy): 
sektor 1 wytwarzający środki produkcji i sektor 2 wytwarzający dobra kon
sumpcyjne. Zakładam, że istnieje układ cen pozwulający w każdym momencie 
czasu na scharakteryzowanie zasoou tego czynnika w każdym sektorze za po
mocą jednej liczDy. W modelach dwuczynnikowych zakładam, że produkcję 
ograniczają zasoby trwałego majątku produkcyjnego oraz zasoby Jednorodnej 
pracy. Ponieważ praca w rzeczywistości nie Jest wielkością Jednorodną 
więc przyjmuję, że jej zasób i nakłady dają cię wyrazić w pewnych umow
nych Jednostkach (np. przyjmuję, że miarą ilości pracy zaangażowanej w 
procesie produkcji Jest zatrudnienie).

^ Dopuszczalny- z punktu widzenia założeń modelu.
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Z matemat/cznegc punktu widzenia zagadnienie sterowania optymalnego 
v*zro3tbm Jest typem zagadnienia na ekstremum funkcji (kryterium wzrostu) 
na pewnym zbiorze dopuszczalnych procesów wzrostu odpowiadających różny* 
sterowaniom. 0 wyborze konkretnych sterowań ze zbioru sterowań dopusz
czalnych docyouje władza gospodarcza. Dożęli władza gospodarcza ustal* 
wartości sterowań na pe/mym stałym poziomie, tzn. Jeżeli postuluje, by 
zmienne sterujące były w rozpatrywanym okresie czasu stałymi (nabywamy Je 
wtedy parametrami sterującymi), wówczas zadanie sterowania optymalnego 
można najczęściej rozwiązać za pomocą klasycznego rachunku różniczkowego. 
W modelach wzrostu założenie o stałości sterowań ałntiol funkcji grają
cych rolę sterów) Jeet Jednak z rjguły niezgodne z rzeczywistością. Zain
teresowani t, teorią sterowania optymalnego wiąże się z tym, że pozwala ona 
na znaczne osłabienie tego założenia i formułowanie problemów wzrostu *  
matematycznie ogólniejszej i, wydaje się, ekonomicznie poprawniejszej po
staci. „hechaniczne" uogólnienia problemów stawianych na gruncie klasycz

nego rachunku optymalizacyjnego prowadzą Jednak z reguły do rozwiązań ni* 
do przyjęcia w .wiatle naszej wieazy o wzroście, m.in. ze względu ud nie
dopuszczalny skokowy przebieg zmiennych ekonomicznych grających roię sta
rów2 . Skłania to do głębszych -sflek3jl ra temat możliwości stosowania 
aparatu teorii sterowania optymalnego Jako narzędzia badawczego zjawisk 
ekonomicznych. Albo Jago przydatność Jest niewidka, albo też nierealne 
rozwiązania są wynikiem niepcpr iwnego sformułowania zadań sterowania op
tymalnego. Calem -»oim J* it m.in. pokazanie, że nierealne rozwiązania eą 
przed* wszystkim rezultatem niepoprawnego (z ekonomicznego punktu widze
nia) opisu matematycznego probl >mów wzrostu. Uważam, że apsrjt teorii ste
rowania optymalnego, który faktycznie wyrósł z pewnych p iktycznych pro
blemów technicznym, aa zasrosowanle nie tylko Jako użyteczne narzędzia 
badawcze zjawisk fizycznych. Aparat ten nożna równie efektywnie wyko
rzystywać do rozwiązywania wielu ważnych problemów ekonomicznych, w tym 
przeoa wszystkim problemów wzrostu. Zarzuty o niereulność rozwiązań nals- 
ży kierować pod adresem założeń modeli, i nie teorii stsrowama optymal

nego.

3 ROWNOWAGA EKONOMICZNA I WZROST

Rozwiązanie zagadnienia sterowania optymalnego wzrostsm, a więc usta
lenie, który z dopuszczalnych procesów wzrostu Jest procesem optymalny* z 
punktu widzenia określonego kryterium, nie wyczerpuje listy teoretycznych

2 Zwraca na to uwagę m.in. Z. C z e r w i ń s k i  w artykule [l3j; 
zob. także pracę [37].
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problemów wzrostu. Nie mniej ważny i ciągle dyskusyjny jest problem rów
nowagi ekonomicznej.

Pojęcie równowagi nie jest w naukach ekonomicznych rozumiane Jedno
znacznie. W ekonomii matematycznej dominuje walrasow9ka koncepcja r ó w 
n o w a g i  k o n k u r e n c y j n e j  (rynkowoj) jako takiego stanu 
gospodarki wyrażającego się w wielkości i strukturze produkcji, czynników 
produkcji 1 poziomie cen, przy których popyt na produkcję i czynniki pro
dukcji jest równy ich podaży Zakłada się przy tym, że prootay produkcji 
i wymiany są całkowicie podporządkowane mechanizmowi rynkowemu. Wyklucza 
się iiiożliwość Jakiejkolwiek ingerencji ze strony władzy gospodarczej. Oz
naczałoby to zachwianie równowagi sił na rynki

W technice odpowiednikiem stanu wairaeowskiaj równowagi konkurencyjnej 
Jest stan równowagi (statycznej) autonomicznego obiektu, wypoctażonego we 
własne „prawa ruchu", na który nib działają żadne elły zewnętrzne. Jest 
to położenie obiektu, np.wahadła, do którego dochodzi on samoczynnie, 
bez jakiejkolwiek wymuszającej siły zswnętrznej 1 w którym pozostaje tak 
długo, dopóki nie zadziała nlezerowy Impuls zewnętrzny4 .

Odmienna Jest idea tzw. r ó w n o w a g i  . n e u m a n n o w s -  
k 1 e j, zgoanle z którą gospodarka zr.djdu.lb ę w równowadze, Jeżeli no
że równomiernie (np.ze stałą stopę) zwiększać produkcję, przy czym zacho
wana zostaje pewna zgodność wzrontu technologicznego gospodarki z Jej 
wzrostem SKonomicznyi 6 . Idea ta, choć bllzeza naezenu rozumieniu rownuwt- 
gl ekonomicznej niż idea równowagi walrasowskiej, opartej wyłącznie na rv 
lacjach rynkowych, ma z kolei tę wadę, ?e równowagę ekonomiczny idwęża 
do tfery prodLkcJi (produkcja Jla produkcji). W ujęciu Neun.anna realne 
problemy konsumpcji pozostają w cieniu naczdlnego problemu, jakim jest 
równomierny wzrost produkcji.

Pośrednia w stosunku do walrasowskiej i neumannowsklej jest n e o 
k l a s y c z n a  k o n c e p c j a  r ó w n o w a g i  w wieloczyn- 
nlkowych modelach wzrostu, zgodnie z którą gospodarka znajduje się w rów
nowadze, Jeżeli ma miejsce równomierny wzrost wszystkich podstawowych

— s-------- 1Modele równowagi rynkowej formułowane aą w dwóch wersjach: itatycz- 
nej i dynamicznej. Wersja statyc;na pozwala na określenie warunków, w któ
rych istnieje stan równoi ,831 konkurencyjnej. Wersja dynamiczna umożliwia 
również analizę Jego stabilności, zob. np. R.G.D. A l l e n  [l] rozdz.9,
A. B e r g s t r o m  [7] rozdz.8, G. D e b r e u [14] , M. I n- 

r i l i g a t o r  [24 rozdz.9, K. L a n c a s t e r  29] rozdz. 
9,12, M. M o r l s n i m a  [35] rozdz.2, H. N 1 k a 1 a o [36] 
rozdz.5.

1 Zob.np. S.V D i r e c t o r ,  R.A. R o h r e r [l5] s .23 , A.3. 
L e r n e r [30] rozdz.4. 1

® ODszerne omówienie problematyki neumannowsklej równowagi ekonomicz
nej zawiera praca W.L. 1 a k a r o w a, 1 A.M. R u b i n w a [3l] ; 
zob. także S. K a r l i n  [27] rozdz.9, p.9.9-9.10, M. M o r i a - 
h 1 m a [35] rozdz.5, H. N i k a l d o  -'6] rozdz.2, p.9.2, rozdz.4.
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wielkości ekonoricznych: czynników produkcji, produkcji (docnodu) 1 kon- 
•umpcji6 . Jeżnli w sta.idardowym neo* li jyczny" mtJeli wzrobtu, np. w meda
lu Sojowa „45 J, przyjmiemy ponadto neoklasyczne założerla, że płaca rów
na »lę krańcowej wydajności pracy, a stopa piocentowa równa się krańcowej 
produktywności kapitału, to otrzymamy wniosok, że podaż dóbr konsumpcyj
nych jest równa popytowi (sumie płac) a więc, że zachodzi równowaga ryn
kowa.

Pisałem Już, że nie interesuję mnie modele - a więc 1 wnioski, do któ
rych dochodzi lę za ich pomocę - w których postuluje się wyłęcznie ryn
ków ę formę proce ów produkcji 1 wymiany. Interesuję mnie modele, w któ
rych orzewidziana Jest możliwość kształtowania tych procesów przez władzę 
gtspodarczę. Potrzebne Jest zatem także odmienne (a w każdym razie szer
sze) spojrzenie na Istotę równowagi ekonomicznej, t>y odpowiadała ona rów
nież specyfice go^podtrki nie podporzęakowanej wyłącznie mechanizmom ryn
kowym.

Spróbujmy ustalić cechy wspólns przedstawionych koncepcji równowag. We 
wszystkich równowaga oznacza istnienie pewnych n i e z m i e n n i 
k ó w  ekonomicznych. W równowadze walrasowsklej niezmienne sę np. wiel
kość produkcji, czynników produkcji i csny, w równowadze neumannowekiej -
- stopa wzrostu produkcji (oraz jaj struktura) ltd. Obiekty techniczne w 
równowadze tez nie zmieniaję peirnych swoich właściwości, np. naturalnym 
etanem równowagi wahadła Jest Jego położenie pionowe przy zerowej pręd
kości kętowej (stan spoczynku). W modelach wzrostu, tnówięc o równowadze 
mamy zawsze na myśli pewien okres czasu, w którym stwierdzamy Jej ist
nienie lub jej brak. Nie utożsamiamy jej zatem z pojedynczym stanem gos- 
poaarki, lecz z p wnę sekwencję (funkcję) Jej stanów w czasie, czyli z 
procesem wzrostu, w którym qospodark:a Jest zdolna reprodukować (odtwa
rzać) określone cechy, właściwości. W równowadze walrasowsklej reproduko
wane sę takie cechy gospodarki. Jak wielkość produkcji, czynników produk
cji 1 poziom cen - trajektorie tych wielkości sę konstantami, w równowa
dze neupannowskiej - stop* wzrostu produkcji i Jej struktura (trajekto
ria produkcji Jest wówczas funkcję wykładniczę) itd. Równlsż ułożone 
obiekty fizyczne w równowadze reprodukuję pewne ewoje właściwości, np. 
okręt w równowadze ma o{ pionowy sklerowanę stale ku środkowi ziemi i ze
rowa prędkość kr>tnwę _ w jpoir zęcnymi Jsgo trajektorii mogę być np.położe
nie geograficzne i prędkość poduczania się.

W szczsgólnych przypadkach repertuar cech - atrybutów równowagi obiek
tu można określić Jednoznacznie, mamy wówczas do czynienia z jednym typem 
równowagi. Na ogół Jedhak - dotyczy to .zwłaszcza obiektów tak złożonych 
Jak gospodarka - może 0(n ulegać zmianie zarówno pod wpływem czynników zew
nętrznych (adaptacje), ,Jak i czynników wewnętrzrych (eamoreg jlacja). In
nymi słowy zestaw tych cech może zmieniać się w czasie. Na przykład, w

Por. E. P h e l f s  40j oraz n; . K.3. A r r o w  [2], M. 
I n t r i l l g a t o r  [24) rozdz.16, K. 3 h e i 1 ,[441 . L.
S t o 1 e r u [461 rbzdz.11,12. J
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gospodarce z niskim technicznym uzbrojeniem pracy Jednym z atrybutów rów
nowagi będzie szybsza tempo rozwojj sektora (działu) pierwszego niż dru
giego. W gospodarce osiągającej wysoki poziom technicznego uzbrojenia pra
cy zjawisko takie może okazać się z czasem n i e K o r z y s t n e . Forsowanie wyso
kiego tempa wzrostu produkcji działu pierwszego może doprowadzić do.prze- 
inwestowania” gospodarki. Zmiana repertuaru (zestawu) cech - atrybutów 
równowagi oznacza de facto zmianę typu równowayl. W przypadku tak złożo
nych obiektów. Jak gospodarka, należy więc raczej mówić o różnych typach 
rówr.owag, a nie o Jednej równowadze „absolutnej". Tak rozumiana równowaga 
nie jest zjawiskiem niezależnym od woli władzy gospoaarczej. Omawiając 
różne modele wzrostu, pokażę, że w długich okresach czasu władza może za
inicjować zmianę określonego typu równowagi, wykorzystując w tym celu po
zostające do jej dyspozycji instrumenty ekonomiczne. Optymalne procesy 
wzrostu dzielą się wówczas na pewne fazy (np. inwestycyjną, konsumpcyjną) 
związane z określonymi typami równowag,

Z pojęciem równowagi wiąże 6ię pojęcie staoilności. Przez stabilny ro
zumiem proces równomiernego wzi ostu w otoczeniu stanów gospodarki w okreś
lonej równowadze. Najprostsze obiekty technicr.ne często mają tylko Jeden 
.naturalny" stan równowagi. >V przypadku wahadła współrzędnymi stanu rów
nowagi są jego położenie pionowe i zerowa prędkość kątowa. Stabilność 
[i«>nptotyczna) wahadła w otoczeniu tego stanu oznacza Jego powrót z 
upływem czasu do położenia pionowego. Złożone obiekty. Jak gospodarka, 
posiadające zdolność samoorganizacji, samoregulacji itd. charakteryzują 
się na ogoł wielo j typami równowag, zbliżając się w procesie rozwoju 
okresowo do stanów równowagi tego lub innego typu.

W książce nie zajmuję 6ię analizą stabilności wszystkich dopuszczal
nych procesów wzrostu. Interesuje mnie głównie przebieg procesów optymal
nych.

4 KRYTERIUM WZROSTU

Ostatecznym, nadrzędnym celem społecznego procesu produkcji powinno być 
zaspokojenie szeroko pojmowanych potrzeb konsumpcyjnych społeczeństwa.
W Jego realizacji zawarty Jest sens całego proceau produkcji.Czynniki pro
dukcji, produkcja, inwestycje produkcyjne itd. są tylko środkami umożli
wiającymi realizację tego celu. Dlatago przy ocenie różnych procesów wz
rostu kieruję się wyłącznie następującymi .konsumpcyjnymi" kryteriami:

(a) maksymalizacji konsumpcji lub konsumpcji przypadającej 1 średnio na 
osobę w ustalonym okrusie,

(b) maksymalizacji konaumpcji lub konsumpcji na osobę w momencie koń
cowym ustalonego okresu ,

(< minimalizacji czasu dojścia gospodarki do pewnego założonego, do
celowego poziomu produkcji dóbr konsumpcyjnych.
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W zagadnie, ili.ch wzrostu z kryteriami typu (a), (b) przedział czasu, 
(okres) w którym analizuję prccesy wzrostu J est ustalony; chodzi w nich
o wska snie optymalnego procesu wzrostu w zbiorze (wiązce) procesów do- 
puszczainycnspełniajęcycn założenia modelu w ustalonym z góry okresie 
czasu. Natomiast w zagadnieniach minimalnoczasowych z kryterium typu (c) 
należy ustalić nie tylko postać optymalnego procesu wzrostu, lecz także 
długość okresu czasu, w którym gospodarka dochodzi do założonego pozloniu 
produkcji dóbr konsumpcyjnych, rt niektórych przypadkach kryteria (b), (c) 
mogę być zoieżne - odpowiednie zagaanienia wzrostu mogę okazać się wza
jemnie dualne.

5. INTERPRETACJA 7MIENNYCH EKONOMICZNYCH

Czas w modelach iwrrof .u Jest zmiennę, której funkcjami sę (explicite 
lub implicite) wszystkie pozostałe zmienne. Zmienna czasu t mrż prze
biegać zbiór liczb naturalnych jt ,t +1 , ...,t.} (najczęściej utażsamia- ̂ O O 1 i r
nych z latami), D ę d ż  przedział liczb rzeczywistych ie *
pierwszym przypadKu czas zmienia eię w sposób skokowy, w oruglm - w spo
sób ciygły. rt modelach wzrostu oba ujęcia czasu sę dopuŁzczalne i Jed
nakowo poprawne. Wnioski ekonomiczne, do których prowadzę badania matema
tycznych modeli wzrostu sę podobne niezależnie od tego, czy sę to modele 
z czasem skokowym, czy modele z czasem cięgłym.

W kelęzce zakładam, że czas zmienia się w sposób clęgły. Oznacza to,że 
Jeżeli 2 H Jednostkę czasu przyjmę roK - R, wtedy każdy moment czasu t 
oznacza pewnę rzocz/wiatę wielokrotność roku. Przykładowo t = 2,25 R oz
nacza w przybliżeniu koniec pierwszego kwartału roku trzeciego, 
t - R ai198 0 . 92 R - koniec listopada 1981 roku itd.

Przy założeniu, że istnieje pewien układ cen wielkość trwałego majętku 
produkcyjnego w aoaencle t można wyrazić w jeanostkach pisniężnych, np. 
w złotówkach. Wielkość ta jest określont. w każdym momencie czasu. Nazywa 
się ję z a s o b e m .  Liczbd ludności też Jtst zasobem mierzonym w 
określonych Jednostkach, np. w Bilionach osób.

Oznaczmy przez T pewien przedział czasu (okres), T - [t ,tJ ,tQ<  tj, 
oraz przez Y(t) wielkość dochodu narodowego (w zł.) wytworzonego w prze
dziale czasu [to ,tjc T, tg^t. Wielkość Y(t) nazywa się s t  r u m i e -  
n i e a d o c h o d u  n a r o d o w e g o  wytworzonego w okresie 
[t0#tj . Strumieniem Jest także wielkość inwestycji w pewnym okresie oraz 
kon8umDcji. Załóżmy, że funkcja charakt«rvzujęca strumień dochodu narodo
wego jest gładka (cięgła i różnlczkowalna). Pochodna y (t) = dY (t)/dt ma 
wymiar: zł/R. Wielkość tę nazywa się g ę s t o ś c i ę  s t r u m i e 
n i a  d o c h o d u  n a r o d o w e g o  w momencie t . Podobnie de
finiuje się się gęutość strumienia inwestycji i konsumpcji. Gęstość stru
mienia dochodu narodowego (inwestycji, konsumpcji) określa tylko p-ędkość
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narastania doehodu narodowego (inwestycji, konsumpcji). W modelach z M a 
son ciągłym zwrot .wielkość docnodu narcdowago w momencla t" J«el,ściśls 
rzecz bitrąc, pozbawiony sensu, ponieważ w poszczególnych momentach czasu 
wielkość .a podobnie Jak wielkość inwestycji, konsumpcji Jest nieokreślo
na. Określona Jest wielkość dochodu narodowego (inwestycji, konsumpcji) w 
pewnym okr3sle,np. można mówić o wielkości dochodu narodowego wytworzone
go w roku pierwszym rozumianym jako prreaział czasu O.i]: jest ona -ów-

ł  1 r 
R8 J y (Odt. W literaturze ekonomiczno-materatycznej przyjęto Jednak

i
umownie nazywać wielkością dochodu narodowego w momencie, czasu t ■podoba 
nie *18 Lk on cię inwestycji, konsumpcji) gęstość ft rumienił, dochodu narodo
wego (inwestycji, konsumpcji) w tym momencie. Terminologie tę stosuję 
także w książce. Należy pamiętać Jednak o jej u-nowności.

6. PRZYKŁAD ZADANIA STEROWANIA OPTYMALNEGO WZROSTEM

Ustalmy przedział czasu T - [ t0 'tJ  < l 0 * • 1 weźmy moment czaau 
t 6 T. Przyjmijmy oznaczenia: m(t) - trwały majątek produkcyjny w momen
cie t (zasób, wymiar: zł); y(t), i(t), c(t) - dochód narodowy, inwesty- 
cje produkcyjne i konsumpcja w momencie t (strumienie, wymiar: zł/R); r 
a - wskaźnik efektywności u.ajęlku ( parametr dodatni, wymiar: l/R) .7. Wszyst
kie zmienne są rzeczywists i nieujemne. '

Rozpatrzmy następujący układ założeń (dla prostoty zakładamy,że wszyst
kie funkcje są różniczkowalns)s

y (t) - a m (t) (1 )

(dochód narodowy ztwszs wytwarzany Jest w stałej proporcji do trvałego m»> 
jitku produkcyjnego - stała efektywność majątku).

t
i m(t) - mft) + J 1(6) de (2)

t  '

dJ a każdej pary momentów X ,t6T, "C t (trwały majątek produkcyjny w 
■omencie t Jest równy Jego wielkości we wcześnlejezym momencie t  po- 
wlękazonej o inwestycje produkcyjne poniesione w okresie ['t.t])8 .

c(t) - y(r) - i(t) > 0  . (3)

(na konsumpcję przeznaczana Jest część dochodu narodowego pozostająca po 
odliczeniu inwestycji).

jago odwrotność, współczynnik kapltałochłonności, na wymiar czasu: R.
-»kłeda."że maji tek produkcyjny w rozpatrywanym okresie czasu nie 

zużywa się (inwestycje brutto równają się Inwestycjom netto).
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Przy założeń:u różniczkom lności równanie całkowe (2) można zapisać w 
równoważnej postaci:

^  m (t) - i (t) . (2')

Z równania (3) zważywszy na (l) otrzymuj omy:

c( t) - a m( t) - i(t) . (3')

Załóżmy, że ustalont. Jest początkona wielkość trwałego majątku produk
cyjnego (w momencie tQ) :

m(to) - i»° >  0 . (4)

Nieujemne funkcje opisujące wzrost majątku produkcyjnego, inwestycji i 
konsumpcji w okresie czasu T i spełniające warunki (2'). (3'). (4), a 
także odpowiadającą im zgodnie z (l) funkcję wzrostu dochodu narodowego 
nazywam trajektoriami (majątku produkcyjnego, inwestycji itd.). Trajek
torie opisują proces wzrostu gospodarki spełniającej warunki (l), (2*), 
(3'). (4) w okresie czasu T. Inwestycje, pełnią rolę sterowania. Konsump
cja charakteryzuje stan wyjścia gospodarki, pozostałe wielkości - stan 
wew.iętrzny.

Można analizować wzrost gospodarki zakładając kolejno rożne postacie 
trajektorii inwestycji. Analiza taka pozwoli ocenić co najwyżej kilka wa
riantów procesow wzrostu. Nie da odpowiedzi na pytanie, który z procesów 
spełniających warunki (l),(2’), (3*). (4) będziu najlepszy z punktu wi
dzenia określonego, interesującego nas kryterium wzrostu. Aby odpowie
dzieć na to pytanie, nałoży rozwiązać zadanie ekstremalne, np.

max J c(t)dt (zmaksymalizować wielkość
T konsumpcji w ok-esie czasu T)

przy warunkach 
(2*). (3’), (4).

t ostać rozwiązania zależy od tego. Jaka klasa funkcji opisujących pro
ces wzrostu nas irteresuje (ciągłe, różniczko'valne, przedziałami ciągłe 
itd.). W najprostszych przypadkach, np. funkuji różniczkowalnych i przy 
założeniu stałegu udziału inwestycji produkcyjnych w dochodzls narodowym 
(stałej stopy inwestycji, i(t)/y(t)« const. w każdym momencie czasu t 6 T), 
rozwiązańLe tego zadpnia można otrzymać za pomocą klasycznego rachjnku 
różniczkowego. Przez długi okres czesu metodami tymi próbowano rozwiązy
wać szereg zagadnień wzrostu9 . Przepadki bardziej złożone, w tej liczbie 
zagadnienia, którymi zajmuję się w tym opracowaniu wymagaja zastosowania 
aparatu teorii btsrowania optymalnego.
11 * "■

Por.np. Z. C z e r w i ń s k i  [ll], M. K a l e c k i  [25],
B. M i n c ,  W. P r z e l a s k c w s k i  [33].
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Rozaziat I

WYBRANE ZAGADNIENIA TEORII STEROWANIA OPTYMALNEGO

Pojęć s t e r o w a n i e ,  r ó w n o w a g a  używa się powszech
nie w różnych znaczeniach, svią.żęc je z równie wieloznacznym pojęciem 
8 y s t e m u. Aby uniknęć nieporozumień,pojęciom tym nadamy bardziej 

Jednoznaczne, a wobec tego węższe znaczenie i tylko w tym znaczeniu bę
dziemy u-ływjc ich dalej. Sv»tem, ookładniej - system dynamiczny, sterowa
nie, równowaga sę w książce pojęciami matcn>ŁCycznym±. Definiujemy Je w 
paragrafach 1,2. W paragrafie 3 przedstawiamy aparat teorii sterowania 
optymalnego, z którego korzystamy w rozdziałach następnych.

§ 1. SYSTE-M DYNAMICZNY

l
1.1. Poję&a podstawowe

Kiedy mówimy .system dynamiczny", mamy na myall obiekt (lub zbiór 
obiektow) spełniający następujęce warunki;

- na obiekt irożna działać na wejściu za pomocę określonych bodźców zew
nętrznych zwanych w i e l k o ś c i a m i  w e j ś c i o w y m i ,

- pod wpływem bodźców zewnętrznych obiekt może zmieniać h pewnych do- 
puezczalnych granicach swój s t a n  w e w n ę t r z n y ,

- reakcje obiektu na bodźce zewnętrzne mużna obserwować r.a wyjściu w 
postaci określonycn w i e l k o ś c i  w y j ś c i o w y c h .  Reakcje 
te zmieniają się na ogół wraz ze zmianę st«nu wewnętrznego obiektu.

1 Redagując ten paragraf opieraliśmy się m.lr. na pracach:
M. A t h a n ■ , P.L. F e 1 b [3] rozdz.4, S.'V. D 1 r e c t o r,
A. R o h r e r [l5| rozdz. 1,2,4, R.E. K a 1 m a n, P. F a 1 b,
M.A. A r b 1 b [26] rozdz.1,2 W .A. P o - t e r L43] rozdz.1-3, L.A. 
Z a d e h ,  C.A. J e s o e r  [5l] rozdz. 1-6.



P r z y k ł a d  y. 1°. Mówimy, że przedsiębiorstwo jest eystemwm dyna
micznym, w którym wielkościami wejśeiow/iai są m.in. napływające surowca 
i półfabrykaty (tzw. wielkości zasileniowe), e także informacja o conach, 
wsiiażnikach ekonomicznych, popycie na produkcją Itp. (Wolkości informa
cyjne). Wielkościami wyjściowymi ag m.in. produkcja sprzedana, wszelkie 
wycnoozące na zewnątrz sprawozdania, rozliczenia, zamówienia, stanem wew
nętrznym - środki trwałe, zatrudnienie, zapasy, produkcja w toKu ltp.

2°. W przykładzie przytoczonym we Watęple (punkt 6) gospodarka jat>t sy
stemem dynamicznym, w którym wielkością wejściowe w momencie t ją In
westycje produkcyjne, wielkością wyjściową - konsumpcja (częać dochodu na
rodowego przeznaczana na spożycie). Stan wewr-ętrzny opisują dwie zmienne: 
trwały majątek produkcyjny 1 wytworzony dochód narodowy. Zgodnie z (3') 
wielkość wyjściowa w momencie t Jest funkcję wielkości wsjociowaj w tym 

momencie i aktualnego stanu wewnętrznego. Stan wawnętrzny w momencie t 
zależy, jak wyriika z (2), od stanu wewnętrzregc w dowolnym momencie 1 t 
i wielkości wejściowych w okresie [x,t] . Dany stan w»wnętrzny w momencie 
Z i funkcja wielkości wejśclowycn w okresie [t,t] określają (Jednoznacz
nie) funkcję stanów wewnętrznych i wielkości wyjściowych w tym okresie.

Przykład ten sugeruje pewną definicję, którą przytoczymy za chwilę.
Pierwszorzędną role yra w niej czas, dokładniej - uporządkowany zbiór mo-

1 2mentów czasu TC E . W  każdym momencie t € T  w  ilkoścl wejściowej sy*- 
stemu u(t) odpowiada pewna wielkość wyjściowa y(t) z dokładnością do Je
go aktualnego stanu wewnętrznego x(t). Stan wewnętrzny x(t) jest okreś
lony Jednoznacznie, Jeżeli dane są: stan wewnętrzny x ( z ) (T,t£T)i funk
cja wielkości wejściowych systemu w okresie ; t| H T, Jeżeli '£<’ t lubr i 2
j_t, TźJ H T , Jeżeli Tj >̂ t . Wielkość wejściową u(t) naz/wamy a t e r o- 
w a n i e m, a wielkość wyjściową y(t) - s t a n e m  w y j ś c i a  
systemu w momencie t. Zazwyczaj zakłada się, że starowania mogą przyjmo
wać wartości tylko w pewnym zbiorze U s t e r o w a ń  d o p u s z 
c z a l n y c h .  W przykładzie przytoczonym we Wstępie inwestycje (ste- 
rownni-p) są nieujenine oraz nie przekraczają wielkości dochodu narodowego. 
Podobnie zakłada się, że stany wewnętrzne x(t) 1 stany wyjścia y(t) nale
żą do pewnych Z D i o r ó w  X, Y dopuszczalnych stanów wewnętrznych i stanów 
wyjścia. Funkcje sterowań u: T — »-U, stanów wewnętrznych. x: T — X 1 sta-

20

_ _ _ _ _ _ _ —  j

Przez E oznaczamy k-wymiarową przestrzeń Ekulidesa; E - oś liczbowa 
rzeczywlst a .

3VV pierwszym przypadku ( C ^  t) mówlr y o syatemie prospektywnym (stan 
wewnętrzny we wcześniejszym momencie t i funkcja wielkości wejściowych w 
okrjsie czasu [t,t] determinują stany wewnętrzne system-j we wszystkich mo- 
mentach czasu następujących po t i nie przekraczających t). w drugim 
( t  >  t) - o systemach retrospektywnych, zob. H. G r e n i e w '  k i  
[2lj s. 23-24. Chociaż w książce •ajmujemy się wyłącznie systemami pros
pektywnymi (w modelŁch wzrostu należy najczęściej nkreslić orzyszłe stany 
gospodarki na podstawie informacji o Jej stanach aktualnvch i przeszłych), 
wszystkie definicje i wywody teao paragrafu odnoszą się do systemów obu 
typów.
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nów wyjścia y: T— *-Y nazywamy t r a j e k t o r i a m i  (sterowań,
stanów wewnętrznych i stanów wyjścia). Trajektorie utożsamiamy też z re
lacjami iiT » { | t , u ( t ) ) , t 6 T } c T x U ,  xT ={'t,x(t)), t6 t }c T x X, 
yT » |(t,y (t)) , t (. T } C T x Y  czyli z wykresami funkcji, jeżeli np. 
U, X, Y C  E1 4 .

We-ny trajektorię sterowań uT i momenty "t.tć T; t ^ t .  Trajektorię 
u [T,t) “ {(S.u(e)), 6€ [l,tj n t] nazywamy [t,t] - s e g m e n t e m  
trajektorii u r. Analogicznie definiujemy [ T , t J  - segment trajektorii sta
nów wewnętrznych x̂ . i trajektorii stanów wyjścia y-p a także (t , t J , 
[t,t) oraz (T,t) - segmenty tych trajektorii®.

Ze względu na interpretację lub z przyczyn formalno - matema ycznych 
trajektorie sterowań nie mogę być dowolnymi funkcjami u: T — *- U, np. in
westycje w przykładzie ze Wstępu muszę opisywać funkcje przynajmniej cał
kowalni (w sensie Riemanna). Ogólnie zakłada się, że trajektorie sterowań 
należę do pewnej klasy funkcji K [t ] . Ola ścisłosci podobne założenia 
należałoby przyjęć także o trajektoriach stanów wewnętrznych i stanów wyj
ścia. Nie będzie to jednak konieczne. W praktyce o trajektoriach tych 
przyjmuje się na ogół dość „słabe" założenia, a w zagadnieniach, k*-óre sę 
przedmiotem książki, wynikają one wprost z właściwości trajektorii ste
rowań .

1.2. Definicja

Po tym wstępnym przyyotowaniu możemy przystępie do podania pełne;, ma
tematycznej definicji pojęcia systemu danamicznego.

A o  e f i n i c j  a 1.1.6 S y s t e m e m  d y n a m i c z n y m  
będziemy nazywać następujący obiekt matematyczny:

(A) Dany Jest z b i ó r  m o m e n t ó w  c z a s u  T, z b i ó r  
s t a n ó w  w e w n ę t r z n y c h  X, z b i ó r  s t e r o w a ń  
li, z b i ó r  ( k l a s a )  K ' l  t r a j e k t o r i i  s t e r o 
w a ń  z wartościami w U w każdym momencie tfcT, z b i ó r  s t a 
n ó w  w y j ś c i a  Y.

^Oznaczenia f: a — «-b 1 f; stosujemy zamiennie. Oznaczenie fA jest 
mniej dokładne, ponieważ nie wslazuje. Jaka Jest trzeclwdziedzlna funkcji 
f. Jeżeli z kontekstu będzie wiadomo, o Jaką dziedzinę 1 p r z e c i w d z i e d z i n ę  
funkcj chodzi, wtedy bydziemy ją krótko oznaczać symbolem f. A x B oz
nacza iloczyn kartezjańskl zbiorów A, B.

 ̂ “ oznacza przedział (odcinek) jbustronnle domknięty w E , ^
( t; , t J - przedział lewostronnie otwarty (nie zawierający punKtu t ), I X, t)-
- przedział prawostronnj otwarty (nie zawierający punktu t), l/C.t) -
- przedział obustronnie (lewo- 1 prawostronnie; otwai ty w E1 .

6Bardzo zbliżoną definicję (systemu dynamicznego prospektywnego) poda
ją R.fc. (< , 1 m a n, P.L . P a l b ,  M.A. > r b i b w pracy [26J •



(B) Zbiór T jest uporządkowanym co najmniej dwuelementowym podzb*.o-
e 1 .

u"(t)

(C) Zbiór trajektorii sterowań K[ t ] spe>nla następu lęce warunki:
(Cl) K [i] > ?.
(C2) Dla dowolnych trajektorii u,u’ fc K [ r] i momontó™

^ 1 ^  * 2  ^  ^ istnieje trajentcria
u-e k [t] ,

u(t) dla t £ [-r1>t2) n t

u-(t) dia t e  [t2 ,f3]n T.

(Warunek ten gło3i, że w rezultacie „sklejenia" ooymentów dwóch 
trajektorii sterowań otrzymujemy ponownie segment trajektorii sterowań).

(0) ua.ie sę: f u n k c j a  p r z e j ś c i a 7

,p(t{t,-. co,it{ *3() : X •* K [t J — - X .

której wartościami są stany wewnętrzne x(t)=^(t; t,x, cj t(u)) €■ X vv 
momencie t systemu z trajektorię sterowań u €. K [t] i stanem wewnętrz
nym x £ X w momencie X , oraz p r z e k s z t a ł c e n i e  w y j 
ś c i a

rp ( -. •, t) : X x U — Y .

ktorego wartościami sę stany wyjścia y(t) = tp (x,u t) systemu w momen
cie t, jeżeli w momencie tym jego stan wejścia u(t) « u£ll , a stan 
wewnętrzny x(t) » x£ X,

(01) Przekształcenie : K [t ]--“ K [t.tj jest określone dla każ
dej pary momentów T,t 6 T i przekształca trajektorię sterowań uT w Jej 
[t.tj - segment, tzn.

U [t,t] ' J ^ 811 t < t •

■u [t tJ ' Jeżeli t >  t .

(L)2) Przekształcenie wyjścia lp(*,*,t): X x U — »-Y Jest określone u 
każdym momencie t 6 T. Funkcja przejścia t«X t ( 1 h spełnij nas
tępujące warunki:

(D3) Przekształcenie t { •)) : X x K [t J-»X Jost określo
ne dla każdej pary momentów T,t fe T.

(D4) iP(t;t,x,co fu)) = x w każdym momencie t 6 T, dla dowolnego sta-
' r inu x € X  i dowolnej trajektorii sterowań u £ K  |_TJ. (Jeżeli w momencie 

t system znajduje się w stanie x , to w mom«ncie tym pozostaje on w ryn 
stanie, niezależnie od postaci trajektorii sterowa.i).

(D5) Dla dowolnych momentów *2*^ r3 f . dowolnego
stanu x C X  1 każdej trajektorii sterowań u t  l< [t] :

f('r3 ;'r i ,x,ŁJ,r 1 .T3 ^U )̂ a f ( T 3'T ? »f(T 2'r i ' x ' 0J-t1 ,T2 ^u ^  ' w T 2 ,T3 ( u ^ •

^Symbolem f(x,') oznaczamy funkcję argumentu naznaczonego kropkę.



(Jeżeli syst em z tr&jektoiią sterowań uT znajduje się w momencie T, 
w stanie x(T^)= x , a w momencie osiąga stan x('fj). to stan ten
osiąga także, ..startując” w momencie 1 2 ze stanu cip(r 2 ;'lfi>x-
co- <r (u)) ). A

1 2

i-unkcję przejścia ^(t;t t ( •)) nazywamy także p r z b -
k s z t a ł c e n i e m  Iud t r a n s f o r m a c j ę  s t a n ó w  
w e w n ę t  r z n y c h  systemu, a zblar T x X - p r z e s t  r z e - 
n i ą f a z o w ą  systemu. Trejektoria stanów wewnętrznych x̂ . wy
znacza krzywą w przestrzeni fazo.<6j T x X. Zbiór momentów czasu T na
zywamy h o r y z o n t e m  c z a s u .  Zakładany że horyzont czasu 
T jest ograniczonym i domkniętym (zwartym) podzbiorem przestrzeni E1. 
homenty tQ= Inf T oraz t^= sup T nazywamy m o m e n t e r  p o 
c z ą t k o w y m  i m o m e n t e m  k o ń c o w y m  horyzontu cza
su T, stan x°=» x(tQ) - s t a n e m  p o c z ą t k o w y m ,  a stan 
X1- x(t1) - s t a n e m  k o ń c o w y m  systemu.

1 3 System głaaki

Oeżeli nie będzie io prowadzić do nieporozumień, wtedy trajektorię ste
rowań będziemy nazywać krótko s t e r o w a n i e m .  Będziemy tez mó
wić, że w hor yzoncie czasu T sterowanie przeprowadza system ze stanu po
czątkowego x° do stanu końcowego X 1 . Umówimy się, że

A d e f i n i c j a  1.2. System dynamiczny nazwiemy (l) s y s t e 
m e m  z c z a s e m  c i ą g ł y m ,  jeżeli horyzont T będzie spój
nym podzbiorem przestrzeni , (ii) s y s t e m e m  n - w y m i a r o -  

w y bi, jeżeli zbiór stanów wewnętrznych XCE 1 i En będzie najmniejszą 
przestrzeni; Euklidesa zawierającą X . A

IV książce zajmujemy się skończeniewymiarowy-ni systemami z czasem ciąg- i 
łym, w których X « En , U C e ", Y » . Spośród nich szczególnie ważną, 
interesującą nas klasę tworzą systemy gładkie.

8A D e f i n l c j a  1.3. Skończeniewymiarowy system dynamiczny z cza
sem ciągłym narwiemy s y s t e m e m  g ł a d k i m .  Jeżeli (i) zbiór 
sterowań U C E m , zbiór stanów wewnętrznych X » En , zbićr stanów wyj
ścia Y = E , (ii) każde sterowanie u 6 k [t] jest funkcją przedziałami 
ciągłą na T i ma co najwyżej skończoną liczbę punktów nieciągłości 
pierwszego rodzaju na int T 9 , (iii) karda trajektoria stanów wewnętrz
nych Xy, gdzie x(t)«<p(t ;t,x , W  (u)). Jest funkcją ciągła na T dla 
dowolnego momentu X6T, dowolnego x 6 En i każdego sterowania u Ł K [tJ , a

®3est to faktycznie definicja tylko pewnej podklasy ays‘emów jładkic1’
wg > a 1 m a n >, F a l b a ,  A r b i b a  [26] , z którymi będziemy
wyłącznie mieli do czynienia w książce,

9Ogólnie, int A oznacza wnętrze zbioru A (w przest-zeni,* w której 
zbiór jest zanurzony). Deżeli T = [tQt1J , to int T = .
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jaj pochodna istnieje i jest funkcję przeozlałaml ciągłą na T wczędzle 
poza punktami nieciągłości sterowania uT , (iv) przekształcenie wyjścia
pe c° [x x u x t ] 11 . A

Mówiąc, że funkcja ma punkt nieciągłości pierwszego rodzaju rozumie
my, że jest ona w tym punkcie nieciągło i ma skończoną granicę lewo- 1 
prawostronną. V gładkim systemie dynamicznym wartość sterowania w skoń
czonej liczbie punktóv nieciągłości 1^, m e  ma wpływu na prze
bieg trajektorii stanów wewnętrznych. Wygodnie będzie Jednak przyjąć, że 
w punktach nieciągłości sterowania są funkcjami ciągłymi prawostronnie,

tzn. u(T.) « H m  u(t), lal,2 .... k. Klatę funkcji przedziałami oią-
• t— < +0

głych na T, o skończonej liczDie punktów nieciągłości pierwszego rodzaju 
na int T, w punktach nieciągłości ciągłych pra-o3tronnie oznaczany przez 
C° ,[t ] W dalszyn ciągu zajmiemy się cjładkinii systemami dynamicznymi, 
których sterowania spełniają warunek: u£ [j'j, u(t)€ U w każdym momen
cie t€T. Trajektorie stanów wewnętrznych takich systemów są prawie wszę
dzie na T rozwiązaniami pewnego równania różniczkowego:

*(t)= f (x (t) U(o; t), (i.i)

gdzie dx/dt => (dxj/dt, dxfl/dt ] . f = ( , f 2,.... f n).

Rzeczywiście, weźmy sterowanie u t C° [t ] , moment t 6 T  (t <C t ̂ ) 1 
taką liczbę Ł , że t + t £  T. Załóżmy, że w momencie t tystem znajduje 
się w stanie x( t) — x. Wówczas x(t + Ł ) ->p(t*Ł;t,x,to t + t ^ J^ =
= >f(t + t ;t,x,u )l wobec tego, że prawie wszędzie na T istnieje po
chodna dx(t)/ot, otr cymu-Jemy:

x( t)» lim i[" x{ t + 6 ) - x (t)] =
ć— O

« lim^ i  [ip(t+e ;t,x'u [t,t + Łp " f(t;t,x,u(t))J =

■ f(x(t),u(t),t) 

prawie wszędzie na T . i

Reasumując, zajmiemy się gładkimi systemami dynamicznymi, których
trajektorie stanów wewnętrznych są prawie, wszędzie rozwiązaniami równań 
różniczkowych typu (l.l), a przekształcenia wyjścia maję postać

y( t )=■ rj (x(t),u(t),t) , (1.2)

gdzie ip » 2 ..... ? k ̂ ' sterowania s9 funkcjami z klasy C° [iJ.Funk-
cja 12 jest ciągła na obszarze Enx U x T. O funkcji f będziemy dalej

10Symbolem C1 [a] oznaczamy klasę :unkcjl c^ągiych na A do i -
- tej pochodnej włącznie; C« [a ] - klasa funkcji ciągłych na A.

11Symbol«m C1 [t] oznaczany !<lesę funkcji ciągłych na T do (i-l) -
- szej ,,po< lodnej włócznie, których i - t a  pochodna jest funkcją z 
klasy C° [t] .
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zakładać, że jos: cięgła na EnxllxT i ma na tym otszarze ciągłe pochodne 
cząstkowe óf/óx = względem współrzędnych xltx2 .... xR wek

tora x.
Z teorii równań różniczkowych wiadomo, że

□  T w i e r d z e n i e  1.1. Jeżeli prawa strona równania
i ! i

* ( 0 -  g{*(t).t) - (1.3)

(x(t)-(x1(t),x2(t).... xnft )̂ • 9 =( 9^ • 92.....9n)) oraz pochodne częat-
kowe dg/óx =(c)g1/c)Xj) e>ą funkcjami ciągłymi na otwartym zbiorze 
Enx(e0,81), to przez każdy punkt (tc ,x°) £ (9o ,01)xEn przechodzi do
kładnie Jedna trajektoria XjQ , 0 ,j tędgca na palnym przedziale 
(0^,8,) C (Sj,.0!) zawieraJęcym3Hunkt t° rozwiązaniem równania (1.3).B

Załóżmy, że prawa strona równania (1.3) Jest określona i cięgła wraz 
z pochodnymi cząstkowymi dg/dx na Enx[tQ ,t^) (łącznie z momentem tQ). 
Nietrudno wykazać, że dla dowolnego etanu x°fcEn istnieje dokładnie jed
na taka trajektoria x t t ,), określona i ciągła na pewnym przedziale 
£t . t jj Q [*0-*!). że na°' 1 (*0**1^ Jest ona rozwiązaniem równania
(1.3), a ponadto

x(to)= x°. (1.4)

Rzeczywiście, wystarczy przyjęć w (1.3), że g(x,t)= g(x,tQ) dla 
t <  tQ . Wtedy prawa strona równania (1.3) i jej pochodne częstkowe dg/ O x 
będą funkcjami ciągłymi na otwartym ztiorze En x (-0 0 . tj). Zgodnie z 
twierdzeniem 1.1 istnieje dokładnie jodna trajektoria
X(g t «) ( " 00 <  8 < ‘o <  ti <  li) przechodząca przez punl<t( t0,x°), a więc 

spełniająca warunek (1.4). Trajektorie ta na przedziale (0,t^) Jest cią
gła, a na speinia równanie (1.3).

Twierdzenie 1.1 ma charakter .lokalny', tzn. zapewnia istnienie i Jed
noznaczność rozwiązania równania (1.3) tylko na pewnym, być może „barozo 
małym", przedziale (eó *eI - ,0o '0l^ otaczającym punkt T°, choć nia wy
klucza również takich przypadków, kiedy równanie typu (1.3; będzie miało 
Jednoznaczne rozwiązanie określone na całym przedziale (S ,8j),tzn. przy
padków, kiedy 0^ - 0Q , 0j * • Wyłącznie z takimi równaniami będziemy 
mieli do czynienia w książce (właściwość tę mają m.in. równania różnicz
kowe liniowe). Uwagi te prowadzą do następującego twierdzenia o istnie
niu i Jednoznaczności trajektorii stanów wewnętrznych w yładkich syste-

[ t
mach dynamicznych:

□ T w i e r a z e n i e  1.2.13 Załóżmy, że (i) w równaniu (l.l) funk
cje f, bf/ O x 6 C° [Enx uxtJ , (ii) jeżeli u jest ciągłą i ograniczoną 
funkcję na otwartym przedziale (^0>®i)< t0 przez każdy punkr (xc x ) € 
(0o .0i) x En orzechodzl dokładnie jedno rozwiązanie równania (1.3),w któ-

1^Zob.np. L.S. P o n t  r l a g i n  [4l] s.152-172.
13Dowód zob. Doaatek matematyczny do paragrafu 1, twierdzenie 1.2 

(«.. 211).
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rym g(x,t)=» f(x,u(t),t), określone i ograniczone na całym przedziale

Przy tych założeniach każdemu sterowaniu utC°rTj odpowiada dokładnie 
Jedna ciągła trajektoria xT> która prawie wszędzie (wszędzie,poza punk
tami nieciągłości sterowania u-j.) Jest rozwiązaniem równanie (l.l), a w 
momencie początkowyn t spełnie warunek (l.4).B

U w a g i .  1°. Twierdzenie 1.2 wyjaśnia, w Jakim sensie pojmujemy da
lej rozwiązanie równania typu (l.l) z przedziałami ciągłym sterowaniem 
Uy• Przez rozwiązanie równania (l.l) rozumiemy ciągłą trajektorię x̂ . speł
niającą to równanie wszędzie, poza punktami nieciągłości sterowania uT . 
Nazywamy je r o z w i ą z a n i e m  r ó w n a n i a  r ó ż n i c z 
k o w e g o  w s e n s i e  c a ł k o w y m .

2°. Nietrudno zauważyć, że każde równanie typu (l.l) spełniające wa
runki twierdzenia 1.2 opisuje przekształcenie etanów wewnętrznych, ’ gład
kiego systemu dynamicznego. Ookiaaniej: Istnieje takie przekształcanie 
stanów wewnętrznych if ( FJ t , •, co z f (•)): EnxK [t]— En spełniające wa
runki definicji 1.1 że x(t)= vp(ti-C ,x, w  t(u)) dla dowolnej pary mo
mentów t,t£T, dowolnego stanu x 6 En i każdego sterowania u f  K [l] 
gdzie K [t] “ {u : u £ C° [tJ, u ( t ) 6 U C E m w każaym momencie t Ł T J , x^ 
jest rozwiązaniem równania (l.l) z warunkiem x(l)- x i sterowaniem uT .

Mówiąc dalej, o gładkim systemie dynamicznym, którego przekeztałcenie 
stanów wewnętrznych opisuje równanie typu (l.l) z funkcjami f, ć)f/d*€ 
€ C° [ E°xUx t ] i sterowaniem u£ ę° t J , rozumiemy, że każdemu punktowi 
(t,x) 6 TxEn odpowiada dokładnie jako rozwiązanie x tego równania (w 
sensie całkowym) spełniające warunek x(t) = x. Trajektoria xT jest na 
T ciągła i wszędzie, poza punktami nieciągłości sterowania uT< gładka 
(różniczkowalnB). O parze równań (l.l), (1.2) będziemy mówić, że o p i 
s u j e  f u n k c j o n o w a n i e  g ł a d k i e g o  s y s t e m u  
d y n a m i c z n e g o .
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1.4. Stacjonarność

i
W praktyce często mamy do czynienia z sytuacją, kiedy przekształcenia 

sl inow wewnętrznych <p( t ; % , • ; w  ,.(')) nie zależy jawnie od zmiennych 
czasu t,t, lecz co najwyżej od ich różnicy t -  Z , a przekeztałcenie wyjś
ciami', *.t  ̂ nie zależy Jawnie od zmiennej t. Mówiąc nieściśle - nie 
zdofiniowallśmy bowiem pojęcia struktury systemu - sę to systemy, których 
struktura nie zmienia się w czasie. Systemy takie nazywamy stacjonarnymi. 
W szczególności

O e f i n l c j a  1.4. Gładki system dynam-czny nazwiemy eystemem 
s t a c j o n a r n y m .  Jeżeli (i) przekształcenie Jego stanów wewnetirz- 
nych opisuj . równanie różniczkowe z prawą stroną niezsleżną (jawnie) od 
zmiennej czasu t :
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^  x {t) - f(x(t),u(t))

* każdym momencie t 6 T, (ił) przekształcenie wyjścia £(.,.,t) nie za
leży J "łnis od zmiennej czasu t . A

§ 2. ROWNOWAGA I STABILNOSC

2.1. Równowaga statyczna

14Powszechnie przyjęta w technice definicja stanu równowagi brzmi: 
.Stanem równowagi nazywamy taki stan wewnptrzny systemu x, w którym pozo
staje on dowolnie długo przy ze-owym impul&ie wejściowym (sterowaniu)” . 
Innymi słowy, w każdym momencie t £ T  zachodzi warunek

*  - f  ( « V * '  w to .t(0T)) (2 .1 )

(i - Jest momentem początkowym horyzontu T, O-j. - oznacza sterowanie toż- 
samościowo równe zeru na T). Zakłada się przy tym z reguły, że moment 
końcowy horyzontu czasu T Jest równy nieskończoności.

Idea takiej rownowagi „statycznej" majęca interpretację i zastosowa
nie w technice przewija się m.in. także w teorii rownowagi ogólnej L.Wal- 
rasa 1 oparta Jest na hipotezie, że istnieję obiekty (fizyczne, społeczne, 
mogęce funkcjonować w całkowitej izolacji od otaczejecego je świata, bez 
jakiejkolwiek ingerencji z zewnętrz (zerowy impuls wejściowy). Jak Już o 
tym pisaliśmy we Wstępie, walrasowska gospodarka idealnie konkurencyjna, 
podporządkowana wyłęcznie rynkowym mechanizmom rzędzęcym zachowaniem nie
zależnych producentów i konsumentów, ma jednak niewiele wspólnego z re- 
alnę gospodirkę, w której przewidziana Jest możliwość świadomego kształ
towania procesów wzrostu przez władzę gospodarczy. Mówięc o równowadze 
ekonomicznej w takiej gospodarcs mamy na myśli proces Je; równomiernego, 
harmonijnego wzrostu przeDiegajęcy w warunkach celowego, świadomego od
działywania ze strony władzy (otoczenia).

2.2 Uogólnianie pojęcia równowagi. Równowaga dynamiczna

Definicja, którę sformułujemy za chwilę jest uogólnieniem klasycznej 
definicji równowagi. Relatywizuje pojęcie równowagi, nie utożsamiajęc Jej 
z pojedynczym stanem spoczynku systemu, ani nie wykluczajęc możliwości 
oddziaływania z zewnętrz w celu jej zainicjowania.

14Zob.np. S.W. D i r e c t o r ,  R.A. R o h r e r [l5j s.21.
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Przyjmujęc, że symptomem równowagi tak czy inaczej powinna byc nie
zmienność pewnych charakterystyk systemu,nie wymagamy, aby charakterysty
kę takę tworzył bezwarunkowo stan we.ynętrzny systemu x odpowiaoajęcy 
zerowemu starowaniu (zdrowemu impulsowi wejściowemu), a więc stan równo
wag: statycznej w tym rozumieniu, w Jakim pojęcia tego używa się w tech
nice* „Niezmiennikami" mogę być, ogólnie rzecz bloręc, warto ici pewnych 
funkcji określonych na stanach (wewnętrznych, wyjścia) systemu lub na ich 
podzbiorach, opisujących określone właściwości systemu. Nio musi nim być 
stan wewnętrzny systemu, lecz np. Jego pochodna (wtedy trajektoria stanów 
wewnętrznych będzie funkcję liniową) lub np. suma wartości Jego ’ współ
rzędnych stanu wyjścia (o ile, oczywiście, operacja taka będzie miLia 
okreslonę interpretację) itp. Polędane Jest przy tym, aby system w rów
nowadze c h a r a K t e r y z j w a£ regularny przebieg jego trajektorii, co w przy
padku systemów gładkich oznacza ich ciągłość i odpowiednię „gładkość". 
Myśl tę zawrzemy w następującej definicji: ‘

A o  e f i n i c j a  2.1. Będziemy mówić, że gładki system dynamio-tiiy 
z trajektorię sterowań û ., trajektorię stbnów wewnętrznych xT i - stanów 
wyjjcia yT znajduje eię w horyzonoir czasu T w 6 -równowadze ( guzie
6 Jest takę funkcję okreslonę na ’Enxt' z wartościami w pewnej przes
trzeni Euklidesa Z, że C(x,y) / const. na EnxEk )tJeżeli (i) u,x.y £ 
€ cl [T J oraz (ii) 6( x( t), y( t)) = const. we wszystkich momentach czas,u 
t € T. A

Funkcja 6 jest miarę tych charakterystyk syetemu, których utrzymanie 
na określonym poziomie uznaje się za szczególnie pożędane Jako symptom 
równowagi systemu. W praktyce jej postać zależy od specyfiki problemu,ce
lu badań itp.

P r z y k ł a d y .  1°. Klasycznę definicję 6tanu równowagi statycznej 
(przy zerowym impulsie wejściowym) otrzymujemy przyjmujęc: u( t) » O 
w każdym momencie t 6 T  oraz <3(x,y) = > dla dowolnych "x,y (w tym 
przypadł u Z = En).

o 15 "**
2 . Deżeli przyjmiemy, że w pewnym systemie <5(x,y) = <e,x>(wówczas

Z = En), współrzędne wektora x (t) oznaczaję masę, a x ć C1 [t ] jest 
takę trajektorię stanów wewnętrznych, że < e , x ( t ) > »  const. > 0  w każ
dym momencie t € T, to równowaga oznacza właściwość zachowania masy bez 
względu na jej rozkład (bez względu na to, „kosztem" Jakich icnpulsów uT 
masa zostanie zachowana oraz jak to uwidoczni się w stanach wyjścia 
y €  C1 [t ] ).

3°. Niech 6 ( x ,y) -(6^, by ) ,

15Symbolem < a,b> oznaczamy iloczyn skalarny wektorów a,b. Oeżell
n n

a,b € E , to < a , b >  » ^  “i^i * ° “ (l.l.... l) (wektor złożony z
1-1

Jedynek).



Niech współrzędne wektora x = (xltx,.... xt ) osnaczalą produkcję,
współrzędne wektora y ■ (', .y2 » « • • -Y|<) - Konsumpcję określonycn aóbr. 
Zatem ( 6>x . 6 )  - Jest (n+k) - elementowym wektorem, którf-go współrzędny
mi są stopy wzrofatu produkcji i konsumpcji (Z * En+ ). Jeżeli będę 
takimi trajektoriami (odpowiadającymi pewnemu sterowaniu Uj), że 
i . y C C 1 [tJ , oraz | 6 y  &y(t))“ const.>0 w każdym momencie t£T, to 
cecną cnarakierystyczną goi pokarm w 5 - równowadze będzie równomierny 
wzrost produkcji i konsumpcji. Przyjmując ć(x,y) -« c-x , osłabimy warunki 
równowagi do równomiernego wzrostu produkcji (poza oceną pozostaje wzrost 
konsumpcji). Oowrotna sytuację będziemy mieli, przyjmując (5(x,y) = 6y.

4°.Jeżeli przyjmiemy16 G(x,y) ■ ji-j- x , -j-̂j . (zatem Z = En+k),przez 
x oznaczymy wektor produkcji , przez y - welctor konsumpcji a xT , ,'T 
będą takimi trajektoriami (odpowiadającymi pawnemu sterowaniu że

”;(t) / O , y( t) / O , ( —  x(t), —  — - y( t) )= const.
W x ( t } |  I y(t) | )

w każdym momencie t€T, wtedy warunkiem równowagi bidzie zachowanie 
struktury produkcji i konsumpcji (podczas, gdy sama pradukcja i konsump
cja mogą zarówno rosnąć, jak i maleć).

Gdybyśmy przyjęli Gijfc.y)” t ~t  x • wtedy w tak rozumianej równowadze
I I

zachowana byłaby tylko struktura produkcji, natomiast w przypadku 
6(x,y)» y - tylko struktura konsumpcji.

2.3 Stabilność

Załóżmy, że horyzont T Jest półosią czasu z początkiem w t i nie
skończonym momentem końcowym. Niech x.p będzie trajektorią systemu w
rt-równowadze (w sensie definicji 2.1) odpowiadającą sterowaniu uT .

. 17W teęhnice przyjęte są powszechnie następujące definlcjt, stabilnosci :

Przez |a| oznaczamy sumę wartości bezwzględnYch współrzędnych
n

wektora a . Jeżeli a £ E  , to |af ■ ^  | ail ■ Jeżeli a - liczba, to
-■*1 ^ *

|a| - wartość bezwzględna liczby a.

17 Zob.np. prace: a&j rozdz.6, [29l ‘ozriz .12, [5l] rozdz.7. Symbolem 
||x|| oznaczamy i ormę Euklidesa wektora x w En .



(l) System nazywamy stabilnym (w otoczeniu trajektorii xT ), Jeżeli dla 
dowolnej liczby Ł > 0  istnieje taka liczba 6>0, iż z nierówności || x° - 
~ *(*0) 11-^6 wynika, że ||^{t;to ,x°, u> f t (u) )-x( t) || ̂  t w każdym momen

cie czasu t ^  tQ (zob.rys.2.1).
(il) System nazywamy asymptotycznie stabilnym (w otoczeniu trajektorii 

;T ), Jeżeli istnii -|e taka liczba 6>0, że z nierówności || xŁ- x(ro)||^ 6 
wynika, iż lim || ij)( t ;to ,GJt t(u))- x(t)||= O (rys.2.2).

t —► +00 ®
(lll) Dezeli warunek (ii) spełniony Jest dla 6= + 00 , wówczas system 

taki nazywamy globalnie (asymptotycznie) stabilnym.
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Przytoczone definicje stabilności tracę znaczenie, guy przyi-issyj, że 
horyzont T Jeet ograniczonym przedziałem czasu [tQ ,t^J . tymczasem Jest
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to założenie towarzyszęce wszystkim zagadnieniom wzroutu goupodarczegó 
rozpatrywanym w kslężce. W zagadnieniach tych interesuję nas poza tym wy
łącznie procesy optymalne. Uwagi te prowadzę do następujęcej definicji :

A D e f i n i c j a  2.2. Niech xT oznacza trajektorię stanów wew
nętrznych gładkiego systeuiu dynamicznego w (5 -równowadze ze sterowaniem
u_ i ograniczonym horyzontem czasu T = t .t-] , a x? - optymalnę tra-

19 H* \ Ojektorię stenów systemu z warunkiem początkowym x (t = x •

S/ste.n Jest s t a b i l n y  (w otoczeniu trajektorii jeżeli
dla dowolnej liczby Ł > 0  istnieje taka liczba 0Ł > O ,  iż z nierówności 
| T | = “ t0 2 B £ wynika, że

II x* ( O -  X (t) ||<L 

w każdym iromencle czasu t 6 [to+0Ł ' *i“Sł ] 2° ' ^

Pomijając ten fakt, że w definicji 2.2 istotny Jest przebieg tylko op
tymalnych trajektorii w otoczeniu trajektorii systemu vy e -równowadze 
(podczas gdy w definicjach przytoczonych uprzednio chodziło o przebieg 
wszystkich trajektorii przynajmniej z pewnego otoczenia trajektorii w
S -równowadze), ich odmienność polega na różnym pojmowaniu zbieżności tra- 
jektorii {zob.rys.2.3).

. A
Definicja nawięzuje do ideJ stabilności, której mowa w tzw. 

twierdzeniach o magistrali w modelach Neuman ta-Gale*a, por.np.prace* ^ 9 j 
rozdz. 11, [35] rozdz.5, [36j rozdz.4.

11 W świetle kryteriów, o których bedzie mowa w następnym paragrafie.
Tutaj oraz wszędzie dalej symbolem |T | oznaczany długość hory

zontu czasu T.
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W ujęciu klasycznym dwie trajektorie sę zbieżne, Jażell z upływem cza
su różnica między nimi (między ich wartoiciaml w kolejnych momentach cza
su) maluje do zera. Natomla3t zbieżność trajektorii w sensie definicji 
2.2 oznt-iza, że w miarę wydłużania horyzontu czasu T różnica między ni- 
i*l maleje wszędzie, z wyjętkiem co najwyżej pewnego okresu na początku 1 
pod koniec horyzontu.

§ 3 STAROWANIE OPTYMALNE

Poprzednie dwa paragrafy poświęciliśmy definicjom pojęć, obecnie prze
chodzimy do omówienia materiału stanowlęcegc rd^eń matematyczny książki. 
Znaczna część dalszych wywodów opiera się na twierdzeniach, które prezen
tujemy w tym paragrafie. Ich znajomość wystarcza dla zrozumienia zagad
nień formułowanych i rozwiązywanych w rozdziałach następnych. Nie omawia
my wszystkich metod matematycznych sterowania optymalnego. Mcitodę, którą 
posługujemy się w książce. Jest zasada maksimum Pontriagina. Twierdzenia
staramy się formułować precyzyjnie, choć dawody mają niekiedy charakter

21Intuicyjny

3.1. Sformułowanie zagadnienia

Zagadnienie sterowania optymolnego przedstawimy na przykładzie syste
mu stacjonarnego. Uogólnieniami zajmiemy się w punkcie 3.3.

Rozpatrzmy gładki, stacjonarny system aynamiczny z przekształceniem 
stenów /vewnftrznych

^  x (t) - f(x (t), u (t)), (3.1)

f =■ < V f£.... fn); f. df/óxec° [En X uj ; u(t)euch'M

w każdym momencie 1 przekształceniem wyjścia

y(t) = p(x (t;, u (t)) , (3.2)

? “ ®?1* ? 2 .... ?k> J ? 6 C ° [E" x U J *

2i
Czytelnika pragnącego gruntowniej zapoznać się z zasadą makbimum 

Pontriagina i innymi metodami stepowania optymalnego bezpośrednio nie 
opartymi na zasadzie maksimum odsyłamy dc prac: L.5. P o n t  r i a g i n
i in. J42] , M. A t h a n s, P.L. F: a 1 b [3] , W.G. B o ł t i a ń -
8 k i [8], 0. G e d y m l n  r20] , G. H a d 1 e y, M.C. K e m p J22], 
R.E. K a l m a r  i ln. A.m. T i e r - K r i k o r o w  [4L , a
także R. B e l l m a n  [5]". R, ó e l l m a n ,  R. K a l a b a  [61, M. 
I n t r i l i g a t o r  [24 rozdz. 13,14, R. K u l i k o w s k i  [2d] 
rozdz.4.



W układzie (3.1) - (3.2) wektor x(t) oznacza stan wewnętrzny syste
mu, wektor u(t) - wartość sterowanLa (stan wejścia), wektor y (t) - star 
wyjścia systemu w momencie t, U - Jest zbiorem sterowań. Horyzontem jest 
przedział czasu tQ • Będziemy zakładać, że moment początkowy t ho
ryzontu Je t ustalony. Momentem Końcowym może być d o w o l n y  mo
ment czasu t (t1<  + oo ). Sterowaniem w okresie [t0 >tj] może byc

każda funkcja ut C° * wjrtosciami w zbiorze U. Zakładamy, że
każdemu takiemu sterowaniu odpowiada dokładnie jodna trajektoria xft » !

r  lspełniająca warunek początkowy (1.4), będąca nb Lr,_'t lJ rozwiązaniem”rów- 
nania (3.1) w sensie całkowym. Trnjektorle te są funkcjami z klasy

S1 ['o^l].
A D e f l n i c J a  3.1. Oznaczmy przez X1 S En (X" / p ) pewien pod

zbiór e t a n ó w  d o c e l o w y c h  systemu, (i) Parę (u,x)r,. r i
r i Llo’ lJ

gdzie u £t t  ̂jest sterowaniem w okresie Lto*tiJ > a x [t , t ̂ j - odpo

wiadającą mu trajektorią stanów wewnętrznych (rozwiązanie równania (3.1)) 
spełniającą warunek początkowy (1.4), nazywać będziemy p r o c e s e m  
s t e r o w a n i a  . (ii) Proces sterowania nazwiemy d o p u s z 
c z a l n y m ,  jeżeli w momencie Końcowy,n t^ spełniony będzie warunek: 
x(t1) 6 X 1 . A

3ezeli w pewnym okr»sie [rQ,t p a r a  (u,x) |r t J  będzie dopuszczal
nym procesem sterowania, wteay uf .. l nazw: i iy° ^ s t  e r o w a n l e i

L S ^ i J
d o p u s z c z a l n y m ,  a x [ t - t ] “ d o p u s z c z a l n ą

t r a j e k t o r i ą  s t a n ó w  w 1 w n ę t r z n y c h .  Trajek
torię y r i odpowiadającą procesowi dopuszczalnemu zgodnie z (12) 

L'o' lj
nazwiemy d o p u s z c z a l n ą  t r a j e k t o r i ą  w y j ś 
c i a .  Funkcja yr .. -i wteay i tylko wtŁdy będzie dopuszczalną tra-

Ll . * 3 J
jektorią wyjścia. Jeżeli znajdzie się taki proces dopuszczalny 

(u.x) t ,t J * ie tróJka [t ,t J 8Pbłni na [*o* *lJ warunek
(3.2). 0 stalowaniu dopuszczalnym będziemy mówić, że p r z e p r o w a 
d z a  s y s t e m  z e  s t a n u  p o o z ą t k o w e g o  X0 d o  
z b i o r u  s t a n ó w  d o c e l o w y c h  X , a o  dopuszczalnej 
trajektorii stanów wewnętrznych, że w y c h o d z i  z x 
1 w c h o d z i  d o  X1 . Zwracamy uwagę, że dwa różne sterowanie 
dopuszczalne mogą przeprowadzać system ze stanu x° do zbioru X1 w różnyir 
czasie, tzn., że różne mogą być nio tylko trajektorie stanów wewnętrz
nych odpowiadające tym notowaniom, lecz także momenty końcowe ich dojś
cia do X1 .

Określmy na procesach dopuszczalnych funkcjonał całkowy $  z wartoś

ciami
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*1
$[(“ ,x)[t t j j  '  j  fo(x(t)’ u(t)) dt‘ 

*0

(3.3)



Wartość funkcjonału (313) bedziemy nazywać w s k a ź n i k i e m  j a 
k o ś c i  procesu (u,x)r r i, zaś funkcjonał - k r y t e r i u m

L o ’ iJ 22
f v . n k c j  o n o w a n i a  systemu . 0 funkcji podcałkowej f zakła
damy, że spełnia te same warunki co funkcja r w równaniu (3.1), tzn.

C  * v ó x  e c° !>"x uJ •
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K~ ł t  \" " ̂  nazwiemy
"o ’ u

p r o c e s e m  o p t y m a l n y m ,  jeżeli spełniony będzie warunek

A D e f i n i c j a  3.2. Proces dupuszczelny (u*. **)£ t t>ł]

J f0(x“ (t).u* (t)dt> j fQ(x(t), u(t))dto ’ 

ł0

dla każaego procesu dopuszczaln«go (u,x) ^  . A

hrocusem optymalnym będzie zatem ten proces dopuszczalny, któren.u od
powiada maksymalny wskaźnik Jakości. Jeżeli (u* >l>rt t «1 bidzie pro-

M O 1 ■*
ce s e m  o p ty ma ln ym , to u f  m ] n a z w i e m y  s t e r o w a n i e m  o p -

L O'
t y m a l n y m ,  x t* J “ ° P t y m B l n 9 t r a j e k t o r i e

s t a n ó w  w e w n ę t r z n y c h ,  yM ft * 1 - o p t y m a l n ą
L o l-1 r j it r a j e k t o r i ą  w y j ś c i t . a  przedział czasu |_t -tjJ - o p 

t y m a l n y m  h o r y z o n t e m .  Zadaniem sterowania optymalnego 
nazywamy zadanie wyboru procesu optymalnego - maksymalizującego wartość 
funkcjonału (3.3) - ze zoioru (z wiązki) procesów dopuszczalnych. Zadanie 
to będziemy zapisywać w następującej postaci:

*1
max J fQ(x(t), u (t))dr , (3.4)

x(t) = f(x(t),u(t)) , 

u(t)£U, u € C ° [ t o ,t1J , <3 -5)

x(to) =. x°, x(tx) 6 X1 .

W dalszym ciągu nazywać je Dędziemy stacjonarnym zadaniem stepowania z 
kryterium całkowym i nie ustalonym momentem końcowym.

22 Ogólnie, kryterium funkcjonowania systemu mo.e być funkcjonałem 
określonym zarówno na dopjszczalnych procesach (u,x)rt t jak i na od-

L o ' 1-1
p o w i a d a j ą c y c h  im t r a j e k t o r i a c h  w y j ś c i a  y t r j . K r y t e r i u m  t a ki e z a w s z e

można przekształcić do postaci (3.3) zważ/wszy, ze w każdym momencie cza
su star wyjścia Jest z nałożenia ciągłą funkcją stanu wewnętrznego i sta
nu wejścia (steiowanla).



Moment końcowy t w zadaniu tym nie Jest ustalony ad hoc (Jest 2mien-
1ną decyzyjny zaJaniej. 0 zoiorze sranow docelowych X zakładany, żt jest 

gładką rozmaitością w En ^3 .

A D e f i n i c J a  3.3. Niech p » (Pi>P2.... pk^ będzie funkcję wek
torową z E1’ w Ek (k ^  n) . Niepusty zbiór

X1 = | x £ En : p(x) = O J

nazwiemy gładką (n-k)-wymiarową rozmaitością, jeżeli (i) p 6 C J [_ En J.
(ii) w każdym punkcie x £ X1 wektory dp^(x)/'i)x * (dp^nj/j)
& P^l *)/ d xn). i”1 . 2, . . ., k, sę liniowo niezależne. A

Na przykłaa, zDiór wszystkich wekioiów x £ En spełniających równanie 
< a , x >  = const. będzie ( n-l)-wymiarową gładką rozmaitością , ( niperpłesz- 
czyzną) w En, Jeżeli a/O.

Przyjmijmy oznaczenia
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= | x € E n : Pjjx) = oj ,i=l,2.... k .

Wówczas X1 * f"') X*. Zbiory > nazywamy h i p e r p o w i e r z c h

X;

k

i=l
n i a m i g ł a d k i m i  w En . Punkt x £ X* nazywamy pjnkrea osob
liwym hiperpowierzchni X^ , Jeżeli t)pi(x)/óx = O. Gładka hipei powierz - 
chnia nie mająca punktów osobliwych Jest (n-l)-wymiarową gładi ą rozma
itością w En . Niech P̂  ̂ x będzie hiperpłaszczyzną styczną w punkcie 
x £ X *  do gładkiej hiperpowierzchni X*. Wówczas wektor ć)pi(x)/{)x jest 
jej wektorem normalnym, tzn.:

f n ‘>Pi(x) 1
pi , x = l y € E  :< - ^ t —  ■ y-x > =  °J •

k
A d e f i n i c j a  3.4. (i) Zbiór Px = f'') PŁ nazywamy p ł a s z-

i=l
c z y z n ę  s t y c z n ę  w punkcie x do gładkiej rozmaitości X^. 
(ii) Wektor z z początkiem w x nazywamy wektorem stycznym w punkcie 
x do gładkiej rozmaitości X1 , Jeżeli Jest on ortogonalny do wszystkich 
wektorow óp̂  ̂ (*)/ ó* ,i=l,2, ...,k . A

Wektor z wtedy i tylko wtedy jest styczny do gładkiej rozmaitości X1 
w punkcie x , Jeżeli z « y-x dla pewnego y € px - Pojęcie płaszczyzny 
stycznej gra istotną rolę w warunkach optymalno-ici formułowanych dalej.

23 W teorii stnrowania optymalnego Jest to typowe założenie, dzięki 
któremu obok „właściwej" zasady maksimum pojawiają się dodatkowe tzw. wa
runki transwersalności. Mowa o nich w dowodzie twierdzenia 3.1 (zob. Do
datek matematyczny do paragrafu 3, twierdzenie 3.1, s. 212).
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3 2. Warunki konieczne optymalr.ości. Zasada maksimum Pontriagina 
w przypadku stacjonarnego zadania sterowania opLymahego 

ł kryterium całkowym i nie ustalonym momentem końcowym

Znane sę dwie podstawowe metody rozwiązywanie zadań sterowania opty
malnego typu (3.4) - (3.5) :24 metoda Pontriagina 1 współpracowników, a 
od-lnj mówiąc zespół warunków koniecznych optymalności znanych pod ogól
ną nazwą z a s a d y  m a k s i m u m  oraz metoda pi ogramowenia dy
namicznego, w której kluczowa rolę gra r ó w n a n i e  B e l l m a -  
n a. W zastosowaniach metoda Pontriaginn jest na ogół dogodniejsza od 
metody Bellmana. W celu rozwiązania zadania sterowania optymalnego metodą 
programowanie dynamicznego potrzebne są p»wne dodatkowe informacje o właś
ciwościach rozwiązań, których nie wyitaga metoda Pontriagina. Co więcej, 
posługując się zasadą maksimum Pontriagina, można 1 ozwiązać t ikj e zaca- 
nia,których w ogóle nie daje się rozwiązać metodą programowania dynamicz
nego. Pełne wyprowadzenie warunków optynalnoścl (zasady maksimum) wykra
cza poza ramy książki. Przy pewnych dodatkowych założeniach można Jednak 
stosunkowo łatwo otrzymać je z równania Bellmana. W tym celu potraktujemy 
zadanie (3.4) - (3.5) jako jedno z rodziny zadań z różnymi stanami po
czątkowy ii x t En i momentami początkowymi t£E*. Zamiast Jednego zada
nia (3.4) - (3.5) rozpatrzymy zatem klasę zadań sterowania typu (3.4) -
- 3.5) z ustalonym (we wszystkich zadaniach takim samym) zbiorem stanów 
docelowych X1, lecz z różnymi stanami i momentami początkowymi x,t.Wyjś
ciowe zadanie (3.4) - (3.5) otrzymamy, przyjmując x ■ xD , t = t .

V z a ł o ż e n i e  3.1. Ola każdego stanu początkowego xfc Ł ' 1 do- 
wolnsgo momentu t € E1 Istnieje rozwiązanie zadania

s

max J fQ( x(e), u(e)) d , (3.6)
t

x(e) - f ( x (b ), u  («))

u(e)6 u, u t c °  [t.t J  , (3.7)

x (t) - x, x (t )e  X1 . ▼

W zadaniu tym, podobnie jak w zadaniu (3.4) - (3.5), moment końcowy t^ 
nie Jest ustalony. Oznaczmy przez 3(x,t) maksymalną wartość funkcjonału 
(3.6) w zadaniu (3.6) - (3.7) z momentem początkowym t i  stanem począt
kowym x. W mysi założenia 3.1 funkcja 3 zmiennych x,t jest okreś-
1  t-n+1łona na L

Nie licząc tzw. metod gradientowych, w których wykorzystuje się 
aparat analizy funkcjonalnej, por.np. R. K u l i k o w s k i  28 
rozdz.4,



7 z  a ł O z o n i e  3.2. 3 e C2 [ e° x H1 ] .▼
Przy tych założeniach prawdziwe Jest następujące twierdzenie.

25□  t w i e r d z e n i e  3.1. Oeżali spełnione są założenia 3.1, 3.2 
i proces (u*, xM ) r i jest rozwiązaniem zadania (3.4) - (3.5),

Ll  0 * *1  J
to istnieje taka stała w  > 0  oraz takie rozwiązanie uj r ,, t 
nia Ł V * l J

37

równa-

d , X <>H (Y o - Y (t) > %«"(*>) 
HF Y ( t ) ------------- 37 X-X*(t)'

ze w każdym momencie t €  J

m a x  H ( y " ,  y * ( t )  . x " ( t ) ru) = H ty*, y * ( t )  . xX (t) .u* (t)) = O, 

u 6 U

a ponadto w momencie końcowym t*

< / ( * & .  x - x* (tj) >  - O

dla każdego wektora x € P ^dzie H ( y o *Y >x »u) ■

■» Y 0 fQ (x,u) + < y , f ( x , u ) > ,  PxMjtxj jest płaszczyzną styczną 

punkcie x*(t *). ■

do X1

To, że przy dowodzie tego twierdzenia korzysta się z. założań 3.1,3.2 
nie miałoby większego znaczenia, goyby założenia te były spełnione w prak
tyce. Okazuje się Jednak, że w konkretnych zadaniach sterowania, z który
mi spotykamy się w praktyce, założenia te na ogół nie są spełnione. Pon- 
tragin i współpracownicy wyprowadzili zespół warunków koniecznych opty
malności bardzo podobny do warunków sformułowanych w twierdzeniu 3.1,Jed
nak bez założeń 3.1, 3.2. Dzięki temu właśnie, a także ze względu na jej 
przejrzystość i prostotę, zasada mai slmum Pontriagina stanowi podstawową 
metodę rozwiązywania wielu praktycznych zadań sterowania optymalnego.

Teza twierdzenia, które formułujemy poniżej różni się nieznacznie od 
tezy twierdzenia 3.1. Twierdzenie 3.2 jeat ogólniejsze, ponieważ proce
sy '.p*łniające warunki twierdzonia 3.1 spełniają również warunki tego 
twierdzenia. Jego najistotniejszą zaletą Jest to, że w odróżnieniu od 
twierdzenia 3.1 Jest prawdziwe bez zaiozeń 3.1, 3.2.

□  T w i e r d z e n i e  3.2.26 Miech proces (u* x*) J będzie

rozwiązaniem następującego stacjonarnego zadania sterowania optymalnego 
z kryterium całko'vym, ustalonym momentem początkowym i m e  ustalonym mo
mentem końcowym;

Dowód,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 3, T w i e r d z e n i e  3.1.
s .212.

Zob.np. O. G e d y m l n  [20] i ,134-135, twierdzenie 2-5.
26
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t ,
max J f0 (<(t),u(t)) dt ,

^  x( t) « f ! x( t),u(t) ) , 

u(t)eu . u € Ć° [to ,t1 ] , 

x(t0)» x°, x(t,)6 X1

( f “ ( f f 2 ‘ ”  ' '  f r>) ’ fo,f' d fo l  ̂  x ’ ^ f/ir ̂  X ^ C° [ Enx u]; X 1 Je6t gładką

rozmaitością w En).

Zdefiniujmy funkcję H (h&miltonian) zmiennych l|/0 ^ E >

y,x 6 En, u 6 Em :

h ( y0 . y .  x . u) -  %  f 0<x »u) + < Y *  f ( * . u ) >  .

istnieje stała y  * 0 oraz takib rozwiązanie y  t J równania

d d H ( y * . y ( t )  .x,uM (t)) ^ y f t ) -------- T 7 ---------
c x

że

x=x*(t) ’

(A) ( y*, y M(t)) /  o 

w każdym momencie t £ Ct0 'tJ 1 '

fB) ax H(y*, y*(t) x*{t),u) ■= n ( y *  , i|f M ( t) ,xK(t) .u*(t)) = O 

u 6 U
w każdym momencie t € '

(C) < y M(t*) . x - x*(t*)> = O 

dla każdego wektora x e p x*(t*) gdzie px*( t* ) J1*41 P*a»zczYzne stycz

ną do gładkiej rozmaitości X1 w punkcie x* (t*) . fl

Twierdzenie tc, pozę tym, że jest prawdziwe bez założeń 3.1, 3.2 różni 
się tylko tym od twierdzenia 3.1, że stała y ” może, ogólnie biorąc, 
przyjęć obecnie również wartość zerową i wobec tego pojaMa się dodatkowy 
warunek (nietrywialności) (A). W twierdzeniu 3.1 warunek ten jest zawsre 
spełniony, a stałą * wprowadziliśmy tam po to, aby otrzymać tezę ma
ksymalnie zbliżoną do tezy twierdzenia 3.2. Je-jo dowód jest Jednak znacz
nie trudniejszy i wykracza poza ramy tej książki. Zainteresowanego Czy
telnika odsyłamy do prac wymienionych na początku paragrafu.
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3 3. Niektóre uogólnienia i przypadki szczególne

Korzystając z twierdzenia 3.2, przedstawimy warunKi optymalności roz
wiązań kilku typów zadań sterowania, z którymi zetkniemy się w następnych 
rozdziałach. W zadaniach tych hamiltonian H będzie liniową funkcję ste
rowania. W takim przypadku, przy dodatkowym założeniu, że zbiór sterowań 
U Jose prostopadłościanem, warunek ir.akslmum (B ) twierdzenia 3.2 można 
przedstawić w prostszej postaci.

Zrłóżmy, że zDiór sterowań U Jest prostopadłościanem w Em , tzn.

U = | u : a ^  u <  b j , (3.8)

gjzie a,b - wektory w Em , a / b. Załóżmy, że proces (u*,x*)rt t* 1
L o ' 1

J«*st rozwiązaniem zadania (3.4) - (3,5), w którym zbiór sterowań U Jest 
prostopadłościanem postaci (3.8), a hamiltonian H przy ustalonych y o , 
y. x Jeat liniową funkcją zmiennej u (sterowania). Wtedy warunek mak
simum (B) w  twierdzeniu 3.2 można zastępie następującym warunkiem rów
noważnym :

e>H (Y *. w *  (t),x“ i o .u )
u i * ̂  = b i • J e i e l i  ----------------- 5Ii--------------- '

1 1 0 i (3.9)

d H ( Y  o, W** (t ) , * (t),u) 
ut (t) - a± , Jeżeli -------------- --------------  <  0,

w każdym momBncie t ^ [ t0 >ti J (i=1»2 .... m) • Pozostałe warunki twierdze
nia nie zmieniają się.

3.3.1. NIESTACJONARNE ZAŁjmNIE STEkOWANIA Z KRYTERIUM CAŁKOWYM I NIE 
USTALONYM MOMENTEM KOŃCOWYM

Ustalimy, jaką postać przyjmie zasada maksimum w następującym zadaniu 
niestacjonarnym

t -Ł1

max J f0(x(t),u(t),t) dt , (3.10)

x (t) - fQ (x (t) ,u(t), t) , 

u (t) fc U , u e c °  [ t 0 ,t1J . (3.11)

x ( t 0 ) = x° , * ( 1 ^  € X 1

(moment końcowy - nie ustalony, zmienna decyzyjna zadania), w którym 
przekształcenie stanów wewnętrznych opisuje równanie różniczkowe z prawą 
stroną Jawnie zalbżna od zmiennych x,u i czasu t. Zakładamy, że funk-
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cje zmie....ych x,u,t o raz ich pochodna czqa t kowc b f ę /  b x ,  d f / d *
należę do klasy C° [ E''x U x [t0 ,tJJ , U C f ” , X 1 Jest gładką rozma
itością w E .

1 1Wprowadźmy funkcję x ^ : E — »• E ,

xn+l(t)

Funkcja ta jest rozwiązaniem równania

d
HF n+l

i
(t)

z warunkiem poczTtKowym “ t0 " Wprowadzając ją do zadania (3.10)
-(3.11), otrzymamy następujące równoważne stacjonarne zadanie sttrowan_a:

max J f0(x (t), u (t) .xn+1' (t))dt . (3.1C/)

*0

* (t) ■ r (« (O .u(t),xn+1lO)

d
ćJF *n+lł

u (t) 6 U. u C C °  [tjj.tj J . (3.11')

(x (to>'xn+i (V >  (x° ' t o ) ■
(x (ti).xn+i(ti))€ ^ = { ( x , x n+i) : x € X 1 , xn+1 e E1 }.

Ponieważ X1 jest gładką rozmaitością w En , zotem K1 joat gładką 
rozmaitością w En+1 27. Do zadania (3.10') - (3.11 ') stosuje się twier
dzenie 3.2, co prowadzi do następujących warunków optymalności w wyjścio
wym, niestacjonarnym zadaniu (3.10) - (3.1l).

□  T w i e r d z e n i e  3.3.28 Niech proces (uM , *)  ̂ t«j będzie

rozwiązaniem niestacjonarnego zadania (3.10) - (3.11) z kryterium całko
wym i nie ustalonym momentem kortcuwyiu. Wprowadźmy hamiltonian H:

H ( Y o '  Y ' x 'U , t  ̂ “ ¥ o f o ' x , u , t  ̂ + < Y - f ( x .u <t ) >  •

Istnieje stała y *  ^  O i takie rozwiązanie y*^ t*j równania

d ł)H ( y*, y  it) ,x,u* (t),t)
TF  Y (t) “ " ----------------------- :-------------

X , \
x»x (t) .

2^ Ponieważ xn+^ (t^) “ tj , a moment t^ w zadaniu tym Jest nie us
talony, zatem w gładkiej rozmaitości X* zmienna x - przeoiega całą
09 rzeczywistą.

28 Dowód,z o d . Podatek matematyczny do paragrafu 3, twlerazeme 3.3 
». 219. (

i
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że
(A) ty*, ,jrM( t ) V  o

w każdym momencie t £. [tg*1! ] •

(B) max H ( y o> y*( t )  , x *  ( t )  , u , t  ) = H ( y *  , t f ? x  *  ( t^\ u *  ( t ) ,  t )  

u € U

w każdym momencie t € | t , t^J ,

(C) H (y* y*lt*.3 ***( t*) ,u“(t*) ,t*) =0,

(D) <lf*(t1f),x - = O

dŁe ka?dec,o wektora x £ j t » y  gdzie pxi,(t1>) ^e6t Pia02c':y'£n« etycz

ną do gładkiej rozmaitości X1 w punkcie x* (t* )•■

U w a g a .  Jeżeli w nieatacjor.arnym zadaniu (3.10) - (3.1l) hamilto
nian będzie Linio tę funkcją sterowania, a zbiór sterowań u prostopadło
ścianem postaci (3.8), to warunek maksimum (B) w  twierdzeniu 3.5 można 
za.tąpić warunkiem typu (3.9).

3.3.2. ZAUANIE STEROWANIA OPTYMALNEGO Z KRYTERIUM CAŁKOWYM, USTALONYM 
HORYZONTEM I SWOBODNYM PRAWYM KRAŃCEM - WERSJA STACJONARNA I 
NIESTACJONARNA

W zadaniach rozpatrywanych dotąc moment końcowy t ^  w którym trajek
toria stanów wewnętrznych systemu wchodziła do zbioru etanów docelowych 
X był nie ustalony (był jedną ze zmiennych decyzyjnych zadań), a więc 
nie ustalona była ad hoc długość horyzontu czasu T. Obecnie założymy, że 
horyzont T jest ustalony, tzn. że dany Jest zarówno jego moment począt
kowy t jak i moment końcowy t^ >  t Nie będziemy natomiast nakładać 
żadnych ograniczeń na stany systemu w momencie końcowym t^. Inaczej mó
wiąc przyjmiemy, że zbiór stanów docelowych X* ■ En.

Rozpatrzmy najpierw zadanie stacjonarne

max | fQ (x (t).u(t)) dt , (3.12)
T

X (t) = f x(t) , u (t)) ,

u (t)tu , u €C° [t J, (3.13)

x (tc ) = x°

(T » [*„» jJ • moment t̂  - ustalony).

□ T  w i e r d z e n i e  3.4.29 Jeżeli proces (u*,x*) T Jest rozwiąza
niem zadania (3.12) - (3.13) z ustalonym momentem końcowym i swobodny” 
prawym krańcem treJektorli,to istnieje stała u/ >  C i takie rozwlą- 

*zanie i/ ̂  równania

Dowód.zob. Dodatek matematyczny do paragrafu 3. twierdzenia 3.4.
s. 221
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d «>rt ( V o *  V  ( t) , x . u * C « )  ) .

3T  Y ( 0 ----------------------- P ------------------------  I x - x , ł ( t )

2 warunkiem końcowym 

*

ze

( M  y  ( ŁŁ) = o,

(B) max I j ^ C - H(y £. ljf(t).x*(r),u*(t)) -

u£U

= conat. 

w każdym momencie t 6 T, gdzie

Htyo’H/'x 'u) “ Y 0f:0fx .u5+<Y'f(x«u)> • *

Niestacjonarne zadenlj starowania z ustilonym momentem końcowym 1 swo
bodnym prawym krańcem trajektorii

max f r (x( t) ,u( t). t)dt (3.14)

x(t) - f(x(t),u(t),t)

u(t)eu, u 6C°[ t ], (3.15)

x(tQ) - xO

(T » | x' 0 * * iJ » moment tj - ustalony) Jejt równoważne z następującym zada
niem stacjonarnym z nie ustalonym momentem końcowyi :

t't
rajx J f0(x(0,u(t).xn+1(t))dt, (3.’4*)

x(t) - f(x(t),u(t),xn+1(t)).

Ir xn+l(t) " 1 *

u(t)€u, ufeC°[t0 ,t'J. (3.15')

(x(t0)'xnłl(t0)) “ (x°'Co)>

(x(t1).xn+1(t1))e5? - {(x »xn+1) 5 X & E  . xn+i” * j >

które otrzymujemy, przeprowadzając rozumowanie szczegółowo opisane w punk
cie 3.3.1. 1 dowodzie twierdzenia 3.4 zamieszczonym w Dodatku matematycz
nym (zadanie (2) - (3)).Zwazywszy na równoważność zad.ń (3.14) - (3.15), 

(3.14 ) - (3.15 ) z twierdzenia 3.2, otrzymujemy następujące warunki op
tymalności procesu (u*,x*)T w zadaniu (3.14) - 3.15).



□  T w i e r d z e n i a  3 . 5 . ^  Jeżeli proces (u*,x*)T Jest rozwięza- 
nibni niestacjonarnego zauunia sterowania (3.14) - (3.15) ze swobodnym pra
wym krańcem trajektorii,to istnieje stała u/* > 0 1  takie rozwięzenie 
Y t równania
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d , i, aH(y^,y(t)rx,u*(t),t)
T t Y ( t ) ------- 1 2 _ L _ -------------

x-x'(t)

z warank Leni końcowym

(A) y" (t i ) » O,

ta

(B) »ax H( w *  uT{t),x’(t).u,t) - H( u; , ?f*). x*<t).u*(t),t) 
u€ U

w każdym momencie t €, T, gdzie Y > x.u- 0  “ Y 0 f (*.u.O +

+ <  lj/.f(x,u,t)> .■

l l w a g i  1 .  W twierdzeniach 3.4( 3.5 bez ograniczeń można przylać 

T :  ■ >! 1

2°. Warunki optymalności w stacjonarnym zadaniu sterowania z ustalonym 
momentem końcowym i swobodnym prawym krańcem trajektorii stanów wew
nętrznych (twierdzenia 3.4, 3,5) różnię się nieznacznie między sobę.W za
daniu stacjonarnym hamiltonian określony na procesie optymalnym jest sta- 
łę funkcję czasu we wszystkich mo.nentach horyzontu T. Własciwojci tej nie 
a.a hamiltonian w zadaniu niestacjonarnym.

3°. Jeżeli w zadaniach (3.12) - (3.13). (3.14) - (3.15) hamiltonian 
będzie linlowę funkcję sterowania, a zbiór sterowań U - prostopadłościa
nem postaci (3.8), wtedy warunek maksimum (B) w twierdzeniach 3.4, 3.5 
można zastępie warunkiem typu (3 9).

3.3.3. ZADANIE STEROWANIA DOCELOWEGO (USTALONY MOMENT KOŃCOWY .SWOBOD
NY PRAWY KRANIEC TRAJEKTORII STANĆW WEWNĘTRZNYCH) - WERSJA STA
CJONARNA I NIESTACJONAKNA

prze<stawionych dotęd zadaniach sterowania kryterium funkcjonowania 
systemu było funkcjonałem postaci (3.3) w zadaniach stacjonarnych lub
(3.10) v« zadaniach niestacjonarnych ,określonym na dopuszczalnych stero
waniach i odpowiadajęcych im trt jektorlach s*.anów wewnętrznych. Obecnie 
rozpatrzymy przypadek, kiedy kryterium jest linlowę funkcję stanu końco
wego i 7stemu, tzn.

Dowód pomijamy. Przebiega poaobrie. jak dowód twierdzenia 3.3.
31 #Nietrudno zauważyć, że jeżeli para y* ) spełnia warunki (A).

(b ), to spełnię Je także każda para ( Aij/*, ^ ^ t ), gdzie A > 0 .  Wystarczy 
przyjęć A = 1/ !j/* .
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$[(u,x)T J “ < c , x ( t x)> , (3.16)

gdzie c€ E ' c /< O, a x(t1) jest stanem wewnętrznym sytemu w momen
cie końcowym t^ ustalonego horyzontu czasu T. Zadanie sterowania opty- 
mt lrego z kryterium postaci (3.16) i swobodnym prawym krancei tr .^ektorli 
stanów wewnętrznych nazywamy daldj zadaniem sterowania docelowego 2 .

Rozpatrzmy stacjonarne zadanie sterowania docelowego

max <c,x(t1)> , (3.17;

x(t) « f(x(t),u(t)), 

u(t)6 U, u€ C°[t ] , (3.18)

x(to) - X°

(T » [ ^ . t j .  moment końcowy tĵ  - ustalony). Zauwjżmy, że 

<c,x(t1)> « < c , x 0 >+J<c.f(x(t),u(t)) >  dt .

Wobec tego, ze dooanie sta>ej do kryterium nie zmienia rozwijania, otrzy
mujemy następujące stacjonarne zadanie sterowania z kryterium całkowym, 
ustalonym momentem końcowym 1 swobodnym prawym krawcem trajektorii równo
ważne z zadaniem (3.17) - 3.18)s

max J <  c,f(x(t),u(t) ) > dt, (3.17‘)

h T ~
x(t) - f(x(t) ,u(t)),

u(t) e U, u £ C° [t ] , (3.18')

x(tQ) - x°•

Warunki optymalności rozwiązania tego typu zadania podije twierdzenie
3.4. Przyjmując oznaczenie (t) = (t J + c, można zapisać Je w postaci 
następującego twierdzenia.

□  T w i e r d z e n l e  3.tj'3 Oeżell pioces (u*,x*)T Jest rozwiąza
niem stacjonarnego zadania sterowania docelowego (3.17) - (3.18), to lst-

£
nlsje takie rozwiązanie równania

ćTt 5 ' ÓX I x-x (r)

z warunkiem końcowym

(A ) * c <

32 Faktycznie zadania tego typu stanowią podklasę zaaań sterowanie do
celowego (z liniowym kryterium względem współrzędnych wektora stanu koń
cowego). W rozdziałach następnych będziemy mieli do czynienia wyłącznie z 
tego typu zadaniami sterowania docelowego.

33 Twierdzenie to otrzymujemy z twierdzenia 3.4, biorąc pod uwagę rów
noważność zaaań (3.17) - (3.18) i (3.17’; - (3.18’) oraz przyjmując y * - 1 
(por. uwagę 1° do twierdzeń 3.4, 3.5 na s. 43).
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ż#
(B) max H( t), x*( t) ,u) « H(^( t) , x*( t), u* (t)) = const.

u € u
w każdym momencie t t T, gdzie H(^,x,u) ■<^.f(x,u)> . ■

Podobną postać maję warunki optymalności w niestacjonarnym zadaniu ste
rowania docelowego:

»ax<c,x(t1)> , (3.19)

x(t) - f(x(t).u(t),t), 

u(t) e U , u &C°[t J , (3.20)

xfto) - x° .

które otrzymujemy z twierdzenia 3.5, zastępując kryterium (3.19) równo
ważnym kryterium całkowym

max f< c,f(x(t),u(t),t)>dt .

34 T□  T w i e r d z e n l e  3.7. Jeżeli proces (u,l',x',)T jest rozwiąza
niem niestacjonarnego zadania sterowania docelowego (3.19) - (3.20), to 
Istnieje takie rozwiązanie | równania
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f e U ) --------

z w-irunkiem końcowym

(A) - c.

x=x"(t)

(B) max H( ę*( t) ,x*( t) ,u, t) «H(£j*(t) x*( t) ,u*( t), t) 
ueu

w każdym momoncie t 6 T, gdzie H(^,x,u,t) »<^,f(x,u,t

U w a g a .  Jeżeli w zadaniach sterowania docelowego (3.17) - (3.18), 
(3.19) - (3.20) hamiltonian będzie liniową funkcją sterowania, a zbiór 
sterowań U - prostopadłościanem postaci (3.8), wtedy warunek maksimum
(b) w  twierdzeniach 3.6, 3.7 można zastąpić warunkiem typu (3.9).

3.3.4. MINIMALNOCZASOWF ZADANIE STEROWANIA - WERSJA STACJONARNA I NIE
STACJONARNA

Rozpatrzmy najpierw zadanie stacjonarne, w którym wskaźnikiem jakości 
procesu Jest czas przejścia od ustalonego stanu początkowego systemu x° 
do zbioru szanów docelowych X1 . Proces optymalny charakteryzuje się naj
krótszym czasem dojścia trajektorii ste.r3w wewnętrznych systfcmu do X1 .

Twierdzenie to otrzymujemy z twierdzenia 3.5, przyjmując y* = 1.
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Zadanie to zapisujemy w posraci następującej:

"i" *!• ' (3.21)

x(t) » f(x(t),u(t)), 

u( t) € U , u e C' [t 0. tŁJ . (3 .22)

x(to' “ x°' x^tl^ € xl

(■oment początkowy tQ Jest ustalony, nis Jest ustalony natomlaist moment 
końcowy tj - zmionr. decyzyjna zadanlj).

Aby ustalić warunki, które w zadaniu spełnle proces optymalny przed
stawimy Je w następującej równoważnej postaci zważywszy, że kryterium 
(3.21) Jest równoważne z krytei ium mtx (10—t^

łi
">«x /  (-1) dt , (3.21') 

to

przy warunkach (3.22}.

Warunki optymalności rozwięzania tego stacjonarnego zadania sterowa
ni* z kryterium całkowym i nie ustalonym momentem końcowym podaje twier- 
dzenle 3.2 (należy tylko przyjęć fQ(x.u) - -l), a stęd Już nietrudno 
otrzymać warunki optymalności procesu (u*,x*)r > ] w  wyjściowym zadaniu

minimalnoczasowy (3.2l) - (3.22).

□  T w l a r a z e n l e  3.8. Jeżeli proces (u*,x*) "t Jest roz-

wlyzaniem stacjonarnego zadania minimalnoczasowego (3.21) - (3.22), to 
istnieje takie rozwlyzanie \j/f t j równania

Ir
że w każdy■ mannicie t ć t , t*L O 1J

x-x*(t)

(A) y * ( t )  /  0,
(B) max H(y'(t),x*(t),u) - H( y*( t) , x* ( t), u (t)) - const. > 0  

u&U

(C) < f ( t 1)t).x-x*(t^)> - 0 

dla każdego wektora x € P x*(t*). gdzie H(y.x,u) - < y , f ( x , u ) > ,  Pxv(t*j

Jest płaszczyzny styczny do głaskisj rozmaitości X1 w punkcie x*(t*).l

Stosujyc tan sam zabieg, tzn. zastępujyc kryterium (3.21) kryterium 
całkowym (3.21 ) w niestacjonarnym zadaniu minlmalnoczasowym
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»ln , (3.23)

x(t) - f(x(t),u(t),t) ,

u(t)€U, u 6 C°[t0. t J  . (li.24)

x(tQ) » x°, x(tŁ) € X1 , 

ofzymujomy następujące warunki optymalności wynikając* * twierdzenia 3.3.

" ] T w i 6 r d z e n i e  3.9. Jeżeli proces (u*,x*)£t Jeet roz

wiązaniem niestacjonarnego zadania minimalnoczasowego (3.23) - (3.24), to 
istnieje takie rozwiązanie y  [" t*"| równania

I r y c ) . - -  j x. , . Cl) .
że w  k a ż d y m  m o m e n c i e  t €  |~t ,t*lL O 1-J

(A) \j/(t) /< O,

(B) ma < H(y*(t).x*(t).u.t) - H( f*(t) ,x*(t) ,u*(t) ,t) 
ufcU

or az

(C) H(y*(t^x*(t*),u (t*). t*) >  O.

(D) <y*(t*).x-x*(r*)> - O

cua każdego wektora x e p x*(t»). gdzie H(y,x,u,t) -<Y,f(x,u,t )> .

V ( t*) J09T Pla izczyzn^ styczną do gładkiej rozmaitości X* w punkcie 

x>(t^;. ■

U w a g  1. 1°. Jeżeli zbiór stanów docelowych ) zredukujemy do 
punktu, X* - {x*j • wtedy zamiast warunków trani.iers .iności w twierdze
niach 3.8, 3.9 pojawi się dodatkowy warunek końcowy x*(t~) « X1 . Uwaga 
ta dotyczy także wcześniej omawianych zad, ń (z wyjątkiem zadania stero
wania docelowego).

2°. Jeżeli hamiltonian w twlbrdzeniach 3.8, 3.9 bidzie llhiową funkcją 
sterowania, a zbiór sterowań U - prostopadłościanem postaci (3.8), wtedy 
warunek mak*imum (B) można zastąpić warunkiem typu (3.9).

3.4. Uwag' o dostatecznych warunkach optymalności rozwiazań 
zadań sterowania optymalnego

rwierazenla sformułowane w tym paragrafie ustalają jedynie warunki ko
nieczne optymalności rozwiązań zadań sterowania. Warunki te nuszą speł
niać proce, y optymalne choć nie Jest wykluczone, że będą Je spełniać rów-
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nież niektóre inne procesy dopuszczalne. Jeżeli zatem rozwiązując zada
nie sterowania optymalnego, znajdziemy proces dopuszczalny spełniający 
warunki optymelności, to nie musi on, ogólnie rzecz biorąc, być autora- 
tycznie procesem optymalnym. Przedstawione twierdzenia pozwalają tylko na 
wyodrębnienie w zbiorze procesow dopuszczalnych wiązKi procesów „podej
rzanych" o to, że mogą one być procesami optymalnymi. Nie są wykluczone 
takie szczególne przypadki, kiedy pewne zadania sterowania optymalnego 
w ogóle nie będą midły rozwiązanie. Tak wj.ęc, ściśle rzecz biorąc, nale
żałoby każdorazowo przeprowadzać dodatkowe badania pozwalające ' stwier
dzić istnienie rozwiązania zadania sterowania optymalnego. Wykraczają one 
poza ramy książki. W następnych rozdziałach rozwiązując konkretne zadania 
sterowania optymalnego wzrostem zakładamy że

Hipoteza (H). O m a w i a n e  w k s i ą ż c e  z a d a n i a  
s t e r o w a n i a  o p t y m a l n e g o  w z r o s t e m  m a j  
r o z w i ą z a n i u .

Wystarczy wtedy ustalić, ze istnieje tylko Jeden proces dopuszczalny 
spełniający warunki optymalności. Proces taki będzie rozwiązaniem zada
nia sterowania optymalnego. Wyłącznie z takimi nadaniami będziemy mieli , -i ■ j .....
do czynienia dalej .



Rozdział II

OPTYMALNE TRAJEKTORIE WZKOSTU W MODELACH 
JEDNOSEKTOROWYCH

Modele Jednosektorown są najprostszymi modelami wzrostu. Opisują po
wiązania między kilkoma podstawowymi zmiennymi-agregatami, Jak dochód nn- 
rodowy, trwały majątek produkcyjny, inwestycje, konsumpcja. Trjdycyjnia 
dzielimy Je na modelu Jedno-i dwuczynnikowe. W paragrafach 4,5 zajmujemy 
się zagadnieniem optymalnego podziału docnodu narodowego na inwestycje 
(akumulację) i konsumpcję (część docnodu narodowego przeznaczoną na spo
życie) w modelach Jednosektorowych Jednoczynnikowych. IV modelach tych za
kładamy, że Jedynym czyrnikiem produkcji, od którego zależy wielkość wy
twarzanego dochodu narodowego Jest trwały majątek produkcyjny. Ponieważ 
nie uwzględnia się w nich explicite drugiego podstawowego czynnika pro
dukcji, Jakim Jest praca, więc modele te można uznać za obrazy takiej gos
podarki, w której warunki techniczne produkcji Jednoznacznie określają 
niezbędny poziom technicznego uzbrojenia pracy (proporcje między mająt
kiem i zatrudnianiem;, a zasoby pr-.cy są na tyle obfite, iż wystarcz iją 
na uruchomienie i eksploatację każdego majątku produkcyjnego. Kryterium 
wzrostu Jest maksymalizacja konsumpcji (paragraf 4) lub konsumpcji przy
padające/) średnio na osobę w ustalonym okresie czasu (paragraf 5). W mo
delach oinawianycn w paragrafie 4 brak założeń o preferencjach konsump
cyjnych społeczeństwa w poszczególnych momentach czasu. Pojawiają się one 
w paragrafie 5, gdzie formułujemy dodatkowe warunki dotyczące minimalnego 
poziomu konsumDCji w każdym momencie ustalonego O K r e s u  czasu. W paragra
fie 6 rozpatrujemy zagadnienie opryn >lnego podziału dochodu narodowego 
na Inwestycje i konsumpcję w modelach Jednosektorowych dwuczynnikowych, w 
których zasoby jednorodnej pracy stanowią drugi - obok trwałego majątku 
produkcyjnego - podstawowy czynnik produkcji. W modelach tych zakładamy, 
że o rozmiarach produkcji decydują ograniczone zasoby obu czynników.

We wszystkich modelach wzrost trwałego majątku produkcyjnego uzależ
niony Jest od wielkości wytworzonego dochodu tarooowego i sposobu jego 
podziału na inwestycje 1 konsumpcję, wysoki udział inwestycji w dochodzie 
narodowym powoduje szybki wzrost majątku produkcyjnego i dochodu w przysz
łości. Wzrost taki odbywa się jednak kosztem bieżącej konsumpcji,albowiem 
zwiększenie udziału inwestycji w dochodzie narodowym oznacza zmniejszenie 
udziału konsumpcji. Niski udział Inwestycji w dochodzie narodowym, 9 więc 
wysoki udział konsumpcji, przyczynia się z kolei do wolnego wzros‘u ma
jątku proauKcyj ne go i dochodu, a wi^c pośrednio także konsumpcji.
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\y rozdziale tym wyjaśnimy. Jak przy różnych ztuożeniach o dopuszczal
nych proceaec*. wzrostu przsbiegałby w gospodarce podział oochodu narodo
wego, gdyby planista przy ustalaniu przyszłych ócietek zrostu pojstawo- 
wych zmiennych ekonomicznych kiarowtał się kryl rlum maksymalizacji kon
sumpcji. Zarówno w modelach Jedno :zynnikowych Jak i dwuczynnikOr/ych ana
liza optymalnych procesów wzrostu wskazuje na istnienie pewnych prawidło
wości (reguł) takiego podziału. Procesy podporządkowana tym regułom prze
biegają okresowo w otoczeniu stanów gospodarki w rożnego typu równowagach.

§ 4. OPTYMALNY PODZIAŁ DOCHODU NARODOWFGO W JEDNOCZYNNIKOWYM 
MODELU W / ROSI U

l
4.1. Podstawowe założenia

Ustalmy przedział czasu (horyzont ) T * 0 <  to <  ta <.+ «p .

Zmiennymi modelu w po=zczeaólnych momentach t€ T sę: trwały majątek pro
dukcyjny m(t) (zasóo, wymiar: zł), wytworzony dochód narodowy y(t),inwes
tycje proaukcyjne brutto i(t), netto J(t). konsumpcja c(t) (strumienie, 
wymiar- zł/R, R - ustalona Jednostka c z p s u , np. R * 1 rok) oraz wskaźnik 
efektywności .n&Jętku produkcyjnego a< t) (odwrotność współczynnika kapita- 
łochłonnraci, wywiar: l/R). Parametrami sę: wskaźnik wycofywanej z eks
ploatacji części majątki1 ^  oraz stopa wzrostu efektywności maJętkuv(or.a 
parametry maję wymiar: l/R). Wszystkie zmienne i parametry sę rzeczywiste.
Wartości parametrów u, ) oraz wskaźnika a(t) sę w horyzoncie czasu T

3
ustalone, przy czym

V Z a ł o ż e n i e  4.1. (i) a(t) » a°e'? ^t_to^ w każdym momencie teT, 
a° >  0, (ii) 0 < V 4 n < l . ł

Warunek (i) j«st załozeniem o rosnącej efektywności majątku produkcyj
nego. Uzasadnienie drugiego warunku podamy później.

Weźmy dowolny przedział czasu tI,tjQT. W całym rozdziało zakładamy, 
że wielkość trwałego majątku produkcyjnego w momencie t jest równa je
go wielkości w momencie "C powiększonej o część nowo wytworzoną w okresie

1 P r z e d s t a w i a m y  tu z pewnymi modyfikacjami model, który od nazwisk 
autorów nazywany bywa modelem Domara-H ir rodó por.E.D. □ o m a r |l6j . 
a także R. A l l e n  [l] rozdz.3, Z. C z je r w i ń 8 k 1 1l 
r Wdz ,2, 3 .  T i n b e r g e n, H.C. B o s [_49] rozdz.2 oraz praca 
[34 j rozaz. 13.

2 Nxe przesądzamy, z jakiego okresu pochodzi wycofywana z eksploata
cji cZPŚć majątku produkcyjnego.

3 W tej postaci założenie to obowiązuje tylko w punktacn 4.1, 4.2.
W pozostałych punktach paragraf-fcjdiiemy zakłada;, ze w całym horyzoncie 
czasu T efektywność majątki fieao Jest stała.
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(t,tl, którą utożsamiamy z inw3stycjami produkcyjnymi netto poniesionymi
J 4

w tym okresie:
t

m ( t )  -  111(1;) +  [  j ( 0 ) d  9 .

Zważywszy na definicyjną równość

J(t) » i( t)- pJMt)

u h  rymujemy równanie wzrostu majątku:
■t

m(t) = m(t)+ i ( i ( 6 ) ) d 9 .  (4.1)
■t

Mejątek produkcyjny jest w modelu jedynym czynnikiem produkcji, a za
leżność a>ięazy Jego wielkością i wiolkośclą docnodu narodowego wytwarza
nego w poszczególnych momentach czasu opisuje llniona (Jednoczynnikowa) 
funkcja produkcji

y( t) » a( t )m( t) .. (4.2)

Zakładamy, że ustalona Jept początkowa wielkość majątku p r o d u K c y jnego 
(w momencie tQ)

m(t0 ) ■ m ° > 0  , (4.3)

oroz, że inwestycje (brutto)^ w żadnym momencie czasu t fc T nie prze
kraczają dochodu narodowego:

0 <  i(t) <  y(t) . (4.4)

Nie D r z e z n a c z o n ą  na i n w e s t y c j e  część d o c h o d j  n a r o d o w e g o

c(t) = y(t)-i(t) (4.5)

nazywamy konsumpcją.
Warunki (4.1) - (4.5) uzalezniają wzrost dochodu narodowego i konsump

cji od wielkości majątku produkcyjnego i inwestycji. Trudności oblicze
niowe w tym układzie sprawia warunek (4.4). Wyjaśnimy to bliżej.

Ważmy na przykład nieujemną, przyr.ajmniej przedziałami ciągłą funkcję 
wzrostu inwestycji iT » {(t , i( t)), t e t] ( i £ C° [t ] ). Rozwiązaniem rów
nania całknwego (4.1) z warunkiem początkowym (4.3' będzie wówcza3 cią
gła, wszędzie dodatnia funkcja mT » |(t,m(t)),t6 t| wzrostu majątku pro
dukcyjnego z wartościami

m(t) « m°e” V ^t_to^+ J e i(e)de,
__________  io

4 Bliższe omówienie warunków maten.at ycznych nakłaoenych na funkcje 
opisujące przebieg zmiennych ekonomicznych modelu odkiadamy do punki u
4.2.

^ W dalszym ciągu inwestycje produkcyjne brutto nazywamy krótko inwesc 
t ycj ami.
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której odpowiada na oodsrawle (4.2) cingłfc, dodatnia funkcje. yT - 
= | (t, y( t) ).,t € T | wz—ostu dochodu narodowagu,

t

y(t) * y°[a(t)/a°] e " ^ t-to*<- j a( t ) s ~  t-6^i(S) d e  ,

gdzie yJ = a°m°. Funkcję wzrostu konsumpcji cT ■ •[( t ,c( t)) . t £ T' } otrzy
mujemy z równania (4.5). Warunki (4.i; - (4.5) pozwalają wyznaczyć funk- 
cje mT , yT , cT w zależności od postaci funkcji i r> Postulując okre
śloną funkcję i^. nie mamy Jednak pewności, że będzie ona spełniała wszę
dzie na T warunek (4.4). Po jej wyborze może okazać się, że układ wa
runków (4.1) - (4.5) będzie sprzeczny. Aby t*go uniknęć,nierówność (4.4) 
zastąpimy równaniem

i(t) - s(t)y(t) . (4.6)

oraz warunkiem

s(t)€[o,lj , s £ C °  [t J . ( 4 . 7 )

Współczynnik s(t) określa u d z i a ł  i n w e s t y c j i  w d o 
c h o d z i e  n a r o d o w y m  w in menci t (stopa lnwestycj i .wiel
kość niemisnowana ).

Nietrudno wvkazac, że przy tych samych pozostałych założeniach w kla
sie C°[ T J przedziałami ciągłymi funkcji wzrostu inwestycji i- warunek
(4.4) jest równoważny z (4.6) - (4.7). Rzeczywiście, Jeżeli funkcje 1T , 
mT , yT , cT spełniają warunki (4.1) - (4.5),wtedy z (4.4) urynlka że l(t)« 
= s(t)y(t) Jla p=wnej funkcji sT » £( t , s( t ) ) , t t  T J z klasy C°[t] z war
tościami w [o,lJ. Zatem z (4.4) otrzymujemy (4.6) - (4.7). Załóżmy teraz, 
że funkcje 1T , mT< yT> cT> sT spełniają warunni (4,i) - (4.3), (4.5) -
- (4.7). Wystarczy pokazać, że funkcja yT Jest dodatnia i cięgła. Wtedy 
funkcja iT będzie nieujemna i przynajmniej przecz, iłami ciągła na 
podstawie (4.6) - (4.7) oraz i(t)<!y(t) w każdym momencie czasu t£T. 
Rozwiązaniem równania całkowego (4.1) z warunkiem początkowym (4.3) po 
uwzględnieniu (4.2), (4.6) jest ciągła, dodatnia funkcja m-p

t
■n(t) = n°exp ) (a(8) s( 9 ) - p.) d e . (4.8)

co
Przy założeniu 4.1 funkcja yT Jest ciągła 1 dodatnia na podstawia

(4.2).
W dalszym ciągu zamiast układu warunków (4.1) - (4,5) rozpatrywać bę

dziemy równoważny układ (4.1) - (4.3), (4.5) - 4.7). Oego rozwiązaniem są 

dodatnie funkcje wzrostu majątku produkcyjnego mT i dochodu narodowego 
yT oraz nieujemni funkcje wzrostu inwestycji iT i konsumpcji cT> oa po
wiadające danej funkcji udziału inwestycji w dochodzie na^ocowyit sT . Ze
rową wielkość Inwestycji w momencie czasu t otrzymujemy przyjmując 
s(t) » 0. Wszędzie, gdzie s(t) - 1 otrzymujemy zerową wielkość konsump
cji.
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4.2. Optymalny podział dochodu narodowego w modelu z Drzedziałami 
ciągłymi trajektoriami inwestycji

4.2.1. SFORMUŁOWANIE ZADANIA STEROWANIA OPTYMALNEGO

IV punkcie tym zakładamy, że funkcje udziału inwestycji w ooCłiodzie na
rodowym 8-p naieżę do klasy C°[t ] f funkcji przedziałami cięgłych na T
o skończonej liczbie punktów niecięgłuści pierwszego rodzaju na lnt T, w 
punktach niecięgłości cięgłych prawostronnie; zob. paragraf 1, punkt 1.3). 
Z (4.1) uwzględniając (4.2), (4.6), otrzymujemy równanie całkowa

■fc
m(t) ■ mft;)* J (a(e)s(S)- ^)m(8) d 9 ,

■t
którego rozwiązanie mT dla każdej pary momentów czasu T>. t£[T spełni a 
warunek

t

■(t) ■ m(t)axp J (a(B)s(S)- p) d 0 . (4.9)
%

Z założenia funkcjL afcC1 ^ ]  , zatem funkcja m 6 L t] zważywszy, że 
■6 Ć°[t]. Z (4.2), (4.5), (4.6) otrzymujemy ponadto równanie

c(t) = a(t)(l-8(t))m(t). (4.10)

Równania (4.9) Jest przekształceniem stanów wewnętrznych, a równanie
(4.10) - przekształceniem wyjścia gładkiego (Jednowymiarowego) syst.emu 
dynamicznego w sensie aefinicji 1.1 - 1.3. Horyzontnm jest przedział cza
su T a [*(}> iJ> stane.n wewnętrznym w momencie czasu t £ T  - wielkość ma
jątku produkcyjnego m(t), sterowaniem - wskaźnik udziału inwestycji w 
dochodzie narodowym s(t), stanem wyjścia - wi&lkość konsumpcji c(t). 
Zbiorem sterowań jest przedział O.l^IE1 dopuszczalnych wartości wskaź
nika udziału inwestycji w dochodzie narodowym. TrJjektorie sterowań ŝ . 
sę funkcjami z klasy C°[t ] z wartościami w | 0 lj. Trajektorie stanów 
wewnętrznych m-j. należę do klasy funkcji C*[tJ, trajektorie stanów wyjś
cia - do klasy funkcji < °[t] . Trajektoria mT wtedy i tylko wtedy speł
ni równanie (4.9), Jeżeli będzie rozwięzaniem (w sensie całkowym) równa
nia różniczkowego

m(t) - (a(t)s(t)-jA)m(t) . (4.1l)

Zgodnie z terminologię przyjętę w paragrafie 1 o parzą równań (4.1l),
(4.10) mówimy, ze opisuje funkcjonowanie gładkiego (Jednowymiarowego,nie
stacjonarnego) systemu dynamicznego.

Interesować nas będzie taka praktycznie ciekawa sytuacja, kiedy efek
tywność majętku produkcyjnego jest wyisza od wskaźnika wycofywanej z ek
sploatacji części majętku (dopiero przy tym założeniu letnieję dodatnie,
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rosnące rozwijania równani* (4.11) z warunkiem początkowym (4.3), a więc 
możliwy Jest równomierny wzrost majątku produkcyjnego z dodatnią ełopą). 
Przy założeniu 4.1 warunek ten ozracza, że

V z a ł o ż e n i e  4.2. . ▼

Weźpy trajektorię sterowań »l C°[t] , Przez rozwiązanie równania
(4.11) z warunkiem początkowym (4.3) rozumiemy ciągłą,przedziałami róż- 
niczkowalną funkcję mT spełniającą to równanie wszędzie na T poza 
punktami nieciągłości strowaiua e_, przechodzącą przez btan n w momen-C '
cle początkowym t . Równan.j to spełnia warunki twierdzenia 1.2, zatem 
rozwiązanie takie istnieje i Jes* określone jednoznacznie.

Możemy teraz przejść do uzasadnienia warunku (ii) założenia 4.1. Roz
wiązując równanie (4.1l) z warunkiem poczsę ;!:owym (4.*5) i zerowym udziałem 
inwestycji w dochodzie narodowym (s(t) - 0 w każdym momencie czasu t£T), 
otrzymamy malejącą funkcję m-j.:

m(t) » m°o”^ t-to^ .

Gdyby stopa V była wyższa od wskaźnika , wtedy przy założeniu 4.1 (i) 
z (4.2) otrzymalibyśmy rosnącą funkcję yT w poataci

y(t) - y ° e < * - ^ t - t 0) ,

t

i więc bez warunku (ii) byłby możliwy wzrost dochodu narodowego przy zd
rowych Inwestycjach, czego nie obserwuje się w reainej aosDodarce. 
Oznaczmy przez

i
$[(s,m)T]= J a(t)(l-s(t))m(t)dt

T
wielkość konsumpcji w horyzoncie T (por. (4.10)). Interesuje nas ootymal- 
ny podział dochodu narodowego z punKtu widzenia tego kryterium, tzn. roz

wiązanie następującego zadania sterowania optymalnego:

max J  a( t) (l-s(t))m(t)dt, (4 12)
T
m(t) - (a( t )s( t) — jj.) mf t), 

s (t) € [o, 1J , s €C°[ t ] , (4.13)

m(to) » m*J,

gdzie m ° > 0  oraz efektywność majątku aft) = v̂lexp j v( t-t 'j . Parę funk
cji (s,m)T spełniających warunki (4.13) nazywamy d o p u s z c z ę  1 - 
n y m  p r o c e s e m  w z r o s t u  w zadaniu (4.12) - (4.13), 
Funkcję &T w dopuszczalnym procesie (s,m)T  nazywamy steiowanlem <do-

f Dor. uwagi o rozwiązaniach równań różniczkowych w paragra*ie ] 
punkt 1.3.
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puszczalnya, funkcję mT - dopuszczalny trajektorią majątku produkcyj
nego, a odpowiadające im zgodnie z (4.2), (4.6), (4.10) funkcje yT , 1T> 
cT - dopuszczalnymi trajektoriami dochodu narodowego, inwestycji i kon
sumpcji. Proces wzrostu (s*,«*)T będący rozwiewaniem zadania (4.12) - 
-(4,13) nazywamy o p t y m a l n y m  p r o c e s e m  w z r o s t u ,  
h* nazywamy sterowaniem optyn.alnym, - optymalny trajektorią majytku 
pr sdukcyjneyo. Trajektorie ŷ f, i*, c* odpowiadające procesowi optymal
nemu nazywamy optymalnymi trajektoriami, dochodu narodowego, inwestycji i 
konsumpcj i .

□  T w i e r d z e n i e  4.1.7 Rozwiązaniem zadania (4.12) - (4.13) 
przy założeniach 4.1, 4.2 jest proces (a* , m^)^. następującej postaci:8

* f1 dla t £ [ t „ , t )  ,
e * ( t )  l i  ■ J °

[0 dla t £ [Ć.tjJ , 

rm°e^^t  ̂ dla t£ [t .t) .
m*( t) - J

" Im^-Cje"^*-^  dla t e [ t , t j ,

gdzie g(t) = ( a°/v) (e ^  t-to^-l)-p( t-tQ) . Jeżeli horyzont T Jest długi 
(wystarczy, by |T| = t1-tQ > 0  = (\?-ri)-1ln[l + (v-p,)/a°J _ wówczasteint T. 
Oeżali horyzont T jest krótki ( |t |^9), wtedy tQ i proces optymalny 

redukuje się do postaci:

s*(t) = O, m*(t) = fl"^t_to) 

w każdym momencie t £ T .■

4,2.2. CHARAKTERYSTYKA ROZWIĄZANIA

Trajektorie dochodu narodowego, inwestycji i konsumpcji odpowiadająca 
procesowi optymalnemu (s*,ir*)T otrzymujemy z (4.2), (4.6), (4.10). Jeże
li horyzont T Jest krótki, wtedy maksymalny wielkość konsumpcj. uzys
kujemy, wstrzymując całkowicie Inwestycje, rt rezultacie obserwujemy spa
dek wielkości majytku produkcyjnego. Przy założeniach 4.1, 4.2 mbleje 
takte dochód narodowy l konsumpcja.

W długim horyzoncie czasu pojawiają się dwie fazy wzrostu. W fazie 
pierwszej — inwestycyjnej — cały wytworzony dochód narodowy przeznaczo
ny zostaje na inwestycje. Majrtek. produkcyjny i dochód na^oaowy w tym 
okresie ozybko rosną. Konsumpcja utrzymuje się na zeiowym poziomie.

— — _ _ _ _ _  1

7 Dowód,zob. Dodatek maten.afyczny do paragrafu 4, twierdzenie 4.1 ^
s. 224.

8 r
P r z yj mu je my ,  ż e  [ t  X  ) = 0 ( z b i ó r  p u s t y ) .  J e ż e l i  t  = t  

u 0
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U fazie drugiej - konsumpcyjnej - następuje gwałtowne wstrzymanie inwes
tycji, a dochód narodowy przeznaczony zostaje w całości na spożycie.wsku
tek czego majątek produkcyjny i dochód zaczynają maleć (rys.4.1),

Rys.^.i. uprymainj trajektoria majętku u odukcyjnegu - rozwiązanie 
zadania (4.12) - (4.13) *» długia horyzoncie czasu

Nierealność, takiego rozwiązania Jest oczywista. W rzeczywistości żad
na gospodarka nie wytrzymałaby tt,k gwałtownego skoku inwestycyjneg( 
(przejściu od fazy inwestycyjnej do fazy konsumpcyjnej towarz’'jzy gwał
towny spadek udziału inwestycji w dochodzie narodowym z 1 do O), ni( 
itówięc Już o tym, że w realnej gospodarce niemożliwe jest ani całkowit< 
wstrzymanie inwestycji, ani konsumpcji.

Rozwiązanie jest naturalnie tylko wnioskiem płynącym z przyjętych za
łożeń o mechanizmie funkcjonowania i wzrostu gospodarki. W punktach 4.3, 
4.4 przyjrzymy się ponownie tym założeniom i pokażemy, że nierealne roz- 
vięzanie zagadnienia optymalnego oodziału dochodu narodowego Jest wyni
k a m  Jego niepoprawnego - z ekonomicznjgo punktu widzenia - eforirułowa- 
nia. Wyjaśnimy także, przy jakich założeniach, nawiązując dc warunków
(4.1) - (4.5), można otrzymaj rozwiązaniu tego zaęadnlania „rozsądna” w 
iwietle naszej wiedzy o wzroście. Przedtem zajmiemy się pewnymi asympto
tycznymi właściwościami optymalnych procesów wzrostu w nadaniu (4.12) -
- (4.13) oraz krótko omówimy Jego dwa przypadki szczególne.

4.2.3. ROWNOWAGA X STABILNOŚĆ OPTYMALNYCH PROCESÓW WZROSTU

Stwierdziliśmy, że para równań (4.9) - (4.10) opisuje funkcjonowanie 
gładkiego systemu dynamicznego, którego stanem wewnętrznym w momencie cza
su t jest wielkość trwałego majętku produkcyjnego m(t), sterowaniem -
- wskaźnik s(t) udziału inwoetycji w dochodzie naroaowym, stanem wyjś
cia - wielkość konsumpcji c(t). W rozdziale I (pa-agraf 2) przedstawi
liśmy pewnę koncepcję matematycznego sformułownnia pojęcia równowagi (dy
namicznej) będącej uogólnieniem klasycznej definicji równowagi (statycz
nej) w takich systeuach. Uznaliśmy bowiem, że wywodzące się z techniki 
tradycyjne pojęcie równowagi Jako pewnego stanu .spoczynku” systemu, na 
<tóry nie działają żddne bodźce zewnętrzne (zerowy impuls wejściowy) nie 
adzwierciedla istoty równowagi ekonomicznej. Można się o tym przekonać
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i.awbl: na przykładzie naszego prostego moaelu wzrostu. Aby gospodarka zna
lazła się w równowadze w jej klasycznym rozumieniu, powinna osi^gnęć ta
kę wielkość majętku produkcyjnego m (stan wewnętrzny systemu), Dy w k b ż -  

aym momencie czasu t 6. T spsłniony był warunŁk

(zob, parayraf 2, punkt 2.1, wzór (2.i); przekształcenie stanów wewnętrz
nych ip ma postać (4.9)). Warunek ten zachodzi tylko dla m = 0 (zerowy ma- 
Jętek, zatem zerowy dochód, konsumpcja i inwestycje). Tak rozumiany stan 
równowagi nie może się pojawić. Oznaczałoby to bowiem unicestwienie gos

podarki.
Popatrzmy teraz, jakę postać będę miały procesy wzrostu gospodarki w 

O-równowadze w sensie definicji 2.1 gdy przyjmiemy, że interesujęcę nus 
cechę gospodarki w tekiej równowadze (6-niezmiennikiem) j^st stała stopa 

g
wzrostu konsumpcji , zatem

Zgodnie z definicję 2.1 gospodarka z funkcję udziału inwestycji w docho
dzie narodowym - sterowaniem sT , trajektorię majętku produkcyjnego mT i 
trajektorię konsumpcji ćT będzie w takiej 6 -  równowadze (w horyzoncie 
czasu T), Jeżeli: (i) sterowanie oraz tri^ektoria majętku produkcyjnego 
i konsumpcji będę gładkLe tzn, ,m,c € iT (warunek „regularności" pro
cesu wzrostu), (ii) stopa wzrostu konsumpcji w całym horyzoncie czasu T 
Dędzie stała, ‘ 7.(t)“ const• Umówimy się, że Jeżeli trajektoria pewnej 
wielkości ekonomicznej, np. konsumpcji, będzie tozsamościowo równa zeru 
w pewnym okresie, to stopa wzrostu tej wielkości też wyniesie zero w tym 

okresie. Formalnie oznacza to, że w takich przypadkach przyjmiemy: ^ ■ 0. 
Wskażemy dwu typy procesów wzrostu w takiej równowadze.

(A) Przez (s,m)T ,ćT oznaczymy te procesy wzrostu i odpowladajęce im 
trajektorie konsumpcji Apełniajęce warunki (i), (ii), w których majętek 
produkcyjny rośnie z maksymalnę stopę

6(m,c) = &c = c ’ - = Łonst .

6 s(t) ■ Ir "(t)* ■ a(t)5(t)-u- max (a(t)s-p) = 
s £ [o,l]

w każdym nomencie czasu tfcT. Sę to procesy następuję 9j postaci:

S(t) ■ 1, m{ t) » m° exp (aJ/\?)(e Co^-l)- ^ćt*^0)} > (4.14)

9
Hor. parayraf 2 punkt 2.2. I lówięc o stałej stopie wzrostu K o n s u m p 

cji, nie przesęJza.ny Jej znaku. Koże ona b/c zarówno dodatnia, ujemna,Jak 
i równa 0.
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gdzie i° Jeet dowolną dodatnią wielkością majątku produkcyjnego w mo- 
■•ncie początkowym to> Odpowiada im trajektoria konsumpcji ćT ,

ć(t) = 0 (4 .1 5 ;

w każdym momencie czasu t6T, u wobec tego ^ £ ( t) « 0 na T. Jest to 
przypadek „zdegenerowancj" równowagi, w której zachodzi wzrosc majątku 
przy zerowym pozionie konsumpcji. Choć sytuacja taka z ekonomiczr.ego pun
ktu widzenia jest nierealna, warto zauważyć, że zgc-dnie z założeniami mo
delu gospodarka może rozwijać eię przy zerowej wielkości konsumpcji,a za
tem równowaga taka Jest d o p u s z c z a l n a  z punktu widzenia za
łożeń modelu (co więcej, właśnie przy zerowej konsumpcji majątek i do
chód w gospodarce takiej rosną najszybciej).

(B) Przez ( ,m)T oznaczymy te procesy w G-równowadze ze stałą stopą 
wzrostu konsumpcji, w których stopa wzrostu majątku produkcyjnego Jest 
minimalna:

6 m(t) ' H F  ™ ( t ) ’ T ^ T T  “ " K *  m in ( a ( t ) s - H ) >
a 6 [O.l]

w każdym momencie czasu t€T. Mają one postać następującą:

&(t) « 0, m(t) « m°e” ^ ^ t-to^, (4.16)

gdzie m° jest dowolną dodatnią wielkością majątku produkcyjnego w mo
mencie początkowym to< Odpowiada im trajektoria konsumpcji cT ,

Sft) - .0S°e<*->A >łt-to>' (4 -17>

ze stopą wzrostu ^ć(t)* M  w każdym momencie czasu t£T. W G  -równo
wadze tej postaci następuje rownomierny spadek wielkości majątku produk
cyjnego na skutek wstrzymania inwestycji (I(t)» 0).

Wróćmy do rozwiązania zadań (4.12) - (4.13). Widzimy, że w krótkim ho
ryzoncie T optymalna trajektoria majątku produkcyjnego m* Jest jedną 
z trajektorii majątku w postaci (4.16) w G -równowadze typu (B). Jeżeli 
horyzont T Jest długi, wtedy optymalna trajektoria majątku produkcyj
nego w fazie pierwszej - inwestycyjnej - Jest tożsama z jedną z trajek
torii majątku w <3 -równowadze typu (A), a w fazie drugiej-konsumpcyjnej -
- z Jedną z trajektorii w 0 -równowadze typu (B) (Rys.4.2.a,b). 0 niena
turalnej postaci zarówno procesu optymalnego. Jak i procesów wzrostu w 
6-równowadze zadecydowały odbiegające od rzeczywistości założenia modelu, 
□o założeń tych wrócimy w punktach 4.3, 4.4.

Zdefiniujemy średnią stopę wzrostu majątku produkcyjnego (w horyzoncie 
c:casu T) w optymalnym procesie (s*,m*)T :

6|4  ■ i ł r  J - a t - f * * *  s łfT  dt
T

(4.1B)
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Rys.4.2. Trajektorie majątku produkcyjnego w (5-równowagach oraz 
optymalna trajektoria (a; v» krótkim horyzoncie czasu, (b) w długin

horyzoncie czasu

orar średnią stop.: wzrostu majątku w procesie (i,m)T w G-i ównowadze ty
pu (A):

r - l W
dt (4.19)

□ T  w i e r d z e n i e  4.2.10 Jeżeli d3ugość horyzontu czasu
|T |-- *- + oo , to (i) długość fazy inwestycyjnej w proce' ie optymalnym
X- t — »- + oo . (ii) różnica S * -  b -  I średnich stóp wzrostu majątku pro-

O  I ITl-j. I

dukcyjnego w procesie optymaJnym i w O -równowadze typu (A) maleje asym
ptotycznie do zera. ■

Jeżeli efektywność majątku produkcyjnego rośnie (a(t) » a°exp^\?( t-to’,j,
V >  0). to ó * , ó - mT tn-j. ■* oc. pr zy T + oo . Natomiast jeżeli efektyw-

13 Dowód.zob.Dodatek matematyczny do paragrafi 4, twierdzenie 4.2 _
a. 227. Warunek (li) spełniają także trejektorie dochodu narodowego YT .yT*
Przy |t|— «- + oo średnia 6topa wzrostu konsumpcji w procesie optymalnym 
spada do zera (jest zbieżna do stopy wzrostu konsumpcji w o -równowadze 
typu (A)). 1
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nosć majątku będzie stała (V=0, a(t) = a = const;zob. p 4.2,4 ), wtedy

6- * a- u > 0 .  Będzie to maksymalna stopa, z Jaką w gospodarce takiej 
może roanąć majętsk. Wówczas, zgodnie z twierdzeniem, lim óm* » a- ^ ,

jrk+oo
czyli w miarę jak rośnie długość horyzontu czasu T, średnia stopa wzrostu 
majątku w procesie optymalnym zbliża się asymptotycznie do maksymalnej 
stopy, z Jaką majętek może w ogóle rosnęć w gospodarce.

4.2.4. DWA PRZYPADKI SZCZEGÓLNE. Za u ANIA (4.12) - (4.13)

(A) Stała efsktywność majątku (a(t) » a » const. >  y.) . Przy tym zało
żeniu mo«ient „przełączenia" sterowania optymalnego (z 1 na 0)
X -  max { 0,t^-0} , gdzie B = ^ -1ln[a/(a-p)]. Oeżeli horyzont czasu T 
Jest krótki ( |t | ^ 8), wówczas rozwiązaniem zaoania jest proces (8*m*)T ,

S*(t) = 0. m^ft) - m°e- >x(t-to) .

W długim horyzoncie czasu ( |T|>6) pojawiają się dwie fazy wzrostu(pierw
sza - inwestycyjna i arj^a - konsumpcyjna) i rozwiązaniem zadania Jest 
proces ( s* , m*)T :

1 dla t £ to ,t) ,

0 dla te [t ,* ] ,
moe(a-K)(t-to) Qla ^ oiX) _

dla t€ [ t , rt J .

s*(t)

m*t t)

gdzie T> ti”S >̂to ’ W procesie tym długość fazy konsumpcyjnej nie zależy 
od długości horyzontu czasu T. Przy |T |—•-+ 00 rośnie długość fazy in
westycyjnej .

(B) Stału efektywność majątku; majątek nie zuzywa się (aft) «= a =
* const.>0,^= O)11. Rozwiązaniem zadania (4.12) - (4.13) Jest proces 
(s*,m*)r następującej postaci. Oeżeli horyzont czasu T Jest krótki 
(|T | <  l/a), to

s*( t) = 0 ,  i. ł( t) = m°

w każdym momencie czasu t £ T . W pozostałych przypadkach ( 1 |^>l/a).

il dla t t [t0 -'Ł) ■

jo dla te [ t . t j  .
s*(t) =

„oea(t-to) dl, t€ [tQ,t) .

i*ft) dla t€ [ X ,tj ,

11 Por.np. R. K u l i k o w s k i  [28J s. 174-177.
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gdzie t^-l/a. Podobnie Jak poprzednio długość fazy konsumpcyjnej nie 
zależy od długości całego horyzontu czasu T. Im dłuższy będzie horyzont 
czasu T, tym dłuższa będzie faza inwestycyjno.

4.3. Ciaqłość trajektorii 'nwestycji i konsumpcji -  drugie zadanie 
sterowania optymalnego12

W optymalnym procesie wzrostu otrzymanym w poprzednim punkcie funkcja 
udziału inwestycji w dochodzie narodowym - sterowanie s*, a tym samym 
optymalna trajektoria inwestycji i* i konsumpcji c*. były nieciągłe, 
pomijając mało ciekawy przypadek krótkiego horyzontu czasu, kiedy 
s (t) » 0 w każdym momencie czasu t€ T. Funkcja udziału inwestycji w 
dochodzie narodowym przyjmowoła przy tym tylko skrajne wartości O lub 1.
0 nierealności takiego rozwiązania pisalismy na poprzednich stronach.Nie
wątpliwie bardziej realny byłoy taki proces wzrostu, który opisywałyby 
ciągłe i dostatecznie gładkie trajektorie inwestycji i konsumpcji. Ciągłe 
był/by wtedy również funkcje By udziału inwestycji w dochodzie narodo
wym. Nie mogłyby one być jednak „sterami” w rozumieniu teorii sterowania 
optymalnego. Przypisując im rolę „sterów", przesądzamy o bardzo ważnej 
właściwości tych funkcji, a mianowicie, ze mogą one oyć nie tylko funk
cjami ciągłymi, lecz także przedziałami ciągłymi. Deżeli z ekonomicznego 
punktu widzenia pożądane Jest Jednak, aby udział inwestycji w dochodzie 
narodowym opisywały funkcje dostatecznie gładkie, np. ciągłe i przedzia
łami różniczkowalne, to funkcję S-j. należy potraktować Jako kolejną współ
rzędną trajektorii stanów wewnętrznych systemu, przypisując rolę tterowa- 
nia takim funkcjom, wprowadzonym dodatkowo i mającym określoną interpre
tację ekonomiczną, których ewentualni, nieciągłość nic budziłaby zastrze
żeń. Można dokonam tego wieloma sposobami. Jeden z nich przedstawimy da
lej, dokonując prostej modyfikacji układu warunków (4.l) - (4.5). Mówiąc
o rozwiązaniu optymalnym, mamy na myjli proces optymalny z punktu widze
nia pewnego ustalonego kryterium i spełniający dany układ założeń. Pro- 
cet optymalny w zadaniu, w którym, dzięki dodatkowym założeniom wszystkie 
dopjszczalne funcje udziału Inwestycji w dochodzie narodowym (a tym samym 
trajektorie inwestycji 1 konsumpcji) będą ciągłe, nie będzie z reguły pro
cesem optymalnym w zadaniu, w którym funkcje te mogą być przedziałami 
ciągłe. Procesy te wywodzą się bowiem z odmiennych załozeń.

4.3.1. SFORMUŁOWANIE ZAuANIA

Zależy nam na tyir, aby w sposób możliwie prosty przedstawić Ideę 
przejścia od zadania (4.12) - (4.13) do zadania z ciągłymi trajektoriami

12 Prostsza wersja tego zjdpnia Dyła przedstawiona w artykule [37].
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✓

i n w e s t y c j i  i  k o n s u m p c j i .  D l a t e g o  t e ż  d l a  p r o s t o t y  będzie.ny d a l e j  z a k ł a d a ć ,  

ż e  e f e k t y w n o ś ć  m a j ą t k i  p r o d u k c y j n e g o  n i e  z m i e n i ć  s i ę  w c z a s i e .

V z  d ł o ż e n i e  4 . 1 1  a ( t )  * a = c o n s t .  >  0 .  ▼

Wzrost  maj ąt ku p r o d u k c y j n e g o  o p i s u j e  równani e ( p o r .  4 . 1 1 )

m(t)  -  ( a s(  t ) -  jx)m{ t )  , ( 4 . 2 0 '

k t ó r e g o  r o z w i ą z a n i e m , p r z y  d o d a t n i e j  w i e l k o ś c i  majątku p r o d u k c y j n e g o  m° 

w momencie p o cz ą t k o wy *  t i  dowol ne j  c a ł k o w a l n e j  f u n k c j i  e T u d z i a ł u  

i n w e s t y c j i  w d o c h o d z i e  n a r o do wy m ,j e s t  d o d a t n i a  t r a j e k t o r i a  maj ąt ku p r o 

d u k c y j n e g o  m-j.. Z g od n i e  z  ( 4 . 2 )  odpowiada j e j  d o d a t n i a  t r a j e k t o r i a  do

chodu narodowego y-j..
W o d r ó ż n i e n i u  od z a d a n i a  ( 4 . 1 2 )  -  ( 4 . 1 3 ) ,  w którym f u n k c j e  u d z i a ł u  i n 

w e s t y c j i  w d o c h o d z i e  narodowym, a w i ę c  t a k ż e  t r a j e k t o r i e  i n w e s t y c j i ,  mo

g ł y  być p r z e d z i a ł a m i  c i ą g ł e ,  o g r a n i c z y m y  s i ę  o b e cn l t  t y l k o  do f u n k c j i  

c i ą g ł y c h  i  p r z y n a j m n i e j  p r z e d z i a ł a m i  r ó ż n i c z k o w a l n y c h  ( z  k l a s y  CŁ [ t J ) .

R ó ż n i c z k u j ą c  równanie  ( 4 . 6 )  ( w s z ę d z i e , p o z a  co  n a j w y ż e j  s ko ń cz on ą  l i c z 

bą p u n k t ó w ) !  p a m i ę t a j ą c ,  ż e  y ( t )  > O we w s z y s t k i c h  momentach c z a s u  t £ T, 

po p r o s t y c h  p r z e k s z t a ł c e n i a c h  otrzymujemy

HF ^  “  y ' t j  HF i ( t ) -a= 2 ‘ O  + n s ( t ) . ( 4 . 2 i )

Z w ł a ś c i w o ś c i  t r a j e k t o r i i  i T w y n i k a ,  ż e  f u n k c j a  hT « 1 ( t  ,h( t ))  , t  6 t|  

g d z i e

h ( t )  -  ^  i ( t )  , ( 4 . 2 2 )

j e 9 t  p r z e d z i a ł a m i  c i ą g ł a  na T ( d o k ł a d n i e j ,  z  i £ C * [ t J w yn i k a ,  ż e  

h € 0 ° |  ̂J ) -  C h a r a k t e r y z u j e  ona p r z y r o s t  w i e l k o ś c i  i n w e s t y c j i  w momencie 

c z a s u  t 1 3 . P a m i ę t a j ą c ,  ż e  a( t ) = a «= c o n s t . ,  z  ( 4 . 2 ) ,  ( 4 . 2 l )  otrzymujemy 

równani e

HF s ( t  ̂ = a m~('t J  h ę t ) - a s 2 ( t ) +  jj.s( t ) , ( 4 . 2 3 )

k t ó r e g o  prawa s t r o n a  J e9 t  f u n k c j ą  p r z e d z i a ł a m i  c i ą g ł ą  na T w s z ę d z i e  po

z a  co  n a j w y ż e j  s ko ńczo ną  l i c z b ą  punktów n i e c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  h-j-.PrzyJ- 

m l j a y ,  ż e  f u n k c j a  hT J e s t  o g r a n i c z o n a ,

h ( t ) e [ - Ł . f c J  ( 4 . 2 4 )

w każdym momencie c z a s u  t £ T ,  g d z i e  Ł > 0  J e s t  g ńr ną ,  n a t o m i a s t  -  £.- dol

ną g r a n i c ą  p r z y r o s t u  I n w e s t y c j i  ( d l a  p r o s t o t y  z ak ł a d a m y ,  ż e  9ą o r s  s t a ł e  

« c z a s i e  i  równe co do w a r t o ś c i  b e z w z g l ę d n e j )  i  u s t a l m y  p o c zą t ko wy  u d z i a ł  

i n w e s t y c j i  w d o c h o d z i e  narodowym

13 Ściślej- przyspieszenie prędkości naijstanla strumienia inwestycji.
Ponieważ i (t) ma wymiar: zł/R, zatem h(t) ma wymiar: zł/R .
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s(t0) = s°€ (0,1) . (4.25)

Pozuoiajęc przy kryterium maksymalizacji konsumpcji w horyzoncie cza
su T, możemy obecnie zagadnienie optymalnego podziału dochodu narodowego

14zapijać w postaci następującego zadania sterowania optymalnego:

maxJ a(l-e(t)) m(t)at, (4.26)
T

m(t) - ( as( t)- p.) m(t ) ,

St 3 ( 0  ’ amftT h(t)-as'(t)*>*s(t).

h(t)fe [-Ł.t-J . h 6 C°[t ] , (4.27)

(m(to),s(to)) » (m°,=i0) .

(m°>0, s°€(0,l)). Rolę sterowania w zadaniu tym pełni funkcja hT .Zbio
rem sterowań Jest przedział [- Ł ,tj . Dopuszczalnymi trajektoriami stero
wań są wszystkie funkcje skalarne hT z klasy funkcji c°[tJ z wartościa
mi w przedziale [- £,£.]. Funkcja udziału inwjstycjl w dochodzie narodowym 
sT jest d.-ugą, obok trajektorii .najętku produkcyjnego mT , współrzędny 
trajektorii stanów wewnętrznych. Przekształcenie stanów wewnętrznych opi
suje para równań (4.20), (4.23). Przekształceniem wyjścia Jaat funkcja 
p o d c e ł K O w a  w  (4.2o), stanem wyjścia w momencie czasu t - wielkość kon
sumpcji c(t). Dopuszczalny proces wzrostu tworzy trójka funkcji (h,m,s)T 
spełniająca warunki (4.27). Oeżeli (h,m,s)T jest procesem dopuszczalnym 
w  zadaniu (4.26) - (4.27), to para (m,s)T jest procesem dopuszczalnym w 
zadaniu (4.12) - (4.13) (ale nie odwrotnie). Optymalnym jest proces do
puszczalny (h*,m*,s* ) j  maksymalizujący wartość funkcjonału (4.26).

Za reelne można uznać rozwiązania zadania (4.26) - (4.27) z doaatnim 1 
mniejszym od Jedności udziałtm inwestycji w dochodzie narodowym. Warunki 
te zachodzą, gdy

V z  a ł o ż e n i e  4.3. Maksymalny przyrost inwestycji Ł spełnia 
warunki: (i) £ ̂  dy (t )/#t (nie może przekraczać przyrostu dochodu na-

O Q

rodowego w momencie początkowym <0). (ii) £ <C (J-fa-j-Os m .▼

Jeżeli spełnione Jest to założenie, wówczas spełnione Jest także za

łożenie 4.2. Zadanie (4.26) - (4.27) mpżna rozwiazać bezpośrednio,korzys
tając z odpowiednich twierdzeń o warunkach optymalności przedstawionych w 
paragrafie 3. Znacznie łatwiej Jednak otrzymać Jego rozwiązanie po uprzed
nim sprowaozenlu go do następuj^cej postaci równoważnej:

14 W układzie (4,27) wszystkie trajektorie majątku produkcyjnego są 
dodatnie, dlatego usprawiedliwione Jest korzysfarie z odpowiednich twier
dzeń o warunkach optymalności przedstawionych w paragrafie 3, pomimo nie
ciągłości prawej strony układu równań ( 4 . 2 7 )  w p u n K C i e  m=0.
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m a x  J ( a m ( t ) - i (  t ) ) d t ,

m ( t )  - i ( t ) - jAjn( t ) ,

d
HF i ( t ;  -  h ( t ; ( 4 . 2 7 ' )

h ( t )  6  [ -  {, , tJ . h £ Ć ° [ t ]  , 

( m ( t 0 ) . i ( t 0 ) ) . ( ra° , i ° ) .

g d z i e  i °  ■ a m ° s o > 0 ,  k t o r ę  o t r z y m u j e m y  z w a ż y w s z y  n a  ( 4 . 2 ) ,  ( 4 , 5 ) .  ( 4 . 6 ) .  

T r a j e k t o r i ę  s t a n ó w  w e w n ę t r z n y c h  j y s t e m u  w  t y m  z a d a n i u  J e s t  f u n k c j a  w e k t o 

r o w a  ( m , i ) T . J e j  p i e r w s z ą  w s p ó ł r z ę d n i  j e s t  t r a j e k t o r i a  m a j ę t k u  p r o d u k c y j 

n e g o ,  d r u g ą  - t r a j e k t o r i a  i n w e s t y c j i .  S t e r o w a n i e m ,  t a k  J a k  w  z a d a n i u  

( 4 . 2 6 )  - ( 4 . 2 7 ) ,  J e s t  f u n k c j a  h-j.. D o p u s z c z a l n y  p r o c e s  w z r o s t u  t w o r z y  

k c ż d a  t r o j k a  f u n k c j i  ( h , m , i ) T  s p e ł n i a j ą c a  w a r u n k i  ( 4 . 2 7  ). J d i e l i  p r o c e s  

( h * , m * , i * ) T  b ę d z i e  r o z w i ą z a n i e m  z a d a n i a  ( 4 . 2 6 ' ) ,  ( 4 . 2 7 ' ) ,  t o  p r o c e s  

( h * , m * , s * ) T <  w  k t ó r y m  s * ( t )  =  i * ( t ) / a n * { t ) b ę d z i e  r o z w i ą z a n i e m  w y j ś c i o 

w e g o  z a d a n i a  ( 4 . 2 6 )  -  ( 4 . 2 7 ) .

_  15
□  T  ń i  r d z e n i e  4 . 3 .  R o z w i ą z a n i e m  z a d a n i a  ( 4 . 2 6  ) - ( 4  2 7 ' )  

p r z y  z a ł o ż e n i u  4 . 3  J e s t  p r o c e s  ( h * , m * , i * ) T :

t  d l a  t €  [t , t) ,

| - t  d l a  1 6  [ l . t j ,

m*(t)

( m ° -  d ° ) e _ ^ t _ t o ^ +  - ^ - ( t - t o ) + d °  d l a  tfe[tQ  , t ) ,  

( m ^ t j - d f ^ e - ^ 1 ^ ^  i ( t - t ) * d ( t i  d l a  f E ^ . t J

i * ( t )

i ° + e ( t - t 0 ) d l a  t €. [ t Q , r )  , 

i * U ) - £ ( t - t )  d l a  t e  [ t . t j  ,

g d z i e  d °  = { X ° / j x ) - ( ii/ y Z ) > 0  , d ( t )  = ( i*(i;)/p.) + (£ /  f  ) >  O .

J e ż e l i  h o r y z o n t  c z a s u  T  j e 3 t  d o s t a t e c z n i e  d ł u g i  ( w y s t a r c z y ,  b y  

lT l > 0  - ^ / ( a - ^ ; ) ,  w t e d y  t e  i n t  T, t ^ T  <  6 .  W  k r ó t k i m  h o r y z o n c i e  c z a s u  

( | T | < e ;  m o m e n t  T =  t Q  1 p r o c e s  o p t y m a l n y  r e d u k u j e  s i ę  d o  p o s t a c i

h * (  t ) ■  -  Ł t

m * ( t )  » ( m ° - d ( t  ) ) « - ^ t _ t c ' -  —  ( t - t  ) + d (  t ) ,

15
o ° ° " ó d 'Z 0 b * D o a a t e k  m a t e m a t y c z n y  d o  p a r a g r a f u  4 ,  t w l “ r d z j n i e  4 . 3
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l*(t) - l0-£(t-to) 

w każdym momencie czasi t€T, gdzie d(tQ) * o (T) dla "C» *0' ®

4.3.2. CHARAKTERYSTYKA ROZWIA.ZAN1A

Rozwiązanie wyjściowego zaajnia (4.26) - (4.27) otrzymujemy, przyj»u- 
Jąo s*(t) ■ l*(t)/a«*(t). Można sprawdzić, że przy założeniu 4.3 
s*{t)€(0,l) w każdym i«omencie cza?u t 6 T. Optymalną trajektorię dochodu 
narodowego y* i koneumpcji c* otrzymujemy z (4.2), (4.5) pamiętając, że 
w zadaniu (4.26) - (4Ł27) a(t) « a » const.

Jeżeli horyzont cza<u T Jest krótki, wtedy maksymalną wielkość kon
eumpcji osiągniemy ograniczając inwestycje. Inwestycje w całym horyzoncie 
czasu maleją (liniowo), czemu towarzyszy gasnący wzrost majątku produk- 
cyjnego, dochodu narodowego i konsumpcji. Zmniejsza się udział inwestycji 
m dochodzie. W długim horyzoncie czasu obserwujemy dwie fjzy wzrostu.
W fazie pierwszej, inwestycyjnej, ma Miejsce (liniowy; wzrost inwestycji 
powodujący wzrost majątku produkcyjnego i cochodu naroJowego. Inwestycje 
rosną wolniej niż dochód, a więc rośnie konsumpcja. Przy wysokim wyjścio
wy* poziomie majątku produkcyjnego (m0'>d0) obserwujemy Jego wzrost przy
spieszony, a więc także przyspieszony wzrost dochodu, przy niskim - mają
tek i dochód rosną coraz wolniej. Jeżeli m° ■ d°, wtsay majątek i docnód 
roenę w t«] fazie liniowo. W fazie drugiej, konsumpcyjnej, następuje spa- 
o»k inwestycji (liniowy), wskutek czego wz-ost majątku produkcyjnego 1 
dochodu narodowego jest coraz wolniejszy. Obserwujemy znaczny, choć *a- 
jący tendencję do wygasania pod pod koniec horyzontu wzrost kcnsumpcjl. 
Długość fazy konsumpcyjnej Jest zawsze ugraniczona. Przy |T|-» + oti rodnie 
długość fazy inwestycyjnej. Trajektorie majątku p^odukcyjn*>go,dochodu na
rodowego, inwestycji i konsumpcji są w noryzoncie czasu T ciągłe i wszę
dzie, poza momentem X .przełączenie" sterowani.i h*, gładkie (różniczko- 
walne, ry^.4 3).

R y s . 4,3 . up ymalne trajektorie majątku produkcyjnego 1 inwistycji - roz
wiązanie zadania (4.26*) - (4.27*) w długim horyzoncie czasu

\
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To. że sterowanie optynalne Jest w pewnym punkcie nieciągłe, nie po
winno budzić tym razem zastrzeżeń. O ile rozwiązanie zadania (4.12) -
- (-A. 13) trudno uznać z ekonomicznego punktu widzenia za dopuszczalne, o 
tyle rozwiązanie tego zadania jest bardziej realno. Jedrcczynnikowy model 
wzrostu J ‘8t jednak tak uproszczonym obrazem gospodarki, że możemy mówić 
tylko o pewnej jakościowej zgodności otrzymanego rozwiązania z przebie
giem procesów wzrostu w realnej gospodarce.

4.3.3. RÓWNOWAGA I STAbILNOĆC OPTYMALNYCH PROCESÓW WZROSTU

Rozpatrzymy dwa typy procesów wzrostu spełniających warunki (4.27 ) z 
wyjątkiem warunku początkowego m( t^) =*. m° w takipj 3 -równowadze,w której 
stałe są przyrosty majątku produkcyjnego i inwestycji1

C5(m,i,c) =* (— ■ m, i) » const.

(A) Przez (fi,m,i)T oznaczymy procesy, w których

I(t) = R(t) = max h =» Ł
h £ [ - t , £ , J

w każdym momencie czasu tfe T. Zważywszy, że w procesach tych winien być 
ponadto spełniony warunek dm(t)/dt *= const., otrzymujemy

£m( t) = —  ■( t-t ) -o+m

^  ° o (4,28)I(t) =Ł(t-tQ)+I ,

a ponadto

y( t) » “ (t-t Q) +am° .

ć(t) =Ł(^ -l)(t-t0)+aS0-i° ,

gdzie m° Jest wielkością majątku pr Aukcyjnego w momencie początkowym fQ 
spełniającą warunek ńi° =(I° /jj.)-U/^.2)> O; 1° - dodatnia początkowa wiel
kość inwestycji spełniająca warunek I°<C y° {■ arńD). Procesy takie są 
określone na horyzoncie czasu T dowolnej długości.

(b ) Przez (fi,m,I)T oznaczymy te procesy w O-równowaJze, w których

X (t) = min h = - e
hfc [-6,łJ

w każdym momencie czasu t 6 T, a wobec tego

S(t> = - -p-(t-t0)+S° .

i(t) = - £,( t —t ) +bb10 , (4.29)O

y(t) ----- -(t-tQ) +am°,

c(t) = - L (^ - l)(t-t Q)+am°-I° , 

gdzie m° Jest początkową wielkością majątku produkcyjneyo spełniającą
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warunek m° » (I°/p.)+({./p.2) >  O, 1 ° - poczętkowę wielkości? inwestycji 
(0 < I°< y0 j y® = am°), przy czym procesy te sę określone w krótkich hory
zontach czasu: |t|sI°/Ł.

W obu przypadkach otrzymaliśmy procesy liniowe, co jest zrozumiałe zwa
żywszy, że opisuję one wzrost gospodarki w takiej równowadze, w której 
stałe sę przyrosty (pochodne) opisujęcych Ję zmiennych ekonomicznych, Je
żeli przyjrzymy się rozwięzar.iu zadania (4.2G*) - (4.2/'), to zauważymy, 
że optymalna trajektoria majętku m* w pierwszej Fazie wzrostu zbliża 
się ao trajektorii majętku produkcyjnego m-j. postaci (4.28) w C-równowa- 
dze typu (A) wychodzęcej w momencie poczętkowym t ze stanu m° ■W

o 2 o« (i /pj - (£/p )>°. gdzie i jest poczętkowę wielkoacię inwestycji w
zadtjniu (4.Ł.6'’) - (4.27'). Zbieżność ta Jest tym wyraźniejsza, im dłuższy
Jost horyzont czatu T (rys. 4.4). W ca^ym horyzoncie czasu obserwujemy
natomiast ztieżność średnicn stop wzrostu obu tych trajektorii. Dokłao-
niej, prawdziwe Jest następujęce twierdzenie:

□  T w i e r d z e n l e  4.4 . 16 (i) Dla dowolnej liczby Ł > 0  istnieje 
rtki, lLczba eŁ>  O, £t dla każdego horyzontu czasu T » 0 długo
ści It |>28ł

| m*( t) — m( t )

w każGym nonenciv czasu t 6. ■ 9^zie m-j? Jest optymal
ną trajektorię majętku produkcyjnego w zadaniu (4.26 ) - (4.Z'1 J a iń-j. -
- trajektorię majętku produkcyjnego w 0 -równowadze typu (A) z warunkiem 
poczętkowym m( t ) =( -(t/p.2) ( i° - poczętkowa wielkość inwestycji w
zadaniu (4.26*; - (4.27')).

(ii) 3eżel± diugość noryzontu czasu |t |-»+oo , to różnica l̂ m*- ón-, |

średnich stóF wzrostu majętku produkcyjnego w procesie optymalnym i w 
(5-rownowadze maleje asymptotycznie do zera. ■

W ekonomii matematycznej twierdzenia typu 4.4 (i) noszę nazwę twier
dzeń „o magistrali1': W naszym przypadku magistralę . do której w środko
wym okresie horyzontu T przybliża się optymalna trajektoria majętku pro
dukcyjnego, je3t trajektoria w jednym z procesów wzrostu w G-rownowadze 
typu (a ). W tym okresie w gospodarce obserwujemy szybkL wzrost majętku 
produkcyjnego i dochodu narodowego.

Optyatalna trajektoria majętku proaukcyjnego tym dłużej pozostaje w 
w bliskim otoczeniu magistrali, im dłuższy Jest horyzont czasu T. W po-

16

V t *

□owód.zob. Dodatek matematyczny do paragrafu 4, twierdzenie 4.4
s. 230. Analogiczne warunki spełniaję trajektorie aochodu narodowego ŷ ?,
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kortcowaj - wyjścia z otoczenia ut-giatrali17.

63

Rys.4.4. Trajektorie majętku produkcyjnego w e  -równowagach oraz opty- 
n.alna trajektoria majętku w ikuglm horyzoncie czasu

4.4. Przypadek, kiedy wzrost inwestycji zalezy oa w7rostu 
dochodu narodowego

W zadaniu (4.12) - (4.13) zakładaliśmy tylko, ze (nieujamne) inwesty
cje nie mogę przekraczać dochodu narodowego. Trajektorie irwatycjl mogły 
być funkcjami przedziałami ciągłymi. W kolejnych zadaniach (4.26) -
- (4.27), (4„26') - (4.27*) ograniczyliśmy klas? trajektorii do cięgłych, 
przedziałami różnlczkowainych funkcji o ogrsmlczonej pochodnej(ogrcniczo- 
nym wahaniu), co w interpretacji ekonomicznej odpowiadało założeniu o 
ograniczonych przyrostach (spadkach) inwestycji w« wszystkich oomentach 
horyzontu czasu T. Zarówno maksymalny przyrost, jak i spaćek inwestycji 
nie zmieniały się w czasie, ani nie zależały od wartości innych i -lien- 
nych. Obecnie zbadamy bliżej sytuację, kiedy (a) trajektorie inwestycji 

sę funkcjami ciągłymi, przbdziałami różniczkowalnyal na T,podobnie jak w 
dwóch poprzednich zadaniach, (b) inwestycje nogę rosnęć nie szybciej niż 
dochód narodowy i nie wolniej, niż część majętku produkcyjnego wycofywa
nego z eksploatacji, tzn.

17 W punkcie 4.2.3 faktycznie też obset wowbliśiny podobnę „lokal- 
nę' zDieżnosć optymalnej trajektorii majętku m-jJ z trajektorię majętku
mT w 6 -równowadze: trajektorie te były po prostu tożsame w fazie In
westycyjnej (w fazie tej optymalna trajektoria majętku leżała na jednej 
z trajektorii majętku w <3 -równov.qdze typu (A)).

W drugiej, konsumpcyjnej, fazie wzrostu optymalna trajektoria ma
jętku wych< zi z otoczenia magistrali , wyk&zujęc tendencję do ubliżania 
się do jednej z trajektorii majętku w 6 -równjwadze typu fB) Nie jest 
to jednak zbieżność tego typu, c której mowa w twierdzeniu 4.4 (i), po
nieważ długość drugie; fezy wzrostu jest zawsze ograniczona i niezależna 
od długości całego horyzontu T.
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' Z a ł o ż e n i e  4.4. m( 0  ^  ^  i ( 0 ^ ^ r  y(t) w każdym momen
cie czasu t £ T18.T

Zakładamy, podobnie jak w punkcie 4.3., że efektywność majątku produk
cyjnego w horyzoncie czasu T jest stała. Wzrost majątku produkcyjnego, 
GDchodu narodowego i konsumpcji opisuje ukłaa równań:

1 r

g^m( t) =» i{ t)- pm( t) ,

y {t ) = am(t) , { 4. j>0)

c( t) = y{ t )-i( t ) .

Czytelnik zauważy, że założenie 4,4 możne zastępie warunkiem

0 <  £ t  c ( 0 < ( l -  J Ł )  y ( t )

w każdym momencie czasu t€T. i ak więc w całym nory^oncie czasu T kon
sumpcja nie może maleć ani też rosnąc szybciej niz dochód na,-odo..y pozo
stający po odliczeniu inwestycji niezbędnych dla odtworzenia zużytego ma
jątku produkcyjnego ((p/a)y(t) = ̂ m(t) Jest wielkości? majątku produk- 
cyjntgo wycofywanego z eksploatacji w momencie czasL :)• Zamiast założe
nia 4.3 wystarczy słabsze

Z a ł o ż e n i e  4.3*. i° >  ja. r° (i°,m° - wielkość inwestycji i ma
jątku proJukcyJ nego w momencie porządkowym, a m ° > i ° > 0 ) . V

Zakładamy tym samym, że w momencie początkowym inwestycje przekraczają 
wielkość wycof/wanej z eksploatacji części majątku lub inaczej, ża w mo
mencie początkowym gospodarka dysponuje oodatnimi inwestycjami netto- Za
łożenie 4 3 można zapisać w następującej równoważnej postaci:

c°< (1- — )y° .

gdzie c° » y° - i°>0. Założenie 4.3' pociąga za sobą założenie 4.2 .

4.4.1. SFORMjŁUWANIE ZADANI/s

Uwzględniając układ równań (4.30) oraz założenie 4.4, otrzymujemy za
danie maksymalizacji konsumpcji w horyzoncie czasu T:

max J(am(t)-i(t))dt, (4.3l)
T

m( t) » i( t)-nm( t),

W punkcie "fi , w którym pochodna trajektorii i £ C^ [t ] Jas* nie
określona przyjmujemy di(t)/dt| ,, “ di(t)/dt. Uwaga ta dotyczy

t - ~ 1 * 0
wszystkich funkcji z klasy C1 [tJ , o których będzie mowa dalej



70

/

™*x J(y(t)-i(t))dt,
T

(4.31*)

y(t) = ai(t) -py(t) ,

7T  ht v(rK H r  y(t) i e c 1 [t] , (4.32')

(y(tD). i(to))=(y°. i°)

gdzie c° = y*-!0 . Zadanie (4.31*) - (4.32) nie Jest Jednak zadaniem tej
postaci, z Jakimi zapoznaliśmy się w paragrafie 3. Trajektoria inwestycji 
spełnia w nim warunki typu nierówności i wobec tego nie stosuję się do 
niego przedstawiane tam twierdzenia o optymalnouci. Aby móc zastosować od
powiednie cwierazenie musimy przedstawić Je w postaci standardowej.

4.4.2. POSTAĆ STANDARJOWA ZADANIA (4.3l') - (4.32')

W celu sformułowania zadania sterowania optymalnego w postaci standar
dowej równoważnego z (4.3l'j - (4.32*), skorzystamy z nast^pujęcogc twier
dzenia .

□ t w i e r d z e n l e  4.5.19 . Przy założeniu (4.3'): (i) wszystkie 
procesy wzrostu (i,y)T w układzie (4.32') sq rosnęce, (li) warunek

i r  h f  ±( 0 <  y ( t )

je6t równoważny z następującym:

i ( t )  - a ( t ) [ a l ( t )  - j i y ( t ) J  , 

« ( t ) £ [ j - . l j  , CX£C°[t ]  . ■

19 Dowód,z o d .  Dodatek matematyczny do paragrafu 4, twierdzenie 4.5
s. 231.

/
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Na podstawie tego twierdzenia zadanie (4.31*) *- (4.32') Jest równoważ
ne z następującym zadaniem sterowania optymalnego:

max J  (y(t)-i(t))dt ,
T

y(t) a i(O- py(t) ,i
ĆTt

i (t) *<x(t)[ai(t) - p.y(t)] ,

(4.31")

(4.32")

« ( t ) e [ ^ - . i j  , c x € c ° [ t ]

(y(t0) K t o))

(y°> 1 >  (pi/a)y°>0). Rolę sterowania w zadaniu tym pełni funkcja cxT =
■ { (t ,<X( t)), t fcT j '~<.(t) oznacza stosunek przyrostu inwestycji do przyros
tu dochodu narodowego w mon tucie czasu t). Zbiorem sterowań dopuszczal
nych Jest przedział ^u/a,lj . Para równań różniczkowych w (4.32’')opisuje 
przekształcenie stanów wewnętrznych (aocnoau i inwestycji) gładkiego dwu
wymiarowego systemu dynamicznego, funkcja podcałkowa w (4.31 ') jest je
go przekształceniem wyjścia (stanem wyjścia w momencie czasu t jest 
konsumpcja c(t) » y(t)-i(t)). Dopuszczalny proces wzrostu tworzy każda 
trójka (Oi.i.y)^. spełniająca warunki (4.32"). Optymalnym procesem wzros
tu jest proces aoouszczalny dający maksymalny wielkość konsumpcji w ho
ryzoncie czasu T. Zadania (4.3l') - (4.32') i (4.3l") - 4.32") sę rów
noważne w tyir sensie, że (a) jeżeli p-oces ( <x\ i * , y*)T Jest rozwiązaniem 
zadania (4.31 )- (4.32 ), to para (y*, i*)-]- jest rozwiązaniem zadania 
(4.31') - (4.32' ), (b) jeżeli para (y *, i *) -,zT Jest rozwięzaniem zadania 
(4.31 ) - (4.32 ), to znajdzie się (dokładnie Jedna) taka funkcja 
n*:T— [fj/a,lJ , d t t C°[t] , że trójka ( a*, y *, i*)T 

(4.32").
będzie rozwiązaniem

zaognia (4.31**)
20□ T  w i e r d z e n i e  4.6. RozwJęzaniem zadania (4.31*') -

- (4.32") przy założeniu 4.3' Jest proces ( <X* y*, i*1) T -

1 dla t £  > t . t ) .
c x * ( t )

y ( O

i*(t)

I d l a  t  € [ x ,  t , ]  ,

( y ° - a d ° ) e  9- ^ t _ t o^+ad° d l a  t e [ t o ,'C ) ,

y * ( t )  + [( a - p ) y * ( t ) - a c ° ] (  t - T )  d l a  t £  [ t . t t j ]  

U ° - H ° J e ( f > A) ( t ‘ f o) + d° d l a  t € [ t o . t )  ,

&(%)+  ^ [ ( e - ^ ) i łt( r ) - Hic° ] ( t - 'C )  d l a  t e [ t , t j

20

s. 232.Powód,zob. Dodatek matematyczny do paragrafu 4, twierdzenie 4.6
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gdzie d° » c° /(a-p)>0, c° » y 3-ic> O oraz y° > ad°, i° >  ud°.

Jeżeli horyzont czasu T jest długi ( |T |>0 = i'./( a-yi)) , wówczas
tat^- 6 >  tQ . W krótkim hory^ohc-lft czasu ( |T *. '&j i optymjlny
proces ( ot*,y*, i*) . redukuje się do posifci:

oc*(0 = £- ,

y*( t ) = y°+ [( a-p)y°-ac°J (t-tQ) , 

i*{ t) = i°+ ^[(a-p)i°-}j.c0](t-i\}

w każdym momencie ci.asj t 6 T . l

4.4,3. CHARAKTERYSTYKA ROZMIATANIA

Optymalne trajektorie m a j ą t K u  produkcyjnego mT i konsumpcji cT 
otrzymujemy na podstawie (4.30). Jeżeli horyzont czasu T jest krótki, 
wtedy dochód narodowy, inwestycje, majątjk produkcyjny i konsumpcja ros
ną liniowo, W długim horyzoncie czasu pojawiają się dwie fazy wzrostu.
W  p i e r w s z e j ,  i n w t 3 t y c y j n e J , o b s e r w u j e m y  p r z y s p i e s z o n y  w z r o s t  i n w e s t y c j i

powodujący szybki wzrost majątku prodjkcyjnngo i dochodu narodowego. Kon-
o

surapcja utrzymują się w tej fazie na wyjściowym poziomie c . W ftzie 
drugiej - konsumpcyjnej - zostaje znacznie, zahamowany wzrost inwestycji 
(do liniowego). Towarzyszy mu liniowy (szybszy) wzrost majątkj produkcyj
nego or» dochodu narodowego. Konsumocja rośnie liniowo. Przy | T |-»- + oo 
rośnie a. ugość razy inwestycyjnej (rys.4.5).

W całym horyzoncie czasu T majątek produkcyjny, dochóa naroaowy i 
inwestycje rosną. Optymalna trajektoria konsumpcji jest funkcją stałą w 
pierwszej - inwestycyjnej - fazie wzrostu i rosnącą liniowo w fazie kon
sumpcyjnej. Trajektorie majątku produkcyjnego i dochodu narodowego są

Rys.4.b. Optymalne trajektorie dochodu narodowego i inwestycji - 
- rozwiązanie zadania (4.31**) - (4.32'’) w długim horyzorcie

czasu
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funkcjami ciągłynl i wszęuzie różniczkowalnymi. Trajektorie inwestycji i 
konsumpcji _ą funkcjami ciągłymi i przedziałami różniczkowalnymi. Łatwo 
zeuważyć, że funkcja s udziału inwestycji w dochodzie narodowym Jest 
także cięgła i przedziałami różniczkowalna. W pierwszej fazie ućział ten 
rośnie, w drugiej - maleje. Otrzymany proces jest zaeadniczo zgodny z 
naszym wyobrażeniem o wzroście, co należy przypisać dodatkowym założeniom
o relacjach między inwestycjami i dochodem, których nie postulowaliśmy w 
zadaniu (4.12) - (4.13). 3„st to kolejna modyfikacja wyjściowego układu

(4.i) - (4.5) umożliwiająca otrzymanie rozwiązania zadaria 3tnrowania 
optymalnego wzrostem zgodnego z naszą wiedzą o wzroście gospodarczym.

4.4.4. RÓWNOWAGA I STABILNOŚĆ OPTYMALNYCH PROCESÓW WZROSTU

Rozpatrzymy dw<* typy procesów wzrostu (ć»,y,I)T , t^,y,I)T gospodarki w 
ó-równowadze ze stałymi przyrostami konsumpcji (stanu wyjścia):

6{y,i,c) ■= c = const. (= y- d - i).

(A) w procesie («,y,I)r

j- ć(t) = y(t)- S(t) - (1- ć(t))[al( t)- ^y(t)J =

= min (1—txj [al( t)- jrfy (<)] = 

a stąd

y(t)*[y° - ać°/( a-}i)] ê  a_^ t-t c ' +ar°/[ a-p) ,

l(t) = ?°-pć°/( a-|a)J t-to'■» )-ić°/(a-^ ) . (4.33;

ć(t) » c°

w każdym momencie czasu t€T, gdzie ć° « y°-7 ; y°.Iu - dowolne począt
kowe wielkości dochodu narodowego i inwestycji spełniające warunki 
y°-I°>0, "°>ać°/(a-p) , 1° > ^ c ° / {  a-p).

(B) W procesie (<x,7.I)T

^ c ( t )  = &-9(t) - ^  ? W  =

* (i-.o*(t)) [af( t )-jjy( t)] » n,ax (l-a.) [ai( t) - py (t)] =

=. (1- )[af (t )- py(t)]= const.,

y( t) = y°+[(a- p.)y 3-ac°]( t-tQ) ,

1 ( 0  = !°+ ^-[(a- p)I°- (0.5° J(t-to) , (4.34)

c( O  = y°-I° + ( 1- — ) [(a- p., y°- ać° ](t-tQ)
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w każdym momencie czasu tfcT, gdzie ć° =» y°-i° ; y°. 1° - początkowe 
wielkości dochodu narodowego i inwestycji spełmajęce warunki: y°-I° > O, 
y° >  ł?°/(a-p ) , I ° > u “°/(e-p.) .

Optymalna trajektoria dochodu narodowego w fazie inwestycyjnej leży na 
Jednej z trajektorii postaci (4.33) w e -!ównowadze typu (a) - tym dłużej, 
im dłuższy Jest h o r y z o n t  czasu T. W fazie k o n s u m D c y j nej przechodzi na 
jedna z trajektorii postaci (4-34) w S -równowadze tvpu (B) ( z o b .  r y s .  

4.6)."Efekt magistrali" trywializuje się podobnie jak w zadaniu (4.12) -
- 4.13). 1

Rys.4.6. Trajektorie dochodu narodowego w (3 -równowtgach oraz opty
malna trajektoria dochodu w długim horyzoncie czasu

Obserwujemy ponadto zbieżność średnich stóp wzrostu dochodu narodowego 
w optymalnym procesie wzrostu i w <3 -równowadze typu (A) - ze stałym po
ziomem konsumpcji.

□ T w i e r d z e n i e  4.7.21 Oeżeli długości horyzontu czaau 
1 t |— > » oa , to różnica średnich stóp wzrostu docnodu naro

dowego w procesie optymalnym i w G -równowadze typu (A) m&leje asympto
tycznie do zera.l

21
Dowód,zob. Dodatek matematyczny do paragrafu 4. twierdzenie 4.7. 

Podobny warunek spełniaję trajektorie majętku produk :yjnego
mf, m-j. (m*(t) = y*(t)/a, m(t) » y (t)/a).



75

§ 5 OPTYMALNY PODZIAŁ DOCHODU NARODOWFGO W JEDNOCZYNNIKOWYM 
MODELU WZROSTU UWZGLĘDNIAJĄCYM LICZBĘ LUDNOŚCI

22
5 I Podstawowe założenia

W modelach przedstawionych w poprzednim paragrafie DraK załozen o po
trzebach społeczeństwa Jako konsumenta wytwarzanych dóbr w oddzielnych 
momentach cz.su t £ T. Kryterium wzrostu była wprawdzie maksymalizacja 
konsumpcji w horyzoncie czasu T, ale bez Jakichkolwiek specjalnych zało
żeń, które określałyby np. jej minimalny poziom w poszczególnych momen- 
ti ch czasu. Skazane na zagładę byłoby '>połeczeńst wo gotowe przez Jakiś 
czas zrezygnować z kortumpcji na rzecz jej, nawet znacznego wzrostu w 
przyszłości. Jak to np, sugeruje rozwięzsrie zadania (4.12) - (4.13). Co 
prawba w rozwiązaniach następnych zadań otrzymaliśmy Już dodatnię wiel

kość konsumpcji w całym horyzoncie czasu T, był to Jednak tylko efel t 
.uboczny" pewnych varunków nałożonych na wzrost inwestycji, a nie wynik 
explicite sformułowanych założeń o potrzebach konsumpcyjnych społeczeń
stwa w każdym momencie czasu. Lukę tę wypełnimy otecnis. Nawięzujęc do 
poprzedniego paragrafu, rozpatrzymy mianowicie trzy zadania sterowania 
optymalnego z pewnymi dodatkowymi warunkami dotyczącymi wzrostu konsump
cji w poszczególnych momentach horyzontu czasu T.

Podobnie Jak w punkcie 4.4 zaKładamy, że etektywność majętku produk- 
cyjnego w całym horyzoncie czasu T jest stała, oraz, że wzroet majętku, 
dochodu narodowego i konsumpcji opisuje układ równań (por. (4.30))

g f m(t) - i(t)-pm(t). (5#1)

y(t) = am( t) , (5.2)

c(t) - y(t)-i(t) , (5.3)

z którego po przekształceniach otrzymujemy równanie różniczkowo

^yft) -(a- ^)y(t)-c(t) (5.4)

uzależniajęce (przy ustalonych parametrach o ,y ) wzrott docnoau narodowe
go od Jego wielkości i wielkości korsumocji. Wszędzie poza punktem 5.5 
zakładamy, że trajektorie konsumpcji cT sę prawie wszędzie cięgłymi 
funkcjami o skończonej liczbie punktów nieciągłości pierwszego rodzaju na 
int T (funkcjani z klasy C° T ).

Załóżmy, że luanosc kraju rośnie ze stopę X,>0 (wymiar: l/R). Wzrost 
ludności opisuje wtedy funkcja wykładnicza ly* {(t , 1(t)), t £ T

W paragrafie tym nawięzujemy do pracy [38] .
2 2
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l(t) = .

gdzie i° oznacza liczbę ludności w momencie początkowego t (l(t) - za
sób, np. w milionach osób - L). Oznaczmy przez ^ > 0  ustaloną minimalną 
„normę" konsumpcji na osobę (wymiar: zł/R*L). Wówczas na konsumpcję w mo
mencie czasu t € T należy przeznaozyc część dccnodu narodowego nie uniej- 
szf niż £l°exp| A( t — t QJj , tzn.

yl°eA(t-ro) <  c(t)<y(t) . (5.5)

Warunki (5.4) - (5.5) wraz z warunkiem poozątkoi«yn.

, y(tQ) = y° >  O . (5.S)

tworzę podstawowy układ założeń o wzroście dochodu narodowego i konsump
cji we wszystkich formułowanych w tym paragrafie zidaniach ootymalizacyj- 
nych. W dwóuh pierwszych zadaniach trajektorie konsumpcji należą do kla
sy C°[t J funkcji przedziałami ciągłych z tym, że w arugim zadaniu zakła
damy dodatkowo, że stopa wzrostu dochodu narodowego nie może być niższa 
od stopy wzrostu ludności. W trzecim zadaniu przyjmiemy dodatkowe założe
nia, przy których trajektorie konsumpcji należą do kiasv C ^[t ] funkcji 
ciągłych i przedziałami gładkich.

5.2 Pierwsze zadanie sterowar.a optymalnego

5.2.1. SFORMUŁOWANIE ZADANIA

I Q
Weźmy dowolną trajektorię konsumpcji c-p. Znając liczbę ludności 1 w 

momencie początkowym t oraz stopę jej wzrostu O, możemy obliczyć 
łączną wielkość konsumpcji przypadającej średnio na osobę <|fc-j.) w całym 
horyzoncie czasu T :

$ ( c T ) = j c(t)e"W t "to'dr. (5.7)

Interesuje nas optymalny z punktu widzenia kryterium (5.7) wzrost kon
sumpcji w horyzoncie czasu T w klasie £° [xj trajektorii c-j., tzn. roz
wiązanie zadania

max ^ j / c(r)e” ^ t-to^dt (5.8)
1 T

y(t) = (a—(-0 y (t )-ac( t), 

y l ° e ^ t'to)< c ( t ) <  y(t), cfeCC [T], (5.9)
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y(t0) - y° .

- dochód narodowy na 
osobę (wyniar: zł/UH-J,

(5.10)

- konsumpcja na osobę 
(wymiar: zi/RL).

Po wprowadzeniu nowych zmiennych q(t), $"(t) do zadania (5.8) - (5.9) 
otrzymany zadanie następujące:

»ax fj(t) dt, (5.8*)
T

q(t) - la-ji-A)q(t)-a £-(t) ,

« < & < * > <  *(*) < . 

q(t0) - q° (5.«D

(q° =* y°/l° y  O). Dopuszczalny pruces wzrostu tworzy w nim kalda Dara tra
jektorii ( q)T (yT-J> t, jf( t)) , t € T j  . qT- {(t,q(t)), t t l j )  spełnia
jąca warunki (5.9'). Zadania (5.8) - (5.9), (5.8' - (5.9') sę równoważ
ne w ty* sensie, że proces (c*,y*)T będzie rozwiązaniem zadania (5.8) -
- (5.9) wtedy i tylko wtedy, gdy rozwiązaniem zadania (5.8') - (5.9') bę
dzie proces ( zdefiniowany w ( 5* 10) .

Równanie

$ 7 q(t) - (a- p.- A)q(t)-a g-(t)

z danę funkcję yT< $"(0 ^ £  » ni® będzie miało rozwięzanie niemałejęcago, 
jeżeli efektywność majątku a będzie niższa od sjmy wskaźników wycofy
wanej z eksploatacji części majętku, i wzrostu liczny ljdnoścl jx+X. Sytu
acja taka byłaby zresztę rażęco sprzeczna z rzeczywistością. Przyjmieay 
wobec tego, że

V z a ł o ż e n i e  5.1. a-jji-\]>O.T

Założenie to oOowięzuje w całym paragrafie 5. Nie zapewnia, Jednak Ist
nienia procesu dopuszczalnego w zadaniu (5.8*) - (5.9'). Wyjaśnia to *ł»- 
stępujęce twierdzenie.

L)T w i e r d z e n i e  5.1 . 23 Przy założeniu 5.1: (i) warunki (5.9') 
3ę niesprzeczne dla pewnego noryzontu c,asu T wredy i tylko wtedy,gdy

Wprowadźmy oznaczenia:

q(t) » e“ X^t-to^y(t) 
1°

S ( 0  - •" X(t-ro)c(t)

23
Dowód,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 5, twierdzenie 5.1

a. 235.
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q°> y , (ii) Jeżeli q° ̂  aę/(a-j*- K) , to warunki. (5,9') sę niesprzerzne 
dla horyzontu czasu T dowolnej długości.®

W zwjęzku z tym twierdzeniem w kolejnych dwóch punktach 5.1, 5.2 
przyjmiemy, że spełnione jest

V z  a ł o ż e n i e  5.2. q°> ■a- ja-A

Warunek ten zapewnia istnienie dopuszczalnego procesu wzrostu w (zade.- 
niu(5.8J)- 5.9')) z dodatnię stopę wzrostu dochodu narodowego na osobfc. 
Aby wzrost taki był możliwy, potrzebny Je6t odpowiednio wysoki poczętkony 
poziom dochodu narodowego w stosunku do konsumpcji umożliwiajęcy podję
cie niezbędnych inwestycji w okresie „wyjściowym".

Zważywszy na (5.10; warunek ten można zapisać w równoważnej postaci

y ° >  (5.11)a- p.- A ,

5.2.2. ZADANIE STEROWANIA OPTYMALNEGO W POSTACI STANCARD0WE3

‘ł
Zadanie (5.8*) - (5.9 ) nie Jest zadaniem sterowania optymalnego tegc 

typu, z Jakimi mieliśmy do czynienia w paragrafie 3 . Aby móc zastosować 
przedstawione tam twierdzenia o procetacn optymalnych, musimy więc zada
nie to doprowadzić do po9taci standardowej. W tym celu zauważmy, że

oc
□ T  w i e r d z e n i e  5.2. Każdemu procesowi dopuszczalnemu 

( j ,q)T w zadaniu (5.8') - (5.9') odpowiada aokładnie Jedna taka funkcja 
«  : T — »• [o.lj. <xe C°[t] , że

j(t) » £ + ot( t ) ( q( t)- £)

w każdym momencie czasu t € T.B

Ogólnie jednak nie każoe,, funKcji 0<:T— » 0,l] , oi€ C°[t] odpowiada 
taki dopjszczalny proces wzrostu ( £,q)T , że $(t) » jj + t) (q( t)-g-) 
na T. Na przykład, jeżeli c*.(t) « 1 na T, to para takich funkcji 
( J,q)T . że £(*) = q ( 0  w każdym momencie czasu  ̂t£ T, nie będzie dopu
szczalnym procesem wzrostu. Jeżeli długość horyzontu czasu 
|T | >  ( jjL + A )-1ln( qu, ). Do sprawy tej powrócimy w twierdzeniu 5.4. Pod- 
stawiając

j(t) * £ + Ot( t)(q( t)-£ ) (5.12]

do zadania (5.8*) - (5.9*), otrzymamy zadanie

nax J  [ £ ♦ oc(t)(q(t)-£■)] dt , (5.i3)

24
Występuję w nim nietypowe ograniczenia w postaci nierówności.

2s Dowód,zob. Dodatek matematyczny do paragrafu 5, twierdzenie 5.2
235.
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-j^-q(t) = (a- Ja- A. )q(t)-a«(t)|q|t)-j)-aj

a(t)e [o.ij , <*e c°[tJ . (5.14)

(q°^>a /(a-p- X)). Równanie różniczkowe w (5.14) opisuje przekształce
nie stanów wewnętrznych gładkiego (Jednowymiarowago) systemu dynamiczne
go. Przekształceniem wyjścia jest funkcja podcałkowa w (5.13).Sterowaniem 
Jest fu nK c j a a ^ udziału nadwyżki konsumpcji ponad Jej ustalony minimal
ny poziom ^-l°e w części dochodu narodowego pozostającej po odli
czeniu wydatków na zaspokojenie minimalnych potrzeb konsumpcyjnych. Sta
nem wewnętrznym w momencie t Jest wielkość dochodu narodowego Pt osobę, 
stanem wyjścia - wielkość konsumpcji na osobę. Dopuszczalny proces wzros
tu tworzy para (a ,q)T spełniająca warunki (5.14), optymalny proces wzros
tu - para (ct*,q*)-[. maksymalizująca wielkość konsumpcji na osobę w hory
zoncie czasu T (funkcjonał (5.13). Rozwięzanie tego zadania jest nastę
pujące .

p /■
□ T  w i e r d z e n l e  5-3. Rozwięzanie zad nLa (5.13) - (5.14) 

przy założeniach 5.1, 5.2 jest proces (ot*q*)T :

c**(t)
tQ .T )d] a t € [t 

dla t € [t ,tj ,

l*(t)
(q°-d^)e(a' ^ “ 'V)(t-to)+a^ d n  te [t0 ,t),

*(t)e _(^+ k )(t_l) dla t £

gdzie
|t |> 8

d » a/(a-p-X)>l. Jeżeli horyzont czasu T Jest aługi.
(p.+ A.)-'In d, wówczas t ’

Jest krótki. |Ti 0, wtedy t  ■ t{ 
się do postaci:

V e >  *o Jeżeli horyzont czasu T 
1 optymalny proces wzrostu redukuje

q*(t) qO0-(p+ A)(t-to)

w każdym momencie czasu t € T. ■

Ustalimy, Jak rozwięzanie tego zadania ma się do rozwlazania zadania 
(5.8’) - 5.9').

26 Dowód,zob. Dodatek matematyczny do paragrafu 5, twierdzenie 5.3
236.
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□ T  w i e r d z e n i e  5.4 , Ł' Jeżeli zadanie (5.13) - (5.14) ma ta
kie rozwiązanie optymalne (a*,q*)T , że para (jf*q*)T Jeet dopuszczalnym 
procesem wzrostu w zadaniu (5.8') - (5 . 1 ), gdzie

gftt) - ę + »*( t)(q’‘(t)- y) .

to proces ( y*, q*)T Jeet równocześnie rozwiązaniem optydolnym zadania 
(5.8') - (5.9'). ■

Łatwo sprawdzić, że p-ra trajektorii {^,,*.qł<)T odpowiadająca procesowi 
(m*,q*)T jest procesem dopuszczalnym w zadaniu (5.8') - (5.9'). Zgodnie 
z twierdzeniem 5.4 Jest więc rozwiązaniem tego zadania.

5.2.3. CHa kAKTERYSTYKA ROZWIĄZANIA

Optymalne trajektorie, dochodu narodowego y*. konsumpcji ma
jątku produkcyjnego i inwestycji 1* otrzymujemy z (5.10), (5.2),
(*.3).

Maksymalną wielkość konsumpcji na osobę w krótkim horyzoncie czasu T 
uzyskujemy, wstrzymując całkowicie inwestycje i przeznaczając cały docnód 
narodowy na konsumpcję. Majątek produkcyjny 1 dochód narodowy malują wów- 
czae ze stopą -)x , dochód narodowy i konsumpcja w przeliczeniu na osobę -
- maleją ze stopą - (p.+ X).

W długim horyzoncie czasu proces wzrostu azieli się na dwie fazy.
W pierwszej fazie, inwestycyjnej, całą .nadwyżkę" docnodu narodowego po
nad Jego część przeznaczoną na zaspokojenie minimalnych potrzeb konsump
cyjnych jfl°exp ^XI t-tQ)} należy skierować na cele inwestycyjne. Wywołu
je to szyDki wzrost majątku produkcyjnego i dochoJu narodowego, Rośnie 
także aochód narooowy na osobę. Konsumpcja rośnie bardzo wolno (ze etopą 
równą stopie wzrost^i ludności) o tyle tylko, żeby zapewniony był minimal
ny poziom konsumpcji na osobę. W drugiej f«.zie, konsumpcyjnej, wotrzyma- 
na zostają inwestycje, konsumpcja gwałtownie wz-asta. Powoduje to spadek 
majątku produkcyjnego i dochodu narodowego (rys.5.1). W rezultacie za
czyna maleć konsumpcja.

W okresie przejściowyn od fazy Inweetycyjnej do fazy konsumpcyjnej tra
jektorie inwestycji i konsumpcji zachowują się bardzo nieregularnie. In
westycje osiągają najpierw wvsokl poziom, a n (tępni' gwałtownie spadają 
do ze"a. Konsumpcja początkowo kształtuje się ne minimalnym poziomie 
yl°e następnie - w fazie konsumpcyjnej - momentalnie wzrasta,

27 Dowód#zob. Dodatek matematyczny do paragrafu 5, twierdzenie 5.4
!• 238«
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Rys.5.1. Optymalna trajektoria dochodu narodowego na osobę - rozwią- 
zanii zadania (5.3 3; - (5.14) w dłi/gim horyzoncie czasu

5.2.4. RÓWNOWAGA X STABILNOŚĆ OPTYMALNYCH PROCESÓW WZROSTU

Interesuję nas procesy wzrostu, którym odpowiada stała stopa wzrostu 
konsumpcji na osobę, a więc te procesy l a  q)T i odpowiadające im tra
jektorie konsumpcji na osobę w których

o(q.y) » ^ • Y - = const'

(A) Przez (<x,q)T , oznaczymy te procesy wzrostu i odpowiadajęce
im trajeKtorie konsumpcji na osobę, w których

6 Ś ( 0  7 T T 7  = 0

w każdym momencie czasu t 6 T. Sę to procesy następującej postaci: 

u  (t) - O,

q(t) . [ q°-a £/( a-^ - 7\ )J e^a_ ** 1 ^t_t o^ +aj/( a-p- K ),

(5.15)

£(*> .

gdzie q° Jest dowolnę dodatnię wielkością dochodu narodowego na osobę 
spełniajęcę warunek q° >  a^/(a-p.- A). Procesy te sę określane na hory
zontach czasu T. dowolnej długości.

(P) Przez («,q/T , jy. oznaczymy procesy i odpowiadajact im trajek
torie konsumpcji na osobę spełniające warunek

« " > ' - f t )

w każdyr. momencie czasu t 6 T. Ich postać jest następująca:

L( t) - 1 ,

q(t) * (5.16)
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t) » q( t) ,

gdzie q° jest dowolną początkową wielkością dochodu narodowego ne osobę 
spełniającą warunek ąc >  ay/(a-p.- A). Pr oc* sy te są określona na krót
kich horyzontach czasu o długości | T | <(p.+A)_1ln( q°/^ )•

Optymalna trajektoria dochodu narodowi 190 na osobę q* w krótkim hory
zoncie czasu jest tożsama z Jedną z trajektorii w (5-równowadze typu (b) 
z ujemną stopą wzrostu konsumpcji na osobę, w długi* zaś - najpierw,w fa
zie inwestycyjnej, z Jedną z trajektorii w 6 -równowjoz . typu ( a )  z  s e
rową stopą wzrostu konsumpcji na osobę, potem w fazie konsumpcyjnej - z 
Jedną z trBjektorii w (J-równowadze typu (B) ze stopą ujemną (rys.5.2 .a.

Rys.5.2. Trajektorie dochodu narodowego na osobę w (3-równowagach or0,: 
optymalna trajektoria (a) w krótkim horyzoncie czasu, (b) w długim ho

ryzoncie czasu
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b). Pon-eważ długość fazy inwestycyjnej rośnie w miarę wydłużania hory
zontu czasu T (długość fazy konsumpcyjnej Jest zawsze ograniczona),więc 
„efekt magistrali" trywializuje się2^. Obserwujemy natomibst asymptotycz
ny zbieżność śrcdrich stóp wzrostu optymalnej trajektorii dochodu naro
dowego na osobę i trajektorii w £ -równowadze typu (A).

□ T  w i e r d z e n i e  5.5.2^ Oeżeli długość horyzontu czasu 
| t | — » + o o  . to różnica I - 6; 1 średnich stóp wzrostu optymalnej tra

jektorii dochodu narodowego na osobę i trajektorii w G -równowadze typu 
(A) ze stać# wielko clę konsujpcjl na osobę naleje asymptotycznie do ze- 
re. ■

5.3. Drugie zadanie sterowania optymalnego

5.3.1. SFORMUŁOWANIE ZADANIA

W poprzednim punkcie otrzymaliśmy trajektorie dochoou narocowego. kon- 
jmpcji i majątku produkcyjmgo z ujemnymi stopami wzrostu w fazie kon

sumpcyjnej. Wykluczymy tę sytuację, żydajyc, by stopa wzrostu dochodu na
rodowego w całym horyzoncie czasu T nie była niższa od stopy wzrostu 
ludności30: - ...

ZF y(t) yTTT (5.17)

(tym samym stopa wzrostu dochodu narodowego na osobę będzie nleujemna w 
horyzoncie czasu T ).

Zakładając, że na konsumpcją w momencie czasu t Mleży pr; oznaczyć 
nie mniej niż j-1 exp { dochodu narodowego, otrzymujemy zadanie
maksymalizacji konsunpejl w horyzoncie czasu T:

"ax *~o 1 e" t“to',c( t)dt , (5.18)
1 T

y(‘) ■ (•“ n)y(t)-ac(t), 

y{t)* y H T >  * •

28
Mngi traLę j«<iit Jedna z trajektorii dochodu narodowego na osoDę w 

u-row.iowaó*,.. z zerowe etOf.q wzi ojtu konsumpcji, na kt ureJ w jzle lnv.es- 
tyc, Jnej pozostaje optymalna trajektoria q̂j

29
s. 239D0Po hAZ01"  IJodat®K ma*' etyczny do paragrafu 5, twierdzenie 5.5 

239. Podobny warunek spełniaj? trajektorie dochodu nar doweg,
't (y (t) “ l(t)q (t), y(t) ■ II t )q( t)) oraz msjętku produkcyjnego 
'T (m*(t) - a" 1( t )q*( t), S(t) - a-1 l(t) q(t)).

Por. ode . 18 do założenia 4.4 . 69.
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c{t) >£l°e > 't-to), c € C° [r] , H . l ^ )

y(t0) - yc ,

gazie y°> a yl°/( b - p- \ ) . Warunek (5.17) w układzie (5.19) zacho

dzi wtedy i tylko wtedy, gdy'

c ( t ) < u -  — ^ ) y ( 0  , ” (5.i7')

zatem zadania (5.16) - (5.17) mo?na zapisać w następującej postaci

_1—  r e- A(t-f0) c(t)dt , (5.18')
l o Jmax

d y(t) = (a - p.)y(t) - ac(t)

€ L°e ^ ' • ‘o k c I t K  (1- Jili-)y(t) , cfeC0 [t]
(5.19') 

y(t0) - y‘

Po podstawieniu zmiennycn q(r), zgodnie z (5.10), otrzyir»ujeny za

danie

max
T

| £ (t ) dt / ( 5.18 )
T
q(t) = (a- p. - A. )q( t ) - a ■£•'( t) ,

■g- < & (t)< (i- -i4 ^ - )q(t) ' W  ■ (5.19")

q{t0) « q0 .

gdzie q°> a £/( a - - A ) . Przy założeniach 5.1, b.ii zadanie to jest nie- 
sprzeczne. Warunki ( 5.19' ') spełnia na przykład proces, (#.q)j :

t [ t ]  ’  h
%

q ( 0  =[q°_a jf/(a_ P - ^)] e ‘a' ^  ^)(t f0) +a |/( a-p. - A ).

5.3.2. POSTAĆ STANDARDOWA ZAJANIA STEROWANIA OPTYMALNEGC

w celu sformułowania zadania w postaci standardowej D o s ł u ż m y  się na
stępującym twierdzeniem:

Rzeczywiście, z (5.17) otrzymujemy [(a- fx) y(t) - a c (t)J/y(t;^A
i po przekształceniach: c(t)^ [l - (^-rAJ/al y(t). Odwrotnie, Jeżeli 
zachodzi warunek (5.17’) to ( a - p.)y'{ t) - a c(t)> A yi t), tzn. dy( *■ )/dt^ 
>  Xy(-t) . Warunek (5 .17 1 otrzymujemy zważywszy, że y(t) > 0  na ,T.
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□  t w i e r d z e n l e  5 . 6 . ^  Niech spełnione będę założenia 5.1, 
5.2. (i) Jebali proces (jj.q)T upełnia warunki (5.19"), to istnieje do
kładnie Jedna taka funkcja a i T- ~ [o , l ]  , (x 6 C°[t] , że

j(t) + a(t)[(l- tiA-)q(t)-y] - (*)

w kaza/m momencie czasu t 6. T, (ii) Dla dowolnej funkcji <x : T — «■ [o,l], 
a €  C° [t J , para (j-,q)T spełniająca warunek (*) i równanie

j£ q(t) - ( a-p.-A )q( t)- a^(t)

z warunkiem poczętkowym q(tQ) « q°> a £/(a-pi- \  ) jest procesem dopusz
czalnym w (5.19").B

Na podstawie tego twierdzenia zadanie (5.18") - (5.19") Jest równo
ważne z następujęcym zadaniem sterowania optymalnego:

max j{oc(t) [(1- Ji|i)q(t) -yj + £■} dt .
T ,

gj- q( t) - (l-ot(t) )[( a- p -  A)q( t)-ejJ ,

(X(t) £ [O.lj , cxfe C° [t ] , 

q(tQ) " q°*

Rolę sterowania w zadaniu tym pełni funKCja « T udziału naowyzki kon
sumpcji ponad jej ustalonę minimainę wielkość ylcsxp£i\( t—10)} ( t £ T  ) w 
dochodzie narodowym, który pozostaje po odliczeniu .minimum’ konsumDcyJ- 
nego oraz Inwsstycji umożllwlajęcych wzrost dochodu ze stopę A • Równanie 
różnicrkor-e w ( 5 . 1 9 )opisuJ< przekształcenie stanów wewnętrznych gład
kiego (jednowymiarowego) uystemu dynamicznego, funkcja podcałkowa w 
(5.18"')- przekształcenie wyjścia. Zbiorem st«rowań jest przedział [0;lj , 
Bianem wewnętrznym - dochód naroaowy na osobę, stanem wyjścia - konsump
cja na osobę. Dopuszczalny proces wzrostu tworzy para trajektorii (cx..q)T 
apełnlajęca warunki (5.i9'")t optymalny - pira (a*1,q*)T , której odpowiada 
maksymalna wielkość konsumpcji na osobę w horyzoncie czasu T. 1

i

□  T w i e r d z e n l e  5.7.33 Rozwięzaniem zadania (5.18'") -
- (5.19"') przy założeniach 5.1, 5.2 Jest proces (oc* q*)T :

* * ( , ) . 1 °  d if . . V
[ 1 dla t e [r ,t1] ,

32
Oowoa.zoD. uodatek matematyczny do paragrafu 5, twierdzenie 5.6

a. Ć4U.

241“owlłd'zob* Dodatek matematyczny do paragrafu 5, twierdzenie 5 .7

(5.18* )

(5.19"')
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q*(0 -
(q°-d )e( ^  “ X  5 (t_t +dy

ą*(X,) = const .

dla t £ [t0,t ). 
dla t £ [t; .tj ,

gdzie d - a/(a-p-X). Oeżeli horyzont c ł b s u t jest długi, |t |>«J -
- l/(a-p. - A ). wtedy X • t ^ B  >  t0 . Oeżeli horyzont Jest krótki, |t|< e, 
wtedy % ■ tQ i proces ( o t * . r e i u n u j e  się do postaci:

cx*(t) » 1 , q*(0 - q° 

w każdym momencie czasu t € T.

5,3.3. CHARAKTERY STYKA ROZWIĄZANIA

Optymalny trajektorię konsumpcji na asobę można wyznaczyć z rów

nania (zob. twierdzenie 5.6)

£*(t) = £ + <x*(t)[(l- q*(t)-£] •

Optymalny trajektorię dochodu narodowego y*. majytku produkcyjnego m*, 
konsumpcji c* i inwestycji i£ otrzymujemy z (5.10), (5.2), (5.3). 
Wszystkie optymalne trajektorie, z wyjętkiem trajektorii inwestycji iT 
w długim horyzoncie czasu T, sy niemalejyce. W krótkim horyzoncie czasu 
inwestycje uaiożliwiajy Jedynie wzrost majytku ze a opy równy stopie wzros
tu ludności X. Cała pozostała część dochodu narodowego przeznaczona zoa- 
taje na konsumpcję. Dochód narodowy i konsumpcje wolno rosnę (ze stopyA), 
dochód narodowy na osobę i konsumpcja na osobę utrzymuję się na wyjścio

wym poziomie.
Oeżeli horyzont czasu T Jest długi, wtedy pojawiaj* się dwie fazy 

wzrottu. Szybki wzrost inwestycji w fazie pierwszej powoduje znaczny 
wzrost majytku produkcyjnego, dochodu narodowego i dochodu narodowego na 
osobę. Konsumpcja rośnie tylko o tyle, aby zapewniony był minimalny po
ziom konsumpcji na osobę £ . Faz* druga rozpoczyna się od gwałtownego 
spadku inwestycji oo poziomu zjpewniajycogu tylko nieznaczny wzro*t »a- 
jytku produkcyjnego i dochodu narodowego (ze stopy A). Dochód narodowy na 
osobę stabilizuje się na poziomie, który gospodarka osiyga pod kor.lec fa
zy Inwestycyjnej (rys.5.3). Konsumpcja r.a osooę gwałtownie wzrost* w sto
sunku do Jej wielkości w fazie inwestycyjnej i w całej fazie konsumpcyj- 
noj utrzymuje się na tym samym, wysokim poziomie.

Pod niektórymi wzglądami rozwiązanie to jest poprawniejsze od rozwiy- 
zania otrzymanego w poprzednim punkcie. Majytek produkcyjny, dochód na
rodowy i konsumpcja w całym horyzoncie czasu T rośny, dochód n -odowy 
na osobę 1 konsumpcja na osobę - nie maleję, osiygajyc wysoki poziom w 

drugiej fazie wzrostu. Podobnie Jak ooprzednio jednak przejściu od fazy
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Rys.5.3. Optymalna trajektorie dochodu narodowego na osobę - roz
wiązanie zadania (5.18''') - (5.19’*') w Długim horyzoncie czasu

inwestycyjnej do fazy konsumpcyjnej towarzyszy gwałtowny skok: spadk in
westycji i wzrost konsumpcji.

5.3.4. RÓWNOWAGA I STABILNOŚĆ OPTYMALNYCH PROCt£S&V WZROSTU

W poszczególnych fazach wzrostu optymalna trajektoria konsumpcji 
Jest funkcję 9tałą co nasuwa myśl, aby rozpatrzyć trajektorie wzrostu gos
podarki w (5-równowadze ze stałą wielkością konsumpcji na osobę:

0 (q, y) ■ jj- * const.

(A) Przez (<5,q)T , oznaczymy te procesy wzrostu i odpowiadające im
trajektorie konsumpcji na osobę w 6 -równowadze, dla których

I

j(t) »ćx(t)[(i- -fĉ — )q(t)-^] + ?ć"

- min {«[(!- 4 ^ - )  q(t)- £]+ &

ae[o,i]

w każdym momencie czasu tfcT . Procesy te są następującej postaci: 

a(t) = 0,

q(t) - [ q°-a £ / ( b - y . -A)] e*8‘ Ń  *  ̂t-to^ + a £ /l a- |a - A ),

gdzie q° Je6t dowolną początkową wielkością dochodu narodowego na oaobę 
spełniającą warunek q°> a y /( a- p - A.) . Odpowiada im trajektoria kon
sumpcji na osobę j r z wartościami
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y t o  m5

w każdym momencie czasu t 6 T .

(B) Przez (a.q)T . JT oznaczymy takie procesy i odpowiadajęce im ti 
Jektorie konsumpcji w G -równowadze, że

j(t) - a(t) [(l- )q(t)- yj * £ -

- aax («[(!- 4 ^ )  q(t)-£] ♦ * } •  (1- 

<X€[o.lj

w każdym momencie t £ T. Wówczas

«(t) » 1, qft) - q' (5.21)

£(t) - (i- ^ .* A -)q° - conot.

gdzie q°. Jest d o w o  Inę poczętkont, w i e l K o ś c l ę  dochodu narodowego na t aobę 
spełniającą warunek ]° >  a ̂ /(a-p.- i\ ) .

Rys.5.4. Trpjekrorie dochodu narodowego na osobę w & — ruwnowt« acl. 
oraz optymalna trajektoria (j) w krótkim horyzoncie czasu, {b) w 

długim horyzoncie cza j
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Optymalna trajektoria dochodu narodowego na osobę w krótkim horyzoncie 
cze9u Jeet tożsr ,a z Jednę z trajektorii postaci (5.21) w C5 -równowadze 
typu (B). W długim horyzoncid Cijsu trbjektoria ta najpierw (w fazie in
westycyjnej) Jest tożsama z Jednę z trajektorii postaci (5.20) w g -rów
nowadze typu (A) (w tym okresie £*(0 m $  = const.), potem - z Jednę z 
trajektorii postaci (5.21) w O-rownowadze typu (B) (konsumpcja na osobę 
oslęga poziom ,f*t O  » l-(p+ A)/a q*(t) * const.; t- moment przej
ścia od fazy inwestycyjnej do ftzy konsumpcyjnej). Im dłuższy Jest hory
zont czasu T, tym dłużej optymalna trajektoria pozostaje w 6 -równowadze 
typu \A). Równocześnie tym wyższy Jest poziom konsumpcji na osobę w dru
giej fazie wzrostu (rys.5.4.a,b).

□ T  w i e r d z e n i e  5.8 . 34 Jeżeli dłujosć horyzontu czasu
|T] — » *  oa , to różnica | 6 * - - | średnich stóp wzrostu optymal-

"t  t
nej trajektorii dochodu narodowego na osobę i tr tjektorii w Q -rownowa
dze typu (A) maleje asymptotycznie do zera.B

5.4, Procesy wzrostu z ciągłymi trajektoriami inwestycji i konsumpcji -  
trzecie zadanie sterowania optymalnego

5.4.1. SFORMUŁOWANIE ZADANIA

□otychczae trajektorie konsumpcji były funkcjami przedziałami cięgłymi 
na T (n. lnżały do klasy Culi]). Takę sarnę właściwość miały trajektorie 
inwestycji i konsumpcji na ot.ooę. W tym punkcie zaż^aamy, aby trajektorie 
konsumpcji na osobę były funkcjami cięgłymi , prawie wszędzie na T róż- 
nlczkowalnymi (z klasy c*[tJ ) i spełniały warunek: 35

idamy więc, aby: (a) w całym horyzoncie czasu T konsumpcja na osobę 
nie malała, (b) nie rosła szyDcieJ niż dochód narodowy na osobę po odli-

34
dnhnw PomxJf"V - PrzeUde3a podobnie, jak dowód twierdzenia 5 .5  Po_
dobriy warunek spBłniaJą tra.ektorie majętku^rodukcyjnego m*. ST o^az 
d o c h o d u  n a r o d o w e g o  y * ,  y T

35
Zob. ,ds. 18 do założenia 4 .4 na s. 69. Ponieważ CJ , zatea 

trajektoria qT Jest wszędzie na T różniczkowalna.
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czeniu inwestycji niezbędnych, aby nie nattąplł 6padek dochodu narodowego 
na osobę ((ĵ + Aj/a Jeat wskaźnikiem minimalnego uaziału inwestycji w do- 
choozie, przy którym nie nastąpi spadek dochodu narodowego na osobę).

Niech £° będzie taką początkową wielkością konsumpcji na osobę (w 
momencie t ), że - '

^ Z  a ł o ż e n l e  5 . 2 ' .  fi ^ j ° < ( 1-- ) q° . ▼

Pooobnie Jak poprzednio.^ oznaczn minimalną .normę" koneumpcjl na oso
bę; [l-(jjn A )/a]q° jest maksymalną wielkością konsumpcji na osobę

w momencie tQ , która nie spowoduje spadku dochodu n«iodowego na oso- 
b«j w przyszłoici. Założenie 5.2' pociąga za sooą założenie 5.2. Niech 
wzrost dochodu narodowego n*i osobę opisuje, podobnie Jak Dotychczas, rów

nanie

q(t) - (a-p- A)q(t)-ajf(t) , (5.22)

Rozpatrzmy następnie zadanie maksymalizacji konsumpcji na osobę w ho

ryzoncie czasu T :

maxJ ^ ( l)dt < (5.21)
r
q(t) - (a-p- M q ( t )  - a^ (t) ,

T t ^ r>-Xe £ l H '  <5*24>

f o ^ o 5' ■ ,q0'SC)‘

gdzie [l-(^L+A )/a] q ° > y ° > X  • Frzy załoienia,;ri 5*1 * 5.2'zadanl« to Jest 
niesprzeczne. Warunki (5.24) spełnia na przykład para trajektorii (^,q)T :

r { t) ■ r °  ■ const ,
( 5 . 2 5 )

+ a^°/(a-jj.-A) .

5.4.2. ZADANIE RÓWNOWAŻNE 

O T  w i e r d z e n i e  5.9.36 Przy założeniach 5.1, 5.2' warunek

36 Dowód,zob. Dodatek matematyczny do paragrafu 5, twierdzenie 5.9
3• 242•
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■ożna z b .tępić następującym:

- |S(t)[(a-p-A )q(t;-aj(t)]
(5.26)

(ł(t)e [o.i- -£iA- ], pec°[Tj .■

Zatem nadania (5.23) - (5.24) Jest równoważne z zadaniem

max J g (t) dt , 15.27)
T

{jj- q(t) - (■- A)q(t)-a ̂ (t), 

jfj(t-) *ji( t) [(a- p.- A/)q( t)-a £ (t)] ,

p(t)« [0,1 - 4tiA-J . )ifcC0[Tj, 

<«ł(to)* S (to}) ” (<J°- X0) •

(5.20?

Jeżeli proces ( jj*.q*, j*)T Je8t rozwiązaniem togo nadania, to proces 
(q*, jJ*)T Jost rozwiązaniem zadania (5.23) - 5.24). Na odwrót. Jeżeli pa
ru (q*.(")t Je8t rozwiązaniem zadania (5.23) - (b.24), to znajdzie się 
taka funkcja |ł*:T— * [ 0, l-(p+> )/aJ , że proces (p>*,q* [*)T będzie roz
wiązaniem zadania (5.27) - (5.28).

Para równań różniczkowych w (5.28) opisuje przekształcenie s nnów wew
nętrznych gładkiego (dwuwymiarowego) stacjonarnego systemu dynamicznego. 
Sterowaniem Jest wsKażnik udziału konsumpcji w dodatkowej jednostce do
chodu narodowego. Stanem wewnętrznym jest dochód narodowy na osob\. i 
konsumpcja na osobę. Droga współrzędna wektora stanu wewnętrznego (q(t), 
j(t)) Jest równocześnie stanem wyjścia.

□ T  w i e r d z e n l e  1 5.10 Rozwiązaniem zadania (5.27) - (5.2B) 
przy założeniach 5.1, 5.2, jest proces ( p*. q*’,£*)T :

0 dla t £ [t , X ) ,

i - dia te [t.tjJ ,

(q°-d/)e ^  *' v ^+ d JC dla 1 £ ) .

[(a-fi-A) q * ( l ) - a  j°] (t - t  ) +q* (t) dla t.śjc.tj

t °  dla 1 e b 0 - z )  ■

dla t£! T,t,

37 Dowód,zob. Dodatek matematyczny do paragrafu 5, twierdzenie 5.10
S. 243.



gdzie d = a/(a-f*-A). Oeżeli horyzont czasu T jest długi, |t|>8 =
* 2/( a- p. - A ), to X- tĵ -6 >  tQ .
Oeżeli horyzont czasu jest krótki, |t |-̂  9, to t i proces 
( p*.q*. redukuje się do postaci:

(ł*(t) > 1 - - 

q*(t) = [(a-K -A)q°-a j°] (t-to)+q° ,

w każdym momencie czasu t C T  . 1

5.4.3. CHARAKTERYSTYKA ROZWIĄZANIA

Optymalne trajektorie docnoou narodowogo, konsumpcji i inwestycji 
otrzymujemy z (5.10), (5.2), (5.3). Obserwujemy regularmy wzrost wszyst
kich optymalnych trajektorii, zarówno kiedy horyzont czasu T Jest krót
ki, Jak i w przypadku długiego horyzontu czasu. W krótkim horyzoncie cza
su inwestycje umożliwiają taki wzrost majytku produkcyjnego i dochodu na- 
rodowago, dzięki którym możliwy Jest liniowy wzrost dochodu naroaowego na 
osobę oraz nieco wolniejszy wzrost konsumpcji na osoDę.

Oeżeli horyzont jest długi, wtedy w pierwszej fazie-inwostycyjnej-ob- 
oerwujemy szybki wzrost inwestycji, choć wolniejszy niż w dwóch poprzed
nich rozwlęzaniacn, wskutek czego pod koniec tej fazy znacznie wzrasta 
majytek proaukcyjny 1 dochód narodowy (oraz docnód narodowy na osobę,rys. 
5.5). Konsumpcja utrzymuje się na wyjściowym poziomie fi . Przeznaczona na 
konsumpcję część dochodu narodowego rośnie ze stopy równy stopie wzrostu 
ludności. W drugiej fazie - konsumpcyjnej - inwestycje rośny wolniej. 
Wskutek tego wolniej niż w fazie inwestycyjnej rośnie «ajytek produkcyj
ny, dochód narodowy oraz dochód narodowy nj o(.obę, crybciej - konsumpcja
i konsumpcja na osobę.Wzrost dochodu narodowego u  oscop 1 konsumpcji na 
osobę opisuję funkcje liniowo, przy czym konsumpcja rośnie ni^co wolniej 
niż dochód.

Wszystkie optymalne trajektorie sy eiygłe, przedziałami gładkie. 
Wszystkie,poza trajektorię konsumpcji na osobę ,sy silnie rosnyce. Wzrost 
konsumpcji na osobę opisuje funkcja niemalejyca, przedziałami liniowa, 
rosnyca w fazie konsumpcyjnej. W okresie przejściow/m od fazy inwestycyj
nej do fazy konsumpcyjnej nic następuje załamaniu ani .skok" żadnej tra
jektorii. Inwestycje regularnie rośny w całym horyzoncie czasu, z wyższy 
stopy w f zie pierwszej niż w drugiej.

Otrzymaliśmy proces wzrostu, za którym przemawia zarowno nasza ogolna 
wiedza o wzroście gospodarczym. Jak i obserwacja procesów zachcdzycych 
w rzeczywistej gospodarce. Oczywiście,możemy mówić tylko o pewnym Jakoś
ciowym podobieństwie tego procesu i rzeczywistych procesów wzrostu. W ce-
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Rys.5.5. Optymalna trajektoria dochodu narodowego na osobę oraz kon
sumpcji na osobę - rozwiązanie zadania (5.27) - (5.28) w długim ho-

ryzor.ci*, czasu

lu otrzymania ilościowej zbieżności potrzebny jest opis gospodarki dużo 
dokładniejszy od przedstawionego.

5.4.4. RÓWNOWAGA 1 STABILNOŚĆ OPTYMALNYCH PROCESÓW WZROSTU

W pjnkcie 5.2. „niezmiennikiem" w równowadze była stopa wzrostu kon
sumpcji na osobę, w punkcie 5.3 - wielkość konsumpcji na osobę. Obecnie 
prześledzimy procesy wzrostu w takiej b -równowpoze, w której stały 
Jest przyrost konsumpcji na osobę, tzn.

S(q, J5 ) = - const.

Z analizy trajektorii docnodu narodowego na osobę w takiej O -równowa
dze wyniKa, że w krótkim horyzoncie c^.asu optymalna trajektoria q? 
jest tożsama z jeanę z trajektorii w G-równowadze z maksymalnym (stałym) 
przyrostem konsumpcji. W długim horyzoncie czasu, podobnie jak w dwóch po
przednich punktach, optymalna trajektoria dochodu narodowego na osobę 
najpierw, w fazie inwestycyjnej. Jest tożsama z jedną z trajektorii q^ w 
G -równowadze z minimalnym (zerowym) przyrostem konsumpcji na obobę pos
taci

q ( 0  = [q°-a °/(a-^i- A )Jeta" ^ _ K + a's° / {  a-ja - A ) (5.29)
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Rys.5.6 . Trajektorie dochodu narodowego na osobę w (3 -równowagach 
oraz optymalna trajektoria la)-w krótkim horyzoncie czasu, 'b) w 

długim horyzoncie czasu

(q°. - dowolne wielkości początkowe dochodu "środowego i konsumpcji na 
osobę spełniające warunek [l-(p.+ A )/a J q° >  y ° >  y ). Następnie , w fazie 
konsumpcyjnej, optymalna trajektoria dochodu narodowego na osobę .przecho
dzi' na Jednę z trajektorii qT w (j -równowadze z maksymalnym, stałym 
przyrostem konsumpcji. Trajektorie te s« funkcjami liniowymi postaci

S(t) - ]■ a-p.- A )q°-a"^|(t-to)+q0 (5.30)

(q°» 5° ■ poczętkowe wielkości dochodu narodowego i konsumpcji na ouobę
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spełnlajęce warunek [l-(H + A)/a] q°' >  j° >  £  . zob.rys.5.6.a,bj.Im dłuż
szy Jest horyzont czasu T, ty* dłuiej optymalna trajektoria dochodu na
rodowego na osobę jest tożsama z Jednę trajektorii postaci (5.29) w 
6 -równowadze ze stałym poziomem koneumpcji na osobę. Przy |t|— ► + oo

podobnie Jak dotychczas, obserwujemy zbieżność średnich stóp wzrostu tych 
trajektorii.

U r w i e r c i  t o n i e  5 .1 1 .3® Oeżeli di .gość horyzontu czasu 
lT l "■ + 00 • t0 różnica | 6* - 6-^ | średnich stóp wzrostu optymalnej 

trajektorii dochodu narodowego mi onobę q* i trajektorii qT w 6 -rów
nowadze ze stałym poziomem konsumpcji na osobę maleje asymptotycznie do 
zera. ■

§ 6 OPTYMALNY PODZIAŁ DOCHODU NARODOWEGO W DWuCZYNNIKOWYM
MODELU WZROSTU

6 1, Podstawowe wiaaomości o funkcji produkcji Cobba D ojglasa

IV Jednoczynnikowych modelach wzrostu, którymi zajmowaliśmy się w po
przednich dwóch paragrafach, wielkotć wytwarzanego dochodu narodowego ze- 
liżeła wyłęcznie od rozmiarów trwałego majątku produkcyJnego.Zakładaliśmy 
ailczęco, że zasoby pracy w gospodarce sę tak obfite, iż wystarczaj? na 
uruchomienie majętku produkcyjnego każdej wielkości oraz, że warunki tech
niczne produkcji Jednoznacznie wyznaczaję właściwe proporcje między roz
miarami zatrudnienia i wielkoscię majętku produkcyjnego. .V rzeczywistości 
zasoby pracy nie sę nieograniczone, nie ma też jednoznacznej reguły łę- 
c<:enia majętku produkcyjnego i pracy w proce-łle produkcji, a wielkouc wy
twarzanego dochodu nar oaowego zależy od kombinacji obu t y c h  podstawowych 
czynników produkcji. Funkcje opisujące współdziałanie majętku produkcyj
nego i pracy w tworzeniu dochodu naroaowego nazywamy d w u c z y n n i -  
k o w y m i (dwuargumentowymi) f u n k c j a m i  p r o d u k c j i .  
Poniżej przedstawiany jednę z najbardziej znany*h - f u n k c j ę  
p r o d u k c j i  C o b b a - D o u g l a s  a39.

oraz

8
Dowód pomijamy - przebiega podobni*, jak dowód twierdzenia 5.5. 

Podobny warunek spełniaję trajektorie rnajętku produkcyjnego m* S o 
dochodu narodowego y*, yT *

39
Podstawowe wiadomości o funkcji produkcji Cobba-Uouglasa można zna

leźć w księzce Z. C z e r w *  s k i e 3 o Tl2J ro=dz.3, p« agrafy
3.1, 3.2 zob. takie N.B. B a r k  a ł o w [4 ] , S 0 u b u w j - 
k i j  i in. U 8J rozdz.. B.N. M l c h a l e w s l  „ [32] rozoz. 
4.6. L. S t o l e r u  [4oJ rozdz.11.
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Przyjmijny, że miarę llocci pracy zaangażowanej w procesie produkcji 
jest zatrudnienie, przez które rozumiemy liczbę pracujących w sferze pro-

j , 40 dukcyj iuj gospodarki
Niech T = .*1 ] oznacza, podobnie jak dotychc es, ustalony hory

zont czasu. Weźmy momenc czasu t £ T i oznaczmy przez m(t) wielkość ma
jątku proaukcyjnego or3z przez z(t) - zatrudnienie w momencie cr.asu t 
(zasób, np. w milionach osób - L). Postać Funkcji produkcji Cobba-Dougla- 
Qa ustalającej związek między wielkością majątku produkcyjnego m( t , 1 oz- 
miarami zatrudnienia z(t) i wielko<ji ią oocnoau narooowego y( t) = f(m(t), 
z(t),t) wytwarzanego w momencie czasu t wyprowadzimy, przyjmując kilka 

hipotez.
(H l) Funkcja produkcji f zmiennych m C E ^  , z £ E+ , t € T  jest cią

gła wraz z wszystkimi pochodnymi cząstkowymi:41

f € C1 [e* X E* V tJ .

Dowolnym dodatnim wielkościom majątku produkcyjnego i zatrudnienia 
odpowiada zawsze dodatnie wielkość wytworzonego dochodu narodowego:

f ( m( t) , z( t ) , t )> O ,

jeżeli n (t)>0, z ( t ) >0 , t £ T .
Brak któregokolwiek z czynników produkcji powoduje wstrzymanie produk

cji (hipoteza o tzw. Draku „rogu obfitości"):

f(0 ,z(t),t) = f(m(t),0 ,t) - 0

dla dowolnych m (t)^0 , z ( t ) ^ 0, t £ T  .

(H 2) Równoczesne A-krotne zwiększenie majątku produkcyjnego i za
trudnienia (A > 0) powoduje A-krotny wzrost dochoou narodowego (tzw.pra
wo proporcjonalnych przychodów):4^

f(Am(t), Az( t) , t) = Af(m(t), z(t),t) 

dla dowolnych m(t)^0, z(t)^.0, A > 0 ,  t £ T.

40 Zakładamy, że w rozpatrywanym okresie dJugośn dnia roboczego nie 
zmienia ip.

41 1Przez E+ oznaczamy podzbiór nieujemnych liczb rzeczywistych,
E* “ [ x £ E ł : x >  Oj . Ogólnie: e " - nieujemny orthant przestrzeni En ,

|x € En » x > 0  } .

Wai unek ogólniejszy f(Am(t), Az(t),t) = Ak f { m( t ,z(t),t)
( A , k > 0) naz... ny Oywa p r a w e m  r o s n ą c y c h  p r z y 
c h o d ó w ,  j Bżeli k > 3  i p r a w e m  m a l e j ą c y c h  
p r z y c h o d ó w ,  Jeżeli k<l, por.np. L. S t o l e r u  [46J 
.308-300.
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(H 3) Zwiększenie któregokolwiek z czynników produkcji powoduje wzrost 
docnodu narodowego:

f ( m{ t ) + A«i( t) , z( t) , t) >  f (;n( t) , z( t) , t) , 

f ( m( t) ,z( t) + Az( t ) , t ) >  f { m(t) ,z( t) , t)

Jla dowolnych m ( t ) ^0, z(t)^0, A'n(t)>0, Az(t)>(), tć T (w nieco
. 4 3

innej postaci warunek ten znany je&t jako tzw. prawo wielkiej skali)
(H 4) Dochód narodowy wytwarzany przy niezmiennym poziomie majętku i 

zatrudnienia rodnie z upływem cza t iU  z dodatnię stopę V dzięki postępowi 
techniczno-organizacyjnemu: Jeżeli m(t) = m = const.>0, z(t) = z =
=* const.> 0  na [t‘,t " J  C  T, to

3T f[V,z', 0  = v > °

w każdym momencie t 6 £t * , t ' ’J »

Zanim sformułujemy ostatnię hipotezę, iprowadzimy kilka niezbędnych 
pojęć.

A d  e f i n i c j  a 6 .1 . Pochodne częstkowe [ £>f ( m, z( t) , t )/ & mj m=mj t ) .

[ C>f ( ra( t) ,z, t )/t)z J z,zjtj nazywamy k r a ń c o w ę  w y d a j n o ś 
c i  ę m a j ę t k u  i p r a c y ,  a iloraz u(t) = m(t)/z(t) - 
- t e c h n i c z n y m  u z b r o j e n i e m  p r a c y  w momencie 
czasu t . A

Rozpatrzmy wszystkie kombinacje majętku i zatrudnienia dajace w momen
cie czasu t tę sarnę wielkość dochodu narodowego y(t) » y = cons*-. >  0
i oznaczmy przez G f zbiór wszystkich (dodatnich) par (z(t), m(t)) speł- 
niajęcych warunek:

f(ra(t),z(t).t) « y ■ conat.> 0 . (5.l)

Z twierdzenia o funkcji uwikłanej wynika, że Jeżeli prawdziwe sę hipotezy
(H l), (H 3), to dla każdej pary(m,z)> 0 tpełniajęcej warunek (6.1) ist-

2
nieje takie otoczenie w E , w którym relacja G( Jest funkcję. Oznaczmy 
przez lit(z) wartość tej funkcji w punkcie z (będzie to wielkojc majęt
ku w momencie czasu t dajęca w kombinacji z zatrudnieniem dochód y » 
» const.). deżeli DrbwJziwe sę hipotezy (H l), (H 3), to funkcja Gt(>) w 
pewnym otoczeniu punktu z Jest cięgła i różniczkowalna. Ze wzoru na po
chodną funkcji uwikłanej (6.1 ) otrzymujemy

° g „ (z) I , , -  -Fit!m.(tJ x ^ l.ti.[  , .1/ £f( [

43 Por. L. S t o l e r u  [46] s.307-306.
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Jeżeli prawdziwa jest hipoteza (H J), to krańcowe wydajności pracy i ma-
latku aa nieulersne i w n b nr. t« nnj ę t k u  sę n ieu jem ne  i  wobec tego

h  Gt {z) L - z ( 0  <  ° -

A d  e f i n i c j a  6 .2 . Pochodną

.  d G ( z )  I . ł „ r i l L y l O ^ i I  I , , 1 / •  > „ ( , 1 Y z ( „ 0 , , 0  I ]
^ ? t’ t l ł ;  I z=z{ t ) L )Z | z = z ( t ) J /  o"> |m Jni{ t U

a wi(ec granicę takiego stosunku przyrostu majątku do spadku (przyrostu 
ujemnego) zatrudnienia, przy których nie zmienia się wiexkośc wytwarza
nego dochodu narooowego nazywany k r a ń c o w ą  s t o p ą  s u b 
s t y t u c j i  (pracy przez majątek produkcyjny) 4 4 . A

Krańcowa sfopa substytucji wskazuje, jakim majątkiem należy „zastąpić” 
jednostkowy spadek n&kładów pracy, aby nie zmniejszyła się przy tym wiel
kość wytwarzanego dochoc*u narooowego.

(H 5) Krańcowa stopa substytucji (a) zależy tylko od technicznego uzbrojenia pracy, (o) rośnie liniowo wraz ze wzrost technicznego uzbrojenia pracy.
.Varunek (al Jest hipotezą o tzw. neutralnym postępie technicznym w«- 

dług Hicksa: Jeżeli nie zmienia się techniczne uzorcjene pracy, to nie 
zmienia się także krańcowa stopa substytucji. We^unek (b) znany Jest jako 
tzw.prawo rosnącej stopy substytucji45. Oznaczmy przez s(m(t)/z(t)) krań
cową stof.y' substytucji w gospodarce z majątkiem produkcyjriyin m (t) i za
trudnieniem z(t) w momencie czasu t 6 T:

s

ny

(4 4 'l J Ł I L c I l L I  , 1 <)f(m.'Ł(t).t) I 1 \z[t) j l az lz=»z(t)J/ [ dm |m=m(t)J
Z definicji krańcowej stopy substytucji, zważywszy na (H 2), otrzymuje-

8 (fHł)"a(u(t)) *
- rf(u(t) i,t) - u(t) Mitiilll , ,1/ 1 , ,1 V ' > » Jju lu=u(t)j/ £>tj lu»u(t)'

a st ąd
ł f(u.1. 0  I , . . I I ^ s I lŁ lL L  . (6 ,2)

au I u=u(t) u(t;+s(u(tjj 1 ;

44
Krańcowa stopa substytucji prac} przez majątek jest więc równa sto

sunkowi krańcowej wydajności pracy dn krańcowej wydajności mejęt.ku.

45 Por. L. S t o l e r u  [46] s.320-322, Z. C z e r w i ń s k i
[12] 8.80-81.
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Rozwiązaniem równania (6.2) Jest funkcja f następującej postaci:

f(u(t),l.t) - b(t)exp J . (6.3)

Z powyższego wzoru wynika, że aby funkcja produkcji była zgodna z hipote
zami (H 1) - (H 5), musi miec postać

f ( m( t) ,z( t ) , t ) = b( t) g{ n{ t) , z( t) ) * (6.4)

gdzie funkcja b:T— •* E* Jest dodatnia i rosnąca (zgodnie z (H 4)), a 
1 1 + 1funkcja g: E+ x £+ ---•* - nieujemna, rosnęca i dodatnio jednorodna sto-

pnia pierwszego (zgodnie z (H l), JH 2),(H 3)). Równocześnie w myśl (H 4), 
(H 5)

■

b(t) = e'?(t"to) ,

gdzie ( x , V > 0 .  Wtedy z (6.3) otrzymujemy

f(m(t).z(r).t) = z ( t ) e ^ t-to)e x p [ Ii sr- J =

-  -  r : ( t ^ * - V exp { ^  l n  f f j j - )  = .

gdzie t =l/( 1+ CX ) , a - Jest stały dodatnią . Funkcja f : E* X E^ x T---—  E*

postaci

ff mt t) ,z( t) ,t*) >= adit(t)z1 "‘( t ) e ^ t",o^ (6.5)

(a^>0, O <  Ł <  i„ V > 0) nosi nazwę d y n a m i c z n e j  f u n k c j i  
p r o d u k c j i  C o b b a - D o u g l a s a  (jednorodnej stopnia l). 
Paramet r

Ł = [iŁL™.,,*,[*).,O  ) ] /ff(m(t).z(t).t 
L dm I ni—mf t [ m( t)

oznacza tzw. e l a s t y c z n o ś ć  d o c h o d u  n a r o d o 
w e g o  w z g l ę d e m  m a j ą t k u  p r o d u k c y j n e g o  
(wielkość niemiannwana), parametr

- e l a s t y c z n o ś ć  d o c h o d u  n a r o d o w e g o  
w z g l ę d e m  p r a c y .  Parametr V  nazywamy w s k a ź n i k i e m  
(czystego) p o s t ę p u  t e c h n i c z n o - o r g a n i z a c y j 
n e g o  (wymiar: l/R). Oeżali V = 0, wtddy otrzymujemy tzw. s t a t y c z
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n ę f u n k c j i ;  p r o d u k c j i  C o b b a - D o  g 1 a s a 
(nie uwzględniając? postępu techniczno-organizacyjnego) g:E+ * — —  E+I 

q( m( t) ,z( t)) » araŁ(t)z ( O .  i (6.6)

paranetr a ma wymiar ł/K*L, gdzi' R - ustalona jednostka czasu, np.
R = rok, L - ustalona jednostka zatrudnienia, np. L = 1 milion zatrud

nionych) . . »
Lista dwuczynnikowych funkcji produkcji wyprowaazanych przy różnych 

hipotekach, mniej lub bardziej odbiegających od hipolez (H l) - (H 5)jejt 
pokaźna, jednak na podstawie dotychczasowych oedań trudno Jednoznacznie 
odpowiedzieć na pytanie, które z nich lepiej opisuję powiązania między 
majątkiem, pracą i produkcją w realnej gospodarce . '.V oalszym ciągu po
wiązania te opisujemy za pomocą funkcji proaukcji Cobbe-Douglasa

6.2 Optymalny podział dochodu narodowego w clwucz/nnikowym modelu 
wzrostu z przedziałami ciągłą trajektorią inwestycji

6.2.1. PODSTAWOWE ZAŁ0ZEN1A MODELU47

Odrzucając Jednoczynni kową. funkcję produkcji (5.2) w warunkach (5.l) - 
-(5.3) i zastępując ją dwucz/nnikową, dynairiczną (jednorodną stopnia l) 
funkcją produkcji Cobba-Douglasa (6.5),.otrzymujemy następujący układ wa
runków wzrostu majątku produKcyjnego, dochodu narodowego, inwestycji i 
konsumpcji w horyzoncie czasu T:

m(t) = i(t) — pm(t) ,

y(t) = amŁ(t)z1_Ł(t)eV^t_to^ , (6.7)

c( t) = y(t)-i(t) >  0 ,

gdzie

m(tQ) = m ° > 0

jesr początkową wielkością majątku produkcyjnego.

VraJektori* inwestycji z założenia są funkcjami przynajmniej prze
d z ia łam i ciągłymi na T ( i £ C° [T J ) .

Załóżmy, podobnie jak. w paragrafie 5, że ludność rośnif ze stałą sto
pą tzn. wzrost ludności opisuje funkcja 1T ,

l(t) = 1 ° * ^ “^  ,

4 ObsŁerny przegląd funkcji produkcji zawiera praca N.B. B a r k a -  
ł o w a [4] .

47 Modele wzrostu omawiane w tym paragrafie nawiązują do modelu R.M. 
S o l o w a  [45J rozwinieteao m.in. p'Z3Z K. S h e 1 1 a [44j , por. 
także D. C a a 3 [_91 , LlOj , 0. G e d y m l n  [l9l s. 174-188,
L. S t o l e r u  [40] rozdz.12.
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gdzie 1° jesi liczbę ludności v* momencie początkowym t^. Oznaczmy przez 
ę£(0,l) W9każnik aktywności zawodowej ludności (srosunek liczby pracuję- 
cych w sferze produkcyjnej dc liczby ludności ogółem, wielkość niemiano- 
wana) . Wzrost zatrudnienia w horyzoncie czasu T opisuje zatem funkcja

zr '

z(t) » z°e ^ t-to \  (6.8)

gdzie z° = (Jl° oznacza zatrjdnienie w momencie początkowym tQ . Wpro
wadźmy oznaczenia:
u(t) « m(t)/z(t) - tfechniczne uzbrojenie pracy w momencie t

(wymiar: zł/L, L - ustalona Jednostka zatrudnienia, np. w mln.o9Ób),
(6.9)

**(t) ■ y ( Ó / * ( 0  - dochód narodowy oh Jednego zatrudnionego (średnia wy
dajność pracy, wymiar: zł/R*L), (6.10)

r(t) = i(t)/z(t) - inwestycje na jednego zatrudrionego (wymiar i.ł/R*L),
( 6 . 11)

£(t) - c(t)/l(t) - konsumpcja na osobę (wymiar: zl/fi*L). (6.12)

Po pod9tawieniu nowych zmiennych do (6,7), uwzględniając (6.8), otrzymu
jemy na9tępujęcy równoważny układ warunków:

u(t) = r( t)-(f<.+^ )u( t), 

w(t) « auŁ( t ) e ^ t-t o^ , (6.4.3)

r( t)t[o,w( t)] ,

u(to) ■ L°,

gdzie u° ■ m°/(j>l0 >0.

6.2.2. SFORMUŁOWANIE ZADANIA STEROWANIA OPTYMALNEGO

W układzie (6.13) warunek r(t )e[o,w( t)J można zastępie warunkiem

r(t) » a(t)w(t), s(t) £ [o.lj .

Przy tym s £ C° , Jeżeli r £ C° [t ]. Dowód przebiega analogicznie jek
dowód równoważności warunków (4.4) i (4*6) - (4.7) w punkcie 4.1. 2 równa
nia określaj ęcego wielkość konsumpcji w(6.7) po elementarnych przekształ
ceniach otrzymujemy

£(t) - ^  (6.14)

a Nooec tego zadanie maksymalizacji konsumpcji na ot>obę w horyzoncie cza
su T przy warunkach (6.13) można zapisać w następującej postaci:
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max J a (l-s{ t) )u£ ( t )ev  ̂t_toJdt , (6.15)
T

u(t) m as (t)u (t )ev  ̂t-to^-(p. + X)u( t), 

s(t)e [o,l] . s€C°[r] , (6.16)

u(tQ) = u°,

gdzj e u°>0. Rolę sterowania w zadaniu tym pełni funkcja s^ udziału in
westycji w dochodzie narodowym. Równanie różniczkowe w (6.16) opisuje 
przekształcenie stanów wewnętrznych gładkiego (jednowymiarowego) systemu 
dynamicznego). PrzaKształceniem wyjścia Jest funkcja podcałKOwa w (6.15). 
Stanem wewnętrznym jest techniczne uzbrojenie pracy, stanem wyjścia -
- wielkość konsumpcji n& osobę. Dopuszczalny proces wzrostu tworzy każda 
para trajektorii (s,u)i - udziału inwestycji w dochodzie narodowym i
technicznego uzbrojenia pracy spełniająca warunki (6.16). Procesem opty
malnym Jest proces dopuszczalny ( a * , u * ) j  maksymalizujący wielkość kon
sumpcji na osobę w horyzoncie czasu T.

Będziemy ponadto zal<ładac , że (a) elastyczność aochodu narodowego 
względem majątku produkcyjnego Jast niższa od elastyczności dochodu na
rodowego względem piacy, 48 (b) wstrzymanie inwestycji w (gospodarce powo
duje spadek (ujemną stopę wzrostu) średniej wydajności pracy. Na gruncie 
naszego modelu warunki (a), (b) sę równoważne z warunkiem następującym:

V z a ł o ż e n i e  ó.l. Elastyczność dochodu narodowego względem ma
jątku spełnia warunek

Rzeczywiście, pierwsza część nierówności oznacza, że 1- Ł , co od

powiada warunkowi (a). Oeżeli s(t) » O na [t "t ] C  T oraz Ł>V/(m -+A ),

wtedy u(t) =. u(t1)exp {-(p+\) (t-tj)} , w(t) - au(ł1) exp[v(t1 -t0) + |y-

C (/■*•+A)]( t-tj)} , zatem

Tt" w(1)" WrT r = ^ ~ Ł ( p + A ) < 0

na , co odpowiada warunkowi (b).

Przy załozeniu 6.1 rozwięzanie zadania (6.15) - (6.16) jest następu
jące.

48
awlsko takie jest charakterystyczne dla rozwiniętej gospodarki 

.czuiszaj na zmiany zasobów pracy niż majątku.
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J T  w l e r d z e n i e  6.1 . (i.) Ceżeli wyjściowe techniczne uz
brojenie pracy Jest wysokie, u° >  [aŁ /(^+A)J 1 " 6 > , to rozwiązaniem 
zadania (6.15) - (6.16) Jest proces (s*,u*)_

s*( t)

u*(t) =

O dla t £ [ t ^ )  . 

s dia t e  f$ 1 (t 2) , 

o dla t  £ [ r 2 . t l ) .

u°fa-(^+M(t-to) dla t e [ t o ,t1),

ui*('C1 )o1' Ł^t ^  dla ,

* )(t-ts ) dla teft ^ t j ,

gdzie s = £[l4 v/(l- £ )(H + A )] £ (0 ,1 ) .

Przedziały [tQ , tj) • [l^.Tg), [t2,t2] będziemy dalej nazywać fazami
wzrostu: pcczętkową, srodkowę i koncowę . Oeżeli horyzont czasu T Jest
krótki, t| ^  dj^^ln d2 , to znika faza środkowa 1 proces
redukuje się do postaci:

s*(t) - O  ,

u*(t) . u ° e- ^ +A
(*)

w każoym momencie czasu t£T. Oeżeli horyzont jest długi, [T^i^ln d1 + 

+ '?2^n d2 ' wtedy pojawiaję się wszystkie trzy fazy wzrostu, przy czyn

* 0 *  fi1" dl . t2 ■ t t - >f2ln d2 ( t 0 < ' l 1 < X ? <  tŁ) , 

gdzie - (1-0/ [v + ff-t)(p+*)] , y2 = [t(p.+A) - v] _1 ,

dl " u°[<p-+ M / a t ]  d2 = (p.+ A )/[y+(i- e )(p+ \  )J

(przy założeniu 6.1:  ip2 >̂0 oraz ,

( ii) Niech u° » [aŁ/(jJ.+ A )] ̂  1_ Ł ̂ . Rozwieraniem zadunia Jest proces 

(8K ,U*)t!

9*( t ) =

u*(t) =

s dla t £ 
O dla t £ 
(t-tj

. V * >  • 
t -tj.

dla t € [t0,tj. 

u*('t)e"^+^ ^  t-1"^dla t 6 f

49
uowod,zob.Dodatek matematyczny do paraarafu 6, twierdzenie 6.1

s. 245.
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Oeżeli horyzont csasu T Jest krótki, |t| ̂ *p2.ln d^. to znika fazo 
pierwsza ("t” tQ) i proces przyjmuje postać (*/. Oeżexi horyzont Jest dłit- 
gi. 1T| >  lnd2 , wtedy pojawiają się obie fazy wzrostu, przy czym

111 " fc ln d2 ̂  V

Oceny wskaźnika udziału inwestycji w dochodzie narodowym s i parametrów 

f2 ' d2 nie zmieni,J9 się-

(iii) Niech u ° <  [a £ /(p.+\)J lŷ  1_ 1  ̂. Rozwiązaniem zadania Jest pro

ces (s*,u*)T :

S * ( t )

1 dla t e [t ,'Cj), 
s dla t e [ '

O dla t 6  [t2 ,r J ,

u*(t)

V d - t )
dla te b 0 . 4)

f

u^f^Je ^  dla t C ^ t g )  ,

u#Ct2)e_(P-U ) { t -t'2) dla t€['t2 ,ti ).

Jeżeli horyzont czasu T jest krótki, i T ^ i ^ l n  d3 , to znikają pierw
sze dwie fazy ( =  tQ) 1 proces redukuje się do postaci (*) • Jeżeli 
horyzont just średniej długości, <  |T|<ij)2ln d2 + d4 , wówczas
znika faza środkowa (X1 - X 2 = ' t )  1 proces redukuje się do postaci:

1 dla tŁ [ v T)
0 dla te LT,ti]

u*(t) =

{ [ ( u ° ) W -  a f j J ^ +A)fc|- C)<t‘ t ^ * a f 1 e f ^t - t o^} '  d l a  t £ [ >0 . X ) .  

u » ( x ) e ' t^ ) ( t " i )  d l a  t € [ x , t  j  ,

gdzie moment t jest pierwiastkiem równania

w którym d(t) = [v - U k +a-)] ( u* (t ) ) 1_Ł/ a t >  O, u*(t) jest technicznym uz- 
Drojeniem pracy w momencie t  w procesie (s^.u*,^. ze sterowaniem s*(t)“ 1 
na przedziale ftQ,t) i warunkiem początkowym u*(tQ)= u°. Jeżeli hory-
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zont Jest długi. lT l>'P2ln  d2 + 'f,4ln d4 ‘ " tedy P ° J a w i a J 9  eil? wszystkii 
trzy fazy wzrostu, przy czym

*1 -  V  ? 4 l n  *4 ■ * 2  = *1- I V "  d 2 ( t o < t l < t 2 < t l ) -

gdzie — v] ^  =[v + ( 1-C) (p.+A)] , d^ » a E. (u ) /[a6{u )

-  t(M-* X) + VJ , d4 -  [  c - ( u ° ) 1-Ł] / [ c - a t / ( p . + A ) ]  , c - a ( l - Ł ) / [ v + ( p .+ A ) ( l - £ ) ]

(przy założeniu 6 .1 : <p3 > 0 oraz d3 ,d4>l; oceny pozostałych parametrów 

m e  zmieniają i?)-B

6.2.3. CHARAKTERYSTYKA ROZWIĄZANIA

Optymalną trajektorię konsumpcji na osobę . dochodu narodowego na
Jeanego zatrudnionego (wydajności pracy) w-, a także konsumpcji c , do
chodu narodowego *. majętku produkcyjnego rr̂ i inwestycji iy otrzy
mujemy na podstawie (6.7) - (6.14). Postać rozwiązania zależy zarówno od

długości horyzontu czasu T, Jak i od początkowego technicznego uzbroje
nia pracy u°. Przy wysokim wyjściowym technicznym uzbrojeniu pracy, w 
krótkim horyzoncie czasu maksymalną wielkość konsumpcji na osobę daj“ 
proces wzrostu z ze-owymi inw“stycjami. Majątek produkcyjny kurczy się, 
obserwujemy spadek konsumpcji na osobę, technicznego uzDrojenie pracy i 
wydajności pracy. Dochód narodowy rośnie (ze stopą niższą od stopy wzros
tu ludności) lub maleje w zależności od tego, czy wyrażenie \? + A-Ł( h +A ) 
Jest dodatnis, czy ujemne (jeżeli V+X"i(^+A) = O. to dochód narodowy w 
fazie tej utrzymuje się na stałym poziomie). Jeżeli horyzont czasu T jest 
długi, wtedy pojawia się środkow? faza równomiernego wzrostu wszystkich 
trajektorii. Poprzedza Ją i kończy początkowe i końcowa faza konsumpcyj
na z malejącymi trajektoriami majętku, konsumpcji na osobę, technicznego 
uzbrojenia pracy 1 wydajności pracy (rys.6.1). W miarę wydłużania hory
zontu czasu T, rośnie długość fazy środkowej. Długości pozostałych faz 

sa ograniczone. r
Jeżeli w momenci początkowym t techniczne uzbrojenie pracy u - 

» [al/£pv.+ X )] ^  i horyzont czadu jest krótki, wtedy, podobnie Jak
poprzednio, maksymalną wielkość konsumpcji na osobę dajs proces wzrostu
2 zerowymi inwestycjami, czemu towarzyszy spadek majątku produkcyjnego 
konsumpcj i na osobęvtechnicznego uzbrojenia pracy itd. W długim horyzon
cie czasu T obserwujemy dwie fazy wzrostu. W fazie pierwszej ma miej
sce równomierny wzrost majątku produkcyjnego, dochodu narodowegn, inwes
tycji, konsumpcji a także techniczneyo uzbrojenia pracy, wydajności pracy
i koniumpcji na osobę. W fazie drugiej wstrzymane zostaję > inwestycjr.

Oceną poziomu wyJAclowugo technicznego uzbrojenia pracy i d«.<jgs4el
horyzontu czi u T we wszystkich mai iantai h rozwiązania podaje twierdze
nie 6.1.
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Ry9 .6 .J. Optymalna trajektoria technicznego uzDrojenla pracy - roz- 
wlęz ,..ie .Jer.ia (6 .1 ! - (6.16) / przypadku, gdy początkowe tech
niczne uzDrojenle pracy Jest wysokie i horyzont czasu Jesi długi

wzrasta konsumpcja, co powoduje spadek wielkości majętku produkcyjnego, 
tachnicznago uzbrojenia pracy itd. (rys.6 .2). Im dłuższy Jest horyzont 
ozasu T, tym ołuższa jest faza poczętkowa równomiernego wzrostu.

>*ys.6 .2 . Optyi alna cralektoria technicznego uzbrojenia pracy - roz
wiązanie zadania (6.15; - (6.1fa) w przypadku, gdy początkowe tech
niczne uzbrojenie pracy u° = [at/(p.+A) 11/( 1_Ł  ̂ i horyzont czasu Jest

dli gi

Przy niskim wyjściowym technicznym uzbrojeniu pracy obserwujemy trzy 
typy procesów wzrostu. Oeżeli horyzont czasu T Jest krótki, wteay opty
malny proces wzrostu charakteryzuje się zerowymi inwestycjami. Oeżeli ho
ryzont czasu T jest średniej długości, wtedy pojawia się,Jako pierwsza, 
faza inwestycyjna, po której dopiero następuje faza konsumpcyjna. W fazie 
inwestycyjnej cały dochod narodowy przeznaczony zostaje na inwestycje 
(żarowa KontumpcJa), szybko rośnie majętek produkcyjny, dochód narodowy, 
techniczne uzbrojenie pracy i wydajność pracy. fazie konsumpcyjnej
wstrzymane zostaję inwestycje, cały dochód przeznaczony zostaje na kon
sumpcję, majątek produkcyjny mjl«je Wreszcie, Jeżeli horyzont czasu T 
Jest długi, wtedy pojawlaję się trzy fdzy wzrostJ: poczętkowa - inwesty
cyjna, środkowa - równomiernego wzrostu i końcowa - konsumpcyJr._ (rys.
6.3). W fazie środkowej obserwujemy umiarkowany, równomierny wzrojt ma-



107

Jętku produKcy]nogo, dochodu narodovyego 1 konsumpcji, a także technicz
nego uzbrojenia pracy, wydajności pracy oraz konsumpcji na osobę. Faza 
ta Jest tym dłuższa, im dłuższy jest horyzont czasu T. Długości pozosta
łych faz sę ograniczone.

U(t)<

Rys.6 .3. Optymalna traleKtoiia technlcznegv uzbrojenia pracy - roz- 
t zaoa.iia (6.15) - (6.16) w przypadku, gdy początkowe tech- 
uztrojer.ie pracy jest niskie i horyzont czasu jest długi

Oak pamiętamy, w optymalnych procesach wzrostu w modelach Jednoczyn- 
nlkowycn wraz ze wzrostem długości całego horyzontu czasu T rosła dłu

gość fazy inwestycyjnej.obecnie - we wszystkich wariantach zadania (6.1 b)-
- (6.16) z dwuczynnikowę funkcję produkcji - długość fazy inwestycyjnej 
Jeat ograniczona. Co więcej, faza ta pojawia się tylko przy niskim po
czętkowym technicznym uzbrojeniu pracy. Rola fazy inwestycyjnej ulega 
swoistej degradacji, a kluczowego znaczenia nabiera faza równomiernego 
wzrostu.

s

6.2.4. RÓWNOWAGA I STABILNOŚĆ OPTYMALNYCH PROCESÓW WZROSTU

Przyjrzyjmy się procesom wzrostu w 6 -równowaaze (w sensie definicji 
2 .1 ) ze stałymi stopami wzrostu technicznego uzorojenla pracy 1 konsump
cji na osobę, a więc procesom, w których

Sfu.y) " (&U* - (̂ j. u* -i- , . _ł) = conat#

Rozpatrzymy trzy typy takich procesów różnięce się sterowaniami se C1 [tJ.
(A) Sterowaniu sT z wartościami S(t) = O na T odpowiaaaję w ta

kiej CS -równowadze trajektorie uT , ^  :

u(t) =

f l t )  -  a^ (G° )Ł e f -  t ( ^ * \ ) +v ] ( t - t o) ł  ( 6 *17)

((<5^ t ) , 06 j ( t ) ) 3   ̂~ (p -+ M  » - £ (  f-i+A) + V) <C 0  w k a ż d y m  m o m e n c ie  c z a s u  t  €  T )

g d z i e  u o z n a c z a  d o w o l n e  d o d a t n i e  p o c z ę t k o w e  t e c h n i c z n e  u z b r o j e n i e  p r a c y .

\
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(B) Sterowaniu §T z wartościami 5(t) = 1 na T odpowiada w <3-rów- 
nowadze tylko jedna para trajektorii T , :

, =o i r r (t‘t0) .u(t) « u e
( 6 . 18) 

j(t) = o .

((ó-(t). <5 = ( t) 5 “ (v/(l-t). n ) w każdym momencie czasu t£T),

gdzie u° = f ^  y^J ] ^  ^  • leżeli długońć horyzontu czasu

]T | _ ^ + oo , to każda trajektoria technicrnego uzbrojenia pracy uT wycho
d ź c a  z dowolnego *)tanu poczętnowego u(tQ) O odpowiadajęce sterowaniu 
toźsamościowo równen.u 1 na T jest asymptotycznie zbieżna oo trajek

torii 5t .

(C) W 0 -równowadze typu (B) sterowaniu toż9amościowo równemu 1 odpo
wiada szybki wzrost technicznego uzbrojenia pracy, ale zerowa konsumpcja. 
Przy zerowym sterowaniu, w (5-równowadze typu (A), mamy co prawda uooat- 
nię konsumpcję, lecz zarówno konsumpcja na osobę. Jak i techniczne uzbro
jenie pracy naleję {ujemne stopy wzrostu). Spróbujmy ustalić, czy istnie
ję procesy wzrostu ze stałymi, doaatnimi stopami wzrostu zarówno techni
cznego uzbrojenia pracy. Jak i konsumpcji na osobę? Odpowiedź na to py
tanie nis Jest trudna. Chodzi o fo, czy istnieję takie funkcje u^, ^t* 
Sy spełniajęce układ równań

g-t u(t) = as( t )uŁ( r )eV( t-to^-{}j.+A)u( t) , 

j(t) - a<?(l-s^t))0Ł (t)e^(t-t0) ,

że
o ot( t-t ) u( t) * u e ' o' ,

J(t) - .

s:T —  [ o , l J  ,

o e G1 [tJ, gdzie u°, j°, <Y , (J >  O.

Rozwięzań takicn Jest nieskończenie wiele, przy czym okazuje się, że 
fa) w każdym rozwięzaniu stopa wzrostu technicznego uzbrojeniu pracy i 
kjonsumcji na osobę <x - fi - V /(1-t), (b) rozwięzania zwięznne sę zależno

ściami :

■ a ę ( u°)Ł -^( ^ )u°,

a( t) ■ (u°F ■ ( ^  +p.+ X)(u°) ■ const.€ (0 ,l) •
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Prcceey spełniające warunki (a), (b) nazywamy p r o c e s a m i  
r ó w n o m i e r n e g o  (zrównoważonego) w z r o s t u .  Widzimy, 
ze różne strategie akumulacji prowadzę do równomiernego wzrostu tecnnicz— 
nego uzDrojenia pracy i konsumpcji ze stałę stopę v / (l-0 (lecz na róż
nych poziomach). Majęiek produkcyjny, dochód narodowy i konsumpcja rosnę 
odpowiednio ze stopę V /(1 - t) + A • Z tę sarnę stopę rośnie czębt. dochodu 
narodowego, pozostająca po odliczeniu inwestycji umożliwiajęcych odtwo
rzenie zużytego majętku i jego wzrost z* stopę równę stopie wzrostu lud
ności: y( t )-(p.+ A )m( t) ( innymi słowy - część dochodu narodowego po odlicza
niu inwestycji, króre sę niezbędne, aby nie następił spadek technicznego 
uzbrojenia pracy). Czy istnieje taka reguła akumulacji (czy można ustalić 
taki udział inwestycji w docnodzie narodowym s= (u )), której w każdym 
momencie czasu t 6 T odpowiadałaby maksymalna wielkość owej nadwyżki do
chodu narodowego? Aby oJpowiedzieć na to pytanie, należy ustalić, czy 
istnieje rozwięzanie następujęcego zadania (względem zmiennej u - wyjś
ciowego technicznego uzbrojenia pracy, w każdym momencie te :

ir,ax | y( t)-(p.+ A )m( t)]

przy założeniach:

y(t) = auŁ(t)z(tJe^t_to^

m(t) - u(t)z(t), z(t) = z ° e ^ t-to^ ,

u(t) - u°exp | “ J~£~( t-t0)J .

Jf(t) - J°exp{-jTt-(t-t0)} .

£  - B(j>( UD I - (' YJ K + X )u° >  o ,

:S (u ° )  “ [  (— ■■£. 1 ) fu ° )1" Ł/a ] £ (0 . 1 ) .

Rozwięzanie tego zadania sprowadza się do ustalenia wyjściowego technicz

nego uzbrojenia pracy

u° » arg max ■ a(u°)-(yx+A )u0} , (6*19)

u° 6 (0,5°)

gdzie u° - [ a T ~ ^   ̂ * FunkcJ a s( u°)-(p.+ A )u° zmien

nej u° Jest ściśle wypukła do góry na półosi (0,+oo ). Przyrównując 
jej pochodnę do zera, otrzymujemy (przy założeniu 6.1 )

l/(1-t)
.(-&_.) 6 fo.G?) .

* a^{l-Ł [l**>/(l- fc) (|*+ A ) || f ^
E / U -  Ł )
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s(t) * £[i+v>/(i- t)(^+A )] e (o . a) ,

u(t) = L°exp [ (t—t q) ̂ . {6.19')

j(t) - f e * p { ^ r r  (tr to))

w każdym momencie czasu t€T. Proce3 (s,u)T n„z,wnmy p r o c e e e m  
m a k s y m a l n e g o  z r ó w n o w a ż o n e g o  w z r o s t u .

Interesujęcę interpretację na proces 'nak6ymalnego zrównoważonego 
wzrostu w przypadku statyczne} funkcji produKcji (6.6) {zo wskaźnikiem 
postępu technicznego y = O) . Techniczne uzbrojenie pracy i konsumpcja na 
osobę w takim procesie „rosnę" z zerowę stopę ,

s(t) = L ,

2(t) - u° - [ a Ł /(p*A)] ^ (1- L ) .

yit) *=£° - a^( 1 - 1) ( u°)Ł » a<J (l-Ł)[a£/(p.+ A )J

w każdym momencie czasu t £ T  (majętek prooukcyjny, dochód narodowy i 
konsumpcja rosnę ze stopę A równę stopie wzrostu ludności), a cała nad
wyżka dochodu narodowego ponad tę J=yO część, która skierowana zobtaje 
na inwestycje w celu utrzymania technicznego uzbrojenia pracy na stałym 
poziomie u°, przeznaczona zostaje na konsumpcję: y (t )-(p.+A )»(t) = c(t). 
Reguła akumulacji w procesie maksymalnego zrównoważonego wzrostu prowaazi 
zatem do maksymalizacji konsumpcji (tym samym konsumpcji na osobę) w każ
dym momencie c<.asu t 6 T ^  .

Wróćmy do rozwięzania zadania (6.15) - (6.16) i prześledźmy przeDieg 
optymalnej trajektorii technicznego uzbrojenia pracy u*.

(i) u°>[aŁ/(p+ A )] , tzn.' u° >  uc , Oeżeli horyzont czasu T Jest
krótki, to optymalna trajektoria technicznego uzbrojenia pracy u’̂ Jest 
tożsama z jednę z trajektorii uT postaci (6.17) w <5 -równowadze fypu ( a )  

(rys.6.4.a). Oeżeli horyzont jest długi, wówczas trajektoria u* przecina 
się w pewnym momencie z trajektorię uT postaci (6.19*) w procesie ma
ksymalnego zrównoważonego wzrostu (w (3 -równowadze typu (C)), przez pe
wien czas jest tożsama z nię, a następnie oddala się od niej po jednej z 
trajektorii u-j. w (5-równowadze typu ( a )  (rys.ć.4.b). Im dłuższy jest 
horyzont tym dłuższa Jest faza śroakowa, w której optymalna trajektoria 
û  Jest tożsama z trajektorię uT w procesie m^ksyrralnego zrównoważone
go wzrostu.

E. P h e l p s  40] regułę tę nazywa z ł o t ę  r e g u ł
a k u m u l a c j  i, por. także O. G e d y m i n [l9] , L. S t o -
1 e r u [46j rozdz.12 oraz pracę |_34] rozdz.13. Stopa e = e nazy 
<vana bywa z ł o t a  s t o p a  akumulacli.
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b

Rys.6 .4. Trajektorie technicznego uzbrojenia pracy w 6 -równowagach 
oraz optymalna trajektoria w przypoaku wysokiego początkowego tech
nicznego uzbrojenia pracy i (a) krótkiego horyzontu czasu, fb) dłu

giego horyzontu czasu

(ii) u° ■» [at/(^+X)J ^ ) _ tzn. u° » u°. Jeżeli horyzont czasu
T Jest krótKi, wówczas następuje natychmiastowe „zejście" optymalnej 
trajektorii technicznego uzbrojenia pracy u* z trajektorii uT w pro
cesie maksymalnego zrównoważonego wzrostu do jednej z trajektorii uT w 
G-równowadze typu (A) (rys.6.5.a). Jeżeli horyzont jest długi, wtedy w 
fazie początkowej optymalna trajektoria u* jest tożsama z trajektorię 
uT w procesie maksymalnego zrównoważonego wzrostu, następnie oddala się
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od niej po jednej z trajektorii uT w 6 -równowadze typu (A)( rys.6.5.b). 
W miarę wydłużania horyzontu czasu T rośnie długość fazy pierwszej.

b

(iii; u°< [a£/(fA+A)j V I 1- 1!. t tzn. u° <  u°. Jeżeli horyzont czasu 
T Jest krótki, wówczas optymalna trajektoria technicznego uzbrojenia pra-

Rye.6 .6 . Trajektorie technicznego uzbrojenia pracy w G-równowagach 
oraz optymalna trajektoria w przypadku niskiego początkowego tech
nicznego uzbrojenia pracy i (a) k.órkiego ho. yzontu czasu, (b) ho

ryzontu czasu średniej długości, (c) długiego horyzontu czisu
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cy u* Jest tożsama z jednę z trajektorii uT w<3 -równowadze typu (A) 
(rys.6.6.a). Przy horyzoncie średniej długości w fazie pierwszej trajek
toria u* zbliża się do trajektorii uT w proce&ie maksymalnego zrowno-

52ważonego wzrostu (le.cz nie przecina jej) następnie - w fazie drugiej -
- oddala się od niej po jednej z trajektorii uT w » •• równowadze typu
(A) (rye.6.6,b). Wreszcie, Jeżeli horyzont Jest dJugi, wtedy w fazie po
czątkowej dochodzi do trajektorii uT w procesie zrównoważonego wzrostu. 
Jest tożsama z tę traJeKtorię w fazie śroukowej, a następnie oddala 9ię 
od niej po jednej z trajektorii uT w G -równowadze typu (A) (rys 6.6.c). 
Im dłuższy jest horyzont, tym dłuższa Jest faz.-, środkowa.

We wszystkich rjzwięzaniach obserwujemy przybliżanie sip optymalnej 
trajektorii technicznego uzbrojenia pracy u* do trajektorii uT w pro
cesie maksymalnego zrównoważonego wzrostu ( magistrali ): im dłuższy Jest 
horyzont czasu T, tym dłużej gospodarka rozwija się na magistrali . 
Przy |T|— ► + oo średnia stopa wzrostu optymalnej trajektorii techniczne
go uzbrojenia pracy w horyzoncie czasu T Jest zbieżna do stopy wzrostu 
v/(l-t) technicznego uzbrojenia pracy na magintrali .

□  t w i e r d z e n i e  6.2 . 3̂ (i) Istnieje taka liczba 8 > 0 ,  że 
jeżeli długość horyzontu czasu '1 1 >  26, to

u*(t) - CT(t)

w każaym momencie czasj t €|_to+S > gdzie u* jŁst optymalnę trajek
torię technicznego uzbrojenia pracy w zadaniu (6.15) - (6.16), Ej. - tra
jektorię technicznego uzbrojenia pracy w procesie maksymalnego, zrównowa
żonego wzrostu postaci (6t19‘) ( magistralę ).

52
W tym okresie trajektoria ul pozostaje na J‘dneJ z trajektorii - w

procesit z naksymalnym udziałem lnAest/cJl w dochodzie nar ..lowym asymp
totycznie zbieżnej przy |T| —  + oo do trajektorii u., w e równowadze 
typu (B). T

53 Warunek (i) otrzymujemy przyjmujęc: © ■ max { 'pjln dj, <f2ln • 
Jeżeli poczętkowc techniczne uzbrojeni" pracy u° >  u° ; S = 1f2^n ^2'^6” 
żeli u° = u°; tj • max {^2ln d2 , 'f^ln d4  ̂ Jeżeli u° <. u° (oceny pa
rametrów ^  dA podaje twierdzenie 6.1). Dowód (ii) - zob. Dodatek ma
tematyczny do Ddragrafu 6, twierdzenie fa.2 (ii) a. 252. Podobnie zacho
wuję się optymalne trajektorie majętku produkcyjnego, dochodu narodowe
go, wydajności pracy, konsumpcji oraz konsumpcji na osobę.
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(1 1 ; Jeżwli dłjgość horyzontu czasu |TJ —*  , to średnia stopa
wzrostu technicznego uzbrojenia pr .:y w procesie optymalnym Jest asympto
tycznie zbieżna do stopy wzrostu \;/(l-{,) technicznego uzorojenia pracy na 
magietrali :

^u* — - V / ( l -£.) przy |r|— »  + oo D

6.3. M odel z niem alejącym  teuhniu^iiym uzbrojeniem prauy 
i dodatnim poziomem konsumpcji

W realnej goapudarce niemożliwe Jest ani całkowite wstrzymanie kon
sumpcji, ani Inwestycji. Tymczasem w rozwiązaniu zadania (6.15) - 6.16) 
przynajmniej jedna z tych ewentualności zachodzi zawrze, niezależnie od 
długości noryzontu czasu T i początkowego technicznego uzbrojenia pracy. 
Obserwujemy poza tym spadek technicznego uzbrojenia i wydajności pracy w 
konsumpcyjnej fazie wzrostu, który - choć możliwy - w praktyce je3t nie- 
Dożędany. Wyeliminujemy obecnie te zjawiska i przesiedzimy procesy wzros
tu, w których ud:lał konsumpcji w dochodzio narodowym nigdy nie spada po
niżej ustalonego minimalnego poziomu, a techniczne jzbrojeiiie pracy nie 
malej e .

6.3.1. SFORMUŁOWANIE ZADANIA

/
Oznaczmy przez 6 s  O ustalony minimalny udział konsumpcji w docho

dzie narodowym (wielkość nlemianowana). Interesuje nas taki podział do
chodu narodowego w horyzoncie czasu T, przy którym (a) udział konsumpcji 
w dochodzie naroJowym nie spada poniżej poziomu 6°, (b) techniczna uzbro
jenie pracy nie maleje, (c) zmaksymalizowana zostaje nadwyżka konsumpcji 
na osobę ponad jej minimalny udzdał w docnodzie narodowym. Warunek (a)oz
nacz a, że

c(t)>b°y(t) ,

a tym samym j(t)^i w kazaym momencie czasu t £ T  (zob.(6 .8) -
- (6.1 2 )). Warunek (b) oznacza, że du(t)/dt ^ 0  w każdym momencie czasu 
t 6 T. Nadwyżka konsumpcji w momencie czasu t, o której mowa w (c), wynosi 

t )-ó°<j>w( t) . Uwzględniając warunki (6.13), otrzymujemy zadanie w nastę- 
pjjęcej postaci:

max i  r y t o - ^ w f o j  d t ,

u(t) » r( t )-(jj.+ A )u( t) , 

w(t) » auŁ(t)e V{t-to) ,

( 6 . 20 )
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jf(t) - ?(*»( t)-r(t)),

r(t)e[o,w(t)] , r € C° [t ]., (6.21)

u( O > 0 .  ft(0 >  <'n^w(t) , 

u(to) - u°

(u°>0). W punkcie tym nadal ooowlęzuje założenie 6.1. Aby nieco uprościć 
dalsze wywody założymy ponadto, że istnieje rozwiązania (u,w, y,r)T ukła
du (6.21), któremu odpowiada dodatnia stopa wzrostu technicznego uzbroje
nia pracy w momencie poczętkowym tQ . VI układzie (6.21) warunek ten speł
niony jest wtedy i tylko wtedy, ody spełnione jest 1

,1/Tl-f)
V 2  a ł o ż e n i e 6.2.54 u°< ' I . ▼

6.3.2. ZADANIE RGtVNG»VAŻNE

Prawdziwe jest następujące twierdzenie

r_| cc  ̂ *
□  T w i e r d z e n i e  6.3. ” Przy założeniu 6.2. warunki

u(t) = r(t)-(ja+ K )u(t) , 

r(t) 6 [0,w (t) ,

3 7 u(t)>o, j(t) >  6°ij)w(t) 

w układzie (6.21) sę równoważne z następujęcymi:

jTj- u {t) = s(t) [ (l-6°)w( t)-(^i+ h )u( t)J ,

jf(t) =<j[s(t)6°w(t)^(l-s(t))('wlt)-(^+A )u(t))J

s(t) e [o.ij , s e c 0 [t] . ■

Na podstawie tego twierdzenia zadanie (6.20) - (6.21) Jest równoważne 
z następującym zadaniem sterowania optymalnego:

max J ę;i-s(t))[(l-6°)auŁ(t)eV(t"to-'-(>Ji+ A )u(t)Jdt, (6.20*) 

-r-u(t) = s(t)[(l-6°)aufc(t)eN7̂ _to^-(p.+A )u( t)J ,

54 Podobne założenie występuje w twierdzeniu 6.1 (iii).
55

Jowód.zob. Dodatek matematyczny ao paragrafu 6, twierdzenie 6.3



s ( r ) f c  [ o . l j ,  s  £ C ° [ t J , ( 6 . 2 1 ' )

u ( t Q ) = u ° .

R ó w n o w a ż n o ś ć  r o z u m i e m y  w  t y m  s e n s i e ,  ż e  j e ż e l i  p r o c e s  (s*,u*)-j. j e s t  

r o z w i ą z a n i e m  z a d a n i a  ( 6 . 2 0  ) -  ( 6 . 2 1  ), t o  r o z w i ę z a n i e m  z a d a n i a  ( 6 . 2 0 )  -

- ( 6 . 2 1 )  j e s t  p r o c e s  ( u * ,  w * ,  g d z i e :

w*(t) = au*( t)Ł exp{v( t-tQ)}

J*(t) = <j[s*(t)ó0w*(t) + (l-a*<t))(w*(t) - (p+X)u*(t))], 

r*(t) = w*(t)- -i.^(t).

Odwrotnie, jeżeli czwórka ( u*, w*, y* r*)T jsst rozwięzaniem zadania (6.20)-
- (6.2]), to znajdzie się taka funkcja s*:T— -[o,l] , s*€c°[t], t e pa
ra (9*,u*)t będzie rozwiązaniem zadania (6.20') - (b,2l'). Równanie róż
niczkowe w (6.21 ) opisuje przekształcenie stanów wewnętrznych gładkiego 
(Jednowymiarowego, niestacjonarnego) systemu dynamicznego (w sensie defi
nicji 1.1 - 1.3). Sterowaniem Jest funkcja sT udziału inwestycji w części 
dochodu narodowego pozostajęcej po odliczeniu „minimum konsumpcyjnego" 
oraz nakładów uniemożliwiajęcych spadek technicznego uzbrojenia pracy. 
Stanem wewnętrznym Jest techniczne uzbrojenie pracy, stanem wyjścia -
- konsumpcja na osobę:

y(t) -<^[s(t) ó°auŁ (i)ev(t-to + (l-s(t))(au£(t)ev(t_to)- (fx+M«(t))] .

(6,22)

Przy założeniach 6.1, 6.2 rozwięzanie zadania (6.20') - (6.21') jest nas
tępujące.

□  T w i e r d z e n i e  6.4.56 (i) Niech u°£ (u,umax), gdzie

u = [ae( 1- ó°)/(fx+ A ) ~ n  , u < u (£■ - i)
u ' J m a x

Wtedy rozwlązariem zadania (6.20') - (6.2l') jest proces (s,t,u1()T :
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*!•[*} - ,
0 dla t € . V V
s dla t € Tl - t ę )
0 dla t € V i ]

uovvód''zob" Dodatek matematyczny do paragrafu 6, twierdzenie 6.48 . ^ *
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V

u»(t)
v (t_£ ) 

u ^ T ^ e  1-Ł 1 dla t£

dla

u*(t2)

dla tt [tr l2! 

dla t C Ttg. tJ

gdzie s = VŁ/(ja+A ) (1-t)2 C (0,l) (przy Odłożeniu 6.1). Jeżeli horyzont
czasu T Je9t krótki, ]t | ^ v  1 ln dŁ to T, » tg (wtedy 8*1t)
= O, u*( t) = u° w każdym momencie czaiu t£T). Jeżeli horyro.it Jest dłu
gi. |t|> v ln dx * d2 , to to< t 1 < X 2 <  t 1 
j©9t pierwiastkiem równania

t +v_1 ln d., t.

1 + - e ^ l - ^  . (*)

gdzie dŁ = (u0)1” A)/aŁ( 1-^°)' d2 "  t i~ X2 (Pr*y założeniach 6.1,

6.2: dŁ >  O, d2>0).

(ii) Niecr. u° » u. Wtedy rozwiązaniem zadania Jest proces (■ ,u*)^.: 

s dla t « [ t 0 ,tk

O dŁa t € [ t  , t j  ,

T ^ - * - t o )

s*(t)

U*(t)

u*(t)

dla t £ [t0 ,X) , 

dla t 6 ,

przy czym t= tQ , Jeżeli horyzont cza9u T Jest krótki, |T|^d2 , oraz

t < t < t 1. Z -  pierwiastek równania (*) (po podstawieniu t zamiast %2), 
Jeżeli horyzont Jest długi, tzn. |t]>  d2 - Oceny wskaźnika udziału inwes-* 
tycji w dochodzie s i aranetru d2 nie zmieniają się.

(iii) Jeżeli u°< u , wtedy rozwiązaniem zadania jest procea (s*,u*).^i

l dla t € [tQ , T2) ,
s*(t)

dla t £  [tj, t2) , 

dla t 6 [t2 , tj] ,
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(1-6°. ( t ó i  - c ) e - ^ + X)(S ,̂ ! ‘-to) + o ^ ^ - tojll l/(1"f)
L v , /  JJ dla

u*CO Ą  u ^ e  — (t- V  dla t € ^ , t?),

U* ( V  d l a  t fc[x2 , t l ] ,

g d z i e  c ■ a ( l - f c ) ,  [v+(p.+^ ) ( 1-£.)J . O e ż e l i  h or y z o n t  c z a s u  T j e s t  k r ó t -  

k i . l T l <  d3 . t o  X 1 m Z 2 « t<) (w te dy  s * ( t )  -  0 , u * ( t )  -  u°  w każdym 
momencie c z a s u  t  £ T ) , g d z i e  d3 - l - t 0< moment X j e s t  p i e r w i a s t k i e m  
równani a

f i ł iTHr +v(x-to) • f i  ®v(t' to)

w kt órym ^  •  a t (  1 - >S0) ( u ° )  / (p.+A ) . J e ż e l i  h or yz o nt  j e s t  ś r e d n i e j  d ł u 

g o ś c i  d j  < I T) <  d2 i f 2ln  d4 . wt edy  Z± -  %2 =T6 i n t  T . g d z i e  moment % 
j e s t  p i e r w . n s t k i e m  równani a

^[l+(f*+A )(t1-t)] (u*'(T))1'£'-(eV(tl-to^-eV('t:"to^)(l-60),

w którym (t) jest technicznym uzbrojeniem pracy w momencie <  w pro
cesie (s*,u*)T ze sterowaniem e*(t) » 1 na przedział” t ,%) i warun
kiem poczętkowym u*(tQ) » u° ,

A ) { ! - £ ) ] - \  d4 -  [ c - J u 0) 1 - ^ ! - * 0 ) ' 1 ] /  [ c - , c ( ) ) ^ , - l ]

Jeżeli horyzont jest długi, |T|>d2+f2ln d4 , wówczas t(p  L< x2<; t ,

^  " to+f2ln d4' ^2 Jest P i e r w i a s t k i e m  równani a ( x)  ( o c e n y  p o z o s t a ł y c h  
parametrów n i e  z m i e n i a j ą  s i ę ) .  ■

e.3.3. CHARAKTERYSTYKA ROZWIĄZANIA

Znając rozwięzanie (s*,u*)T zadania (6.20'; - (6.21') optynalnę tra
jektorię konsumpcji na osobę otrzymujemy z (6.22), a trajektorie wy
dajności pracy w , konsumpcji c*, dochodu narodowego y*, majętku pro
dukcyjnego m* i inwestycji 1* na podstawie (6.7) - (b 1 2) pamlętajęc, 
że w(t) = euŁ(t)exp{v(t-to)} . Podobnie Jak w zadaniu (6.15) - (6.16), 
również obecnie postać optymalnego procesu wzrostu zależy od wyjściowego 
technicznego uzbrojenia pracy i długości horyzontu czasu T. U odróżnie
niu cd zadania (6.15) - 6.16) w izystkie trajektorie poza trajektoriami 
inwestycji, konsumpcji oraz konsumpcji na osobę sę przynajmniej słabo 
rosnęce. Konsumpcja i inweetycje rosnę przedziałami.

Oeżeli poczętkowe techniczne uzbrojenie pracy jest wysokie

(u°6 ( u . i ^ ) ) .  a horyzont czasu T krótk E' wtedy w całym horyzoncie

Ocenę pozionu wyjściowego -rchnicznego uzbrojenia pracy i długości
horyzontu czasu T podaje twie--flzenle 6.4.
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czasu techniczne uzbrojenie pracy utrzymuje się na wyjuciowym poziomie u 
majątek produkcyjny i inwestycje rosną ze stopą A równą stopie wzrostu 
ludności, wydajność pracy rośnie ze stopą V  dzięki postępowi techniczno- 
-organizacyjnemu, dochód narodowy - za stopą V +A . Konsumpcja na osooę 
rośnie z dodatnią stopą,szybciej niż wydajność pracy. W długim horyzoncie 
czasu obserwujemy trzy fazy wzrostu. W fazie początkowej - konsumpcyjnej -
- przebieg trajektorii Jest podobn/ Jak w krótkim horyzoncie czasu. W tu
zie środkowej - równomiernego wzrostu - rośnie udział inwestycji w docho
dzie narodowy- . co powoduje szybszy wzrost majątku produkcyjnego, dochodu 
narodowego i konsumpcji, a cakże konsumpcji na osobę i wydajności prac/. 
Techniczne uzbrojenie pracy zaczyna rosnąć z uodatnią stopą. I Konsumpcja 
oraz konsumpcja na osobę rosną szybciej niż w fa^.ie p o c z ę t K O w e j ,  lecz 
„startują” z poziomu niższego od poziomu osiągniętego pod koniec tej fa
zy. W fazie końcowej, znowu konsumpcyjnej, przebieg trajektorii jest po
dobny Jak w fazie początkowej (stabilizacja technicznego uzbrojenia pra
cy na poziomie osiągniętym pod koniec 1azy środkowej, wzrost wydajności 
pracy ze stopą Vitd., rys.6.?). Konsumpcja oraz konsumpcja na osobę rt,#- 
nę wolniej, „startują" Jednak z poziomu wyższego od poziomu osiągniętego 
pod kor.iec fazy drugiej. W miarę wydłużania horyzontu czasu T rośnie dłu
gość fazy środkowej - równomiernego wzrostu. Diugcści pozostałych faz sq 
jgraniczone.

Rys.6.7. Optymaln . trajektoria techniczneyo uzbrojenia pracy - roz
wiązanie zaCania (6.20*) - (6.21') w przypadku wysokiego początko
wego technicznego uzt-ojenia pracy i długiego horyzontu czasu

Oeżeli początkowe techniczne uzbrojenie piacy u° = u i horyzont cza
su T jest krótki, wówczas mamy sytuację pooobną do opisanej uprzednio (w 
przypadku krótkiego horyzontu czasu T i wysokiego początkowego technicz
nego uzbrojenia pracy), tzn. utrzymywanie się technicznego uzbrojenia pra
cy na wyjściowym poziomie u°, wolny wzrost wydajności pracy i konsumpcji 
na osobę, nieco szybszy wzrost dochodu narodowego i konsumpcji (majątek 
produkcyjny i inwestycje rosną ze 6topą A ). W długim horyzoncie czasu T 
pojawiają si^ dwie fazy wzrostu odpowiadające fazie środkowej i końcowej
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w wariancie z wysokim początkowym technicznym uzbrojeniom pracy (rys.6.8). 
Przy | T 1— •- + oo rośnie długość fazy pierwszej - równomiernego wzrostu.

Rys.6.8. uptymalnj trajektoiia technicznego uzbrojenia pracy - roz
wiązanie zanania (6.20’) - (6.21*) w przypadku, gdy początkowa tech

niczne uzbrojenie pracy u° = u i horyzont czasu jest długi

Jeżeli początkowe techniczne uzbrojenie pracy jesf niskie i horyzont 
czasu T Jest krótki, to przebieg optymalnej trajektorii technicznego 
uzbrojenia pracy u* Jest podobny do jej przebiegu w krótkim horyzoncie 
czasu w poprzednich wariantach rozwiązań. Jeżeli horyzont czasu T Jest 
średniej długości, wtedy pojawiają się dwie fpzy wzrostu. W pierwsztj - 
inwestycyjnej - cały dochód pozostający po odliczeniu jego ó°-części na 
konsumpcję przeznaczony zostaje na inwestycje. Szybko rośnie majątek pro
dukcyjny, dochód narodowy, konsumpcja, techniczne uzbrojenie pracy i wy
dajność pracy (konsumpcja „startuje" jeonak z niskiego poziomu). W fazie 
drugitj , konsumpcyjnej, mamy sytuację podobr.ę Jak w krótkim horyzoncie 
czasu, tzn. techniczne uzbrojenie pracy utrzymuje się na poziomie osią
gniętym pod koniec fazy inwestycyjnej, wydajność pracy i konsumpcja na 
osobę rosnę wolno I przy tym konsumpcja na osobę „startuje" z poziomu wyż
szego od poziomu osiągniętego pod Koniec fazy pierwszej) itd. Wreszcie 
Jeżeli horyzont czasu T jest długi, wtedy obserwujemy trzy fazy wzros
tu: początkową - inwestycyjną, środkową - równomiernego wzrostu i końco
wą - konsumpcyjną (rys.6.9). Długość fazy środkowej - równomiernego wzro>- 
tu - rośnie w miarę wydłużania horyzontu czasu T. Długości pozostałych 
faz są ograniczone.

Otrzymane ruzwlązanie pod wieloma względami przypomina rozwiązanie za
dania (6.15)- (6.16). Jego po9tać zależy, podobnie jak poprzednio,od po
czątkowego technicznego uzbrojenia pracy i długości horyzontu czasu T. 
Podobny jest także przebieg faz wzrostu. Zmidnlaja się co prawda oceny 
długości poszczególnych faz. Jednak, podobnie Jak uprzednio przy )T|— »- 
— + oo rośnie tylko długość fazy środkowej - równomiernego wzrostu 
Obecne rozwiązanie jest J°dnak pod dwoma względami poprawniejsze: kon
sumpcja niędy n.l<ł sp“'!,» do zera (w rozwiązaniu zadania (6.15) - (6.16)
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Rys.6.9. Optymalna trajektoria technicznego uzbrojenia pracy - roz
więzanie zacania (6.2CM) - (6.21') w prz/paJku ..iskiego poczętkowo- 

go technicznego uzbrojenia pracy i długiego horyzontu czasu

zjawisko takie obserwowaliśmy w inwestycyjnej fazie wzrostu - przy niskim 
początkowym technicznym uzbrojeniu pracy), a wszystkie trajektorie z wy- 
jg.kiem trajektorii konsumpcji 1 Inwestycji sę przynajmniej „łabo ros
nące. Trajektorie konsumpcji i inwestycji są funkcjami przedziałami ros

nącymi .

6.3.4. RÓWNOWAGA I ST^BII NOSC OPTYMALNYCH PROCESÓW WZKOSTU

Rozpatrz,ny następujęce trzy typy procesów wzrostu w 6 -równowadze ze 
stałę stopę wzrostu technicznego uzbrojenia pracy:

C5(u ,£) o Ó u . u . i  = const.

(A) Sterowaniu ś̂ . tożsamościowo równemu zeru na T odpowiadaj? * 
takiej G-równowadze trajektorie uT> ,

u(t) = u° , ,
(6.23)

j(t) » [a' u°)t t _ t o^ - (p.+ \)u°J

( ^u(t) “ ° n" T '̂ “° ” aowolnb początkowe techniczne uzbrojenie pracy 
spełniajece załozonie 6.2, tzn,

C° Ł '°'umax)' 9dzie umax H > <  ̂ 6 ° ) / ^ +X)J 1/( 1_ Ł) .

(B) Sterowaniu ?T tozsamosciowo równemu Jedności na T odpowiada w 
6-równowadze dokładnie Jedna para trajektorii u-p, ,

S(,) , ,

.. (6-“ ’ 
s ( t )  ■ $ *

tfj
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| -V/(l-Ł) w VŁ-dyn. momencie cza9u t£T), gdzie u° =

- [a(l-E)(l-ó°)]/[vł(l-d)(^ A )J 1/tl_Ł) , j°-a<? 5 Q(u0f .  Przy |t|— + ~  
kazaa trajektoria technicznego uzbrojenia pracy wychodząca ze stanu po
czątkowego u(to)€ (0,uraax) oapowiadajęca sterowaniu tożeamościowo rów
nemu 1 Jest asymptotycznie zbieżna do trajektorii u^.

(C) Z tę sarua stopę rośnie również techniczne uzbrojenie pracy i kon
sumpcja na osobę U j , f T ,

(przy założeniu 6.1). Trajektorie (6.24), (6.25) różnię się Jednak war
tościami początkowymi. ObecMf e

(»,u)T odpowiada takiej regule akumulacji, przy której w każdym momencie 
czasu t 6 T  otrz/mujsmy makbymalnę nadwyżkę aochoou narodowego pozosta-

rzenie najętku prod go i Jego wzrost ze stopę równę A .Nazywamy go
p r o c e s e m  m a k j y m a l n e g o  z r ó w n o w a ż o n e g o  
w z r o s t u  w zadaniu w zadaniu (6.20') - (6.21 ).

Wróćmy do rozwięzania zadania (6.20’) - (6.21').
(i) Poczętkowe techniczne uzbrojenie pracy - wysokie: u°€ (u.umax)- 

Jeżeli horyzont czasu T Jest krótki, to optymalna trajektorie technicz
nego uzbrojenia pracy u* Jest tożsama z jednę z trajektorii u^ postaci
(6.23) w 6 -rownowaaze typu (A) (techniczne uzbrojenie pracy utrzymuje się 
na wyjściowym poziomie u°, rys. 6.10.a). Jeżeli horyzont czasu T Jest 
długi, wówczas optymalna trajektoria u* najpierw - w fazie poczętkowej -
- Jest tożsama z Jednę z trajektorii uT w 6 -równowadze typu (A), nas
tępnie, po przecięciu się z trajektorię uT postaci (6.25) w procesie 
■aksymaln. go zrównowt.ronego wzrostu ( magistralę) pozostaje na niej w fa
zie środkowej, by nt-stępnie - w fazie końcowej - oddalić 9 i ę  od magistra
li po jednej z trajektorii w 6 -równowadze typu (A) (rys.6.10.bj. Przy 
1T |— » oo rośnie długość fazy środkowej, w którbj optymalna t rajek- 

toria u-j. pozostaje na magistrali . Długości pozostałych faz sę cgra-

u(t)

(6.25)

w G-równowadze ze sterowanibm ,

£ °  «  <J U °  . l l U 0 ' _ 1  [ l - 8 (  1-Ó°)J - ( l - 9 ) ( j i + X ) j  >  y ° .

Łatwo sprawdzić, rozumujęc podobnie Jak w punkcie 6.2.4° (C), że proces

jęcę po odliczeniu konsumpcyjnego 6°y(t) 1 inwestycji na odtwo-

niczone .
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Rys.6.10. Trajektorie technicznego uzbrojenia pracy w G -równowa
gach oraz optymalna trajektoria w przypadku wysokiego początkowa- 
go technicznego uzbrojenia pracy i (a) krótkiego horyzontu czasu,

(bJ długiego horyzontu czasu

(ii) Początkowe techniczne uzbrojenie pracy: u° - u. W krótkim hory
zoncie czasu optymalna trajektoria technicznego uzbrojenia pracy u£ po
zostaje na Jednej z trajektorii w 0 -równowadze typu (A). (rys.6.11.a). 
Oeżeli horyzont c :asu T Jest długi, wówczas w fazie początkowej trajek
toria u* jest toz6ams z trajektorią maksymalnego zrównoważonego wzrostu 
u-f (magistralą) .następnie - w fazie końcowej - oddala się od niej po jed
nej z trajektorii w 6 -równowadze typu (A) (rys.6.11.b). In dłuższy Jnst 
horyzont, ty» dłuższy Jest okres pobytu optynalnej trajektorii technicz
nego uzbrojenia pracy na Magistrali .

(iii) Początkowe techniczne uzbrojenie pracy - niskie: u° <C u . Po- 
doonie Jak w dwóch poprzednich przypadkach optymalna trajektoria tech
nicznego uzbrojeń La pracy u* w krótkim horyzoncie czasu pozostaje na 
jednej z trb,ektorii w 6 -równowadze typu (A) (rye.6.12.a). Oeżeli ho
ryzont czasu T Jest średniej długości, wówczas trajektoria u * fazie 
początKOwej sbliża się do magistrali , lecz jej nie przecir.d, .isucŁęnnie
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oddala się od niej po jednej z trajektorii w (3-równowadze typu (A) (rys.
6.12.b). Wreszcie, Jeżeli horyzonl czaau T jest długi, wtedy trajekto
ria 'u* najpierw - w fazie początkowej - zbliża aię do magistrali (w 
tym okresie jest ona tożsama z trajektorią technicznego uzbrojenia prucy 
odpowiadającą sterowaniu tcżsawościowo równemu 1, która przy |t|— »■+ oo 
je<t asymptotycznie zbieżna do trajektorii 5T w e -równowadze typu (B)). 
Po przecięciu Bię z magistraLą pozostaje na niej w fazie środkowej -
- tym dłużej, im dłuższy Jest horyzont,a następnie-w fazie końcowej - od
dala się od niej po jednej z trajektorii w e -równowadze typu (A) (rya.
6.12.c). Przy |T|— ► + oo średnia etopa wzrostu technicznego uzbrojenia 
pracy w procesie optymalnym u* Jest asymptotycznie zbieżna do stoov 

wzrostu V>/(1- ł) technicznego uzbrojenia pracy na mjgistrali .



12)

Ryt.6.12. TraJeKtorie i echniczni. 30 uzbroje.ila pracy w S-równowa
gach oraz optymalna trajekcorla w przypadku niskiego poczętkowegc 
technicznego uzbrojenia pracy 1 (a) k-óti<lego horyzontu cz* iuk (b) 
horyzontu czasu órednlej długości, (c) długiego horyzontu czasu
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□  t w  e r d z e n i e  6.5.58 (i) Istnieje taka liczba b >  O, że
j e ż e l i  d ł - j g o ś ć  h o r y z o n t u  |T j >  2  6 ,  t o

u*(t) - u( t)

w każdym m o m e n c i e  c z a s u  t 6 < *i“®J • gdzie u£ Jeat optymalnę tr»- 
J b k t o r i ę  t e c h n i c z n e g o  uzbrojenia pracy w zadaniu (6.20') - (6.21'), uT - 
m a g i s t r a l ę  p o s t a c i  ( ó . 2 5 ) .

(ii) ś r e d n i a  s t o p a  wzrostu technicznego uzorojenia pracy w procesie 
optymalnym s p e ł n i a  warunek

Su?J. — *■ V/(l-Ł) przy | T |— «■ + oo

gdzie v/( 1-ć) J 6st stopę wzrostu technicznego uzbrojt. , la pracy na magi
strali . ■

6.4. Procesy wzrostu z ciągłymi trajekłoi ami inwestycji i konsumpcji

w rozwięzaniach obu poprzednich zaa iń optymalne trajektorie Inwestycji 
i koneumpcyji były niecięgie, pomijajęc mało ciekawy przypadek krótkiego 
horyzontu czasu T. Z ekonomicznego punktu widzenia rozwięzanla takie 
sę nierealne, na co niejednokrotnie zwracaliśmy uwn^ę, analizując pro
cesy wzrostu w modelach Jadncczynnikowych. Zadania (6.15) - (6.16),
(6.20') - (6.21') były zadaniami sterowania optymalnego gładkimi systema
mi Jednowymiarowymi. Stan wewnętrzny tych systemów charaKteryzował poziom 
technicznego uzbrojenia pracy, at_»nem wejścia (sterowaniem) w zadaniu 
(6.15) - (6.16) był udział inwestycji w oocnodzle narodowy*, natomiast w 
zadaniu (6..20') - (6.2i') - udział inwestycji w części dochodu narodowego 
pozostającej po oaliczenlu pewnego „Minimum konsumpcyjnego" oraz nakł idów 
na odtworzenie zużytego majętku 1 Jego wzrost ze stopę równę stopie wzros
tu ludności. W celu sformułowania zadania sterowania optymalnego z clęgły- 
ml trajektoriami inwestycji 1 konsumpcji rozpatrzymy gładki dwuwymiaro
wy system, w którym Jednę współrzędny trajektorii stanów wewnętrznych bę
dzie kapitałochłonnośc produkcji, drugę - udział Inwestycji w dochodzie 
narodowyp (stopa inwestycji). Zatem przekształcenie stanów wewnętrznych 
takiego systemu opisywać będzie układ dwóch równań - równanie wzrostu ka- 
pitałochłonności 1 równanie wzrostu udziału inw«etycjl w dochodzie naro
dowym.

50 i
Warunek (i) otrzymujemy, przyj-nujęc: 6 - max (v ln ,d2 ) .Je

żeli poczętkowe techniczne uzbrojenie pracy u° 6 (u . u ) l 6 - d -te- 
. , . o r „ max 2* J
żeli u ■ uj 6 « m_x {d,, , ■J,2in d4 J > J**ell u" <  u (oceny parame
trów dt, u, umax podnle twierdzenia 6.4). Dowód (ii) pomijamy -
- n  biega podobnie. Jak dowód twierdzenia 6.2 (ii). Podobnie zachowuję 
się opt rmalne ti djektone majętku produkcyjnego, dochodu narodowego, wy
dajności pracy, konsumpcji 1 koneumpcjl r osobę.
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6.4.1. SFORMUŁOWANIE ZADANIA

Załóżmy, że wzrost majętku opisuje równanie (zob.(6.7))

m(t) = i (t)-pm( t)

a współdziałanie majątku 1 pracy w tworzeniu dochodu narodowego - statycz
na funkcja produkcji postaci (6.6), tzn. (przy założeniu, że ludność roś
nie ze stopę A ):

y(t) = .mŁ(t)[ęil0e?V( °^J

((j- wskaźnik aktywności zawodowej ludności w sferze produkcyjnej). 
Wprowadźmy oznaczenie:

k(t) « m(t)/y(t) - kapitałochłonność produkcji w mo
mencie czasu t (wymiar: R).(6.2b)

Po wprowadzeniu tej zmiennej do wyjściowego równania wzrostu majętku 
otrzymujemy równanie wzrostu kapitałochłonnoścl

&  k{t) = (Ł-l) (p+A)k( t) + (1— Ł,)s(t) , (6.27)

gdzie s(t) jest wskaźnikiem udziału inwestycji w dochodzie narodowym w 
momencie czasu t. Niech T oznacza horyzont czasu z ustalonym momen
tem poczętkowym tQ i dowolnie wybranym momentem końcowym t j ^  00 
Przez Ot0 >  0 oznaczmy minimalny , a przez oc1 > o i ° - maksymŁlnle do
puszczalny i udział inwestycji w dochodzie narodowym, [cx°,u C  
Interesuję nas clęyłe, przedziałami gładkie funkcje sT z wartościami w 

oi1]. Warunki te spełnia na przykład rozwięzanie równanie

rfp s( t) =<o(cx (t)-s(t)) ' 6.28)

(GJ _> 0) z dowo] nym warunkiem poczętkowym s(tQ) £ rcx “.C*1 ] i' funkcję 
OC£C°[t], z wartościami w [(*' o ł )  w każdym momencie czasu t € T . ^  Je- 
żeli <X(t) >  s( t) ( O  « to ds(t)/dt >  0 « )  i udział Inwestycji w do
chodzie rośnie (maleje). Oeżeli oc(t) » s(t) w pewnym okresie, wtedy 
•dział inwestycji w docnodzie narodowym utrzymuje się w tym okresie czasu 
na stałym poziomie. Funkcje z klasy C° [t] graję rolę sterowiń. Tra
jektorie sT z rozwięzania równania (6.28) sę ich „przybliżeniami"w kla
sie funkcji C*[t ] . Równanie (6.28) określa reguły „nadężania" (śledze
nia) trajektorii udziału inwestycji w dochodzie narodowym sT za trajek
torię • starowaniem) (\n .

cg
Paraactr co ma wymiar l/R, współczynnik tfft), podobnie Jak s(t), 

jest wielkości* niemlanowanę.
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Przyjmijmy, podobnie jak dotychczas, że stanem wyjścia systemu Jest 
konsumpcja na osobę. Po prostych przekształceniach otrzymujemy

y(t)- <f(l-s(t))a1/(1’Ł)kŁ/(1-Ł){t) .' (6.29)

Fara równań (6.27) - (6.28) opisuje przekształcenie stanów wewnętrznych 
gładkiego, dwuwymiarowego systemu dynamicznego. Współrzędnymi wektora Je
go stanu wewnętrznego są: kapitałochłonność produkcji k (t) i udział in
westycji w dochodzie s(t) (stopa inwestycji). Sterowaniem Jest funkcja 0<T 
udziału Inwestycji w dochodzie naredow/m z k-nsy funkcji t [t], za którą 
.nadąża" zgodnie z (6.28) cięgła t'ajektoria udziału inwestycji w oocho- 
dzie narodowym s-j-. Zbiorem sterowań Jest przedział [«°,CX*] . Równanie 
(6.29) Jest przekształceniem wyjścia systemu. Oznaczmy przez I 0 >  0 po
czątkową kapitałochłonność produkcji, przez s° € [ c x 0 ,ck1  | - początkowy 
udział inwestycji w dochodzie narodowym i załóżmy, że horyzont czasu T =
= T t Q + oo ). Wszystkie rozwlęzaria (s,k)^t 4 oo ) układu równań(6.27)

- (6.28) z warunkiem początkowym (k( *) , e(t°)) = (k°,s°) i sterowaniem 
r + ^   ̂ z wartościami w ôt°,cx̂ J są równomiernie ograniczone na ca- 

łej°półosi czasu l ,+ oo ): &( t) €[cx°, ot J oraz 0 < k  (t)^ max |k° ,0ĉ / (|a+ 
*K) w każdym momencie czasu t£[tQ ,+ oo ). Innymi słowy przy czasie 
t— •- + oo kapitałochłonność produkcji nie może rosnąc ni«ogr9niczenie. 
Pooobnie równomiernie ograniczone są trajektorie konsumpcji na osobę 
^[t , -t- oo ) .

1 <Oznaczmy przez j docelową wielkość konsumpcji na osobę,

s 1 >  f  - 9 d ^ ) . 1/(i ’£\k°)£/(1- f-) .

Interesuje nas proces wzrostu spełniający warunki (6.27), (6.28J i prowa
dzący w najkrótszym czasie do docelowego poziomu konsumpcji tzn.roz
wiązanie zadania:

min tj , (6.30)

k(t) - (Ł-l)(p.+ A ) k ( t ) + ! l - Ł ) s ( t ) ,

Jf5(t) = OJ (oć (t)—s(t)) ,

0t(t)6 [oc0 ,^1] . «.€C°J|0 .t1] , (6.31)

(k(to),s (tQ)) = (k°,s°),

{k(t1),s(tIl)>e*1 = {(k.s):: <?(l-s)a1/'l- £V /(l-Ł) = i 1}
l i

(k°>0; e0 € | oc°, Of1 J ). Ze względu na równomierną ograriczoność wszystkich 
trajektorii konsumpcji warunki (6.31) mogę okazać się sprzeczno, Jeżeli 
ustalimy zbyt „ambitny" docelowy poziom konsumpcji ^ . Załóżmy, że wiel
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kość tej konsumpcji została tak ustalona, ii zadanie jest niegprzeczne, a 
parametry zadania spełniają warunki

V z  a ł o ż e n i e  6.3. o(°< i  , c j>  ( 1- 1) (p.+A) ▼

Wtt-dy rozwiązanie zadania Jest następujące.

□ T  w i e r d z e n i e  6.6 . M Rozwięzaniem zaaania (6.30) - (b.3l) 
przy założeniu 6.3. jest proces (0*3*^*)^-* następujęcej postaci:

dla t£ f tQ.t)
<*(t)

dla t £ ftV*] ,

• *(t)

k*(t)

(s0-c<.1)e-lĴ 1 dla t C [^o1̂  ’

(9*('Gi-0?)e-U)̂ t-^ +&.u dla t t [t , tj) ,

d l a  1 e [ * o llB) ' 

( k * ( r ) - d 3 ( t ) - d 4 ) e _ ( 1 _ Ł ) ( ^ + * ) ( t _ t ) + d 3 ( t ) e " u ( t ' t )  +

+ d.

gdzie dĵ  = ( s^o^J/fjA+A)- yj - )

d3( t )  -  (e*tz )-*°)/(p+\  -  i ^ - ) .

dla t 6 [t ,tj] ,

d2 " 1/ ( )  , 

d4 -ot°/(^.+\) ,

T* = .tj] , tj - wartość kryterium (6.30) (najwcześniej szy moment doj- 
jcia do poziomu konsumpcji .

3ezell docelowy poziom konsumpcji ^  można osięgnęć w krótkim czasie 
(krótki horyzont czasu T*), to 1 = t i proces (ot* s* , k* )T* redukuje się 
do postaci

a*( t) = a °  ,

I O 0\ -o( t-t ) o s*(t) = (s -« )b O + Ot ,

Dowód,zob.dodatek nntemalyczny do paragrjfu b, twierdzenie 6.6 
s. 259. Zadanie (6.30) - (6.3l) ma rozwiązanie również baz zawożenia 6.3, 
które można otrzynać, rozpatrując kolejno wszystkie kombinacje
t*0 | Ł . w  | (1 - Ł ) ( p-+ A ). We wszystkich przypadkach stjrowjnle 
optyma no ma takę sarnę posta Jak w twierdzeniu 6.6. Rozwiązania różnię 
się tylko momentami przełęczenia sterowania optymalnego i po itaclemi tra- 
JeKtorii s** ,  ̂.
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k * ( t )  = ( k d' ^ 5 ( ł J - d 4 ) e - < * ^ ^ + ^ , - t o ) * d 3 ( r # ) i “ w t * " t o ) * d 4

‘i

w  k a ż d y m  m o m e n c i e  c z a s u  t € T * ,  g d z i e  d 3 ( t Q ) = d 3 ( t )  d l o  t =  t . O e ż e l i  

n a  o s i ą g n i ę c i e  d o c e l o w e g o  p o z i o m u  k o n s u m p c j i  p o t r z e b n y  j e s t  d ł u g i  o k r e s  

c z a s u  ( o ł u g i  h o r y z o n t  c z a s u  T * ) ,  w t e d y  n a s t ę D U j O  „ p r z e ł ą c z e n i e "  s t e r o w a 

n i a  ° < * *  z o<* n a  oc° w  m o m e n c i e  t €  i n t  T , p r z y  c z y m  d ł u g o ś ć  p r z e 

d z i a ł u  [ t Q .t ) r o ś n i e  p r z y  t * — «- + 0 0  . U ł u g o ś ć  p r z e d z i a ł u  [ " t . t * ]  j e s t  

o g r a n i c z o n a ,  t z n .  i s t n i e j e  t d k a  l i c z b a  6 ’ >  O ,  ż e  t *  - T ^ 6 ‘ d l a  h o 

r y z o n t u  T *  d o w o l n e j  d ł u g o ś c i .  B

6 . 4 . 2 .  C H A R A K T E R Y S T Y K A  R O Z W I Ą Z A N I A  Z A D A N I A  ( 6 . 3 0 )  - ( 6 . 3 l )  W  J E D N Y M  

P R Z Y P A D K U  S Z C Z E G Ó L N Y M  ( s °  - O l 1 , k °  <  a ° / ( p . + A )  , H O R Y Z O N T  C Z A S U  

T *  - D Ł U G I )

O p t y m a l n ą  t r a j e k t o r i ę  k o n s u m p c j i  n a  c ^ o b ę  o d p o w i a d a j ą c ą  p r o c e s o w i

(c x* ,s *, l *) *  o t r z y m u j e m y  z  ( 6 . 2 9 ) ,  a  t r a j e k t o r i ę  t e c h n i c z n e g o  u z b r o j e n i a  

p r a c y  u * * -  n a  p o d s t a w i e  ( 6 . 2 6 ) .  W  c e l u  o t r z y m a n i a  p o z o s t a ł y c h  t r a j e k t o 

r i i  w y s t a r c z y  s k o r z y s t a ć  z w a r u n k ó w  ( 6 . 8 )  -  ( 6 . 1 1 )  p a m i ę t a j ą c ,  ż e  t y m  r a 

z e m  f u n k c j a  p r o d u k c j i  m a  p o s t a ć  ( 6 . 6 )  -  t y m  s a m y m  w ( t )  = a  u Ł ( t ) .

P o s t a ć  o p t y m a l n y c h  t r a j e k t o r i i  z a l e ż y  m . i n .  o d  p o c z ą r k o w e j  K a p i t a ł o -  

c h ł o n n o ś c i  p r o d u k c j i  i p o c z ą t k o w e g o  u d z i a ł u  i n w e s t y c j i  w  d o c h o d z i e  n a r o 

d o w y m ,  t z n .  o d  s t a n u  w y j ś c i o w e g o  g o s p o d a r k i  ( k °  |IJ) , o r a z  d o c e l o w e g o  p o -
1

z i c m u  k o n s u m p c j i  ^  . D l a  p r z y k ł a d u  p r z e ś l e d ź m y  p r z e b i e g  o p t y m a l n y c h  t r a 

j e k t o r i i  w  p r z y p a d k u ,  k i e d y  p o c z ą t k o w e  k a p i t a ł o c h ł o n n o ś ć  p r o d u k c j i  je si 

n i s k a ,  k <  ot / ( ^ + A ) ,  p o c z ą t k o w y  u d z i a ł  i n w e s t y c j i  w  d o c h o d z i e  j e s t  m a k 

s y m a l n y .  s °  = (X1 , a  d o c e l o w y  p o z i o m  k o n s u m p c j i  n a  0 9 0 b ę  n a  t y l e  w y s o k i ,  

ż e  m o ż n a  g o  o s i ą g n ą ć  d o p i e r o  p o  u p t y w i e  d ł u ż s z e g o  c z a s u  w  d w ó c h  f a z a c h  

w z r o s t u :  p o d t r z y m u j ą c  m a k s y m a l n y  u d z i a ł  i n w e s t y c j i  w  d o c h o d z i e  n a r o d o 

w y m  w  r a z i e  p i e r w s z e j  - z w i ę k s z a j ą c  t y m  s a m y m  d o c h ó d  n a r o d o w y  - i z m n i e j 

s z a j ą c  u d z i a ł  i n w e s t y c j i  w  d o c h o d z i e  n a r o d o w y m  w  f a z i e  d r u g i e j ,  c z y l i  

z w i ę k s z a j ą c  u d z i a ł  k o n s u m p c j i .

M a k s y m a l n e m u  u d z i a ł o w i  i n w e s t y c j i  w  d o c n o d z i e  n a r o d o w y m  w  f a z i e  p i e r w 

s z e j  t o w a r z y s z y  m o n o f o n i c z n y  ( g a s n ą c y )  w z r o s t  k a p i t a ł o c n ł o n n o s c i  p r o d u k 

c j i ,  k t ó r a  w  t y m  o k r e s i e  z o l i z a  s i ę  d o  p o z i o m u  K 1 /()Jl+ \ )  , a l e  n i e  o s i ą g a  

g o .  P r d o b n i e  r o ś n i e  i c h n i c z n e  u z b r o j e n i e  p r a c y ,  z b l i ż a j ą c  s i ę  d o  p o z i o 

m u  [o o^/fp.-rA) i w y o a j n o ś ć  p r a c y ,  k t ó r a  z b l i ż a  s i ę  d o  p o z i o m u  

a  [ a o r / t ^ - r / )] ̂ ^  1 • W  p i e r w s z e j  f a z i e  p o w o l i  r o ś n i e  t a k ż e  k o n s u m p c j a  n a  

o s o b ę .  P r z e b i e g  o p t y m a l n y c h  t r a j e k t o r i i  m a j ą t k u  p r o d u k c y j n e g o ,  d o c h o d u

n a r o d o w e g o ,  i n w e s t y c j i  i k o n s u m p c j i  j e s t  p o d o b n y  z  t y m ,  ż e  r o s n ą  o n e  o d -
6 1

p o w i e o n i o  s z y b c i e j

W  f a z i e  d r u g i e j  n a s t ę p u j e  z m n i e j s z e n i e  u d z i a ł u  i n w e s t y c j i  w  d o c h o d z i e  

n a r o d o w y m .  K a p i t a ł o c h ł o n n o ś ć  p r o d u k c j i ,  t e c h n i c z n e  u z b r o j e n i e  p r a c y  i w y 

d a j n o ś ć  p r a c y  p r z e z  p e w i e n  c z j s  j e s z c z p  r o s n ą ,  p o t e m  z a c z y n a j ą  p o w o l i  m a -

S z y b c i e J  -  o  w i e l k o ś ć  r ó w n ą  s t o p i e  w z r o s t u  l u d n o ś c i  A  ,
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lec. Ma skutek zmniejszania się udziału inwestycji w dochodzie narodowym 
obserwujemy szybszy niż w fazio pierwszej wzrost konsumpc_i i konsumpcji 
na oaobę. Majątek produkcyjny i dochód narodowy rosnę {c’ioć może się zda
rzyć, że przy bardzo niskiej stopie wzrostu zatrudnienia zaczną nieznacz
nie maleć pod koniec horyzontu czasu T* , rys.6 13).

k(t)

Rys.6.13. Optymalna trajektoria Kapitałochłonności produkcji roz
wiązanie za-jnia (6.30) - (6.31) w przypadku, gdy początkowa kapi
tał och-tochłonnosć nrodukcji jest niska, początkowa itopa inwesty

cji Jest maksymalne i horyzont T - długi

6.4.3. RÓWNOWACA I ST/aBILNOŚĆ OPTYMALNYCH PROCESÓW WZROSTU

Z analizy optymalnej trajektorii k*.# wynika że w pierwszej fazie
wzrostu kapitałochłonność produkcji zbliża się do poziomu cx /(p+A). 
Konsumpcja nd osobę zbliża się wtedy do poziomu
£-= ij( 1- ot1)a X / 'Ł  ̂ • Rozpatrzmy procasy wzrostu 
(<X,I,l<)r \ na półosi czaau tQ , + oo ) którym >dpowiadają trajektorieLV+ ’
konsumpcji ? z wartościami

« )

/ ( O  = const.

w każdym momencie czasu t6 [to,too). Innymi słow> interesuję nas proce
sy wzrost j w 6 -równowadze ze stałym poziomem konsumpcji na osobg. Pro
cesy te mają bardzo prostą postać:

!(t) = I = const . ,

£(t) = £ = 5/{p+A) = con&t. , (6.32)

$ ( t )  = g-^(l-I)a1/(1‘Ł) [s/(p+\)j/(1_£^ = const.

w każdym momencie czasu t €. [_̂ q »+ 00 )» gdzie s oznacza dowolny udział 
inwestycji w dochodzie narodowym, i£ [oc°,o^J • Z twierdzenia b.6 wiado
mo, że im dłuższy Jest horyzont czasu T*tyrr, dłuższa Jest pierwsza faza 
wzrostu, w której kapitałochłonność produkcji k*(t) zbliża się Oo po
ziomu (X1/ U+A), tzn. oo poziomu kapitałochłonności produkcji w 5 -równo-
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wadze z mLksymalnym udziałem inwestycji w dochodzie i -c*1 . Obserwujemy 
więc wolstę zbieżność optymalnej trajektorii kapitałochłonności do 
poziomu kapitałochłonnosci w (5-równoi adze z maksymalnym udziałjm i.nwes- 
tycli w dochodzie: im dłuższy Jest horyzont czasu T*, tym dłużej optymal
na trajektoria kapitałochłonnosci k*# przebiega w otoczeniu trajektorii 
kapitałochłonnosci w S -równowadze z m„k9ymalnym udziałem inwestycji w 
dochodzie narodowym (w otoczeniu magistrali , rys.6.14).

.6.14. Trajektoria kapii łochłonności produkcji w © -równowa- 
d;:i ze statym mausymalnym udziałem lnwo^tycji w oochodzie i opty
malna trajektoria w przypjdku nisKieJ pocsętkowsj kapitałochłon

ności produkcji i długijgo horyzontu T*

□  t w i e r d z e n l e  6.7.62 (i) C/la dowolnej liczby Ł ,> 0 ist
niej* taka liczba 8^ ^>0, że Jeżeli długość optymalnego horyzo.itu czasu 

w zadaniu (6.30) - (6.3l) spełnia warunek |t ,<|>2&-, to

w każdym momencie czasu t € [ t o+ S ^ t j - s J .  gdzie ><max- E(t) = o^/fp+A.) 
Jest maksymalnę kapitałochłonnościę produkcji w 6 -równowadze( magistra
lę )« - optymal nę trajektorię kapitałochłonnosci procukcji (rozwią
zaniem zadania (6.30) - (6.3x)).

Warunek (i) otrzymujemy, zważywszy na postać optymalnej trajektorii 
kapitałochłonność 1 k** . Wystarczy przyjęć eŁ . max U " 1 in(2 <p /£.) 
e } .  gdzis {dl .l.k-O-d^l} , f2 = m i n { ( l - Łi)( p ł A ) , L l  !
Oceny parametrów d1(d2 podaje twierdzenie 6.6, 6 J*st ocenę długości

P o ^ k c J l Cnanpóło:i^zasuiCł T ^ ^ d o b n l ^ a r S n k i  s p ^ n ^ f ^ o p t y -

r3 ii-“ 5=51 **!!£^iSr}aŁK5!: tzS2g?ń£ r: ?” M r4“  «r. .W*SdłołcI i9 p y k** 0 średnie stopy wzrostu tych wielkości zbli- 
żaję się do A * T
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(ii/ Przy |T*j-*-+oo średnia stopa wzrostu kapital ochłonności pro
dukcji ^k^* w horyzoncie czasu T *  maleje do ^era.ł

W rozwiązaniu zadania (ó.30) - (6.3l) nie pojawia się środkowa faza 
równomiernego wzrostu, która występowała w rozwiązaniach dwóch poprzed
nich zadań (6.15) - (6.16), (6.20) - (6.21'). W poprzednich ,rozwięza- 
niach wydajności pracy i techniczne uzbrojenie pracy oraz kunou-pcja na 
osobf rosły w fa^ie środkowej ze atopą v/(l-£j, a zatem teraz rosłyby 
one z zerową stopą (przyjęliśmy bowiem statyczną funkcje produkcji Cobba- 
-Oouglasa ze wskaźnikiem postępu techniczno-organizacyjnego v= 0). Faza 
środkowa byłaby zatem „martwa" z punktu widzenia wzrostu konsumpcji na 
osobę i wobec tego niekorzystna w świetle kryterium mi.iimalizacji czbsu 
dojścia do Jej ustalonego docelowego poziomu.

t



Rozdział III

OPTYMALNE TRAJEKTORIE WZROSTU W MODELACH 
DWUSEKTOPOWYCH

Dotychczas zakładaliśmy, że dochód narodowy można w dowolnych propor
cjach dzielić na inwestycje i konsumpcję. Zakładaliśmy zatem implicite m. 
in. pełny substytucyjność dóDr inwestycyjnych i konsumpcyjnych oraz moż
liwość dowolnego przestawiania aparatu wytwórczego z produkcji oóbr in
westycyjnych na produkcję dóbr konsumpcyjnych (i tn odwrót). Zaane z wy
mienionych założeń nie J ,at prawdziwe. Wprawdzie przy danym układzie cen 
aocnód narodowy o-itataczr.ie wyraża się o«reślony kwotę złotówek, ale zło
tówek pochodzęcych z różnych źródeł. Te różne źródła pochodzenia dochodu, 
to sektory gospodarki z określonym majytkiem produkcyjnym i zasobami pra
cy .

Dwusektorowe modele wzrostu sy najprostszymi modelami, w których uwz
ględni się niepełny substytucyjnosc dóbr inwestycyjnych i konsumpcyjnych 
ograniczone możliwości przestawiania aparatu wytwórczego z produkcji jed
nych dóbr na produkcję drugich oraz ograniczony przepływ siły roboczej 
między sektorami gospodarki. Zakłar“a się w nich, że gospodarka jest po
dzielana na dwa sektory (działy): sektor 1 wytwarza iący dobra inwestycyj
ne (umownie będziemy nazywać yo sektorem inwestycyjnym) i sektor 2 <v/tvva- 
rzajycy dobra konsumpcyjne. Ze społecznego punktu widzenia decydujęce zna
czenie ma produkcja sektora 2 wytwarzajycego dobra konsumpcyjne. Tst- 
nienie i działalność sektora 1 sy o tyle konieczne,że jest on producen
tem dóbr inwestycyjrych niezbędnych dla zwiększenia potencjału wytwórcze
go w sektorze 2.

Kjuczowym zagadnieniem tego rozdziału Jest optynalny podział inwesty
cji między sektory. W modelach, którymi zajmujemy się w paragrafie 7 je
dynym czynnikiem produkcji jest trwały majętek produkcyjny (w podziale na 
sektory). Zasoby pracy nie sy limitowane. Nie Sy taż uwzględniane potrze
by konsumpcyjne społeczeństwa w oddzielnych momentach czasu, choć kryte
rium wzrostu, podobnie Jak dotychczas, jest maksymalizacja konsumpcji w 
pewr.ym okresie czasu. „Lokalne" potrzeDy społeczeństwa w poszczególnych 
momentach czasu w postaci pewnycn „norm" konsumpcyjnych uwzględniamy w pa

t )r*enfBWHnrheA ‘,'ł8t V  doPioro Pierwtzy „zczetel dezagregacji źródeł
Warsztatów oracvUi tri"0 ?°‘ ^  ’ * doch° d^ Y  do przadsi bio ,twwarsztatów pracy itd., a więc do podstawowych kom.-, ak tworzenia dochodi
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ragrafie 8. W paragrafie 9 zajmujemy się zagadnieniom podziału inwesty
cji między 9ektory w modelach dwuczynniKowych, w których praca (w podzia
le na sektory) etanowi drugi, obok majętku produkcyjnego podstawowy czyn
nik produkcji. Przedmiotem paragrafu 10 Jest podział ] t.wesl vc„1 i między 
sektory w dwusektorow ir. modelu wzrostu wywodzącym się z dynamicznego mo
delu Leontiewa.

§ 7. OPTYMALNY PODZIAŁ INWESTYCJI MiĘDZY DWA SEKTORY 
W  JEDNOCZYNNIKOWYM MODELU WZROSTU

2
7.1. Podstawowe założenia

Ustalmy horyzont czasu T » [*0**1-! ’ ^mienr,ymi modelu sę następująca 
niaujemrie, rzeczywiste funkcje czasu t 6 T : trwały majątek produkcyj
ny »j(t) w J-tym sektorze (zasób, wymiar: zł), dochód narodowy yj(*) 
wytworzony w j-tym sektorze (produkcja końcowa sektora), inwestycje pro
dukcyjne (brutto) ij(t) pono-zone w J-tym sektorze i konsumpcja c(t) 
(strumienie, wymiar: zł/R; J « 1,2). Ponadto w modelu występuję dodatnie 
parametry.- wskaźnik a^ efektywności majętku produkcyjnego w j-tym sek
torze oraz wskaźnik p  wycofywanej z eksploatacji części majętku produk- 
:yJnerjo3 .

O parametrach a ,p zaKładamy, że

V z a i o ż e n i e  7.1. a >  p. >  O (j ■* 1,2).T

Uzasadnienie tego założenia jest podobne jak uzasadnienie założenia 
.2 na s. 54. Wzrost trwałego majętku produkcyjnego w J-tym sektorze 
pisuje równanie całkowe (por. równanie (4.1) na s. 5l):

t
i"j (t) - mj(%) + J ( i j ( 0) -p.mj(e;)de (7.1)

n

C , t € T ; t ^ t ;  j =* 1,2). Czynnikiem, od którego zależy wielkość dochodu 
środowego (produkcji końcowej) w j-tym sketorze, Jest majątek produk
uj ny w tym sektorze, Dochód narodowy w całej gospodarce jest sun.ę do- 
lodów wytwarzanych w obj rektorach. Dochody te sę funkcjami (liniowymi) 

ijętku:

o
Model, który przedstawiamy poniżej stanowi dwusektorową wersję mode-

i z paragrafu 4 punkt 4.1, por. także np. R. S t o n e [47J rozdz.
punkt 3, Z. C z e r w i ń s k i  [12] rozdz. 4, punkt 4.2.

3 Dla prostoty Dędziemy zakładać, ze w obu sektorach gospoaarki wskez- 
.k ten jest taKi sam.

Nakładamy, że funkcje j sę takie, iż równanie to jest określone
.a wszystkich momentów t,t 6 T. Warunki które spełniaję te funkcje spra
cujemy dalej.
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(J « 1,2). Sektor 1 wytwarza tylko dobra inwestycyjne. Oego produkcja 
przeznaczona Jest na inwestycje w obu sektorach:

U j d ) .  i2(») >  O), 
na Jest na spożyci®.

y ^ t )  - t)+l2(t) (7 .3)

Produkcja końcowa sektora 2 w całości kierowa-

:(t) - y,(t). (7,4)

Oznaczmy przez m° « (n'°> m2  ̂ wektor majętku produkcyjnego w sektorach
w momencie początkowym t ,

«i(tQ) - m° > O , 

(■(*0) * *Pr°»'«d*»y wskaźnik

M O  
* ijt) + i2rt7

(7.5)

(7.6)

p o d z i a ł u  i n w e s t y c j i  m i ę d z y  s e k t o r y  
(struktury sektorowej nakładów inwestycyjnych; wielkość niemianowans). 
W układzie (7..1) - (7.5) warunek (7.3) można zastąpić następujęcymi:

iA(t) - •(t)y1(t), 

i2(t) - (l-afOJy^t)

»(t) t [o.l].

(7.7)

przy czym Jeżeli a 6 C°[t J , wteay i » <i1 ,i2) € C° [t J (i na odwrót).
Pokażemy najpierw, że dla dowolnej trójki (m,y,i)T , gdzie m » (ł^,^). 

1 “ (1i*i2)' y “ (y1 .y2^- 1 £ C°[tJ, spełniajęcej warunki (7.1) - (7.5) 
wyrażenie (7.6) Jest określone wszędzie na T. Rozwięzanie równania (7.1) 
z warunkiem poczętkowyir (7.5)

" j ^  " + J «" ̂ ^ t_8^ij(e)de

(j * 1,2) Jest dodatnie na T (zgodnie z (7.3) inwestycje lj aę nie- 
ujemne), a wobec tego na podstawie (7.2) oba sektory zawsze - w każdym ■» 
menele czasu - wytwarzaję dodatnię wielkość dochodu narodowego. W szcze
gólności y^ft) >  O na T i wobec tego wyiażenie (7.6) Jest określone 
w każdym momencia czasu t € T.

Oe/eli trójka (m,y.i)T spełnia warur>ki <7.1) - (7.5) 1 przy tym 
1 t C*[t }. wtedy m,y € C^[t ], zatem s 6 C°[t J 1 czwórka (m,y,l,s)^. spał*
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nia warunki (7.l), (7.2), (7.4), (7.5), (7.7). Odwrotnie, jeżeli czwórka 

(m.y.i.sJ-j- spełnia ten układ oraz s £ C°[ t J, wtedy rozwiązaniem równa

ni a

t
"^(t) = m1(x) + J (axs(e)-p) nijfejde 

t

jest funkcja następującej postaci:

t
ni. \t) = m°exp J (a^9(8)-p)d6i O .

*o

Zatem y.̂  £ C1 ^ ]  , y^t) = i ^  t) + i2( t) >  O (i^t;,i„(t) ^  u) w każdym

momencie czasu t £ T . Tzn. zachodzi warunek (7.3) oraz i = (i^ig) £ C°[t ].

iV kolejn/ch punktach tego paragrafu nawiązuje.ny do warunków (7.1),
(7.2), (7.4), (7.5), (7.7)5.

7.2 Wzrost optymalny w modelu z przedziałami ciągłymi 
trajektoriami inwestycji

7.2.1. 3F0RMUŁCUANIE ZADANIA

Z równania (7.1) zważywszy na warunki (7.7) otrzymujemy następujący 
układ równań wzrostu majętku produkcyjnego w obu sektorach gospodarki:

t
(t ) - m ^ t H  J  (a1s(8)-p.)m1(e)de ,

* ( 7 . 0 ) 

t
m2(t) » m2(t)+ j  [a1(l-9(0);mJ (e)-pm2(e)J de

*

(t^tj T,t£T). Równocześnie z (7.2),:(7.4) otrzymujemy

c(t) ■ a2n'2( O  (7.9)

w każdym momencie cza9u t £ T.
Załóżmy, że funkcja podziału inwestycji między sektory 9 € C°[jJ.Wte

dy układ równań (7.8) jest równoważny z następującym układem równań róż
niczkowych :

" Przyczyny .jrzeJbCia od układu warunków (7.l) - (7 b) do układu (7-1),
(7.2), (7.4), (7.5), (7.7) 3,1 podobne do tycn. które jkioniły naa do 
przejścia od układu (4.1) - (4.5) do układu (4.1) - (4.3), (4.5) - (4.7) 
(zob. paragraf 4, punkt 4.1).
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m^t) = (a1 s(t;-f*)m1 (t) ,

(Tt m2(t  ̂ “ t)- |>km2(t) ,

Układ ten spełnia warunki twierdzenia 1.2, zatem przy ustalonym etanie 
poczętkowym m =*(m°,m2) każdej funkcji 8 6 ?J [t] odpowiada dokładnie jed
no rozwięzanie m-p = ( n,̂ , ntg)-]- tego układu wychodzęce w momencie początxowym
t_ ze etanu m°o

Układ równań (7.10) opisuje przekształcenie stanów wewnętrznych gład
kiego (dwuwymiarowego, stacjonarnego) systemu dynamicznego w sensie de
finicji 1.1 - 1.3. Jego stanem wewnętrznym w momencie czasu t jest wiel
kość majętku produkcyjnego m(t) » (n^ft), m2(t)) (v sektorach gospodarki, 
stanem wejścia (81erowaniem) - wskaźnik podziału inwestycji między sek
tory o(t), stanem wyjęcia - konsumpcja c(t). Przekształcenie wyjścia 
ma postać (7.9).

Rozpatrzmy nostępujęce zadanie maksymalizacji konsumpcji w ustalony.." 
horyzoncie czasu T:

max [ a.,m2(t)dr ,
T

m1 (t) => ( a^f t )-p)n, ( t ) , 

m2(t) » &1 (l-s( t)')mi( t.'-pm? ( t)

s(t)€ [o.l] , s £ c °[t],

( t0) ,m2( tQ)) = (m°.m°)

gdzie m^ , m2 > 0 .  Parę funkcji (s,m)-p gdzie m-j. ■ (m^,m2)y, spełniajęcę 
warunki (7.12) tradycyjnie nazywamy d o p u s z c z a l n y m  p r o 
c e s e m  w z r o s t u ,  9-p- sterowaniem dopuszczalnym, m7 - dopusz
czalną trajektorię majętku produkcyjnego w sektorach, a odpowiadające im 
zgodnie z (7.2), (7.7), (7.9) funkcje yT> iT , Cj (gdzie yT - (y1 (y2)T , 

*•7* •■l1 ’1 2^T^ ~ dopuszczalnymi trajektoriami dochodu i inwestycji(w sek
torach) oraz konsumpcji. Podobnie parę (s*,m*).j. bedęcę rozwięzaniem te
go zadania nazywamy o p t y m a l n y m  p r o c e s e m  w z r o  s- 
t u . s 7 ” 8terowanidm optymalnym, m* - optymalnę trajektorię majętku 
produkcyjnego w sektorach itd.

7 l 
w i e r d z e n l e  ,7-̂ " Rozwięzaniem zadania (7.11) - (7.12) 

przy założeniu 7.1 Jest proces ls*,m*)y następujęcej postaci:

6 Przypominamy, że rozwięzanie równpnia różniczkowego pojmujemy w sen
sie ( ałkow/m,zob. uwagi o rozwiązaniach równań różniczkow eh w pj^aara >e
1 punkt 1.3.

7 Dowód,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 7, twierdzenie 7.1 
s. 262.

(7.10)

(7.11)

i

(7.12)



140

* l t )  -  ■

* i

dla t € T t .t) ,

0 dla t 6 T t,tj] ,

dla t e [ t o .t) .

i

dla t e [ t , t j  .

_to'' dla t£ [t0 ,t) , 

[n*lti+a1u ł1(x)(t-t)je‘,l(t‘l:) dla teft.tj.

Oeżeli horyzont czaeu T Jest długi, |t | > 6, wtedy T» 
gdzie 6 Jest dudatnim pierwiastkiem równania

1+de - e^0 ,

*1- 6 >  *o

w któr/m d = a ^ / t a ^ p )  ^  O. Oe^-dli horyzont czasu T Jest krótki, |t|46, 
wówczas t -  t . ■

7 .2 .2 . charakterustyka rozwiązania

optymalne trajoutorie aocioau (produkcji końcowej sektorów) y* i in
westycji i* otrzymujemy z (7.2), (7.7). Konsumpcja c*(t) « y^ft).

W krótkim okresie maksymalny wielkość konsumpcji otrzymujemy przezna- 
czajgc cały dochód sektora 1 na inwestycje w sektorze 2. wytwarzającym 
dobra K o n s u m p c y j n e .  Majątek produkcyjny i dochód w sektorze 1 maleję za 
stopę - p , vr sektorze 2 - rosnę gasnęco. Oeżeli horyzont czasu T Jejt dłu
gi, wtedy obserwujemy dwie fazy wzrostu. W fazie pierwszej - inwestycyj
nej - dochód sektora 1 zostaje skierowany na inwestycje w tym suktorzs. 
Przy założeniu 7.1 majątek produkcyjny i dochód tego s>ekto-a rosną z do
datnią stopą a^- p . Majątek produkcyjny i dochód sektora 2 (a zatem tak
że konsumpcja) maleję zs stopę - p  . W fazie drugiej - konsumpcyjnej - ca
ły docnóa sektora X sklei owany zostaje na inwestycje w sektorze 2. Ma
jątek produkcyjny oraz dochód tego 9ektore (konsumpcja) zaczynaję rosnąć 
gasnę o - z coraz niższę stopą w miarę zbliżania się do końca horyzontu 
czasu T. Majątek produkcyjny i dochód sektora 1 maleją (rys.7.1).Im dłuż
szy Jest horyzont czasu T, tym dłuższa Jest pierwsza, Inwestycyjna, faza 
wzrostu.

Z ekonomicznego punktu widzenia rozwięzanie takie Jest, oczywiście, 
nierealne. Praktycznie ni nożllwe jest wstrzymanie inwestycji w żadnym 
sektorze. Nienożlił Jest także tak gwałtowna zmiana w strukturze inwes
tycji (epadek udziału inwestycji z 1 do 0 w eektorre 1 1 wzrost
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Rys.7.1. Optymalne trajektorie majątki. produkcyjnego w sektorach -
- rozciąganie zadania (7.11) - (7.12) w długim horyzoncie cza

su

z O do 1 w sektorze 2), Jaką sugeruje rozwiązanie zadania.
Fakt,iż otrzymaliśmy nierealne rozwiązanie zagadnienia podziału inwes

tycji między sektory Jest konsekwencją jego niepoprawnego - z ekonomicz
nego punktu widzenia - sformułowania. Warunki (7.12) dopuszczają bowiem 
zarówno nieciągłość funkcji podziału inwestycji między sektory, a w re
zultacie nieciągłość trajektorii inwestycji,Jak i Jej zerowanie się, co 
jest równoznaczne z całkowitym wstrzymaniem inwestycji w sektorze 1. Oru- 
gi możliwy skrajny przypadek s(t; = 1 oznacza z kolei wstrzymanie in
westycji w sektorze 2.

7.2.3. RÓWNOWAGA I STABILNOŚĆ OPTYMALNYCH PROCLSÓW WZRLSTU

Interesują nas procesy ze stałymi stopami wzrostu dochodi1 a zatem i 
majątku produkcyjnego w sektorach. Ponieważ cały dochód sektora 2 prze
znaczony jest na konsumpcję, więc procesom tym odpowiada równocześnie 
wzrost koisumpcji ze stałg stopą. Innymi słowy,zwrócimy uwagę na procesy 
wzrostu spełniające warunek

6 (m.c)::^, ó c) - const.,
gdzie

r /d 1 d 1 \
m “( H T  ml —  < W  m2 " —  )' 

d ^ 1 d m 1 
bc m Ht-  c —  = 3t" V  •

Łatwo sprawdzić, że procesy w S-równowadze mają jedną z dwóch nastę
pujących postaci (pomijając trywialny przypadek zerowej trajektorii ma
jątku) .

(A) St erowaniu tozsamosciowc równemu Jedno9ci odpowiada trajek
toria majątku produkcyjnego w sektorach m̂ ..
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■/(*) - m?e .
<7 -13>

t ) = ńg8”^ o

w każdym momencie czasu t£T, gdzie m°, m2 - dowolne dodatnie początko
we wielkości majątku produkcyjnego w sektorach gospodarki (konsumpcja 
ć(t) = a2m2(t)J .

(B) Stałemu 8‘erowaniu śT , z wartościami. >(t) ■ s - const. <  1, odpo
wiada w 0 -równowadz® trajektoria najątku produkcyjnego m1 ,

lit)' = •
(7.14)

m2(t) =

w każdym momencie czasu t 6 T, gdzie m° Jest dowolną dodatnią początkową 
wielkością majętku produkcyjnego w sektorze 2, m° ■ [I/( 1-S)] S° (kon
sumpcja c(t) = a2m2(t)). ' '

Optymalna trajektoria majętku produkcyjnego m* jest tożsama w pierw
szej fazie wzrostu z jedną z trajektorii majątku w 6 -równowadze typu(A) 
postaci (7.13) - tym dłużej, im dłuższy jest horyzont czasu T (rys.7.2.a, 
b). W fazie drugŁ-!j następuje wyjście z 6 -równowagi8 .

/
Przy |T I— ►* oo średnia stopa wzrostu majątku produkcyjnego w sektorze

1 w procesie optymalnym jest zbieżna do stopy wzrostu majątku w tym sek

torze w c? -równowadze typu (A).

T w i e r d z e n i e  7.2,^ Oeżeli ] T |— i oo , wówczas
i

ydzie ji"t Jest średnią stopą wzrostu majątku produkcyjnego w sektorze 1 
w proces: Z optymalnym w zadaniu (7.11) - (7.12), (a^jj)- stopą wzrostu ma
jątku w tym sektorze w 6 -równowadze typu (A) (zob.(7.13)) ■

■ ■ ' g  '
Gdyby w procesie optymalnym wraz ze wzrostem długości horyzontu T 

rosła długość fazy konsumpcyjnej, wówczas z upł/wem czasu trajektoria ma
jątku m* zbliżałaby się do każdej trajektorii rń-j. w G-równowadze typu
(B) postaci (7.14) odpowiadającej sterowaniu §T z wartościami s(t) =
= const . 6 [o,p/a). rozwiązaniu nie obserwujemy jednak w tej fazie wzros
tu zbieżności trajektorii m^ do trajektorii nT w 6 -równowadze 
typu (B), ponieważ długość fazy konsumpc,jnej Jest ograniczona, 

g '
Dowód,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 7, twierdzenie 7.2 s.263. 

Ponieważ w modelu naszym stopa wzrostu dochodu w sektoi ach jest równa sto
pie wzrostu majątku, więc do tej samej gra,.icy zbieżna jest przy 
It 1 — »■ + oo  trednia stopa wzrostu dochodu ó * .

ylT
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Rys.7 . 2. Trajektorie mająt j prodi kcyj nego w 6 -równowagach oraz
optymalna trajektoria majęrku > długim horyzoncie cł-isu (a) w sek

torze 1 , (b) w sektorze 2

Średnia etopa wzrostu majętku produkcyjnego w sektorze 1 w 0 -równo- 

YPU r ^ (t) “ const. Innymi słowy twierdzenie

głosi, że różnica 1 6 ^ -  ó; średnich stóp wzrostu majętKu w sektorze 1 

w procesie optymalnym i w S-równowadze typu (A) maleje do zera przy

^ + °° * Waru" ^  ^ 9 0  nie spełnia optymalna trajektoria majętku pro
dukcyjnego w sektorze 2 .

7.2.4. JEDEN PkZYHADEK SZCZEGÓLNY { O)

Pr y założeniu, że majętek produkcyjny m e  zużywa się ( p. o) moment 
.przełęczenia- sterowania optymalnego s* w zadaniu (7 .1 1 ) - (7 .1 2) można

i i » ..
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określić explicire: 1= t^-2/a , jeżeli |l|>2/a^ oraz X” tQ , Jeżeli 
|t)^ fe/a1 . Łatwo także znalezć rozwięzanie następującego zadania mini- 
malnoczasowego, w którym kryterium wzrostu jest czas niezbędny dla dojś
cia gospodarki do pewnego założonego docelowego poziomu konsumpcji c = 

^  o „o

min t1 ,

m^(t) = 8jS(t)m^(t) ,

™g(t) => l-s( t)) m ^  t) , 

s(t)6 [0,l] , s 6 C°[to.tJ .

( »f( tQ) ,m2( tQ ))=( m°,m°) ,

*̂ 2̂  ̂  i ̂ = m2

(m| » c1/a2 >  m° = c°/a2) . Jego rozwięzanie (s*,m*)T* (gdzie T * =

m ^tQ , t£ ' , t* - najwcześniejszy moment dojścia do docelowego poziomu 
konsumpcji c1) ma postać podobną do rozwiązania zadania (7.11) - (7.12), 
z tą tylko różnicę, że obecnie moment „przełączenia" sterowania optymal- 
n«go t- t^-l/a^ jeżeli |T>|>l/ai oraz X- tQ , Jeżeli |T,f|<l/a1 . Drugj 
faza staje 9ię nieco krótsza, niż w poprzednim rozwiązaniu, przy czym w 
obu rozwiązaniach fazy te są ograniczone.

7 3. Procesy wzrosiu z nieinalejącymi trajektoriami 
majątku produkcyjnego w sektorach

7.3.1. TRZY ZADANIA STfcROWANlA

W modelu przedstawionym w punkcie 7.1 niemaienie majątku produkcyjne
go w aektoracn oznacza równocześnie niemaienie wytwarzanbgo w nim Docho
du, a więc także niemaienie konsumpcji (produkcji końcowej sektora 2).

Z matematycznego punktu widzenia problem sproi idza się do dodania do 
warunków (7.12) Jeszczt Jednego:

m (t) >  0 (7.15)

(J ■ 1.2> podobnie Jak dotychczas przyjmujemy, że dmj(t)/dt “

d*..(0/dt m każdym punkcie T € int T. w którym pochodna traje-

t — r+ o .
ktorii produkcyjnego Jest nieokreślona, por.ods. 18 na s. 69).
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LK pewnycn szczególnych przypadkach warunki (7.12), (7.15) mogą okazfać 
się sprzeczne. Wyjaśnimy to bliżej. Aby mająt6k produkcyjny w sektorach 
n^e malał, potrzebne sę (począwszy od momentu początkowego t I inwesty
cje na odtwarzanie przynajmniej tej jego częóci p.( m t)+m2(t)), która 
zużywa się w procesie produkcji. Sektorem inwestycyjnym jest seKtor 1. 
Warunki (7.12), (7.15) b^dą sprzeczne, jeżeli w momencie początkowym t 
dochód (produlcja końcowa) tego sektora nie wystarczy na pokrycie po
trzeb inwestycyjnych z tytułu zużycia najętku w obu sektorach, tzn. je
żeli zaistnieje taka sytuacja, że >+m° )<0. Aby uniknąć 
sprzeczności należy mieć co najmniej nieujemna inwestycje netto w momen
cie początkowym tQ : m°+m°) ^.0.

Będziemy zakładać nieco więcej, a mianowicie, że dochód sektora in
westycyjnego w momencie początkowym pokrywa nio tylko minimalna potrzeby 
inwestycyjne obu stktorów (na „podtrzymanie" stanu majątku) lecz pozwala 
także na podjęcie dodatkowych inwestycji przynajmniej w Jednym z sekto
rów (lub w obu równocześnie).

V Z  u ł o ż e n i e  7.2.1 J a ^ -  pfm°+m|) >  O . ▼

Interesują nas procesy wzrostu spełniające wa-unki (7.12), (7.15) op
tymalne z punktu widzenia następujących kryteriów:

(a) maksymalizacji konsumpcji w ustalonym horyzoncie czasu T, tzn.roz
wiązanie zaa.inia

max J a2m2(t)dt (7.16)
T

przy ograniczeniach (7.12), (7.15)
(moment końcowy tj horyzontu (7;17)
czasu T - ustalony),

(b) neksymalizacji konsumpcji w momencie Końcowym horyzontu czasu T; 
czyli rozwiązanie zadania

max a2m2(t1) , (7.1B)

przy ograniczeniach (7.12), (7.15)
(moment końcowy tŁ - ustalony), (7.19)

(c) minimalli *tcj i czasu dojścia do założonego (tocelowego Doziomu kon

sumpcji c1 « a2m2 c° “ a2m2 * a rozwiązanie zadania

min tt , (7,20)

przy ograniczeniach (7.12), (7.15)
i dodatkowym warunku: a nj>(tri) ^  c* (7.21)
(moment końcowy t1 - nie ustalony).

TZT
Ponieważ m° • (m°,m2) > 0 ,  zatem Jeżeli spełnione jest to założe

nie, wtedy spełnione Jest także założenie 7.1.
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7 . 3 . 2 .  Z A D A N I A  T O W N O W A Z N E

Sformułowane zadana nie jg 8tand»rdo*»yni ironiami ita 0*1 .11. utore

p r z e d s t a w i l i ś m y  w  p a r a g r a f i e  3 . z e  w : ? y l ę d u  n u  n i e r ó w n o ś ć  1 5 ) .  N i e  s t o 

s u j ę  s i ę  d o  n i c h  w o b e c  t e g o  t a k ż e  p o a a n e  t a m  w a r u n k i  00 " y m u l n o s c i  .V c e l u  

p r z e d s t a w i e n i a  z a d a ń  ( 7 . 1 6 )  -  ( 7 . 1 7 ) ,  ( 7 . 1 8 )  - ^7.19)*,' ( 7 . 2 0 )  -  ( 7 . T l )  w  

p o s t a c i  s t a n d a r d o w e j  s k o r z y  t a m y  z  n a s t ę r - u j ^ o y o  t w i e r d z e n i a .

□  T  w i e r d z e n i e  7 . 3 . ^  P r z y  . . t J a z e n i u  7 . 2 :  ( i )  jeżeli p r o c e s  

( 3 , m ) p  s p e ł n i a  w a r u n k i  ( 7  1 2 ) ,  ( 7 . 1 5 ) ,  t o  r . s t n i e j a  d o k ł a d n i e  j e d n a  t a k a  

f u n k c j a  a : T — - [ o , 1 j , a t  C ° [ t ]  , ż e  ,

s( t) = p / S j *  oi ( t) vjn ml t ‘ t ) ,

g d z i e  >J>(in(t))= ( j a ) ( t ) - p  m 2 ( th)-,,

( i i )  p r o c e s  ( s , m ) T  s p e ł n i a  w a r u n k i  ( 7 .  XV.), ( 7 . 1 5 )  w t e d y  i t y l k c  w t e o y  

g d y  p a r a  ( a,m)-p s p e ł n i a  u k ł a d  r ó w n a ń

^  m1( t) = <x( t) ^( m( r)) ,

^■jr m ? ( t) = ( 1 - oc( t )) ^ (  m( t )) ,

gdzie oc(t) 6 f O, lj , (X € Ć° |_"r ] • B

U k ł a d  - i w n a ń  (■*) o p i s u j e  p r z e k s z t a ł c a n i e  s t a n ó w  w e w n ę t r z n y c h  g ł a d k i e g o ,  

d w u w y m i f .  w e g o , S C a c j o n a ^ n e g o  s y s t e m u  a y n a m i c z n t  3 0 , k t ó r e g o  s t a n e m  w e w -  

n ę t r z n / m w  m o m e n c i e  c z a s u  t j e s t  w e k t o r  m ( t )  ■= ( m ^ ! t ) ,  n> ^ O )  m a j ę t k u  

p r o d u k c y j n e g o  w  s e k t o r a c h ,  s t i r o w a n i e m  - w s k a - . i i k  Oi ( t ) p o d z i a ł u  i n w e s t y 

c j i  ( n e t t o )  m i ę d z y  s e k t o r y ,  s t a n e m  w y j ś c i a  -  k o n s u m p c j e  c ( t )  ( p r o d u k c j a  

k o ń c o w a  s e k t o r a  2 ) .  P r z e k s z t a ł c e n i e  w y j ś c i a  m a  p o s t a ć  ( 7 . 9 ) .  Z b i o r e m  s t e 

r o w a ń  j e s t  p r z e d z i a ł  [̂ 0 , l j .

Z a d a n i e  ( 7 . 1 6 )  - ( 7 . 1.7) j e s t  r ó w n o w a ż n e  z  n a s i < p u j ę c y m  z a d a n i e m  s t a r o 

w a n i a  o p t y m a l n e g o  z  u s t a l o n y m  m o m e n t e m  k o ń c o w y m  t x :

m a x  j a 2 m 2 ( t ) d t  ,
T

^ ■ m ^ t )  = a (  t) [( a x - p ; m 3 ( t ) - u m 2 ( t ) ]  ,

J -  m 2 ( t )  = ( l - ( X ( t ) ) [ ( a 1 - ^ ; m 1 ( t ) - p . m 2 ('-)],

a ( t ) e [ o , i J  ,c x £ c ° [ t ],

( m 1 ( t 0 )."'2 ( t o )) ■= (m ° , . n 2 )

__________
11 Dowód z o b . D o d a t e k  m a t e m a t y c z n y  d o  p a r a g r a f u  7 ,  t w i e r d z e n i e  7  3

3 . 2 6 4 .

( 7 . 1 6 ' )

( 7 . 1 7 ' )
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(nt^.nig > 0 ) .  k ó w n o w a ż n o s ć  r o z u m i e m y  w  t y m  s e n s i e ,  że p r o c e s  (cx*, m * ) T  b ę -  

d z  .e r o z w i j a n i e m  t e g o  z a d a n i a  w t e d y  i t y l k o  w t e o y ,  g d y  r o z w i ę z a n i e m  z a 

d a n i a  (7,lb) - (7.17) b ę d z i e  p r o c e s  ( s * , m * ) T <  w  k t ó r - y m  s * ( t ) =

“ }-/Jl ł f ) [( ̂ - p) m?( t)-pm^f t)]/ajm^f t) . W tym samym sensie zadanie 
'7.18) - (7.19) Jest równoważne z zadaniem

max a2m2(t1) .

przy oę,r pniczeniach (7.17‘) 
(mo.nanr końcowy t^- ustalony).

a zadani« (7.20) - (7.21) - z zadanie

min t^ ,

przy ograniczeniach (7.17') 
i dodatkowym warunku:

a2H2**i) >  c1( > o 2m°=c°)

(moment końcowy t^ - nie 
ustalony, zmienna decyzyjna 
zadania) .

(7.18 *) 

(7.19')

(7.20') 

(7.21')

D 7- w i e r d z e n i e  7.4.12 (i) Rozwięzaniem zadania (7.16’) - 
-(7.1/ ) przy założeniu 7.2 jest proces (a*,m*)T następujęcej postaci:

1 dla te ft ,t) ,L o '
0 dla t€ 1_T , t

«*(*) =

^(t) =

Ą{%)

=

dla f 6 [*0 ■ ̂ ) 

dla te[t,rę] , 

dla '

-n( t-t)

gdzie d =y/(a1~^.. Jeżeli horyzont czaau T jest długi, |t | > b , wówczas 
ti - 6 > to' 9dzid 6 jest dodatriim pierwiastkiem równania

12
Dowód,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 7, twierdzenie 7.4

S. 265 e
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Oeżeli horyzont czasu T jest krotki, |t |<^b , to tQ .
(ii) Rozwiązaniem zadania (7.18‘) - l7.19‘) jest pro».e9 tej samej pos

taci, lecz różniący się momentem „przełączenia" sterowania o<*. (z 1 r.a O), 
a wobec tego i oceną długości horyzontu czaau F: przez krótki w zadaniu 
(7.18') , (7.19') rozumiemy horyzont, którego długość |t |<^6 =
= |*-1ln [l+fVa2( Bj-p)] , przez długi horyzont, którego długość |t | >  0. 
Oeżeli |t | ^ 6, to ^ = inaczej

% •  t 1- e  >  r o . ■

W zadaniu (7.20’) - (7.21') warunek kgńcowy a,m2(t1) ^  c1 Jest wiążą
cy, tzn. w optymalnym procesie (a*,m*) ft t* 1 spełniony Jest z rów- 

_ L o l - *
nością . Oest to więc typowa zadanie minimalnoczaeowe z ustalonym prawym
krańcem trajektorii.Nie będziemy Jednak powt arzac całej procedury docho
dzenia do rozwiązania tego zadania. Interesujące nas właściwości rozwią
zania wynikają bowiem z rozwiązania zadania poprzedniego. Zadania (7.18')
- (7.19') i (7.20') - (7.21*) są dualne w tym sennie, że Jeżeli proces 
(oc*m*)T Jest rozwiązaniem zadania (7.18') - (7.19') (z ustalonym hory
zontem czasu), to Je9t on równocześnie rozwiązaniem zaoania (7.20’) -
- (7.21'), z docelowym poziomem konsumpcji c1 równym poziomowi kon
sumpcji c*(i ) osiągniętemu w optymalnym procesie w zadaniu (7.18') -
- (7.19'). Odwrotnie, jeżeli proces (Ot*,m*) rt t* 1 Jet>t rozwią2 aniem za-

L o ' 1 -J
dania (7.20')-(7.21') { t - najwcześniejszy moment dojścia do docelowego 
poziomu konsumpcji c1), i w zadaniu (7.18 ) - (7.19') przyjmiemy horyzont 
czi u T ■ T*» |"t . tj i . to proces ten pędzie równocześnie rozwiązaniem te-

-H I* ¥ *1go zadania.Innymi słowy,jeżeli optymalny horyzont czasu T * [tQ$t^Jpotrzeb-
ny na dojście do docelowego poziomu konsumpcji c1 w zadaniu (7.20') -
- (7.21') jest krótki, |T*|48 - p _1ln[l+/a2(«1-n)], to rozwiązaniem tego 
zadania Jest proces («*,m*)^^ , w którym

cx*(0 = 0,

nlJ(t) = m°, m2( t) = (T,°-d'1m°)e'^t'to)+d-:1m°

w każdym momencie czasu t € T*. Oeżeli optymalny horyzont czasu T* jest 
długi, |T*|>t9, to rozwiązaniem zadania jest proces {a* m*)T*takieJ samej

13 Ponieważ m*£ C° [t , t*] , zatem gdyby zachodziła nierówność 
a,m,? (t?) >  c , wtedy znalazłaby się raka liczba Ł^>0, że prawdziwa była-c. c. 1 ^

by także nierówność '0m2( t*-1) , co Jest niemożliwe.
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postaci jak proces w (i) z momentem „przełączenia" sterowania X- t^-6, 
gdzie 6 = In [i + |ya2( 8^-^a) ] . Optymalny horyzont czasu T* wydłuża sly w 
miarę Jak rośnie docelowy | oziom konsumpcji c1 , przy czym tmienii. się 
(roanie) tylko długość faa.y pia.-wazej (przedział czasu [ to> t )) .

7.3.3. CHARAKTERYSTYKA ROZWIĄZAŃ

Trajektorie dochodu wytwarzanego w sektorach go&poJarki i inwestycji 
odpowiadająco optymalnym procesom we wszystkich trzech zadaniach otrzy
mujemy z (7.2). ( 7 . 7 ) .  Konsjmpcja c*(t)=y£(t). W stosunku do rozwiązania 
zadania (7.11) - (7.12) otrzymaliśmy pewną poprawę - w żadnym rozwiązaniu 
nie obserwujemy obecnie zjawiska zerowanie się inwestycji w sekto-ach,Nie 
wykluczyliśmy natomiast gwałtownych „skoków" w podziple inwestycji między 
sektory w momentach „przełączenia" sterowania. Tak Jak poprzednio,w krót
kim horyzoncie czasu (a w zadaniu minimalnoczasowym - przy niskim docelo
wym poziomie konsumpcji c1) cała nadwyżka inwestycji ponad tę ich wiel
kość, któia Jest niezbędna dla „podtrzymania" na wyjściowym poziomie m® 
stanu majętku produkcyjnego w sektorze 1 kierowana jest na zwiększenie za
sobu majętku produkcyjrego w sektorze 2. Oochód sektora 1 utrzymuje się 
ria stałym, wejściowym poziomie, dochód sektora 2 (konsumpcja) rośnie gas- 
nąco. vV długim horyzoncie czasu (a w zadaniu ininimalnoczasowym - przy wy
sokim docelowym poziomie konsumpcji) obserwujemy dwie fazy wzrostu. W fa
zie pierwszej - inwestycyjnej - szybko rośnie m a j ą t e K  i produkcja sektora 
1 wytwarzającego aobra inwestycyjne. Produkcja sektora 2 (konsumpcja) 
utrzymuje się a tym czasie na wyjściowym poziomie, zdecydowanie większa 
część inwestycji kierowana jest do sektora 1. Inwestycje w sektorze .2 
umożliwiają jedynie podt rzyganie" majątku na stałym wyjściowym poziomie 
(zerowe inwestycje netto). Można by rzec, że rektor ten cz^ka na dogodne 
warunki „startu", które przygotowuje sektor inwestycyjny. W fazie dru
giej - konsumpcyjnej - zostają zredukowane do minlmun, inwestycje w sek
torze l(<io poziomu wystarczającego jedynie na podtrzymanie tego stanu ma
jątku, oo którego sektor dochodzi pod koniec fazy pierwszej),natomiast ros
ną inwestycje w sektorze 2. Majątek tego sektora oraz dochód (konsumpcja) 
rosną - jednak gasnęco. Warto zauważyć, że na stopę wzrostu dochodu w sak- 
torza 2 w fazie drugiej nie ma wpływu efektywność majętku w tym 
sektorze natomiast ma wpływ efektywność majętku w sektorze 1. O d  efektyw
ności ma, ętKu w sektorze 1 zależy bowiem m.in. wielkość inwestycji pono
szonych w sektorze 2 w drugiej fazie wzrostu, d więc pośrednio wzrost pro
dukcji tego sektora. Przejściu od inwestycyjnej fazy wzrostu do fazy kon
sumpcyjnej towarzyszy Jednak, podobnie Jak w rozwięzaniu zadania (7.li) -
- (7.12), natychmiastowy s p a d e k  inwestycji w sektorze 1 i ich wzrost w  

sektorze 2, cnoć juz nie tak znaczny (zob.rys.7.3).



Rys.7.3. Optymalne trajektorie maję:ku produ' cyjn°go w sektorach -
- rozwięzanie zadania (7.16') - (7.1/') w długim horyzoncie

czasu

7.3.4. R0WN0.7AGA I STAdlLNOŚC OPTYMALNYCH PROCESÓW WZROSTU

Rozpatrzmy procesy wzrostu (cx, m) którym odpowiada stuła wielkość kon
sumpcji tzn. takie procesy, dla których

b(m,c) = c (= a n ) = const.

Można wskazać dwa typy takich procesów. i

(A) Sterowaniu o<T tożsamosciowo równemu jedności odpowiacaję 
torie majętku produkcyjnego m-p i konsumpcji cT ,

° „ { -m ) (t—t „) 
m1(f) = (ńij-d"^) 8 + '

•Hp (t ) a nip,

ć(t) = a2m°

►
w każdym momencie czasu t € T, gdzie i,i°, - dodatnie poczętkowe zasoby

majętku w sektorach spełniające warunek m^ - dm°>0; d = p.( a1~(ji) .
i

(b) Dowolnemu innemu sterowaniu (X y odpowiadaję w G-równoweaze tra
jektorie majętku mT 1 konsumpcji ćT ,

I

5^(0 = F°, fn0(t)= m°, crt) = a2m| (7.23)

w każdym momencie czasu t £ T, gdzie m° jest dowolnę dodatnię poczętko 
wę nielkościę majątku produkcyjnego w sektorze 1, m£ « d_1T p (jest to

stan klasycznej równowagi „statycznej” , por.rozdz.I, paragraf 2).

t r a i e k -

(7.22)
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uptymalne trajektorie majętku produkcyjnego, rozwiązania zadań{7.16')- 
“ (7.17*), (7.18') - (7.19’), (7.20') - (7.21'), w fazie pierwszej - in
westycyjnej - sę tożsame z Jednę z trajektorii maję’ku w 6 -równowadze ty- 

pu (A) - tym dłużej, im dłuższy Jest horyzont czasu T (w zadaniu minimal- 
njczasrwym - tym dłużej, im wyższy Jest założony docelowy poziom konsump
cji c* rys.7.4.a,b). W fazie drugiej - konsumpcyjnej - następuje wyjście 
gospodarki z G -równowaqi'L4. Ponadto,po pierwszej współrzędnej obserwu
jemy zbieżność średniej stopy wzrostu optymalnej trajektorii majętku pro
dukcyjnego do średniej stopy wzrostu trajektorii majątku w 6 -równowadze 
iypu (A).

Rys.7.4. T raJektorie majętku produkcyjnego w 6 -równowagach oraz 
opt/malna trajektoria majętku w długim horyzoncie czasi: (a) w se

ktorze 1, (b) w sektorze 2

Gdyby w procesie optymalnym wraz ze wzrostem długości horyzontu T 
rosła dłuunść fazy konsumpcyjnrj, wtedy w fazie tej z upływem czasu p< 
drugiej współrzędnej obserwowalibyśmy zbliżanie n-ę trajektorii do
trajektorii w 5 -równowadz. typu (B) z wartościami 5(t) ■
-[(■^(X), d-1m£(t)) , gdzie m£(t) Jest wlelkościę majętku produkcyjnego w
■aktorze 1 w konsumpcyjnej fazie wzrostu, d «p/(aj-p).



152

U T  w l e r d z e n i e  7.5.*^ Cłeiell w zadaria-h (7..16') - (7.17'),
(7.18') - (7.19’), (7.20') - (7.21') dł'j i o ś ć  horyzontu czasu |T|— *-+oo ,
to różnica |ó_* - 6- I średnich etóp wzroatu majątku produkcyjnego w aek- 

1T 1T
torza 1 w proceuie optymalnym 1 w O-równowadze typu (A) caleJe asympto- 
tycznla do zera (w zadaniu minlmalnocrasowym (7.20*) - (7.21*) należy ho
ryzont cza9u T zastępie optymalny* horyzontom T*). ■

7.4. Przykład optymalnego procesu wzrostu z ciągłą tra|ektorią inwestycji

7.4.1. SFORMUŁOWANIE ZADANIA

Przedstawimy prosty modyfikację zadania (7.16*) - (7.17’) prowadzycy 
do zadania sterowania optyralnego z clygłyml trajektoriami Inwestycji w 
obu sektorach gc.poa ki. W tym celu posłużymy eię ■>< tody opisany w punk
cie 6.4. Zauważmy, ża w ukJedzJB (7.17’) trajektorie inwestycji >ędy cly- 
gła wtedy i tylko wtedy, gdy cięgła uędzia funkcja c*T podziału Inwestycji 
netto riiiędzy sektory. Nasuwa to m y ś l ,  aby wobec tego uzupełnić ten u k ł a d

o takie warunki, które zapewniałyby elygłość funkcji « T . Oznaczmy przez
1 O|j <  1 - maksymalny, a przez (ł >  0 - minimalny udział inwestycji (netto)w 

sektorze 1 w UKłac icn inwestycyjnych ogółem. Oeżeli przyjmiemy, ze funk- 
Cji « T spełnia równania (por.(6.28))

^j-cy(t) -vj(p>( t )—ot( t)) (7.24)

(u j > 0) z warunkiem początkowym Ot(t )«Cx° € [p°. 1 funkcjy 0° i/T J,
(i(t)£[p0 , (i1], wtedy ot(t)e Lfi°. p̂ J ** każdym uomencie czasu t £ T,0ct 3̂  T |, 
Podobnie jak w (6.28), parametr u> ma wy.uar l / R ; wska: P i k  (j(t) Jest 
wielkoścly niemiar.owany.

Funkcja [b& C° [t ] gra w (7.24) rolę sterowania.Trajektoria"10 0cT jest 
ciygłym,przedziałami głaokim przybliżeniem sterowania. Równanie (7.24) 

określa reguły „nadążania” trajektorii CX ( za sterowaniem pT . 0 parame
trach |ł°, fi1 będziemy ponaoto nakładać, że spełmajy następujyce warun
ki17:

Dowód,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 7, twierdzenie 7.5,
S . 267.

Funkcję 0<T traktujemy jako kolejny współrzędny trajektorii stanów

wewnętrznych systemu .obok trajektorii majytku produkcyjnego w sektorach.
17 W realnej gospodarce warunki te sy w praktyce spełnione. Omawiane 

zadania sterowania optymalnego można rozwiyzać 'Awnież aj tego założenia 
z tym, że należ*łoDy wówczas kolejno rozpatrywać przepadki:

£  i «i “ P-•
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V Z  a ł o ż a n l e  7.3. . u;> (i1- p.

Uzupełniając warunki (7.17*) o dodatkowy warunek (7.24) zapewniający 
ciągłość funkcji podziału inweetycjl netto między saktory gospoti>rki(Krzy 
założeniu, że w momencie początkowym t podział ten Jest u m  alony), otrzy
mamy nod ępujęc* zadanie sterowania docelowego:

max ~2mẐ  *1^ > (7.25)

37 "jfO - a( t) [(a1-p)m1( t)-pm2( t ;J ,

m2(t) - (l-K(t))[(a1-p)m1(t)-pm2(t)l ,

^•ix(t) -tj((i(t)-a(t)) , (7.26;

[ł(t)€[p°. (i1] , peć° [lj.

(-n1(t0 ).m2(t0),«(t0))-(^,ln|.o(0)

(■J .-2 >  °> ot°e [(3° ,  01] ) .  W celu rozwiązania te jo zadania pr^edbtawimy 
Je w prostszej postaci redukując Jago rozmiary. Wprowudźoty nowę zmienny

J(t) - (aj-fOmjfO-jjm^t) (7.27)

(inwestycje netto w gospodarce w momencie czasu t, strumień, wyulaf: 
zl/R), Z (7.26), (7.27) otrzymujemy układ równpń

3j- J ( 0 *  (ujOffO-pJjft) ,

||-a(t)-u(^(t)-a(l)) ,

{fi- ■1(t)->x(t)j(t) , (7.28)

gę- «2 (t)- (1—0t( t))j(t),

w którym rozwiązania lwó :h osi tnlch i ównart zależę od rozwięzari dwóch 
pierwszych, natomiast pierwsze dwa sę niezależne od pozostałych. Wystar
czy jeszcze tylko zauważyć, że kryterium (7.25) można zaetępić następują
cy*:

■ax
T
/ a2(l-a(t))j(t)dt (7.29)
T

1 dochodzimy do zadania sterowanie optymalnego

J a2(l-a(t))j(t)dt, (7.25*)max
r
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^ F o<(t)-u((i(t)-(x(t)). (7>26<)

P(t)e jjf./jj |3€C°[t ].

(J(t0 ).«f*o)>- (i°- « 0 )

(j">0, a ° e  [ li0 ,!*1 ] ) .  Warunek j ° > U  (dodatnie inwedtycje netto w momen- 
cii poczetkowya t ) odpowiada założeniu 7.2, Rolę sterowania w zadaniu 
tym gra funkcja (S£C°[t]z wartosclcni w [p°, (31 ]c[o.lj. Para równań róż
niczkowych w (7.26') opieuje przekształcenie stanów wewnętrznych gładkie
go, dwuwymiarowego systemu stacjonarnego (Inwestycji netto i wskaźnika 
ich podziału między sektory). Stanem wyjście. Jest produkcja końcowa sek
tora 2 (konsumpcji). Przekształceniem wyjścia Je9t funkcja podcałkowa w 
(7.25'). Zadania (7.25) - (7.26) i (7.25) - (7.26') sę równoważne w tym 
•ensie, że proces ( p*,m*,ol*)T będzie rozwięz-jniem zadania (7.25) - (7.2o; 
wtedy i tylko wtedy, gdy rozwiązaniem zadania (7.25') - (7.26 ) oędzie 
proces (p*.J*,oc*)T . gazie zwxęzek trajektorii majętku produkcyjnego m* z 
trajektorię globalnych inwestycji netto j* usialaję równania (7.27) -

- (7.28)

□  T w l e r d z e n i o  7.6. Rozwięzaniem zadD..ia (7.25’) - (7.26*) 
przy założeniach 7.2, 7.3 Jeet proces ( p* , J *, oc* )T następujęcej treści:

(3*(0

j*(t)

l»

Ji°

dla

dla

j°e«(^ f

jx(t)e9(T,r)

1 ^ [*o'^ ’

te [t.tj] ,

dla t 6 [to .t) ,

t e [t,tj ,dla

«*(t)
( c P - fi1 )a - “ ( t - t o H  (i1 dli tt [tc .t) , 

p,°)e-u(t-x)+ p° dla te[t ,tj,

gdzie g(t) - -1(a°- p,1) (l-e_<̂  t-to I + ( at li1-^) (*-*„) , 

gftjt). al W rV ( t ) -  p  (1-e’ M '( l ~ Z )  ) ♦! ̂  |S°-p){*-T) .

Istnieje taka liczba 6 >  O, że Jeżeli horyzont ctasu T Jest długi, 
|t|>6, to moment „przełęcrenla" ste> ow ila [t -b, t ̂ ). Jeżeli hory
zont czasu Jast krótki, |t|^6, wówczas "C» t i proces optymalny reduku
ją się do postaci:
--- TB-------

Dowód,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 7, twierdzenie 7.6 
•. 268.
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fl*{0 - . J*(t)- J^e^o*'0 . 

a*(t) -(a°- (J°

w każoym momencie czasu t £ T, gdzie dj-(Bj (j,1- ̂ )/(

-(1- fi1)/(1- |i°). d2- Bjf (J,1- (ł°)/(a1 p 0-^.), g(to ;t)- g(t jt) dla 

X- tQ . l

Optymalr, trajektorię majętku produkcyjnego m sektorach otrzymujemy z 
rozwiązania dwóch ostatnich równań w (7.28), optymalnę trajektorię oocho- 
du y* - ( y * , y *  )T - z podstawieni, y*(t)- Bj«>*(t) (j-1,2). Trajektorie 
konsumpcji c£ ■ y | r>

7.4.2. CHARAKTERYSTYKA ROZWIJANIA

Postać rozwięzanla założy i«in. od początkowego podziału inwestycji 
między sektory. Możliwe sę trzy przypadki.

(i) <x° e ( |i°. fb1 ;. Oeżeli horyzont czasu T Jest krótki, wówczas tra
jektoria o, * optymalnego podziału Inwestycji między sektory maleje (w 
globalnych nakładach Inwestycyjnych netto rośnie udział inwi>< tycji prze
znaczonych dla sektora 2 wytwarzającego aoora konsumpcyjne). W długim ho
ryzoncie czasu obserwujemy dwie łazy wzrostu. W fazie pierwszej - inwes
tycyjnej - rośnie udział inwestycji netto kierowanych do sektora 1 wytwa
rzającego środki produkcji. W fazie drugiej - konaumpcyjnej,podobnie Jak 
w krótkim horyzoncie czasu - zaczyna eię zwiększać udział lnwsstycji net
to przeznaczonych dla sektora 2. Optymalne trajektorie majętku produkcyj
nego m* 1 dochodu wytwarzanego w sektorach y*, konsumpcji Cj i glo al- 
nyih inwestycji j* sę funkcjami rosnęcyml, niezależnie od długoścJ ho
ryzontu czasu T (rys.7.5).

Ry*ł.7.5. Opt> elna trajektoria inwestycji netto - rozwięzanie zada
nia (7.25') - (7.26') w długim horyzoncie czasu

(ii) Poczętkowy podział inwestycji .korzystny" dla sektora 2 (oc°-(i°). 
Jeżeli horyzont cze9u T jest krótki, wtedy w optymalnym procesie wzrostu
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podział ten utrzymuje dię na wyjściowym poziomie w całym horyzoncie cza
su (ix*(t)- p>° w każdym momencie t € T). W długim horyzoncie czasu obser- 
wujeay. podoDnie Ja* poprzednio, obie fazy wzroctu: najpierw inwestycyj- 
nę, w której w globalnych inwestycjach netto rośnie udział inwestycji kie
rowanych do bektora 1, potem komumpcyjnę, w której zwiększa się udział 
inwestycji przeznaczonych dla sektora 2. Majętek produkcyjny w sektorze 1 
1 wytwirzany w nim dochód oraz globalne in»abtycjd netto roonę wolniej, 
natoalast tejętek produkcyjny i dochód sektora 2 (konsumpcja) - szybciej 
ni* w (i). Oednak, podobnie jak poprzednio, wszystkie trajektorie sę 
funtc ‘a-i rosnęcyai niezależnie od długości horyzontu czasu T,

(iii) Poczętkowy podział inwestycji „korzystny" dla sektora i (oc°«
■ (b1). Ostali horyzont czasu T jest krótki, wówczas w globalnych inweł- 
tyejach netto maleje udział inwestycji kierowanych do aktora 1 - rośnie 
udział inwestycji kierowanych do sektora 2. w długim horyzoncie czasu po
jawiaj* się dwie fazy wzrostu. W fazie pierwszej, inwestycyjnej, udział 
inwestycji kierowanych do sektora 1 utrzymuje się na maksymalnym poziomie 
(o^ft)- (ł1). * fazie drugiej, konsumpcyjnej, udzicł ten zaczyna maleć na 
rzecz inwsstycji w skstorze 2. Majętek produkcyjny w sektorach oraz do
chód, konsuapcja i globalne inwestycje netto rosnę,niezależnie od ołu- 
goioi horyzontu czaau T: majętek i dochód bektora 1 o'az inwestycje
- szybciej, natoaibrt majętek i dochód tektora 2 (koneurpcja) wolniej 
nil w (i). Wszystkie trajektorie - rozwierania zadania (7.2V) - (7.26’)
- sę tunkcjaml clęgłyai, przedziałami gładkimi.

7.4.3. IOWNOWAGA I STABILNOŚĆ OPTYMALNYCH PROCtSÓW WZROSTU

Rozpatrzmy następujęce dwa typy proc »ów wzrostu ( fł,J,oc)T ze stsłę 
stopę wzrostu globalnych lnwustycji netto 1 stałym ich podz^ałem alędzy 
sektory, tzn. procesy, dla których

0(J.«,c) - (ój, |fj-o((t))- (g|- J (t) - -jjT-j gj-a(t))- const.

(A) Przsz (,3,3 «  )T oznaczyay procesy z maksymalny- sterowanie* p T 
{toisaaoiciowo równym (i1). W 0 -równowadze odpowiadaję la trajektoria 
irwestycji netto JT 1 podziału inwestycji między naktory ó?T :

J(t) - 3°s(*l - p 1 (7.30)

w każdya aoaeoole czaau t € T,gdzie - dowolna dodatnia wielkość po
czątkowa inwestycji nstto w gospodarce.

(B) P tez ( (S,J.«)T oznaczyay procesy z mlnimali ya aterowanlaa pT 
(tolsamoMiowc Dwny* p°), którym odpowiadaję w o -równowadze trajsk-

torie JT . ;T i
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f ( t ) -  3°e(al  (1°_ ^ )(t_ to) . 5 .(0  - |ł° (7.31)

w każdym momencie czasu t £ T (J° > 0 ) .

Nietrudno zauważyć, że lm dłuższy Jest horyzont czasu T, tym bardziej 
optymalna trajektoria Inwestycji netto j£ zbliża się w Jego środkowy* 
okrewlt. do trajektorii JT w O-równowadze typu (A) postaci (7.30) z 
początkową wielkością Inwestycji netto 3° ■ °exp uj-1( a 0- p,1)} , 
gdzie J° - początkowa wielkość nwestycji netto w zadaniu (7.25*) -
- (7.26*)• Trajektoria JT gra tutaj rolę magistrali . W miarę Jak roś
nie długość horyzontu czasu T, obserwujemy zbliżanie się optymalnej tra
jektorii J^ do magistrali - ty- wyraźniejsze, In dłuższy Jest hory

zont T (rys.7.6).
Pod koniec horyzontu czasu T, w fazie konsumpcyjnej, następuje ponowne

19wyjście optymalnej trajektorii z otoczenia magistrali .

Rye.7.6. Trajektorie inwestycji netto w <3 -równowagach oraz opty
malna trajektoria w długim horyzoncie C2ssu

Gdyby w procesie optymalny* wraz ze wzrostem długoocl horyzontu T 
rosła długość 'azy konsumpcyjnej, wtedy w fez? 6 tej z czasem obserwowali
byśmy zbliżanie się trajektorii 3-)- d° trajektorii 3-j- w 0 -równowadze

typu (B) pustacl (7.31) z warunkiem początkowym 3° ■ J°exp ' V ° -  |i°)+

♦ a ^  (i1- fi°)(t-t0)J , gdzie J° Jest początkową wielkością inwestycji net
to w gospodarce w zaduniu (7.25*) - (7.26), t-Jest momentem.przełączenia' 
sterowania optymalnego.
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□  T w i e r d z  n i e  7.7. 0 (i) Ola Jowolntj liczby Ł > 0  istnie
je taka liczb** 6£ >  O, że Jjżeli hor/zont czarni T Jest dostatecznie 
długi. 1T | > 2  e£ , to

l Ą o  - J(Oi< ł

v* każdym momencie czaau t £ t1"0£] . gdzia j* Jeet upiy i.dlng tra
jektorię inw.tstycji netto - rozwiązaniem zadania (7.25') - (7 *!6'), jT -
- trajektorię inwsatycji netto w G-równowadze postaci (7.i0) z warun
kiem początkowym J(tD) » j°exp [ aŁ io-1( ot -fł1 )} ( magistralą ); j° -po
czątkowa wielkość inwestycji netto w zadaniu (7.25*) - (7.26').

(ii) leżeli dłuyoóć horyzontu czasu [t |-*-+oo , wtedy śrsdnia stopa
inwestycji netto 6.,* w procesie optymalnym Jest reymptotycznie zbież- 

T 1na oo stopy wzrostu aj |ł - jj. inwestycji netto w o -rownow^dze typu (A).*

i
§ 8. OPTYMALNY PODZIAŁ INWESTYCJI MIĘDZY SEKTORY 

W JEDNOCZYNNIKOWYM MODELU UWZGLĘDNIAJĄCYM LICZBĘ LUDNOŚCI

8 1. Podstaw ow e założenia
t

Tradycyjnie zakładamy, że w horyzonci. czasu T - [t0 'tl] luanoSć roś
nie ze stopę A > 0 ,  zatem Jej liczba w momencie cza3u t wynopi

l(t)- l S ^ *  t(,) (8.1)

gezie 1° oznacza liczbę ludności w momencie początkowym t . Niech, podob
nie jak w punkcie 7.2, wzrost majątku produkcyjnego w sektorach  ̂opisuje 
para równań (por.(7.10))

m1(#J - (o^s(t)- jjJmjft) ,

d f8'2) 
gj- m2(t) = a.jl-sftjm.^t)-p,n2(t)

(m1(t0).m2(t0)) - (m°.m°; >  O, s(t)e[o,l], s £ C°[t] ), gdzie 
nijfO. "^(O ” wielkość trwałego majątku produkcyjnego w sektorach l,2j 
s(t) oznacza udział inwestycji kierowanych do sektora 1 w nakładach in
westycyjnych ogółem w mor. nc ie czasu t. PodoDnie Jak w poprzednim para
grafie zakładamy, ze wytworzony dochód narodowy jest liniową funkcją ma
jątku produkcyjnego w sektorach, !

20
Dow<V ,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 7, twierdzeni . 7•> 

j . t 7 0  .
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jr3( 0  - V j (° ' (8.3)

O  “ a cały dochód (produkcja końcowa) sektora 2 przeznaczony zos
taje. na koneurpcję: c(t) - y2(t). W peagr.fie tym Interesować nas będę 
tylko takie procesy wzrot»'u, którym odpowiadają niemalejice trajektorie 
konsumpcji w przeliczeniu r.i osobę. Innymi słuwy, będę tc procesy, w któ
rych stopa wzrostu dochodu wytworzonego w sektorze 2 będzio nie nizsza od 
ntopy wzrostu ludności:

W warunkach (8.4), (8.5) w ewentualnym punkcie te int T nieokreśloności 
pochodnej trajektorii dochodu wytwarzanego w sokrorach gospodarki pr ryjmu-

Warunek (8.4) Jednak tylko pozornie sprzyja konsumentom. Nie wyklucza 
on t*>klej maksymamalnie korzystnej dla nich sytuacji, kiedy cała produk
cja kefirowa sektora inwestycyjnego będzie przez dłuższy okres kierowana 
wyłącznie na doinwestowanie sektora 2 wytwarzającego f*obrb Konsumpcyjne. 
Na początku wywoła to nawet szybki wzrost produkcji w tym sektorze.Wzrost 
ten odbywać ssię będzie Jednak kouztem sektora lnwestycyjrego.którejo pro- 
dukcja zacznie spadać. Po pewnym czasie sektor ten zubożeje do tego stop- 
n a ,  że ni* będzie w stanie dostarczyć nowet inwestycji na odtworzenie 
zużywającego się «a*ątku w sektorze 2, co uwidoczni się, oczywiście, w 
ipadku produkcji rów-leż w tvm sektorze.Nie poprawi istotnie sytuacji po
stulat ( aby tak dzielić inwestycje między sektory, by przynajmniej nie 
•nalał majątek produkcyjny w sektorze inwestycyjnym. Odsuniemy tylko nlo- 
co krytyczny moment, od którego zacznie się epedek produkcji w sektorze 
2. Na dłu>«jzj merę wz.-ost produkcji końcowej (dochodu) w sektorze 2 ze 
stopą zapewnił, dopiero taki podział inwestycji między sektory, przy 
któryn także produkcja końcowa sektora inwestycyjnego bpdzie mogła ropnęr 
przynajmniej ze Btopą A . Nawet skrajni* pr okcnsumpcyjna polityka wzros
tu preferująca w całym horyzoncie czasu T maksymalne doinwtstowanie sek
tora 2 nie spowodujs wtedy nigdy spadku stopy wzrostu produkcji końcowej 
w sektorze 2 ponłżej \  .

w i e r d z e n l e  8.1.21 Oeżeli w procesie wzioatu spełniającym 
warunki (8.2) - (8.3) stopa wzrostu produkcji końcowej w sektorze inwes
tycyjny* będzie niirze od rtopy wzrostu ludności, óy (t)l<. A -  £, gdzie Ł 
oznacza dowolnie małą llczoę dooatnią, wtedy w dłuższym okresie czasu nle- 
■ożliwy będzie wzrost prooukcji dóbr konsumpcyjnych ze stopą ^  A, tzn. 
począwszy oa pewnego momentu nie będzie su<łniony warunek (8.4). U

i t  V ł V ' .  y ^ T t f ^  • (3.4)

-- 2l—1 o
a. 271.

Oowód,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 8, twierazemle 8.1.



bO

Dalej interesować nas będę tylko takie procesy, które umozll- 
wioję wzrost dochodu, a tyra samym wzrost majętku proaukcyjnego w o d u  sek
torach przynajmniej ze stopr X , a więc prcceay spełniające warunki (8.2)
- (8.4) i warunek

*!<■*)• y ^ F T -  > A * (8'5)

Warunki (8.2) - (8.5) nogę okazać eię Jednak sprzeczne. Wyjaśnimy to 

bliżej.
Aby były spełnione warunki (8.2) - (8,5), muszę być zapewnione inwes

tycje na odtworzenie zu*>wa1ęcego się majętku i wzrost produkcji w sek
torach ze stopę >  A . * zatem w każdym momencie czaiu t 6 T powinien za
chodzić warunek a ^ f t )  >  (p*A) (m ^  t)+m2( t)). W szczególności. w momen
cie pocrętkowymt

(aj- p.- k )m°-( p  + A )m| ^  O

ponieważ m° ( «2 '> 0 * aby warunek ten był spełniony, musi zachodzić
nierówność ^ - p - A  >  0). Jest to nie tylko konieczny, alo i wyatar- 
c raJ?cy warunek niesprzeczności układu (8.2) - (8.5). Jeżeli oowlem za
chodzi powyższy warunek, wówczas warunki (8.2) - (8.5) spełniaję na przy
kład trajektorie mT ,yT ,

-t(t) - m°s *f'-*o> , m2(t) - ( m l - d j e ^ ^ ^ o ^ d e  A(»-t0) ,

yŁ(*) - ^ ( O .  y2(l ) ■ a2"2(t) *

gdzie d « m^Jaj-p- A)/(p+A), odpowiadajęce sterowaniu sT z wartościami 
s(t) ■ ( p + A )/<a1 ** każdym momencie czasu t £ T. Jeżeli warunek 
(aj-p.-\)m“ - (p-rA )m° ^  0 •pełniany 1 równości*, wtedy powyższy
proces jest Jedynym procesem spełnlojęcym warunki (8.2) - (8.5), przy cz/m 
d « m^. W tym szczególnym przypadku warunki poc^ętkowe determinuję po
dział inwestycji między sektory w całym horyzoncie cza »u. Ponieważ Jeet 
to sytuacja nietypowa dla realnej gospodarki, będziemy zakładać, że w mo
mencie poczętkowy* tQ istnieje .rezerwa" inwestycyjna umożliwiajęca 
wzrost produkcji w sektorach ze stopę >  A •
V Z a ł o ż e n l e  8.1.22 (Bj-p - A )m°-( p  + A )mg >  0. ^

W dalszym cięgu wygodne będzie wprowadzenie zmiennych

f.(t) » i ~ e  ^  to^mH(t)i|- majętekw iktorach w przeliczeniu na osobę 
> 11° J

.(J " 1.2; wymiar i zł/L) , (8.6)

Warunek aj-^ - A >  0 wynika z tego załozenla.



Po o odstawianiu nowych zmiennych do (8.2) - (8.5) otrzymamy następujący 
układ równoważny:

■jfir fi(t) - (ajeftJ-p- }, Jfjft).

PT fa(t> - •1(l-e(tj)f1 (t)-( p. + A )f2(t) , 

3 t V t ) > ° .  | r f?(t) > o .  

s(t) e |o.ij, e e c° [tJ, 

(fi(to),f2(to))-(f°. f \ ) .

(8.7)

wtedy i tylko wtedy spełnią warunki (8.7), gdy warunki (8.2) - (8.5) npeł 
nią trajektoria rT ,yT ,8T :

(J - 1,2). Warunki (8.7) maję taką samą postać Jak werunkJ (7.12), (7.15) 
z poprzedniego paragrafu. Funkcjom m odpowiadają obecnie funkcje f ., 
zamiast parametru jj. mamy teraz p + A . Założeniu 7.2 odpowiada obecnie 
założi nie 8.1.

8.2  > 'rocesy wzrostu z niem alejącym i trajektor ami konsumpcji na osoby

8.2.1. TRZY ZAlJANIA STEROWANIA OPTYMALNEGO

Rozpatrzmy naetępujjce trzy zadania sterowania optymalnego wzrostem:

(a) maksymalizacji konsumpcji (produkcji końcowej sektora 2) na o=obę 
w ustalonym horyzoncie czasu T,

przy ograniczeniach (8.7);

(l mak?pntilizacji konsumpcji w końcowym momencie t^ ustalonego ho
ryzontu czasu T,

«"j(0 » fj(ł) l0° W t -‘o>. 

yj(t) * ajfj(t)l°°^ °

T

"aX *2f2ftl^ *

przy ograniczeniach (8.7);



1 6 ? .

(c) minimalizacji czasu dojścii gospodarki do ustbloneyo docelo».ugo po-
1ziomu j produkcji dóbr konsumpcyjrych na osobę,

min tj ,

przy ograniczeniacn (8.7)

i dodatkowym warunki

a8f2<U> > /  < > f -  a2 fI> •

W zadaniu (c) moment końcowy horyzontu czasu T « | 1 ,t^J rie Jest usta
lony - Jest zmlennę decyzyjnę zadania. W sensie matematycznym sę to zada
nia analogiczne do zadań (a) - (c) z punktu 7.3. Prawdziwe pozostaje tak
że twierdzenie 7.3, Jeiell tylko założenie 7.2 zastąpimy założeniom 8.1, 
zamiast pararstru p  weźmiemy p  + h 1 zamiast majętku prooukcyjr.ago w sek
torach - majętek w przeliczeniu na osobę. Innymi słiwy,werunki (8.7) sę 
równoważne z następującymi:

"3? ft (t) « a ( t )  [(a1-|A- K )f2 (*)J

f 2( t) - (1- cx( t)) [f aŁ- jj.- \  ) f 1 ( t) -(p.  + A H 2(Oj ,
(8.7’)

ot(t)€ [o.ij.ae c°[r] ,

gdzie (f°,f2) > 0. a zadania (a) - (c) z zadaniami

(a*) max | a_f2(t) Jt (8.8)

przy ograniczeniach (8.7') , (8.9)

(b *) max Sgfgftj) , (8.10)

przy ograniczeniach (8.7) , (8.11;

(c1) min tj , (8.12)[ 

przy ograniczeni a :h (8.7‘)

1 dodatkowy.n warunku:

a2 f 2 ^ > S X{> S 0) (8’13)
l(noreent t^ - nie ustalony).

Równoważność rozumiemy w tym sensie, że proces ( Ot* f * ) j  będzie roz
więzaniem któregokolwiek z zad. ń (a') - (c') wtedy i tylko wt.>dy,gdy roz-' 
więżeniem odpowiadajęcego mu zadania (a) - (c) będzie proces (s*,f*)T , w 
którym s*(t) = p / a ^  «*( t) [( a ^  (j.) f * (t)-p.f£ (t )J/Ojt*'t), por. twier
dzenie 7.3; w zadaniach minimalnoczasowych (c), (c’) ho-yzont T ■ T*»
= [t ,tjJ , gdzie t* - najwcześniejszy moment dojścia do poziomu konsump
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cji na osobę j1 . Sterowaniem w zadaniach (a*) - (c’) jest funkcja o< T po
działu między sektory nadwyżki inwestycyjnej ponpd tę ich wielkość, '-.tó- 
re Jsst niezbędna, aby majętek produkcyjny w sektorach mógł rosnęć ze sto
pę A .  Para równań różniczkowycn w (8.7') opisuje orzekeztałcenie stanów 
wewnętrznych gładkiego (stacjonarnego, dwuwymiarowego) syste-nu dynamicz
nego. CJego stanem wewnętrznym w momencie czasu t Jest wielkość majątku 
produkcyjnego w przeliczeniu na osobę w sektorach gospodarki, Btanem wyjś
cia - konsumpcja na osobę ft) » a„i (t).

Znajęc rozwiązaniu zadań (a) - (c) z punktu 7.3, możemy podać natych
miast rozwlęzania sformułowanych wylaj zadań (a') - (c') (por.twierdzenie 
7.4). I tak rozwięzaniem zadania (a) Jest proces (a*, f*)T :

1 dla t ć [t , t ) ,

0 dla t 6 [t.rj ,
a * M

fj(t)

t Z l t ) -

(f?-d,)e

q ( u )

(f|-d2(0)e
-( p  + A) ( t -  t)

+d1 dla t 6 [ , % ) , 

dla t€ [t.tj ,

di& t  e [ t Q, % ), 

rd2(t) dla t e [ t  r f j J ,

gdzie d1 - ( p  + A )  f|/(ai- p - A ) .  d?(t)-(a ^ p  - A ) f*(t)/( > + A ).

Jeżeli horyzont czasu T Jest długi, |t | > 8 gdzie 0 Jest dodat
nim pierwia8tkism równania

l-( p+ A )(1- - ( p  + A )e

wredy moment .przełęczenia“sterowania optymalnego T- 
11 horyzont czasu T Jest krótki, |T| <  0, wtedy t« t 
■ftlny rfcdukuje się do postaci:

n - a >  V
proces

Jeże-
opty-

*(t) « O, ff(t) f!°-

<o>
w każdy* momencie czeeu t £ T  (( (to) - d2( X ) dla t

Rozwiązanie zadania (b') różni elę od poprzedniego cylko momente 
.przełączenia* starowania ( X j. W rozwiązaniu tym X »  t^-0>t , Jeżeli 
| T j > 8 - ( p + A )  Ln [l + ( p + A )/e2( Bj -̂p.-A )J oraz Jeżeli [T)^0.

Analogicznie wyględa rozwięzanie zadt>ni , (c'). Jeżeli tylko zamiast 
uataloneoo horyzontu czasu T weźmiemy optymalny horyzont T*» [t ,t*J f 
gdzlłi t* oznacza najwcześniejszy moment oeięgnlęcia docelowego poziomu 
konsumpcji £ (produkcji końcowej sektora 2 w przeliczeniu ne oaobę.por
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uwagi nci temat rozwiązania zadania minlmalnoczasowtigo w punkcie 7.3).
Optymalne trajektorie Majątku produkcyjnego w sektorach i dochodu 

otrzymujemy na podaiewlł (8.6), (8.3).

8.2.2. CHARAKTERYS.T fKA ROZWIĄZAŃ
I •

W krótkim horyzoncie czasu, a w zadaniu (c*) - przy niskim docelowym 
poziomie konsumpcji na osobę j 1 , cała nadwyżka inwestycji ponad ich im»U 
kość niezbędną dla zapewnienia wzrostu dochodu w obu seKtorach ze ’ topą 
A skierowana zostaje do sektora 2. Majątek produkcyjny i dochód tego sek- 
torh rosną ze stopą>A . Konsumpcja na osobę ro-Snie gasnąco. Majątek pro
dukcyjny i dochód sektoi a iriweetycyjnego ri »ną ze stopą A.

W długim horyzoncie czasu, a w zadaniu mlriimalrtoczasowym (c*) - przy 
wysokim docelowym poziomie konsumpcji na osobę, pojawiają się dwie fazy 
wzrostu. W fazie pierwszej - inwestycyjnej - ezyoko rośnie maJąteK i do
chód sektora inwestycyjnego (ze sropp a - p . > A ) .  Majątek i dochód sek
tora 2 rosną tylko ze stopą A . konsumpcja na osob^ utrzymuje się na 
wyjściowym poziomie y°. W fazie drugiej - konsumpcyjnej - następuję zt.- 
hamowanie szybkiego wzrostu majątku w sektorze inwestycyjnym. Majątek i 
ooch^d w tym sektorze rosną w tej fazie tylko ze stopą A • Wzrastają in
westycje w rektorze 2, rośnie szybko mŁjątek i dochód tego sektora,z upłj^ 
"teiii czasu Jednak coraz wolniej Konsumpcja na osobę rośr.-i.e gasnąco. In 
dłuższy Jest horyzont czasu T (w zadr iu minlmalnoczasowym - im wyższy 
jest zakładany docelowy poziom konsumpcji na osobę), *yr dłuższa Jdet *a- 
za inwe3tycyjna« W momencie przejścia od fazy inwostycyjnsj do fazy kon
sumpcyjnej obserwujemy gwałtowny spadek inwestycji w sektorze 1 i ich 
wz-ost w sektorze 2 (rys.8.i).

Rys.8.1. Optymalne trajektorie ajstku produkcyjnego w sekto ach na 
osobę - rozwiązania za ■'ań (8.8) - (8.9), (8.10) - v8.ll), (U.12) - 
- (8.13) w dłirim horyzoncie czasu (w zaoeniu minlmalnoczasowym ho

ryzont T » T#)
r
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8.2.3. RÓWNOWAGA I STABILNOŚĆ OPTYMALNYCH PROCESÓW WZROSTU

W punkcie 7.3.4 interesowała m a  gospodarka ze stałym p o d  omem pro
dukcji dóbr konsumpcyjnych. Obecnie rozpatrzymy procesy w G-równowadze 
ze stałym poziomem konsumpcji na osobę, tzn. procesy dla których

f • fi ) ” J " const., 

ędzie ^(t) » Bgf2(t). Istnieję dwa typv takich procesów,

(A) Sterowaniu « T tożsamościowo równemu Jedności odpowiadtję w ta
kim procesie trajektorie f̂ . majętku produkcyjnego w sektorach na osobę:

_ (a. - w - A )t-t ) _ 
f±(t) - (ff-d^e 1 ^  O +dl . f2(t) - fl  (0.14)

w każoym momencie czasu t € T ( j(t) - a2 f,,(t)), gdzie d. -

- ( p- + X)~f2/ (  aŁ- p. - A ), oraz fJ# f° - dodatnio początkowe wielkości ma
jętku produkcyjnego w przelicza ilu na osobę u sektorach gospodarki speł- 
niajęce warune* a1f1 >( p. + A )(?“+ ?2 ).

(B) Drugi typ tworzę procesy (ś,f)T z dowolnym innym sterowaniem ?! i 
trajektorię f J t

O ” f2( t )* (f1̂ "P~A)?°/(p. + A )  (8.15)

w każuym momencie czasu t t  T ( g (t) -» a2*2(t)), gdzie ?'’ >  0 ( stan 
klasyczriel równowagi statycznej J.

Optymalne trajektorie majętku produkcyjnego w przeliczeniu na osobę - 
rozwiązania wszystkich trzech zaaan (a') - (c’) pozostaję w pierwsze -
- inweslycyjnej - fazie wzrostu na jednej z trajektorii w G-równowadze 
typu (A) postaci (8.14). W drugiej - konsumpcyjnej - fazie wzrostu nastę
puj j wyjecie gospodarki z e  -równowagi (ryc.6.2.a,b)23.

Im dłuższy J"iet horyzont czasu T (w zadaniu minimalnoczaiowym - im 
wyższy Jest docelowy poziom konsumpcji na osobę), tym dłużej optymalne 
trajektorie pozostaję na Jednej z trajektorii w G -równowadze typu (A).

. . .  t  ^ Pr0r 8 0 optymalnym wt az ze wzrostem długości horyzontu cza
eu rosła diugtśc fazy konsumpcyjnej, wtedy w fazie tej z upływem cza-
osobe ^ ^  2^ iiani0 8i? trajektoi ii majętku w przeliczeniu
osobę fT do trajektorii w u -równowadze typu (b) postaci (&.1 5)

na
z

wartościa.i f(t) - (f * U ) , ( a ^  p  - A ) f *U)/(p+ A )) , gdzie f*(t) oznacza war- 
tońć majętku na osobę w procesie optymalnym w Konsumpcyjnej fazie wzrostu
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ł^ys.8.2. Trajektorie majętku produkcyjnego na osooę w 6 -równowagach 
oraz optymalna trajektoria w długJm horyzoncie czasu (a) w sektorze 1,

(b) w sektorze 2 (w zadaniu minlmalnoczasowym horyzont T =

□  T w i e r d z e n l e  8 . 2 . ^  Jeżeli długość horyzontu czasu ]T|
— » * j o , wówczas różnica 1 - ó* I średnich stóp wzrostu majętku

1 1T Tir
produkcyjnego w przeliczeniu na osobę w sektorze 1 w procesach optymal
nych - rozwiązaniach zadań (a') - (c‘) - i w  5 -równowadze typu (A) ma
leje asymptotycznie do zera (w zadaniu minlmalnoczasowym (c') należy ho
ryzont czasu T zastępie optymalnym horyzontem T*). ■

2 4
Dowód pomijamy, przebiega podobnie jak dowód twierdzenia 7.2.
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b.3. W zrost optymalny z ciągłą trajektorią inwestycji

8.3.1 SFORMUŁOWANIE ZADANIA

Postępimy analogi cznie Jak * punkcie 7.4, tzn. przyjmiemy, że funkcja 
« T podziału nadwyżki inwestycyjnej między sektory gospodarki ponad tę 
wielkość inwestycji, która jest niezbędna dla zapewnienia wzrostu dochodu 
w obu sektorach ze stopą A spełnia - j-3ko druga współrzędna trajekcorii 
stanów wewnętrznych systemu - równanie

^■j-aftj = o.a(fi(t)- «{t))

z warunkiem ooczętkowym «x(t0) -<x°e[|j°, ^Jcfo.lJ , gdzie w - parametr 
dodatni; |ł , (ł - graniczne, dopusa c?aine wartości funkcji o<T ; pT - ste
rowanie z wartościami [j( t) £ r p ° ,  ^ j w  każdym momencie czasu t 6 T. Uzu
pełniając o te warunki zadanie (8.10) - (0.11), otrzymamy następujące za
danie sterowania docelowego (maksymalizacji konsumpcji na osobę w momen
cie końcowym t^ ustalonego horyzontu czasu T):2^

max ag f2(tf ) , (0.16)

f l ( t )  » o c ( t )  L( ai - ^ -  A ) f 1 ( t ; -(p.+ A ) f 2 ( t ) J  . 

§7 f2(t) =■ (1 -  « ( t ) ) [ ( a i - ^ - A  ) fjf t)-(jm+ A ) f 2( t )J , 

® ( t ) “ w ( r j ( t ) - c x ( t ) )  , ( 8 .  j.7

P>(Oe [|3°. jj1] , pt c °[t ] ,

c x ( t 0 ) ) - ( f ° , f | , 0<0 )

(^l-fg ^  cx £ [p°-|J*])» Założeniu 7.3 odpowiada obecnie

V  Z a ł o ż e n i ę  8.2. p° >  JLlL , w >  ̂  ^  X . ▼

Pos:ępujęc analogicznie Jak w punkcie 7.4. 1 , tzn. wprowadzając zmien
ię

g(t) - (aj-p-A )f1(t)-(p+A )f2(t) (8.18)

inwestycje w przeliczeniu na osob^ pozostające po odjiczeniu tej ich 
części, która jest niezbędna dla zapewnienia wzrostu majętku w sektorach 
ze stopę A i wymiar: zł/R*L), otrzymamy zadanie

“a r
por. zadanie (7.25) - (7.26) w punkcie 7.4,
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max j a2( 1 - <x( t) )g( t)c.t (8.16')

g(t) «= ( ox cx{ t)-p -  \ ) g '  t) 

3 t « (  O  » u j ( p , ( t ) - a ( t ) ) .  

p, ( 0  e [p°. p1] .  [ i t  c ° [ t ] ,

(g(t ). otftn )) - (9°. .

(8.17 )

gdzie <x° 6 [p°, p1 ], g° - { aj- y- - A ) f j-(p+ A ) fg >  O (przy nałożeniu 
8.1). Zadania (8.16) - (8.17) i (8,16') - (8.17*) są równoważne w tyra sen
sie, że p r o c o E  (p̂ f g*, c<*)_ będzie rozwięzanieir zaoania (8.16’) - (8.17*) 
wtedy i tylko wtedy, gdy rozwięzaniem zaoania (8.16) - (8.17) będzie p r o 

ces (p*. f *, cx*)T , gJzie zwięzeK trajektorii i  g£ o k r e ś l a  r ó w n a n i e

(8.18) oraz p a r a  rówrań: (

jff1(t) = cxf t) g(t) , 

fF f2(t) - (1- (X{t))g(t)

(8.19)

Zadanie (8.16’) - (8.17’) ma postać analogiczną Jak zadanie (7.25') -
- (7.26' 1 (zamiast parametru p  mamy teraz p. + h ) . a jego rozwięzanie 
ustala twierdzenie 7.6 (założeniom 7.2, 7.3 o^powiadaję obecnie założe
nia 8.1, 8.2): Istnieje taka liczba 8 >  O, że jeżeli horyzont czasu T 
Jest długi, I t ^ S ,  wtedy rozwiązaniem zadania (8.16') - (8.17') przy 
założeniach 8.1, 8.2 jest proces (p*,g*,a*)T :

p f lO

9*(t)

«*(t)

gŁ|
f f t )

g*('c)evP^t' ** ̂

(oclt)- B°)eo, - m - t  )

dla t e [ tQ , r  ) ,

dla t€ [t, t^J ,

dla t € [tQ , Z ) , 

dla t 6 [t, t.]

1 dla t £ [tQ ,X) ,

die ^[jt.tjJ,

g d z ie  t . 6 [ t 1 - 0 ,  t ^ )
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f ( t ; t )  -  a 1 oJ" 1 ( o c * ( t ) -  ( i ° ; ( l - e " o j ( t - t ) ) +( a l  | i ° - p - A ) ( t -  T ) .

W krótkim horyzoncie czasu ( |t | ^  0) proces optymalny redukuje się 
do postaci:

[ f l O  - P°. g*(t) - g°o 

**(t) - («°- p,0) ® ' ^ ' ^ *  p°

w każdym momancie czasu t 6 T ( »p(t ;t) » <p( C;t) dla x,» t ).
Optymalny trajektorię majętku produkcyjnego na osobę w sektorach 

otrzymujemy z rozwięzanie ukłaau równań (8.19). Trajektorie majętku pro
dukcyjnego m* i dochodu y* w sektorach otrzymujemy z (8.6), (8.3).

8.3.2. CHARAKTERYSTYKA ROZWIĄZANIA

Niezależnie od długości horyzontu czasu T obserwujemy monotoriiczny 
wzrost wszystkich trajektorii z wyjęfkiem trajektorii a* (m.in, trajek
torii majętku produkcyjnego i dochodu w sektorach, konsumpcji i konsump
cji na osobę),Postać trajektorii a* podziału inwestycji między sektory 
zależy od stanu początkowego <x° i długości horyzontu.

(i) ot0 6 ([ł°, fi1). -Jeżeli horyzont Jest krótki, wtedy stale rośnie 
udział inwestycji kierowanych do sektora 2 wytwarzajęcego dobra konsump- 
cyjne (cx* malsje). Z czasom mHjętek produkcyjny i aochód sektora 2 (kon
sumpcje) zaczynaję rosnęć szybciej niż w sektorze 1. W długim horyzoncie 
czasu, w fazie pierwszej - inwestycyjnej - rośnia udział inwestycji w sek
torze 1 wytwarzajęcyn aobra inwestycyjne. Majętek produkcyjny i dochód w 
tym sektorze rosnę coraz szybciej. W  fazie drugiej - konsumpcyjnej - za
czyna wzrastać udział inwestycji w sektorze 2 co powoduje przyspieszenie 
wzrostu majętku produkcyjnego i dochodu w tym sektorze (konsumpcji). Ma- 
Jętek i dochód iv sektorze inwestycyjnym rosnę wolniej niż w fazib . pierw
szej (rys.8.3).

cx° * £° (podział im.esrycji .korzystny" dla sektora 2). Oeżeli 
horyzont Jest krótki, wtedy *. całym horyzoncie zachowany zostaje wyjścio
wy podział ot0 . Majętek produkcyjny i dochód w sektorze 2 (konsumpcja)roa- 
nę szybciej niż w sektorze inwestycyjnym. W długim horyzoncie czasu, w 
pierwszej fazie, rośnie udział inwestycji w sektorze l, co wywołuje naj
pierw powolny, potem coraz szybszy wzrost Jego majętku produkcyjnego i 
dochodu. Majętek produkcyjny i dochód (konsumpcja) w sektorze 2 rosnę naj
pierw szyo^o, porem nieco wolniej . W dru.j *J fazie zaczyna rosnęć udział 
inwestycji w eektorze 2, co powoduje szybszy wzrost majętku produkcyjnego
1 dochodu w ty ni sektorze (konsumpcji). Wzrost majętku 1 dochodu w sek
torze inwestycyjnym staja się wolniejszy niż w fazie pierwszej.
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Rys. 8.3. Optymalna trajektoria inwestycji na osobę po odliczeniu 
częici zapewniającej ,vzrost „lajątku produkcyjnego w oektorach ze 
stopę A -  rozwiązanie zadania (8,16') - (B.17’; w przypadku, gdy
początkowy udział inwestycji w dochodzie <*° 6 ( [3°. [i1) i hory

zont czasu Jest długi

(iii) ot0 - (i1 (podział inwestycji .korzystny" dla sektora inwestycy- 
nego). w krótkim horyzoncie czasu rośnie udział inwestycji w sektorze 2. 
Majątek prooukcyjny i dochód w tym sektorze (konsumpcja) roaną - najpierw 
wolno, potem coiaz szybciej. W sektorze inwestycyjnym, odwrotnie, przy
spieszony wzrost majątku i dochodu na początku zostaje nieco zahamowany 
pod koniec horyzontu czasu T. W długim horyzorcie czasu, w pierwszej fa
zie, dynamicznie rośnie majątek produkcyjny i dochód w sektorze inwesty
cyjnym, wolniej - w sektorze 2 wytwarzalącym dobra konsumpcyjne. W fazie 
tej zachowany zostaje wyjściowy, korzystny dla tego sektora podział in
westycji. W drugiej fazie rośnie udział inwestycji w sektorze 2. Najpierw 
wolno, potem coraz szybciej rośnie majątek produkcyjny i dochód w sekto
rze 2 (konsumpcja). Majątek i dochód w sektorze inwestycyjnym rosnę wol
niej niż w fazie pierwszej .

Trajektorie majątku produkcyjnego, dochodu i konsumpcji są zawsze 
gładkie (różniczkowalna), trajektoria inwestycji jest wszędzie cięgła i 
przedziałami różniczkowalna.

8.3.3. RÓWNOWAGA 1 STABILNOŚĆ OPTYMALNYCH PROCESĆW WZROSTU

W punkcie 7.4.3 wskazaliśmy na magistralne właściwości procesów 
wzrostu w (3-równowadze ze stałą stopą wzrostu globalnych inwestycji net
to i stałym ich podziałem między sektory gospodarki. Postępując analo
gicznie, rozpatrzymy obecnie procesy ze stałą stopą wzrostu inwestycji, w 
przeliczeniu na osobę, pozostających po odliczeniu nakładów zapewnia
jących wzrost majątku produkcyjnego w sektorach ze stopą równą stopie 
wzrostu ludności i stałym ich podziałem między sektory:

6{g, oc>^) = (<5g . ^  cx) > (ijj. g. i_ , ^ . a )  - const.
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(A) Przez (p , g, « ) T oznaczymy procesy ze sterowaniem jj tożsamoś
ciowe równym p . Odpowiadają lm w 6 -równowadze trajektorie gT , cj

g( t) = g°e(ai P H ' ̂ ‘^ o 1. a(t) = p1 (8.20)

w każdym momencie czasu t £ T z dowolnym warunkiem początkowym g°>0.

(B) Przez (jj ,g, « ) T oznaczymy procesy ze sterowaniem pT tożsamoś- 
ciowo równym |i , któremu odpowiadają w 6 -równowadze trajektorie» * ^
<JT . <*t .

g ( t )  -  g °  e f “ l  - { t )  .  po (8<21)

w każdym momencie czasu t 6 T z warunkiem poczętkowyi" g° O.
Zważywszy, że w optymalnym procesie przy |Tj— ~ + o o  rośnie długość 

fazy inwestycyjnej, widzimy, iż im dłuzszy Jest horyzont czasu T, tym 
bardziej optymalna trajektoria g* zbliża się w jego środkowym okresie 
do trajektorii gT w 6 -równowadze typu (A) postaci (8.20) z warunkiem 
początkowym g° =» ■?°exp [aj co (cx°- [i1 )}  ( magistrali ) t gStie g° jest 
poczętKowym .zapasem" inwestycji na osobę ponad tę ich wielkość, która 
umożliwia wzrost majętku produkcyjnego w sektorach gospooarki ze stopę 

równę stopie wzrostu ludności. Pod koniec horyzontu (w fazie konsumpcyj
nej) optymalna trajektoria g£ wychodzi z otoczenia magistrali (rys.8.4)26.

t

Rys.8.4. rajektorie inwestycji na osobę po odliczeniu nakładów z - 
P0Wn«rhęC wzro9t m lętku w sektorach ze stopę \  w G-równu, - 

gach oraz optymalna trajektoria w długim horyzoncie c: su

26 
IU T̂Gdyby w proces4.il optymalr,/m wraz ze wzrostem długości horyzontu cza- długośc fazy I r nsumpc/jnej , wtedy obserw. lalibyśmy z cza sm
-bllżani si, trajektorii g* otrajektoii |T « 6 -równowadze typu 
(B) z warunkiem poczętkowym g° , g°Bxp { w -A(<xo_. .o, j H

1 6 o V ? 8ZJ7 - m ‘ 1 m0mentem P ' g ż e n i a  sterowanil p** * 
fazy wzrostu). ' (momen,em Przejścia od inwestycyjnej, do konsumpcyjnej
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□  T w i e r d z e n i e  8 3 . "7 Weźmy proces ( p,*, g* , en*') - rozwięzanie 
zadania (8.16*) - (8.17 11. (i) Dla dowolnej liczby £.>0 iatnleje taka 
liczba 0 Ł >  0, że Jeżeli horyzont cza3u T Jest dostatecznie długi,
! T j >  23t , to

Ig*(t)-g(t)|^ Ł

w każdym momencie czasu t t [tQ+ ©Ł , 1 3̂-©̂ ] . gdzie y. Jeet magistra
lę - traJektorlę postaci (8.20) z warunkiem początkowym q° ■
■ 9° jxp { u>_1(tx°- p,1;} .

(ii) Przv |T |— ►  + 00 różnica średnich stóp wzrostu l ó g * *  ó -  | maleje 
asymptotycznie do zera.B 'T

§ 9. OPTYMALNY PODZIAŁ INWESTYCJI MIĘDZ'! SEKTORY 
W DWUCZYNNIKOWYM MODEuU WZROSTU

9.1. Podstawowe założenia28

Wzorem poprzednich awóch paragrafów zakładamy, ż”ł wzrost trwałego mt»- 
Jętku produkcyjnego w sektorach opisuje fara równań

m1 (t) = ijft)- n m 1 (t) ,

d (9,1) gr m2(t) = i2(t)-pm2(t) ,

gdzie u (t), ł^ft) - wielkość mpjętku produkcyjnego i inwestycji w sek
torach góspodarKi w momencie czasu t(j-*l,2), przv czym

1 . ( 0  « a(t)y.(t) .
(9.2)

12( 0  - ( l - e t O J y ^ O ,  

s(t) € [o,lj ,

^d^ie y^(t) Jest wielkością dochodu narodowego wytwarzanego w momencie 
czasu t w sektorze inwestycyjnym - produkcja końcową sektora 1 , s-funk- 
cję podziału inwestycji między sektory (udział Inwestycji w sektorze 1 w 
logo produkcji końcowej, zob. punkt 7.1).

27
Dowód pomijamy, przebiega podobnie, jak dowód twierdzenia 7.7.
“odele omawiane w tym |_aragrafle stanowię naturalne uogólnienie 

model, z paragrafu 7, zob. takżi np. Z. C z e i w i ń 6 k l  f12jro^c-.
4 punkt 4.3, G. H a d 1 e y, M.C. K e m p [22] rozdz.6, H. U z a - 
w a 150J .
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Jednoczynnikowe funkcja produkcji (7.2) zastąpimy objcnle dwuczynni
kowymi statycznymi funkcjami Cobba-Dout,laea (Jednorodnymi atopr>la l) «

yi(t) - z}-Łl(t)|

y2(t) - a2«ij (t)z2“ 2(t), 19 'J

gazie y2(t) jest wlalkoi‘ci4 dochodu narodowego wytwer^anago w momencie 
czasu t w sektorze 2 - w całości przeznaczonego na konsumpcję, a (t) -
- zatrudnisniem w J-ty« eektorzn (J“i,2),

*j(t) - C (9.4)

9l,(?2 ^  °* ?1 -<?2 < 1  (udziały "atrudnionych w ssl torach iw ogólne, liczbie 
ludności l°exp |A.(t-t0)}. A-etopa wzrostu ludności).

9.2. Optymalny proces wzrostu z przedziałami ciągłą trajeKturią inwestycji

9,2.1. SFORMUŁOWANIE ZADAn IA 

Wprowadźmy oznaczenia:

u t) - aj(t)/Zj(t) - techniczne, uzbrojenie pracy w J-tya sektorze
(wyntluri zł/L) : (9.5)

■ y2(t;/l(t) - koitaumpcj na osobę 'wymiar: zł/R-L).

Z (9.1) zważywszy na (9.2) - (9.5) otrzymujemy równania wzroatu technicz
nego uzbrojenia pracy w sektorach

gj- uŁ(t) - a1a(t)u11(t) - A)ujlt) ,
■ f

H T u2ft} ■ «4<? 1 ? 2  (1-«<tJ)u1Ł i ( t ) - ( ^ - A ) u 2( 0  

oraz konsumpcji na oeobę

£-
jf(t) - a2 92u2 (t) .

Równania (9.6) - (9.7) opisuję funkcjonowanie gładkiego stacjonarnego 
systemu dwuwymiarowego. Stanem wewnętrznym w mime.icle czasu t Jest wak- 
tor uf*) Ą u.(t),u2(t)) technicznego uzbrojenia pracy, stanem wyjścia -
- konsumpcji, na osobę ^ ( O  • Rolę sterowa nia gra funkcja a podziału in
westycji między sektory. Oznaczmy przez u° - (u^,u|)>0 początkowe tech
niczne uzbrojenie pracy 1 postawmy zadanie maksymalizacji konsumpcji na

(9.6)

(9.7)
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osobę w momencie końcowym ustalonego horyzontu czasu T - Lto'tlJ^w kla" 
sie C [t ] funkcji podziału inwestycji między sektor/):

max g(tj)

przy ograniczeniach (9 6), 

a(t)e [O.i], afc Ć°[t J ,

( U l C * * > . » 2 l * o > 5

(9.8)
i

(9.9)

gdzie (u^.ug) = O, a funkcja y ma postać (9.7). W proce
sach wzrostu (s,u)T spełniających warunki (9.9) trajektorie technicz

nego uzbrojenia pracy uT ■ (u1(u2)T , gdzi«> u^T - {(t,i .(O), t£T,](j « 
■1,2) eą dodatnie i równomiernie ograniczone, ileza)eżnie od długo&ci ho
ryzontu.

W punkcie tym rozpatrzymy sytuację, kiedy możliwy Jest wzrost tech
nicznego uzbrojenia pracy w sektorach gospodarki w momencie poczętKowym 
t . W warunkach (9.9) oznacza to, że

V z a ł o ż e n i 9.1.

29 

a ,

<?1 ? 21
o>Łl

K >
▼

W optymalnych procesach wzrostu w modelach Jednoczynnikowyoh, zarówno 
Jedno- Jak i dwusektorowych, w długich okresach czasu obserwowaliśmy z p w - 

sze - niezależnie od kryterium wzrostu - dwie fazy wzrostu: początkową -
- inwestycyjną i końcową - konsumpcyjną. W modelach dwuczynniKOwych Jed
nosektorowych stwierdziliśmy istnienie Jeszcze jednej fazy - środkowej -
- powolnego, równomiernego wzrostu majęlku produkcyjnego, dochodu narodo
wego i konsumpcji. Faza ta wystąpiła, gdy postulowaliśmy maksymalizację 
konsumpcji na osobę w ustalonyn. horyzoncie czasu T (zadania (6.15) -
- (6.16), (6.20) - (6.21)), lecz .zniknęła" w rozwiązaniu zadania mlni- 
malnoczasowego (6.30) - (6.31). Nie pojawia się także w rozwiązaniu zada
nia (9.8) - (9.9).

□  T w i e r d z e n i e  9.130 (i) Rozwiązaniem zadania (9.8) - (9.9) 
przy założeniu 9.1 jest proces (8*,u*)T :

8*(t)
dla * £  [t z )

dla t £ [t.tj ,

u*(0

[d?e -(l-Łl)(p+ A)(t-to) +dill/(1. £i)dia t£[t^ )( 

u*(t;)e-(K  + A )(*-*) dl* t€[t.t1]>

2<3 
30

Por.założenie 6.2 w punkcie 6.3.
Dowód,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 9, twierdzenie 9.1.

s. 272.
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u£(t)=

uoe-( h1* A )(t-. o) dla te[-to>T) _

d2( t ) e - ^  + ̂ ' ( t- ^ +d3(t)e-Łl ^ + ^ )ft- ^  dla tefc.tj . 

1-C
gdzie dj - Sj/fp.+ A), d ’ » (u“) -d^ <  0 (przy założeniu 9 .1 ),

-3('C> ■ “i ^21 (,MfK))ŁV(i-ei)(p. + A). d2(-c) - u|(jJ-d3 (ir).

(11) Istnieje tata liczba e ^ O .  ż ę t e  lnt T, Jeżeli horyzont czasu T 
lpełnia warunek |t|> eŁ . OeżelJ [ T ^ ,  wówczas %Jt t i proces optymal
ny redukuje się do postaci:

( O  - 0, 4 ( 0  - u°e
-( p  + A )(t-tQ)

w k a ż d y m  m o m e n c i e  c z a B U  t 6 T ( t u t a j :  dj(tQ; - djft) dla X -  tQ).
(iii) Długość fazy konsumpcyjnej (przedział czaau [r.tjJ ) Jest zawsze 

ograniczona, tzn. Istnieje taka liczba 02 >  O że L~ 02 dla horyzon
tu czaau. T dowolnej długości.!

9.2.2. CHARAKTERYSTYKA ROZWIA/AMA

Optymainę trajektorię korsumpcjl na oeobę, majętku produkcyjnego, do
chodu i inwestycji produkcyjnych w sektorach otrzymujemy z (9 .7 ) (9 5)
(9.3), (9.2). ' •

W krótkim horyzoncie czasu techniczne uzorojenlc pracy, majętek pro
dukcyjny 1 dochoa sektora inwestycyjnego maleję, Produkcja końcowa tego 
sektora kierowana Jest wyłęcznle na doinwestowanie sektora 2. Techniczne 
uzbrojenie pracy, majętck produkcyjny oraz dochód sektora 2 (konsumpcja) 
roąnę - najpierw szybko, potem coraz wolniej.

Oeżeli horyzont czasu T jest długi, wówczas opryma]ny proces wzrostu 
dzieli się na dwie fazy. w fazie poczętkowej - inwestycyjnej - rośnie ma- 
Jętek produkcyjny, dochód i techniczne uzorojenie pracy w sektorze 1 .Ca
ła Jego produkcja końcowa przeinaczona zostf/Je na inwestycje wyłęczni" 
w tym sektorze. Wskutek tego maleje majętek produkcyjny, dochód i tech
niczne uzbrojenie pracy w sektorze 2 . W fazie drugiej - konsumpcyjnej - 

produkcja końcowa sektora inwestycyjnego skierowana zostdje w całości 
na inwesiyCje w sektorze 2. Szybko zaczyna rosnęć Jego majętek produkcyj
ny, dochód (konsumpcja) oraz techniczne uzbrojenie pracy. Z upł/wem czasu 
wzrost ten staje się jednak coraz wolniejszy. Kurczy się rrajętek produk-

\
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cyjny w sektorze inwestycyjnym. Zmniej b/p się Jego docnód, spaoa te-h- 
rrlezne uzbrojenie pracy (ry. .9.1).

Rys.9.1. Optyaalne trajektorie techniczni , i uzbrojenia pracy w sek
torach - rozwiązanie zadania (9.8) - (9.9) w długim horyzoncie

czasu

9.2.3. RÓWNOWAGA I STABILNOŚĆ OPTYMALNYCH PROCESĆW WZROSTU

Rozpatrzmy procasy, którym odpowiada stdła stopa wzrostu konsumpcji na 

osobę:
G(u. £ ) - 6 5 - jf * -- - const.

(A) Przy | T |— ~+oo , w lrmestycyjnbj fazie wzrostu, optymalna tra
jektoria technicznego uzbrojenia pracy Jest asymDtotycznie zbież-ta do tra
jektorii Gt w następującym procesie (i,u)T w O-równowadze:

5 ( 0  - 1. V t ) - ( - ! i a 2(t) - <9 -10)

t2
(y(t) » a,<J2(u2) sxp { -t2(|j.+ K )(t_t0) } ) w każdym momencie czaou 

t £ T, gdzie 5 oznacza początkowe techniczne uzbrojenie pracy w sek
torze 2 w zadaniu (9.8) - (9.9); po drugiej współrzędnej trajektoria 

u* w fazie .LnwodtycyJnej Jest tożsama z trajektorię uT w (3-równowadze.

(B) W drugiej, konsumpcyjnej, fazie wziostu po pi“rwszej współrzędnej 
optymalna trajektoria technicznego uzbrojenia pracy u£ Jest tożsama z 
trajektorię 3̂  w następującym procesie (S,u)T w 6 -równowadzs:

5 ( 0 - 0 .  u (t) - a j e ^ H t A  >**-*„)
1 (9.11)

u2(t) - u“a“ £i(^+A)(t-to)

( J M  ‘  I<ixP { " £i ł2(p* * ^(t - t 0 )̂  ̂ w każdy m m>.-encie czasu t£T,



gdzie u° - u£it)exp | (p»\)(I-tQ)j , X - moment „przełączenia” sterowania

= o “° Ł,ootvnalnego. «2 • aŁ ^  <̂ 2 (uŁ) 1/{ - po drugiej współrzędnej ob

serwujemy tendencję do zbliżani* się optynalnoj trajektorii û f do uT (riie 
iłchodzi asymptotyczna zbieżność, ponien aż długość fazy konsumpcyjnej 
Jpst ograniczona, rvs.9.2.a,b).

Ł77

Rya.9.2. Trajektorie technicznego uzbrojenia pracy w t5 -równowagach 
oraz optymalna trajektoria w długim horyzoncie czasu (a) w sektorze 1,

(b) w sektorze 2

T w i e r d z e n i e  9.2. (i) Dla dowolnej liczby i  J> 0 istnieje 
tak>. llcroa 6Ł >0, ze Jeżeli horyzont czasu T Jest dostatecznie długi,
IT|>  20t , to

1 ^ ( 0  - M4 (t)|<Ł , U*(t) = u2(t)

w każdym mon.sncle czasu t 6 ”®e]’ S^zie u* Jeat optymalną tra
jektorię technicznego uzbrojenia pracy - rozwięzaniem zadania (9.8) -
- (9.9), uT - trajektorię technicznego uzbrojenie pracy w <5-równowadze 
typu (A) postjci (9.10) ( magistralę).

O mód,zob.Dodatek natematyczny do paragrafu 9, twierdzenie 9.2. Po
dobne właanoaci maję trajektoria konsumpcji na osobę



(tl) Przy ! T j— K t o o  średni, stopy wzrostu technicz ,łgo uzbrojenia 
pracy w sektorach w procesie optymalnym 3-j zbieżne do średnich stóp wzros
tu technicznego uzbrojenia p'acy w 6 -równowadze tyiiu l i):

lim

9.3 p roces wzrostu z trzema fazami

9.3.1. SFORMUŁOWANIE ZADANIA

W rozwiązaniu zadania (9.8) - (9.9) faterowtriii docelowego wzroku, w 
got .od T c -  dwusektoroi ej z dwuczynnikowymi funkcjami produkcji w sekto
rach) nie występuje nigdy środkowa faza zrównoważonego wzrostu. NJe poja
wia się także w rozwiązaniu minimalnoczasowego zadania (6.30) - (6.3 1 ) 
sterowania wzrostem w gospodarce Jednosektorowej z dwuczynnikow? funkcją 
produkcji. Dotychczas faza zrównoważonego wzrostu pojawiła a lę tylko w 
rozwiązaniach dwóch zadart: zadania (6.15) - (6.16) , i zadania (6.20) -
- (6.21). W obu zadaniach kryterium wzrostu była maksymalizacja konsump
cji na osobę w ustalonym horyzoncie c z p s u  T. Czy można wobec tego wnios- 
k o w o ć , ż e  w mooelach dwjczynnikowych wystęoowanie fazy zrównoważonego 
wzrostu uzależnione Jest od kryterium, za pomocą którego oceniana Jest Ja
kość proce ow wzrostu? Ogólnie rzecz biorąc - nie. Dogodzi tego por^ższy 
przykład zjdania sterowania docelowego z kryterium (9.8) i warunkami 
wzrostu nieznacznie różniącymi się od (9.5). Różnica sprowadza się do 
zmiany dwóch załozeń dotyczących wzrostu majątku i zatrudnienia w sekto
rze 2. Będzieipy mianowicie zakładać, że

(i) majątek produkcyjny w sektorze 2 nie zużywa iię, oraz
(ii) zatrudnienie w tym sektorze utrzymuje się na stałym poziomie, 

z2(t) b i a const. > 0 .

Nie obowiązuje natomiast założenie 9.1. Rówrania (9.1), (9.4) wzrostu 
majątku produkcyjnego i zatrudnienia w sektorach przyjmą obecnie postać 
następującą:

m1(t) - ljft)- p1m1 (t), 

m2 (t) = i2(t). (9.1')

(9.4>)

gdzie >  O - wskaźnik wycofywanej z eksploatacji części majątku pro.
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dukcyjnego w sektorze Inwestycyjnym. z2 - stałe zatrudnienie w sektorze 2. 
'''nterpretacja pozostałych zmiennych i parametrów nie zmienia slę.Z(9.l'), 
(9.*.. (9.3), (9.4') otrzymujemy równania wzrostu majętku w sektorach

Tj- ">1(t) = a1(Vl1°)1" Łl 8( O m 1Łl(t)e'Vfl-Ll ^ t”to^-MLm1(t),

{9•12)
gę- «2(t) - a1(<flX0)1- Łl(l-3(t;)m1Łl(t)e?(l- Ll ^ t-to)

oraz konsumpcji na osobę

S ( t )  - a1 (l°)-1 B?£2(t)z2 £V  X h ' t o ) - (9.13)

Ustalmy poczętkowę wielkość majętku produkcyjnego m°« (m°,m|)> 0 i 
rozpatrzmy zadanie maksymalizacji konsumpcji na osobę w momencie końcowym
ustalonego horyzontu czasu T « ft t 1 :i-o 1 J

max ■ (9.14)

przy 03raniczeniach (9.12),

s(t)fc[o,l] , s 6 C [TJ , (9 .1 5 )

m( t o) = m° ,

gdzie m s O, a funkcja ^ ma postać (9.13). Ponieważ'moment końcowy t 
jest ustalony, zatem kryterium max tf-(t. w zadaniu (9.14) - (9 15) Jest 
równoważne z kryterium max mgft^) To ostar.ie jest za ś równoważne z 
kryterium

max J b1 (Jto8'(t)?mj1<tJePl(t"io^dt , (9.14')
T

1-61
gdzie bj « ) , Pj ‘All-Łj). Innymi słowy (zadanie (9.14) -
- (9.15) Jest równoważne z zadaniem (9.14-) - (9.15). Za"ważmy, ze drugie 
równanie - (wzrostu majętku w sektorze 2 - niczego do zadania (9.14') - 

(9.15) nie wnosi. Cała niezbędna informacja o warunkach wzrostu majęt
ku w sektorze 2 implicite zawarta została bowiem teraz w kryterium (9.14").
W zadaniu (9.14 ) - (9.3 5) równanie to staje się „zbyteczne". Po rozwię- 
zanlu zadania umożliwia natomiast odtworzenie optymalnn-J trajektorii mo- 
Jętku proaukcyjnego w sektorze 2. Ostatecznie więc otrzymujemy następu
jące nadanie sterowania (maksymalizacji przyrostu wielkości trwałego ma
jętku produkoyjrego w sektorze 2 w ustalonym horyzoncie czasu T) rówr<- 
ważne z zadaniem (9.14) - (9.3 5) (maksymdlizacji konsumpcji na osooę w 
momencie końcowym t ):

max
r
J b^l - a f t ) ) ^ ) *  Pl o dt< (g>16)

32
/ * p<*wnowainość ki * -lów A,b rozumiemy w tym sensie, że proces

*m ) j  Jest rozwięzanldm zadania z kryterium A wtedy i tylko wtedy, gdy 
Jest on równocześnie Jego rozwięzanlem z kryterium B.
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1 0 0

m ^ t )  = b 1 8 ( t ) n 1 1 ( f ) e , ł l  0 - ^ m ^ t )  ,

8(t) e [o.i], s e c°[t] . (9.17)

o o i-Łl(m“ >0, b1 = ' Pi” Ml-£j))» 2 matematycznego punktu widzenia
zadanie to nie różni się od zadania (6.15; - (6.16, . Założeniu 6.1 od
powiada

V z a ł o ż « n l e  9.2. Elastyczno3Ć dochodu narodowego wzgięaem »o- 
jątku w sektorze inwestycyjnym spełnia warunek

Przy tym założeniu rozwiązanie zadania (9.16) - (9,17) podaje twier
dzenie 6.1 (twierdzenie jest słJszne bez założenie. 9.1).

{L) Oeżeli początkowe techniczne uzbrojenie pracy * seUtorze Inwesty
cyjnym u° = rai/<fi1° Je9t wysokie, u ° > ( a 1 £1/p1 ;1/l̂ 1_£J , wówczas roz-

wiązaniem zadania Jest następujący proces (s*,m*)T :

gazie 3 = + (G.l) tprzy założeniu 9.2). Ocpowlada mu trajekto
ria mgT majętku produkcyjnego w 3ektorze 2:

0 dla [t0 .'r1),
8*( t) = , s dla t . [tj.tg) ,

0 dla

(9.13)

53 leżeli w zadaniu (6.1-5.) - (6.16) przyj mierny (>r> 1, parametry a, V, 
£, p.+A zastąpimy parametrami b, fî , Łj. ^ , a zmienną u ( 0  - zmienną 
mjft), to otrzymamy zaaanie (9.16) - (9.17).



1 -Ł ,
d1 ( t 2 ) = bi miC 'C2 )/{ pi - Hj Ł1), bj = ) %  Pi = ACl-Łj). Oeżeli

horyzont czasu T je9t krótki,^ wtedy znikt faza środkowa (przedział .̂̂ a- 
8U L^i»^2)' w którym s*(t) = a) 1 proces optymalry redukuje się do pos
tać? .

s*(t) - O, m*(t) - m°e to\
(9.19)

*/ \ o .0, (t-t0)
m ^ { r ;  *  m2  + e  - 1 )
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v* każdym momencie czasu t £ T. Oeżeli horyzont czasu T jest długi, wów
czas pojawiają się trzy fazy wzrostu (Tj.l^eint T, t 1<  X2). Im dłuższy 
jest horyzont czasu T, tym dłuższa je3t faza środkowa. Dłujośc początko
wej i końcowej fazy wzrostu (przedziały [tQ .T, ), [tg.tj ) j£st zawbze 
ograniczona, tzn. istnieję takie liczby Sj, S2 , że ei .
t„- T2 ^  02 niezależnie od długości horyzontu czasu T.

(ii) Oeżeli poczętkowe techniczne uzbrojenie pracy w sektorze inwes
tycyjnym u° =■ (a^ Łj/ wtedy rozwięzaniem zadania Jest proces

(s*,m*)T :

ł* ( 0

m*( t)

s dj.a te [t0,t ) ,

O dla te^.tj],

dla te[t0 .T).o

m1(r)a dla t e f c . t j ,

(9.20)

któremu odpowiada trajektoria n'2T>

'-(t )
"2 + a2(tu)(o ^  tQ dla t t [t0 .T) ,

dl. 16 [t.tj .

gdzie d2 (to) - d2 (t1;dla %1 - tQ, d^t) . d ^ ^ )  dla t2 - I .

--- 51--------Oceny długości horyzontu czasu T pozostaję takie same Jak w 
twierdzeniu 6.1, jeżeli tylko dokonamy podsiawleh, o których ">owa w ods.
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W krótkim horyzoncie czasu znika fjza pierwsza (przedział czasu [tQ .t)) i 
proces redukuje Bię do postaci (9.19). W długi,ti horyzoncie czasu po Jawi n- 
ję Się dwie fazy wzrostu ( t 6 int T). Przy |t |— »-+ oo rośnie długość 
fazy pierwszej. Długość fazy drugiej (przedział [t i 1 ) Jest zawsze ogra
niczona, tzn. istnieje taka liczba 0 >  O, że t^ B dla horyzontu 
czasu T dowolnej długości.

(iii) Oeżeli poczętkow techniczne u.-orojeni* pracy w sektorze inwes
tycyjnym Jest niskie, u ° < ( a 1 Łj/p^)1^  "“'i', wtedy rozwiązaniem zadania 
jest proces (s*,m'lT :

s*(t)

L( bo_d3

dla te [t0 ,T1) , 

dla t€ [tj.tj) , 

dia t e [ r 2 ,tj ,

-  H1 ( i - i 1) ( t - t 8 ) P l ( t - t  ) 1/ ( 1- Łi )
+d3 e J dla t

(9.21)

mJ ( O   ̂ 1 dla tef^.tg) ,

-p (t-T_) 
mltT2)e dia teftg.tj ,

któremu odpowiada trajektoria 2T

mi( t)

gdzie b.

m2 + dpftjjfe 

m*z (%2) + djftgMe

dla t€[tro .X1).

U * - \ )
-1) dla te[T1(X2),

(Pl"Pl £i) (*<2?
-i) dla te[r2 ,tj.

n l_t1
( n ° )  1 d3 ■ bj/(\+ pj). Jeżeli hor/zont czasu T Jest 

krótki, wtedy proces redukuje się do postaci (9.19). Jeżeli horyzont cza
su Jest średniej długości, wówczas znika faza środkowa (przedział czasu 
Ti«T2). W długim horyzoncie czatu pojawiaj,* Plę trzy fazy wzrostu 
(Tj. ^ e i n t  T , t j O g ) ,  przy czym przy |t|—  -  + o o  rośni" dJugość fa
zy środkowej. Długość początkowej i końcowej fazy wzroetu Jest zamsze 
ograniczona, tzn. istnieją takie liczby e1,02> O l że X,-t0 <  0 ^  
t^-t2 ^  02 , niezależnie od długości horyzontu czasu T.
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9.3.2. CHARAKTERYSTYKA ROZWIĄZANIA

Optymalnę trajektorię dochodu wytwarzanego w sektorze 2 (konsumpcji) 
otrzymujemy z (9.3) pamiętając, że zatrudnienie w sektorze 2: z2(t) ■
» z2 “ const., optymalną trajektorię konsumpcji na osobę - z (9.5). Pos
tać rozwiązania zależy od początkowego technicznego uzbrojenia pracy w 
sektorzt inwestycyjnym i długości horyzontu czasu T.

(i) Przy wysokim poczęt owym technicznym uzbrojeniu pracy w tym sek
torze, w krótkim horyzoncie czasu T, maksymalną wielkość konsumpcji na 
osobę w momencie końcowym t̂  otrzymujemy, wstrzymując całkowicie inwes
tycje w sektorze 1. Majątek produkcyjny i dochód tego sektora maleję. 
przaznaczanie produkcji końcowej sektora inwestycyjnego w całości na in
westycje w sektorze 2 powoduje wolny ̂ wzrost majątku produkcyjnago i do
chodu w tym sektorze - zawsze z dodatnię, choć malejącą stopą(z założenia 
majątek produkcyjny w sektorze 2 nie zużywa się i wobec tego nie maleje
nawet przy zerowych inwestycjach). Praktycznie rośnie również powoli kon- 

35sumpcja na osobę . W długim horyzoncie czasu, po pierwszej f^zie - kon
sumpcyjnej - Jak wyżej, pojawia się środkowa faza równomiernego wzrostu 
majątku produkcyjnego i dochodu w sektorze inwestycyjnym.

Majgtek w sektorze 1 zaczyna rosnąć w tej fazie ze stopą X równą sto
pie wzrostu ludności, w sektorze 2 ze stopą asymptotycznie zbiezną przy 
1 r!— ► ♦ oo do X (od dołu lub z góry - w zależności oa wartości parame
trów zadania). Utrzymuje się stały podział inwestycji między sektory 
**(t) = ^(l+k/j^). wobec stałego zatrudnienia w sektorze 2 Jego produk
cja „nie nadąża" w tej fazie za wzrostem ludności, co uwidacznia się z 
czasem w spadku konsumpcji na osobę. W końcowej fazie wzrostu - ponownie 
konsumpcyjnej - wstrzymana zostają inwestycje w sektorze 1. Ich zwiększe
nie w łktorze 2 powoduje początkowo szybki, potem coraz wolniejszy 
wzrost majątku produkcyjnego i dochodu w tym sektorze oraz (wolniejszy) 
wzrost konsumpcji na osobę w tej fazie (rys.9.3).

Rys.9.1 . Op*-yma.'ne trajektorie ajątku produkcyjnego w sektorach -
- r związanie zadania (9.Ib) - (9.17) w przypadku wysokiego po
czątkowego technicznego uzbrojenia pracy w sektorze Inwestycyjnym 

i długiego horyzontu czasu

Praktycznie - ponieważ można .złośliwie" ustalić takie wartości pa- 
fcnetri i (np. wziąć nienaturalnie wysoką stopę wzrostu ludności), przy 

których konsumpcja na osobę zacznie z czasem maleć.
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(ii) Jeżeli poczętkowe techniczne uzbrojenie pracy w sektorze Inwesty
cyjnym u° =■ ( ) (1" Łi' , wówczas w krótkim horyzoncie czasu mamy 
znowu sytuacją podoonę do poprzednio opisanej (wst r ęyman.ie inwestycji w 
sektorze 1, spacek majętku produkcyjneqo w tym sektorze wolny wzrost ma
jętku produkcyjnego i aochodu w sektorze 2, oraz konsumpcji na osobę)•
W dluyim horyzoncie czasu T pojawiaję się dwie fazy wzrostu: pierwsza
- faza równomiernego wzrostu majętku produkcyjnego i dochodu w sektorach, 
w której obserwujemy jednak z czasem spadek konsumpcji na osobę(wobec za
mrożenia zatrudnienia w sektorze ?), po niej - faza konsumpcyjna, w któ
re) rośnie irajętek produkcyjny i dochód sektora 2 oraz konsumpcja na osu- 
Dę natomiast maleje majętek produkcyjny i dochód sektora 1 (wobec braku 
inwestycji w tym sektorze, rys.8.4).

Rys .9.4. Optymalne trajektorie majętl u produkcyjnego w sektorach -
- rozwięzanie zadania (T-16) - (9.17) w przypadku, gdy początkowe
tecnniczne uzbrojenie pracy w poktorze inwestycyjnym u.' =

= [aŁ i  /  k J  1// ^  1 horyzont czasu J63t długi

(iii) przy niskim wyjsciowyn tecnnicznym uzbrojeniu pracy w soktorze 
inwestycyjnym obbe-wujemy trzy typy procesów wzrostu w zależności od dłu
gości horyzontu czasu T. Jeżeli horyzont jest krótki, wtedy wzrost prze
biega podobnie Jak poprzednio - zbrowe inwestycje w sektorze 1, a wobec 
tego spadek majętku produkcyjnego i dochodu w ty»i sektorze, wzrost majat- 
ku produkcyjnego i dochoau w sektorze 2, powolny wzrosr konsumocji na oso
bę. Oeżeli horyzont czasu T Jest średniej długości, wtedy proces wzrostu 
rozpoczyna się od fazy inwestycyjnej. produkcja końcowa sektora inwesty
cyjnego kierowana Jest wyłęcznie na inwestycje w tym sektorze. Jego ma- 
Jętek produkcyjny i dochód szybko rosnę. Majatek produkcyjny i dochód tek- 
tora 2 utrzymuję się na wyjściowym poziomie. Konsumpcja na osobę maleje.
W fazie drugiej, konsumpcyjnej, następuje wstrzymanie inwestycji w sekto
rze 1. Majętek produkcyjny i dochód tego sektora maleję. Rozpoczyna się 
proces szybkiego inwertowania w sektor 2, co powoduje wzrost jego majętku 
i dochodu. Powoli rośnie konsumpcja na osobę. Jeżeli horyzont jest dosta
tecznie długi, wtedy obserwujemy wszystkie trzy fazy wzrostu: inwestycyj
ną, równomiernego wzrostu majętku i dochodu w sektorach i konsumpcyjnę. 
Im dłjższy Jest horyzont c z p s u  T, tym dłuższa jest faza środkowa - równo
miernego wzrostu majętku i dochodu w sektorach (rys.9.5).
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Rys-9.5. Optymalne trajektorie mająt-ku produkcyjnego w rektorach -
- rozwiązanie zadanie 9.1.6' - (9.17) w przypadku niskiego począt
kowego technicznego uzbrojenia pracy i długieg. horyzontu cza9u

W opt ymaJ nyn procesie przy IT J— *■ + oo rośnie tylko długość fazy rów
nomiernego wzrostu. W tej dominującej w długich okresach fazie obserwuje
my tymczasem spadek konsumpcji na osobę (w procesie optymalnym z punktu 
widzenia .konsumpcyjnego" kryteriuml). Poaoonego zjawiska nie obserwowa
liśmy dotąd w żadnym „trojfalowym" optymalnym procesie wzrostu. Wyjaśnie
nie Je3t proste. O spaJku konsumpcji na osobę w fazie równomiernego wzicb- 
tu w rozwiązaniu zadania (9.16) - f9.17) zadecydowało założenie o zamro
żeniu zatrudnienia w sektorze 2 W rozwiązaniu uwidacznia się to w niż
szej stopie wzrostu Jeno produkcji końcowej (dnchodu) w fazie '•owno«ier- 
nego wzrostu, niż prodjkcji końcowej eektora inwestycyjnego. Ponieważ 
dochód w sektorze inwestycyjnym w fazie tej rośnie ze stopę równą stopie 
wzrostu ludności, zatein dochód sektora 2 w przeliczeniu na osobęfkonsump
cja ria osobO - maleje36.

9.3.3. RflWNOWAOA I STABILNOŚĆ OPTYMALNYCH PROCESĆW WZROSTU

W zadaniu (9,16) - (9.17) równanie wzrostu majętku produkcyjnego w 
sektorze inwestycyjrym opisuje przekształcenie stanów wewnętrznych gład- 
ciego (jednowymiarowego, niestacjonarnego) systemu dynamicznego. Prze
kształceniem wyjścia jest funkcja podcałkowe w (9.16) (prodjkcJa końco- 
ia sektora inwestycyjnjgo .wychodzącą" z tego sektora i kierowana ns in- 
(estycje w sektorze 2)37. '

20
„Rozsądniejsze" rozwiązanie otrzymalibyśmy, zakładając wzrost za- 

rudnionj.6 w sektorze 2 (wymagałoby to Jednak sformułowaria nowego zada- 
ia - ••wierdzenia 6.1 nie można wprost przenieść .na taki przypadel ), albo 
składaj ęc stałą liczby ludności W tym ostatnim przypadku w okresie zrófł- 
owiji.oneg^ zrostu „lielibyśmy reprodukcję prostą majątku w sektorach,cze- 
u odpowiadałby stały poziom dochodu i konsumpcji na osobę (stan klasycz- 
ej równowagi .statycznej").
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Równowaga, którą zajmiemy się krótko obecnlo, dotyczy de facto sektora 
inwestycyjnego, a P'e całej gospodarki..

Rozpatrzmy procesy wzrostu (s,m.)_ ze stełę stopą wzroatu majętku p^o- 
dukcyjreyo i stałą stopą wzrostu Inwestycji ig(t) - I (l-sftJjmj (t)x 
«xp|pi(t-tQ)> kierowanych do sektora 2 (stan wyjścia systemu,zob. funkcję 
podcałkową w (9.Ib)), tzn. procesy dla których

6 (1̂ . i2) = (5^, 6^ )  - ( 3 7 mi" • gę- i2 - IJ-) - const.

Będą interesować nas trzy typy takich procesów: ze sterowaniem s(t) = O, 
«(t) = 1 i s(t) = s  (= t.(l+ A/pjJina T.

(A) Sterowaniu » j  z wartościami I(t) = 0 na T odpowiada v. (3-równowa
dze cała wiązka trajektorii majątku m1T ze stałą stopą wzrostu:

m^t t) = S?e X°^ , (9.22)

!

(i2(t) - ^ ( S ^ i ^ i ’ łVfi<»-»o*

w każdym momencie czasu ttT, gdzie jest dowolną dodatnią początko
wą wielkością majętku produkcyjnego w sektorze 1 (5 - » - jo.j O) .

(ó) Sterowaniu sT z wartościami ś(t) - 1 na T odpowiada w ©-rów
nowadze tylko jedna trajektoria

Sjft) “ m°e 0 ; (I2(t) » O) (9.23)

w każdym momencie czatju t £ T, gdzie = ai(9jA°) "Łl/(A + pj),

(5» = A ). Przy | T i— - + oo każda trajektoria majątku produkcyjnego 
m^y wychodząca z dowolnego stanu początkowego r° > 0 , odpowiadająca ste

rowaniu tożaamościowo równemu jedności. Jest asymptotycznie zbieżna

CiO lfl-r •
1 |

(C) Sterowaniu s. z wartościami s(t) » s na T odpowiada w 6 -rów
nowadze tylko jedna trajektoria majątku m, . (ze stopą wzroatu równą X ),

m,(t) - m?e
1 (9.24)

(i2(t) - bl(l-a)(m°)ŁV ;V ' \ ){t-t« ))

w każdym momencie czaau t £ T, gdzie ńj « >̂11°( * 1^ .



187

Rys.9,6. Trajektorie majętku produkcyjnego w sektorze inwe»tycy,1n/« 
w -równowagach oraz optymalna trajektoria majętku w długim hory- 
zoncie czasu w przypadku, Qdy (a) poczętkowe Techniczne uzbrojenia 
pracy w sektorze inwustycyjnym Jest wysokie, (b) poczętkowt tech
niczne uzbrojenie pracy w sektorze inwestycyjnym u? -
■ fa. t*/uL. \ (c) poczętkowe techniczne uzbrojenie praoy

.t sektorze inwestycyjnym jest niskie
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Analiza podobna do przeprowadzonej w punkcie 6.2.4 prowadzi do nas
tępujących wniosków (ograniczamy się do długiego horyzontu czasu T).

(i) Oeżeli poczętkowe techniczne uzbrojenie pracy w sektorze inwesty
cyjnym jest wysokie, a zatem dybponuje on znacznym majątkiem produkcyjnym 
wte"lv w pierwszej fazie wzrostu trajektoria jest tożsama z Jedną z 
trajektorii w 6 -równowadze typu (A). Po przecięciu się z trajektorię

( magistralę ) pozostaje na niej w fazie środkowej, a następnie w fa
zie trzeciej oadala się od magistrali znowu po Jednej z trajektorii w 
6-równowadze typu (A) (rys.9.6.a)

(ii) Oeżeli w momencie początkowym sektor inwestycyjny znajduje się 
na magistrali ( =  m°), wtedy optymalna trajektoria majętku m^. po
zostaje na magLstrali w fazie pierwszej, a następnie oddala się od niej 
znowu po Jednej z trajektorii w 6-równowadze typu (A) w fazie drugiej 
(rys.9.6.b).

(iii) przy niskim poczętkowym technicznym uzbrojeniu pracy majętek pro
dukcyjny sektora 1 startuje z poziomu poniższej magistrali po jednej z 
trajektorii asymptotycznie zbieżnej do trajektorii m̂ .̂ w 6-równowadze 
typu (B) . Dochodzi do magistrali "'u' pozostając na niej w fazie środ
kowej, a nastęnnie oddala się od niej po jednej z trajektorii w 6-równo- 
waaze typu (A) ( rys.9.6.c).

We wszystkich trzech przypadkach przy |t |— ►  + oo wydłuża się okres, 
w którym optymalna trajektoria m*T pozostaje na magistrali (analog
twierdzenia 6.2).

-r Q
□  T w i e r d z e n i e  9 3. (i) Istnieje taka liczba 0 >  0, że Je

żeli horyzont czasu T Jest dostatecznie długi,|t | >  28, to

m^(t) = m^t)

w każdym momencie czasu t fc It + 8 , ^ - 6  , gdzie T Jest optymalna tra
jektorię majętku produkcyjnego w sektorze inwestycyjnym - ro'ęzanie za- 
zadania (9.16) - (9.17), m1T - „magistralę" postaci (9.24).

(ii) Przy T|— *- + oo średnia stopa wzrostu majętku proaukcyjnego w 
procesie optymalnym jest zbieżna do stopy wzrostu majętku na magistrali :

li"> 6 * = A . ■
|T|—  + oo mlT

Dowód pomijamy, przebiega podobnie Jak dowód twierdzenia 6.2.
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9.4 Proces wzrosiu z ciągłą trajektorią inwestycji

Oba poprzedni., i ozwlęzanit. zagadnienia optymalnego podziału inwestycji 
między sektory nakazuję okresowe wntrz/mbnie Inwestycji (w inweatycyjnaj 
faziis wzrostu - w sektorze 2, oraz w konsumpcyjnej fazie wzrostu - w afcW- 
torze l), co J*ft niemożliwe w reainej gospodarce. Moina co prawda .za
węzić" zakres dopuszczalnych znian w strukturze inwestowania, unti li -|ąc 
np. przedział dopuszczalnych wartości wskaźnika podziału inwestycji mię
dzy 3ektory [e°.s1Jc [ o , l ] ,  vjdzle s° oznacza minimalny, a t1 - maksyma]? 
ny udział inwestycji kierowanych do sektora 1 w nakładach ldwebtycyinych 
ogołem, i tym samym nie dopuścić uo całkowitego wstrzymania Inwestycji w 
żadnym z sektorów. W rozwiązaniu uwidoczni się to rf ™clnlejszym wzroście 
(spadku) majętku produkcyjnego 1 dochodu w aktorach ^ospodancl w po- 
szczegól iych fazach wzrostu. Idąc tę droga, nie wykluczymy Jadnak gwał
townych .skoków" w podziale inwestycji między sektory przy przejściu od 
jednej fazy wzrostu do drugiej . Będę one występowały dopóty, dopóki w sa- 
aaniu sterowania optymalr.ego wzrostu rolę .steru" będzie grała funkcja 
podziału inwestycji między sektory.

W punkcls tym sformułujemy przykład zadania, w którym funkcja podziału 
inwestycji między uektory nie będzid sterowaniem, lecz kolejną współrzęd
ną wektora etanu wewnętrznego gładkiego systemu dynamicznego. Zadania ata- 
nowi szczególny przypadek zadania (9.14) - (9.15). Po pierwsza założymy, 
że w horyzoncie czasu T utałe Jest nie tylko zatrudnienie w sektorze 2, 
lecz także zatrudnianie w sektorze 1 oraz ogolna liczba ludnościsl(t)
» const. >  0, Zj[t) ■ ij ■ const. >  0, z2( t) « z^ « const. >  O, z ^ Z g  <  1 •
Po druyie, przyjniemy, że unkcje s.. podziału ihwestycji między sektory

393ę ciągłymi, przndzirłami gładkimi rozwiązaniami równania różniczkowego

■jt- * ( 0  «w(cx(t)-s(t))

z warunklea początkowyr a°£ iw. .a '] C  0,l]. O funkcjach 0<T (sterowaniach) 
zakładamy, że należą do klasy C°[t 1 przyjmuję wartości z przedziału 
[cc0 ,*1] - dopuszczalnych wartości wskaźnika podziału inwestycji między 
sektory. Przy tycn załozeniach zadanif (9.14) - f9.15)tiak3ymalizacJi kon
sumpcji na osobę w momencie końcowym horyzontu czasu T przyjmie posiać 
następującąi

maAj-ftj) (9.25)

3t ‘ * t ^ Łl,ł.(t)-|Łi|(t)-film1(t),

| - m 2(t) - a1zj"£l(l-aft)).l*l(t), (9.26)

— rg--------
Interpretacja tego równania Jest podobna, Jak interpretacja równa

nia (7.24) w purki. L ■ 7.4.

/
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ĵr a ( 0  ■ w(cx (t)-s(t)),

cx{ t) € [ot0 .a1 ], a e  C°[T],

- (mj.inf.s0)

(m°,m£>Oi su € [a’,of ), g d ^ i e  ^(t) = a2z 2 ^ f O / 1 . Łatwo wykazać, że 
zadanie to Jest równoważne z zadaniem ndstępujęcym (w tym samym sensie, w 
Jakim rozumiemy równoważność zadań (9.14) - (9.15), (9.1t) - (9.17)).

r Ł tmax j b1(l-s(t)),n1J-(t)dt , (9.27)
T

(t) “ bls(t)mll(t)-p.lm1(t) ,
(9.28)

gę- s(t) = to(a (t)-s(t)),

« ( tje^ot0 , ^  , cx6C°[tJ 

(ml(to)'s(co )) ■' (ra?'s°)

(mj^O.s €^0(0 ,ot'J, bj = a Łl). Wprowadźmy nowę zmiennę:

ki(t) = ^ ( O / y ^ r )  (9.29;

(kapitałochłonność produkcji w sektorze 1, wymiar: R). Podstawiając ję ao 
zadania (9.27) - (9.^e;.zważywszy na postać funkcji produkcjl(9.3),otrzy- 
mujemy ostatecznie zadanie;

r £1
max J b1(l“8(t)l'1 (t)dt , (9.27')
d T
•Z? k t (t) - (Ł 1 - l ) p 1 k 1 (t) + ( l - Ł 1 )B(t) ,

Ft 8« >  ■ u j(<x (t)-s(t)) (9.28 )

ut(t)€ [c*.0 . w.1] , ot t Ć ° [ t J ,

(kl(to).s(to)) . (k°.8°).

1 £ 1 1— E
(**1 = 8 l zi > 8°fc [ot0^ 1]). Znajęc rozwięzanie tego zadania,
moz«my odtworzyć optymalnę trajektorię majętku produkcyjnego w sektorze 1 
z (9.29), w sektorze 2 - z^druglego równania w (9.26; itd. Magistralę 
Jest obecnie trajektoria k1T,

kj^t) m Łj/y.^ m conat.

odpowiad Jęca podziałowi inwestycji między sektory sT ,
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s( t) » ty » cor.st.

w  każdym morr.encle czasu t t  T. Przypuszczalny postać rozwięzanie zada
nia Ilustruje rys.9.7 (pirzy k° < k 1(s ° <  i Ł (^.a1 )). Dowieść tego jednak 
na razie nie pctrafluy .

*ys.9.7.

§ 10. OPTYMALNY DODZIAŁ INWESTYCJI MIĘDZY SEKTORY 
W  DWl(SEKTOROWYM DYNAMICZNYM MODELU lEONTIEWA

10.1 Podstawowe załozenia 

'‘ozpatrzmy gospodarkę podzielonę na n > 2  sektory i oznaczmy przez
V 1 ' wielkość produkcji k-tego sektora w momencie czasu t (strumień 
wyiiar: zł/R). Nałóżmy, że w celu wytworzenia Jednostki proaukcji,np.war
tości 1 mld zł, sektor J-ty zużywa akJ> 0  Jednostek produkcji sektora 
k-tego (k,j o i (2.... . wówczas bleżęce zuzycie produkcyjne w sektorach

Q Postać rozliczania zależy od kombinacji początkowych wartości 
k1 .» .•<!.«• Rysunek ilustruje eytuację, kiedy trajektoria k*T dociera do 

magistrali k'1T wcześnJej, niż e* do i T, przekracza J ą , a następnie 
'I a 3ię tak, by powrócić na magistralę w tym samym momencie, w którym 
8^ aocnodzi do sT .
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/Xl'0 \
gotpodtrki wytwarzających wektor produkc.1l x(t) 4 i jwyni^aie Ax(t),

\xn(«)/

gdzie A » k J - 1 2 n * Ni8U3en,n°. kwadratów- macierz A nosi
nazwę a a c l e r z y  w s p ó ł c z y n n i k ó w  n a k ł a d ó w  
b i e l ą c y c h  (współczynniki macierzy A re wielkościami nien.ia- 
nowanyai). Różnicę x(t)-Ax(t) nazywamy w e k t o r e m  p r o d u k 
c j i  k o ń c o w e j  sektorów gospodarki w momencie czaou t (atru- 
aleń, wysiar i zł/R).

Załóżmy, że ta ?<łć produkcji końcowej rektorów w momencie cze°iu t kie
rowana jeet na spożycie c(t), a częAć na inwestycje i(t) fatrumlenio, 
wyaiar«zł/R):

t
x (t ) -A, x(t) - c( t ) *i( t ) . (1 0 .1 )

g0zie c(t)

I c2(t)\

W °/
. l(t)

L„(t) J
Niech

lk(t)
i--1

gdzie oznaęza przepływ inwestycyjny produkcji z sektora k-tego
dej J-tego. Oeżeli wielkość przepływu inwestycyjnego jeet propor
cjonalna do ezybkoćcl, z jaka wzrasta produkcja w eektorz* J-tya w ic- 
■encie ozaau t,

wtedy

(k ■ l,2,...,n) lub inaczej

Ak(t) ■ 2  bkj xj(t) •
M

*->1(0 - B JJJ- x(t). ( 1 0 . 2 )

g«lzi«< B - (b^j)^ j-l.fc,

\

Kwadratowa, nleujeana macierz B noel nazwę a a c l e r z y  
„ a p ó l c z y n n i k ó w  i n w e s t y c y j n y c h  (Je} współ-
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czynniki maj; wymiar czasu: R,. Z (10.1), (10,2) otrzymujemy układ równań 
dynamicznego modelu Leontlewa41:

x(t) - A x(t) - B ^ - x(t) = c(t). (10.3)

Nas lnttrasowa: będzie szczególny przypadek układu (10.3), kiedy w gos
podarce wyróżnione sę dwa sektory: sbktor 1 - inwestycyjny - wytwarzajęcy 
tylko środki produkcji i sektor 2 wytwarzajęcy tylko aobra konsumpcyjne. 
Rozpisuj ęc równanie (10.3), otrzymujemy: *■

x1(t)-aiixi(t)-a12x2(t) - b11 ^  Xl(t) - b12 ^  x2(t) = Cl(t) 

x2(t)-a21x1ft)-a22x2(t) - b2i jy x1(t) - b22 ^  x2(t) = c2(t).

Ponieważ sektor 1 wytwarza tylko środki produkcji, zatem c (t) « o. 
roaukcja sektora 2 nie występuje ani w bie^ęcym zużyciu produkcyjnym,ani 

w nakładach inwestycyjnych, czyli a21 . a, 2 = bgj = b22 . o, stęd otrzy

mujemy x2(t) « c2(t) 1 nasz układ równa-i redukuje się oo Jednego róv<i.a- 
nla.

Xl(t> ' allxl(t5 - a12x2(t) = bn  Ht *!({) + ° 12 3 7  x2(t).

0 parametrach an  < ai2 . bn  • bi2 zakłada.ny, że sę dodatnie oraz a11(
“iż 1 (warune|< .produktywności" gospodarki). Lewa strona równania przed
stawia wielkości inwestycji w gospodarce w momencie czasu t równych pro
dukcji końcowej sektora inwestycyjnego, od których zależy wprost produk
cji w obj sektorach. Ustalmy noryzont czasu T = [t0.t1] i oznaczmy pr=ez 
h(t)€ [o.lj udział inwestycji ponoszonych w sektorze 1 w nakładach mwes- 
tycyjnych ojółem w o d u  sektorach gospodarki w momencie czasu t 6 T. Funk
cję hT - { (t,h(t)),t 6 t] z  wartościami w [o.lj w każdym momencie t £ T 
nazywamy tradycyjnie f u n k c j ę  p o d z i a ł u  i n w e s t y 
c j i  m i ę d z y  s s k t o r y .  Ponieważ na inwestycje przeznaczony 
Jest cały produkt końcowy sektora 1 , zatem warunki wzrostu produkcji w 
obu sektorach gospodarki można zapisać w postaci następujęcego ukłaau rów
nań

xŁ(t) - n(t)b.r [ ( l -a11)x1(t)-a12x2(t)J
(10.4)

3 F x2(t)  - (l-h(t))b-£ [(l-au )x1(t)-a12x2(t)J.

Będziemy ponadto zakładać, że w momencie poczętkowym t gospoaarka 
dysponuje dodatnimi inwestycjami (dodatnię produkcję końcowę sektora l).

41 Por.np. Z. C z e r w i ń s k i  [12] rozdz.5.
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Oeżeli przez x° »[ o )>0 oznaczymy wektor produkcji w momencie poczęt-
\ 2 I

kcwyn, wtedy warunek ten oznacza, że

V z  a ł o ż e n i e  10.1. (l-a11)x®-«j12x° >  o. ▼

Przy tym założeniu każoej przynajmniej przedziałami ciągłej funkcji 
podziału' inwestycji między sektory hT odpowiada niemalejęca trajekto
ria produkcji w sektorach xT - [(t,x(t)),t £ t } - rozwięzanie układu rów
nań (10.4) (rozumiane w sensie eałkow/m).

10.2. p rocesy wzrostu z przedziałami ciągłymi trajektoriami 
inwestycji w sektorach

10.2.1. SFORMUŁOWANIE ZADAŃ

Przy założeniu, że funkcja podziału inwestycji między sektory hŁC°[Tj 
układ równań (10.4) opisuje przekształcenie stanów wewnętrznych gładkie
go, dwuwymiarowego systemu siacjonarnego. Oego stanem wewnętrznym jest

/x ( t ) \
wektor x(t) «(x jtjJprodukcji w momencie czasu t, stanem wyjścia - kon

sumpcja c (t) - x2(t)(.ieot to równoczejnxe przekształcenie wyjścia sys
temu). Sterowaniem (trajektorię sterowań) jest funkcja podziału inwes
tycji między sektory hT . Rozpatrzmy następujące trzy zadania sterowania

42optymalnego :

(a) maksymalizacji konsumpcji (produkcji sektora 2) w ustalonym hory
zoncie czasu T,

max ! x2(t)dt, (10.5)
T

przy ograniczeniach (10.4),

h(t)€ [o,l], h C C 0[T], (10.6)

x(to) = x°;

(b) maksymalizacji konsumpcji w momencie końcowym tj horyzontu T,

max x ( O ,
2 1 (10.7)

przy oqranlczeniach (10.4),

h(t)e[o,l], h€Ć°[T], (10.8)

x( tQ ) » x

42 Por. Z. C z e r w i ń s k i  [l 3 J .
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(c) minimalizacji czasu dojścia do ustalonego, docelowego poziomu kon
sumpcji » X2 >c° ■ x° ,

min tl , <10'9)
przy ograniczeniach (10.4) ,

h(t)e[o,lJ, h (- C° [t J .

x(to) = xc (1 0 .10)

1 dodatkowym warunku: Xg(t1) x*

(moment tj - nie ustalony).

Zadania te maję podobnę pcstać, jak zadania (7.16*) - (7.17*) -
- (7.20*) - (7.21*) z punktu 7.3. Założeniu 7.2, przy którym dowodź11iómy 
twierdzenia 7.4 odpowiada obecnie założenie 10,1 (założenie 7.1 Jest obeo- 
nie spełnione zawsze). Rozwięzama dwóch pierwszych zadart sę następujęce.

L
□  T i f i e r d z a n i e  10.1. ^  (i) Rozwięzanlem zadania (10.5) -

- (10.6) przy założeniu 10.1 -lest proces (h*, x*).j.:

h* (t)
1 dla t£ [t0 ,t),

O dla t£ [t.tjJ ,

xflr)
(x?-d1)«v(t"to)+di dla te[taV^* ,

**(1) dla tejjl.tj.

x2 dla t^[t0‘'C  ̂ ’

( x°--d2(t;) )e-t3̂ t_T K d 2(z) dla tejt,^

gdzie dj = ai2x2/  ̂1_all^ dp ( ^  = x * ( t ) x ° / d i , ę = (l-a11 ) / b 1± ,

0 = j z ' horyzont czasu T Jest długi, |t|>9, wówczas X,-
« t -8 t , gdzie 9 Jest dodatnim pierwiastkiem równania

1-e

Jeżeli |T|^ e, wówczas tQ .

-69
n"l r-1O tb

--- 33--------Dowód pomijamy, przebiega podobnie jak dowód twierdzenia 7.4; zob. 
także I.A. I c k o w i c z  [231 rozdz.3 ounkt 3,
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(li) Rozwiązanie zadania (10.7) - (10.8) różni się tylko momentem 
„przełęczenia" sterowania h* (z 1 na C) i wouec tego ocenę długości hory
zontu T. przez krótki rozumieny w zacaniu tym horyzont o długości 
|T|<6 = 6  ln(l+ G ę -1), przez długi - horyzort o długcici |t | > 8 . B

Rozwięzanie zadaria minimalnoczasowego (10.9) - (10.10) ma postać po- 
dobnę, jak rozwięzanie zadania sterowania docelowego (10.7) - (10.8). Za
dania te sę bowiem wzajemnie dualne w tym samym sensie, w jakim dualne eą 
2ddarla (7.18*) - (7.19', (7.20') - (7.21')44. Przez długi w zadaniu
(10.9) - (10.10) rozumiemy horyzont czasu T*= [t„,t?l o długości |T*\)8 « 

-i r -*1 1 r= 6 ln[l + Gę J , przez krótki - horyzont o długości | T*|^6. Optymalny ho
ryzont czasu T* jest tym dłuzszy, im wyższy jept zało2ony docelowy poziom 
produkcji sektora 2 (konsumpcji).

10.2.2. CHARAKTERYSTYKA ROZWIĄZAŃ

Postać rozwiązania zależy od długości horyzontu czasu T (wr zadaniu mi-
nimalnoczasowym - od założonego docelowego poziomu konsumpcji). W krótkim 
horyzoncie czasu (w zadaniu minlmalnocraeowym - pi zy ni«.»ysoKim docelowym 
poziomie konsumpcji) produkcja końcowa sektora 1 wytwarzajęcego środki 
produkcji dla obj sektorów przeznaczona J„at wyłącznie na inwestycje w 
sektorze 2. Wskutek tego produkcja sektora 1 utrzymuje się na wyjściowym 
poziomie X1 . Produkcja sektora 2 (konsumpcja) rośnie gasnęco.

W długim horyzoncie czasu (w zadaniu minimalnoczasowym - przy wysokim 
docelowym poziomie konsumpcji) obserwujemy dwie łazy wzrostu. W fazie po
czątkowej - inwestycyjnej - sektor inwestycyjny całę produkcję końcowę 
zużywa na wzrost własnej produkcji. Jego piodukcja szybko rośnie. Produk-

i

Rys.10.1. Optymalne trajektorie produkcji w sekto.ach - rozwięzania 
zadań (10.5J - (10.6), (10.7) - (10.8). (l0.9) - (10.10) w przy
padku długiego horyzontu czasu (w zaaanlu minimalnoczasowym hory

zont T » T*)

Por. punkt 7.3.2
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cja sektora 2 (konsumpcja) utrzymuje się na wyjściowym poziomie x',
W fazie drugiej - konsumpcyjnej - zreaukowane zostaję oo zera inwestycje 
w sektorze 1, natomiast cała produkcja tego sektora skierowana zostaje na 
inwestycje w sektorze 2. W rezultacie zaczyna rosnęć jego produkcja (kon
sumpcja) - najpierw szybko, potem jednak coraz wolniej. Wzrostowi produk
cji nie towarzyszy bowiem niezbędny wzrost inwestycji - na skutek zamro
żenia działalności inwestycyjnej w sektorze 1 dostarczającym środki pro
dukcji dla 9ektora 2 (rys.lO.l).

Prz.JścIu od fazy inwestycyjnej towarzyszy gwałtowny spadek inwestycji 
w seKtorze 1 i ich wzrost w sektorze 2.

10.2,3. RÓWNOWAGA I STABILNOŚĆ OPTYMALNYCH PROCESÓW WZROSTU

W świetle otrzymanych rozwiązań interesujące sę procesy wzrostu w 
5-równowadze ze stałym poziomem produkcji sektora 2 (Konsumpcji):

6 (x,c) « Xg “ const.

(A) Sterowaniu z wartościami h(t) * 1  na T odpowiada w 5  — równowa- 
dze trajektoria produkcji xT ,

x2(t) = x°
(1 0 .11)

(c(t) » x£, “ o) w każdym momencie czasu t 6 T, gdzie ( * ^.0
x?

*2°
oznacza początkowy wektor produkcji spełniający warunek 
(ł-a11)x°-a12x° > 0  natomiast dj = a12x°/( 1-a^) .

(B) Dcwol^mu innemu sterowaniu w G-równowadze ze stałą st 
wzrostu konsumpcji odpowiada trajektoria xT ,

op«

> i f t > " *?. X„(t) = — — ii x°, (10.12)
. 12

(c(t) « x2(t), ^g(r) “ °) w każdym momencie czasu t £ T, gdzie -
- dowolna dodatnia początkowa wielkość produkcji w sektorze inwestycyj
nym (stan klasycznej równowagi statycznej).

Optymalne trajekrorie produkcji, rozwlazania zadań (10.5) - (l0.6) -
- (10.9) - (10.10), w fazie inwestycyjnej pozostają na jedne] z trajek
torii w G-równowadze typu (A), w fazie konsumpcyjnej wykazuję tendencję 
do przybliżania się do jednej z trajektorii w G-równowadze typu (B)
(rys.10.2.a,b).

Im dłuższy Jsst horyzont czasu T (w zadaniu minimalnoczasowym - im 
wyższy Jest docelowy poziom konsumpcji), tym dłużej gospodarka pozostaje 
w 6 -równowadze typu (A).
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□  T w i e r d z e n i e  10.2.45 Przy |t |— .-+ oo różnica 
|5 * - | średnich stóf- wzrostu produkcji w sektorze 1 w procesach 
X1T X1T

optymalnych - rozwiązaniach zadań (10.5) - (10.6), (10.7) - (10.8),
(10.9) - (10.10) - i 6 -równowadze typu (A) maleje asymptotycznie do ze
ra (w zadaniu minimalnoczasowym (10.9) - (10.10) należy horyzont czasu 
zastępie optymalnym horyzontem T * ) . M

45 Dowod pomijamy, przebiega podobnie Jak dowód twierdzenia 7.5.
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10.3. Przykład optymalnego procesu wzrostu z ciągłą Trajektorią 
inwestycji w sektorach

Prosty przykład zagadnienia podziału inwestycji między sektory z cią
głymi trajektoriami inwestycji w sektorach otrzymujemy, postępując podob
nie Jak w punkcie 7.4, tzn. przyjmując, że funkcja hT podziału Inwes
tycji między sektory Jest rozwiązaniem równania (por. (7.25), (6.28))

H(r) =i^(s(t) - nit)) (10.13)

(łj>0) z warunkiem początkowym hf'^) = h°e[s°, s1]^ [o, l] i funKCję 
s € C° [t ] , s(t) 6  [a0 , s1J w każdym momencie czasu tf T; L8° ,S Ĵ " prze
dział dopuszczalnych wartości wskaźnika podziału inwestycji między sek
tory. Rozpatrzmy zadanie (10.7) - (10.8) maksymalizacji konsumpcji (pro
dukcji eektora 2) w momencie końcowym ustalonego horyzontu czasu T, (za
danie sterowanie docelowego) z dodatkowym warunkiem (10.13) „wymuszającym' 
ciągłość funkcji hT podziału inwestycji miedzy sektory, a tyin sa.nym 
ciągłość trajektorii inwestycji w sektorach (1 1 , 1 2) T .

i4 ( 0  - h(t)j(t).
(10.14)

i2(t) - (l-h(t))j(t)i ,

gdzie

J(t) - (l-a1 1 )x1 (t)-a12x2(t) . (10.15)

Zadanie to po podstawieniu do (1O.8) zmiennej J(t) zgodnie z (10.15) Jest 
równoważne z następującym zadaniem sterowania optymalnego gładkim dwuwy
miarowym systemem stacjonarnym:

ma* J b12( l-h( t)) j( t)dt, 

r 1 J ( 1 ( t ^ h f O- b g J j f t ) ,

h( t) = to( s( t )-h( t)) ,

J(t„) - J°. 

h(tD) * h°,

s(t)c.[*°.sfj , s e c°[t] ,

gdzie bŁ - (l-a1 1 )/t>1 1 + b2 , b2 - ^12/ bXZ' J° " {1_all)xl"a12x2 ^  ° ’ 

h°£|*°, s1J . Rolę sterowania gra funkcja « .Sten wewnętrzny systemu 
charakteryzują inwestycje j(t) or »z wskaźnik h(t) Ich podziału miedzy sek
tory. Stanem wyjicli Jbst konsumpcja (produkcja Bektora 2). Znając roz-

(10.16) 

(10.17)
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zania (s*,J*,h * t o g o  zadania, możemy odtworzyć optymalne trajektorie 
inwestycji w sektorach z (10.14) orsz produkcji z rozwiązania rńwnań

(10.18)

■gę x2(t) = bi2i2' •

Rozwięzanie zadania (10.16) - (10.17) przy założeniu, że 9° >  bg/bj, 
j>b 3^-b2 podjje twierdzenie 7.6 (obowiązuje założenie 10.l) Jest ni«
proces ( s* , i* , h* )T następującej postaci:

s1 dla t  £ ['o2* •

8° dla te [i.tj ,

(h0-s1) e - ,<t-to)+81 dla t  6 [ t 0 ,T)

dla te  [ t . t j

jOeg(t) dla t e [ t c . t )

j*(t)e3f >tJ d] a t 6 [ t .  t  J

gdzie g(t) = bj oo_1( h°-s1) (l-e-tô t-' o ' ) +( b1s1-b2) (t-tQ) ,

; t) = b1uj_1( h^f^J-s0) (l-e_ŁĴ t-1'̂ )+(b1s0-b2 ) (t-T). Istnieje przy tym ta
ka liczba 6 >  0, że jeżeli horyzont czasu T jest długi, |t | ]> 9, to 
16 [t^-8, t., . W krótkim horyzoncie czasu (| T | ̂  8) proces optymalny reduku
je się do postaci:

s*(t) = s°

h*(t) ■ (h°-s°)e ^ t +t.°,

j*(t) = j V (to ^

w każdym momencie czasu t£T, gdzie g(t ;t) = g(t;t) dla X => tQ .
Postać optymalnej trajektorii produkcji w sektorach jest podobna. Jak 

optymalnej trajektorii majętku produkcyjnego w zadaniu (7.25*) - (7.26*), 
a przebieg optymalnego procesu wzrostu - podobny do opisanego w punkcie 
7.4.2 (zamiast trajektorii majętku produkcyjnego m* mamy obecnie tra
jektorię produkcji w sektorach x*). Prawdziwe pozostaje także twierdze
nie 7.7 „o magistrali", jeżeli tylko dokonamy podstawienia zmiennych, o 

47których mowa w ods.46 
4 5

Należy tylko w miejsce parametrów a^, a?,p podstawić parametry
bj, b~2 , b2 , a funkcje (J , ot zastępie funkcjami s,h.

47 Innę wersje twierdzenia „ o magistrali" w dwusektoro/vym modelu Leo- 
nitiewa omawiamy w pracy [39] .



ZAKOŃCZENIE

Sędi-ę, że daJezy rozwój teorii ekonomii nie będzie możliwy bez zasad
niczego ponTępu w dziedzinie ekonomii matematycznej. Nie oznacza to, iż' 
spodziewam się, że cała ekonomia matematyczna, czy choćby szczególnie in
teresujący mnie jej dział zwany matematyczny teorię wzrostu, osięgnie 
szybko stadium połnej sksjomatyzacjl, soełniajęc równocześnie itawlane 
naukom opisujęcym rzeczywistość warunki weryfikacji empirv znej założeń 1 
wprowadzanych twierdzeń, jak to ma miejsce np. w niektórych gałęziach fi
zyki .

Od zaranla irozwoju ekonomii matematycznej większy nacisk kładziono w 
nLeJ na aksjomatyczne ujęcie przedmiotu charakterystyczne dla nauk lo- 
giczno-matematycznych niż na weryfikację założeń. Nie twierdzę, ze ekono
mista matematyczny buduje swój system aksjomatyczny, całkowicie pomijbjęc 
etap konfrontacji przyjmowanych założeń z rzeczywistością. Stara się on 
bowiem w miarę możliwości przyjmować założenia zgodne z obserwację proce
sów zachodzących w realnej gospodarce. Trudność polega na tym, że ta ob
serwacja nie daje mu pr-.eważnie podstaw do wyciągania wniosków tak Jas
nych i Jednoznacznych, Jak doświadczenie w naukach przyrodniczych.

Nie bez znaczein^ < Jest również to, że współczesna matematyka ukształ
towała aię pod przemożnym wpływem. Jaki przez rieki wywierały na nlę na
uki przyrodnicze z fizykę na czele. Oak dotęd, bardzo znikomy udział w 
jej rozwoju miały nauki ekonomiczno-społeczne. Do nielicznych gałęzi ma
tematyki, o których można powiedzieć, że len rozwój zainspirowany został 
przez określone problemy e f c o n c m o m i c z n e  należy m.ln. programowanie matema
tyczne, ana>iza wypukła oraz szybko w ostatnich latach rozwijająca się te
oria zbiorów rozmytych. ‘

Aksjomat/ka większości tsorii matematycznych w istocie rzeczy jest od
biciem zjawisk zachodzących w otaczającym nas świecie fizycznym. Oednę z 
takich teorii, która powstała Jaka narzędzie badawcze obiektów fizycznych
i równocześnie od lat wzbudza zainteresowanie ekonomistów matematycznych. 
Jest tejria sterowjr.ia optymalnego. Będgc gałęzię matematyki, teoria ste
rowania optymalnego zajmuje Łi^, oczywiście,nie realnymi obiektami, lecz 
ich ttodelani Tatematycznymi. Zakłada m.ln., że na obiekty można w czasie 
oddziaływać „z zewnętrz" (obiektami można sterować) za pomocę określonych 
wielkości wejściowych zwanych sterowaniami. Pod wpiywem sterowań obiekty 
iogę zmieniać swoje tzw. stany wewnętrzne, a ich reakcje na sterowania 
można obserwować na .wyjściu". Zarówno s.any wewnętrzne obiektów. Jak' i 
ich stany wyjścia mogę zmieniać się wraz ze zmianę sposobu oddziaływani., 
tzn. sterowania.
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Teoria sterowania optymalnego dostarcza aparatu matematycznego umożli
wiającego znajdowanie sterowania optymalnego z punktu widzenia określone
go kryterium w zbiorze wszystkich sterowań dopuszczalnych

W mocelich wzrostu znanych w ekonomii matematycznej rolę ste-owań gra
ją zazwyczaj funkcje opisujące wielkość nakładów inwestycyjnych w pewnym 
okresie czeo.J, ewentualnie udział inwestycji w dochodzie lub ich podział 
między sektory gospodarki. 3uż z. najprostszych przykładów można wywnios
kować, że etosując w takich przypadkach aparat teorii sterowania optymal
nego, otrzymujemy nierealne rozwiązania nakazujące np, gwełtowne zmiany w 
poziomie, a także itrukturze, inwestycji i konsumpcji, do ich całkowitego 
wstrzymania włącznie. Celem pracy było m.in. pokazanie, że te oraz im po
dobne nie lalne rozwiązania nie dowodzę nieprzydatności teorii sterowania 
m k o  narzędzia badawczego zjawisk ekonomicznych, lecz są wynikiem niepo
prawnego, z ekonomicznego punktu widzenia, sformułowanie problemu, teorie 
■terowania optymalnego może stać się dla ekonomisty, zajmującego się pro
blemami wzroa.u gospodarczego, pożytecznym narzędziem badawczym, jednak 
same zadania sterowania wzrostem należy stawiać inaczej, niż to czynili 
dotąd ci ekonculści matematyczni, którzy podejmowali próby „mechaniczne
go* wykorzystania tej teorii do celów ekonomicznych. Do wniosku takiego 
skłania przeprowadzona analiza azeregu zadań sterowania optymalnego wzros
tem, poczynając od zadań znanych od bez mała dwudziestu lat, posiadają
cych rozwię tania eleganckie matematycznie, lecz nierealne z punktu widze
nia ekonomicznego 1 kończąc na ich daleko niekl dy posuniętych modyfika
cjach, prowadzących do rozwiązań w p iłnl realnych w świetle naszej wiedzy
o wzroście gospodarczym. W rezultacie przedstawiona została nowa klasa 
moiell wzro»tu spełniających niezbędną warunki mat^matyczne stawiane w 
teorii sterowani.1 optymalnego, a równocześnie trafniej niż tradycyjne
modele ujawniających i zereg generalnych prawidłowości, któryn, podporządko
wują się optymalre proce* wzroetu.

Fundamentalną właściwością optymalnych procesów, ujawnioną w rozwią
zaniach wrzyrtkich zadań sterowania optymalnego wzrostem (w modelach Jed
no- i dwusektorowych, zero-. Jedno- i dwuczynnikowych, stacjonarnych i 
niestacjonarnych, z kryterium nuksymallzacji konsumpcji w ustalonyr okre
sie, maksy-allzacjl koneumpcjl w momnncie końcowym ustalonego okresu, mi- 
ni-iwllzacji czaeu dojęcia gospodarki do założonego,docelowego poziomu pro
dukcji dóbr konsumpcyjnych) J<“st tendencje do przebiegania optymalnych 
trajektorii wzrostu w .pobliżu" pewnych wyróżnionych trajektorii zwanych 
magistralami, charakteryzujących gospodarkę w określonej równowadze (lub 
po takich trajektoriach). Otrzymane rozwięzenia sugeruję, żs wzrost gos
podarczy powinien przebiegać według schematu: najpierw przejście w pobli
że magistrali (lub dojści do niej), następnis rozwój w otoczeniu magi
strali (lub ns magistrali), wreszcie oddalenie eię oo niej pod koniec in
teresującego na* horyzontu czasu. Im rozpatrywany horyzont czasu będzie 
przy ty* dłuższy, tym dłuższy powinien być także pobyt optymalnej trajek
torii wzrostu w pobliżu magistrali (lub ni» niej), zawsze z wyjątkiem co
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najwyżej pew imyu uyi anlczonego okresu >ia początku 1 pod koniec horyzontu 
czasu.

Aczkolwiek problematyką magistral zajmują się ekonomiści matematyczni 
od ponad dwudziestu lat (szczególny rozgłos zyskały udewoamont ' m.in, 
przez M.Morishlmę, R.Radnera, H.Nikaido, W.L.Mukarowa oraz O.Teukul twljr 
dzenia o magistralach w modelach wzrostu typu Neumama-Gale’a-Leonliewa, 
por.np.prace [31] , [35 , [36J ),'Jednak twierdzenie nagistralnych właści
wości optymalnych trajektorii w modelach wzrostu zarówno stacjonarnych. 
Jak i niestacjonarnych, gospodarek rozpatrywanych w taj ktiążcj byłoby ni* 
możliwe bez sformułowania nowjj djfinicji równowagi (dynamicznej) uogól
niającej powszechnie przyjętą m.ln. w technice definicję równowagi (sta
tycznej) w systemach stacjonarnych. Dzięki nowemu epcjrzenlu na istotą 
równowagi możliwe było ujawnienie nie tylko normatywnego znaczenia ma- 
gistrali 'aso wzorca, do którego w długich okresach powinna zaierzać gos- 
podarka, lecz także - a może przede wsz/stklm - uznanie aktywnej roli wiar 
dzy gospodarczej w inlcjower.iu lub zmianie określonego typu równowagi.

Dochodzimy w ten sposób do faz wzrostu - inwestycyjnej, konsdmpcyjn*J 
oraz fazy równomiernego wzrostu - na które dzieli się optymalne proceay. 
We wszystkich rozpatrywanych modelach, w długich okresach, w praktycznie 
ciekawych sytuacjach Jako początkowa w opt/malnych procssach wzrostu wy
stępuje zawsze faza inwestycyjna, w której - w modelach Jsdnossktorowych
- należy ograniczyć (w granicach, które określają założenia modeli) stru-r 
mień dóbr przeznaczonych na konsumpcję na rzecz strumienia inwestycji, a 
w modelach dwusektorowych - strumień lnwsstycji kierowanych do sektora Z 
wytwarzającego dobra konsumpcyjne na rzecz zwlększor^ych inwestycji w sek
torze 1 wytwarzającym środki produkcji. we wazy* tl ich modelach, nie
zależnie od długości horyzontu czasu T, ' optymalne procesy wzrostu kończę 
się fazą konsumpcyjną, w której - w modelach Jednosektorowych - nalały 
maksymalnie zwiększyć strumień dóbr konsumpcyjnych kosztem zmniejszone
go strumienia inwestycji, natomiast w modelach dwusektorowych - strumień 
inwestycji kierowanych do sektora 2 wytwarzającego dobra konsumpcyjne.

Dlaczego we wszystkich praktycznie ciekawycn sytuacjach optymalna pro* 
casy wzrostu powinny rozpoczynać się od fazy inwestycyjnej 1 kończy*4 
fazą konsumpcyjną (pomijamy na razie spraw? ewentualnego wyuifpowania 
między jedną fazą a drugą Jakichś Innych faz wzrostu)? Gdyby kryterium 
wzrostu była nls maksymalizacja konsumpcji, lecz na przykład aakeymall' 
zacja dochodu narodowego, wtedy w modelach jednosektorowych w .radnym pro
cesie optymalnym z punktu widzenia tegc kryterium nie pojawiłaby alf fa~ 
za konsumpcyjna. Niszależnie od długości horyzontu ozaau w rozwiązaniach 
mielibyśmy tylko fazę inwestycyjną. W modelach dwusektorowych podobną ey- 
tuację obserwowalibyśmy, postulując •aksyaalilzacji produkcji sektora in- 
westycyjnsgo. Natomiast w przypadku makaymallzacji sumy wartości produk
cji w obu sektorech istnienia 1 charakter fazy zalełałyOy Juz od dtugoś- 
ci horyzontu czaru oraz od wYj-icloweJ struktury majątku. Samo występowa
nie fazy konsumpcyjnej związane Jast z .konsumpcyjnymi1* kryteriami watro*-
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tu, co oczywiście nie wyjaśnia jeszoze, dlaczego w optymalnych procesach 
wzrostu faza ta zawsze zamyka interesujący nas horyzont czasu.

Wyobraźmy sobie „typowę" gospodarkę z me z D y t  wysokim technicznym uz
brojenia,.! pracy. Załóżmy, że faza konsumpcyjna nie kończy procesu wzros
tu, lecz pojawia się wcześniej. Tak więc po fazie konsumpcyjnej powinna 
występie Jeszcze inna, nie koonumpcyjna, faza wzrostu, w której oożra by 
zwiększyć prouukcję dobr konsumpcyjnych, ale rie czyni się tego (mniej
sza o to, z Jakiego powodu). vV świetle „konsumpcyjnych" kryteriów wzrostu 
faza ta nie będzie w pełni wykorzystana, a proces taki nie będzie opty
malny,

Z kolei brak w ogóle fazy inwestycyjnej oznacza na dłuższę metę kur
czenie się majętku, a w konsekwencji spadek dochodu narodowego i konsump
cji. Nieopłacalne jsst również przesunięcie tej fazy, a więc poprzedzeni 
jej Jakąkolwiek inną fazj wzrostu. Oznaczałooy to bowiem rezygnację z 
możliwości szybkiego doinwestowania gospodarki w okresie poczętkowym i 
stworzenie wysokiego potencjału wytwórczego pozwalającego m.in. na zwięk
szenie produkcji dóbr konsumpcyjnych w przyszłości

W niektórych modelach dwuczynnikowych przedstawionych w paragrafach 
6,9 w optymalnych procesach wzrostu w długich okresach czasu między po- 
czętkowę - lnwsstycyjną a końcową - Konsumpcyjną fazę wzrostu pojawia się 
trzecia faza - równomiernego wzrostu majętku, aochodu, inwestycji i kon
sumpcji odpowiadająca tzw. złotej regule akumulacji Phelpst. (ścisłej 
rzecz biorąc - jej zmodyfikowanym wariantom). Gdzie pojawia się ta faza 
wzrostu, tam tylko ona rośnie wraz ze wzrostem długości całego horyzontu 
czcisu. Na jej występowanie w optymalnych procesach wzrostu ma na pewno 
wpływ postać funkcji produkcji. Z przeprowadzonych badań wynika m.ln., ie 
faza ta nie pojawia się w optymalnych procesach w Jednoczynnlkowych Mo
delach z liniowymi funkcjami produkcji, a także przypuszczalnie w tych mo- 
dniach jednoczynnikowyoh, w których zakłada się nl?niaLejęcę krańcowa wy
dajność majątku produkcyjnego. Wzrost majętku w takich przypadkach wywo
łuje bowiem co najmniej proporcjonalny wzrost dochodu. W świetle .kon
sumpcyjnych'' kryteriów wzrostu zawsze bęazle opłacalny poaział ewentual
nej fazy powolnego, równomiernego wzrostu majętku, dochodu i konsumpcji 
n dwie i pierwszę - inwestycyjną, w której szybko wzrośnie majątek. 1 do
chód. (w gospodarce dwusektorowej - produkcja sektora inwestycyjnego) 1 
drugą - konsumpcyjną, w której wzrośni- konsumpcje (w gospodarce dwusek- 
rorowej - produkcja sekcora wytwarzającego dobra konsumpcyjne). Przy nie- 
malejęcej krańcowej wydajności majątku każde ogruniczenla strumienia kon- 
aumpcji (zwiększenie strumienia inwestycji) dzlblaj, owocuje w przyszłoś
ci, powodując taki wzrost produkcji dóbr konsumpcyjnych, którego nie uda
łoby się w żadnym razie osiągnąć wcześniej.

Środkowa faza równomiernego wzro itu w procesach optyaalnych pojawia 
alą w modelach z funkcjami produkcji charakteryzującymi się malejącymi 
krańcowymi wydajnościami czynników produkcji. Z analizy rozwiązań z a, Jar 
•tarowania optymalnego wzrostem z kryterium całkowym(maksymalizacji kon- 
aumpcjl w ustalonym okresiejwynika, że w zadaniach z tym kryterium,w dłu-
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gicn okresach,faza równomiernego wzrostu występuje zaw9ze-nlezależnie od 
tego. czy są to zadania stacjonarne, czy niestacjonarna. Charakter fazy 
zależy od poziomu technicznego uzbrojenia pracy. Znając techniczne uzbro
jenie pracy, można w każdym momencie ustalić, w jakiej fazie wzrostu znaj 
duje się gospodarka.

Zasadnicze właściwości optymalnych procesów wzrostu nie zmieniają się 
Jednak niezależnie od tego, czy kryterium wzrostu Jest maksymalizacja 
konsumpcji w ustalonym okresie, w momencie końcowym ustaloneqo okresu czy 
minimalizacja czasu dojścia gospodarki do założonego, docelowego poziomu 
produkcji dóbr konsumpcyjnych, co rzuca pewne światło na spór o kryterium 
wzrostu. Także przejście od tradycyjnych zadań terowania wzrostem dopu
szczających nieregularne rozwiązania, w szczególności „skoki” trajektorii 
i n w o Ł t y c j i  1 konsumpcji, do zaaań z regularnJe przebiegającymi procesami 
wzrostu nio zmienia takich generalnych właściwości rozwiązań. Jak okreś
lone następstwo faz wzrostu czy przebieg optymalnych trajektorii w pobli
żu magistral (z wyjątkiem, ewentualnie, pewnego OKresu początkowego i kol
cowego). Zmieniają się Jedynie konkretne postacie trajektorii,usytuowanie 
magistral itp.
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Emil Panek

OPTIMAL GROWTH PATHS IN AGGREGATED ECONOMIC MODELE 

5 u m m a r y

The booK is concerned with the problems of the mathematical growth 
Cheory which are aolvable by meana of thra Pontryagin's principle. In the 
book the optimal patha of growth are caiefully cnalyzed from the point of 
view of equilibrium ind 3tability of an economic system. The analysls * is 
based on aggregated one- and two-sectoral (one- and two-factoral) growth 
ntodels. Di8CUB8ing sonę propertiea of the path3 derived from „traaitiona- 
lly" fornulated problema by rneans of the control theory apparatus the aut- 
hor showe the contradiction between propertiea of the patha and our know- 
ledge of economic growth. ’

Employing an original meihodological principle the author propoaea hie 
own approach tc the conatruction of growth models providing the solutions 
(the paths) to be fully economicaily acceptable.

The conciusiona drawn from the analyais of the growth paths take a 
form of mathematical theorema. Some of them coricern the existence of pha- 
ses of optimal growth, aome - the relationahzpa between the phases and the 
dynamie equilibrium (6-equilibriura), and some - the staOility of optimal 
growth proceases.

The book consiats of three chaptera ano ot mathematical appendix. In 
Chapter I (Par jrapha 1 - 3 )  aome fundamentala of the tl.eory of optimal 
control are gtven and the definition of d y n a m i e 1 equilibrium(6-equilibrium) 
is introduced. Thj.3 dafinition ia uaed in the following chaptera. In
Chjpter II (Paragrapha 4 - 6 )  the optimal growth patha in one-8ectoral mo
dels are analyzed from the view-point of the relationshipa between the 
optlaal and the equilibrium growth patha. In Chapter III (Paragrapha 7 -
- 10) the problems of optimization of growth proceas as well as the pro
blems of equilibriu4 and stability in two- sectoral modęls i- « considcred. 
In the Mathematical Appendix the theorems preaented in previous parts of 
the book are proved.
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OnTM .AJIbB itE  TPAEKTOPHM PO C TA  £ A T P E T U P O B A K iła  

SK O H GrfH ^ECK H i M O flE J M
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P  e 3 jo m  e

B pafiO Te H 3JioxeH i/ npo<5jieMH M a ie J ia T h iie cK H ft re o p h K  3 K 0 n 0 iiH q e c K 0 i’ o p o c ia ,  

pam aeuue c nowombB n p n H i i H n a  u a t t C H M . y M e  n  o h  *  p  a  -  

r  h h a . 2] .  OcooeHHoe bhhmaHHO yaeJibHO b Heń aH a jiH 3y on iHM ajibHhcc Tpa- 
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b o c th  ee  pa3B HTH a.
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AeJietł 3K0H0MHKH. KpHTHłecKH OHHBewi  TpdAHUHOHHbie pemeHHa óóA=« OuTHUĆJlh- 
Horo ynpaBaeHHJJ SKOHOMHueCKHM POCTOM, HeiipheuaeMŁie O 3K 0H 0H m ech0tt TOWKH 
3peHHa, aB rop  n p e fljia raeT  HOBhifl n o^xo^  * pa3pa6oT ice h nocTpoeH H i MO,neJie{t 
npHBOflflmHft k  OKOJOMHwecKH pa3yMHUM u ije jieco o C p as bum pemeHHau.

PalSoTa c o c t o h t  H3 ip e x  rJ iaB  h M a-ieM aTH ^ecK oro  a o n o jiH e H H a . B 1 rJ iaB e  ( n a -  
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ANEKS

DODATEK MATEMATYCZNY DO PARAGRAFU 1 

T w i e r d z e n i e  1 . 2 .  Z a ł ó ż m y ,  ż e  ( i )  w  r ó w n a n i u  r ó ż n i c z k o w y m

x ( t ) = f ( x ( r ) , u ( c ) . t )  ( * )

f u n k c j e  f, ó f / ó x  6 C°[EnxUxTj, ( l i )  J e ż e l i  u J e s t  c i ę g ł ę  i  o g r a n i c z o n ą  

f u n k c j ę  n a  o t w a r t y m  p r z e d z i a l e  ( . B j ) ,  t o  p r z e z  k a ż d y  p u n k t  ( t ° , x ° )  £  

( S 0 , 8 j ) x E n  p r z e c h o d z i  d o k ł a d n i e  J e d n o  r o z w i ą z a n i e  r ó w n a n i a

3T *(t) = g(x(t),t) , (* *)

w  którya g ( x , t )  - f ( x , u ( t ) , t ) ,  o k r e ś l o n a  i o g r a n i c z o n e  n a  c a ł y m  p r z e 

d z i a l e  ( 8  , 8 ^ .  O e z e l i  s p e ł n i o n e  s ę  w a r u n k i  ( i )  - ( i i ) ,  w t e d y 1 

V x ° £  E 1 V u £  C ° [ t J  31 x € , C ® [ t ] :  x ( t 0 ) = x °  i f u n k c j a  x j'3St p r a w i e  w s z ę 

d z i e  r.a T r o z w i ą z a n i e m  r ó w n a n i a  ( # ) .

D o w ó d .  W e ź m y  f u n k c j ę  u € ( 1 [ T j ( n i e c i . ę y ł ę w p u n k t a c h  , JC^, .

' "  T k  ̂t o < - 1' 2 ’ ' ’<' t k <'' * 1 ^  ‘ N a  c a ł V m  p r z e d z i a l e  T  f u n k c j a  t a  J e s t  

o g r a n i c z o n a ,  a  n a  [ t o ' ^ 1 ^  c:*-9gła - P r z y  z a ł o ż e n i u  ( i )  p r a w a  s t r o n a  r ó w 

n a n i a  (* *) i j e j  p o c h o d n e  c z ą s t k o w e  w z g l ę d e m  x  s ą  z a t e m  n a  E n x ( t c , X, ! 

c i ą g ł y m i  f u n k c j a m i  z m i e n n y c h  x, t.. P r z y j m u j ę c  j ( x , t )  = g ( x , t Q ) d l a  t <  t 

o t r z y m u j e m y  g, ó g /  d  x €  C ° [ E n x ( 8 ,  T 1 ) 71Q < t o . Z g o d n i e  z ( i i )  i s t n i e j e  w i ę c  

d o k ł 3 d n i e  J e d n a  ( c i ą g ł a  i o g r a n i c z o n a )  f u n k c j a  X j 0  v   ̂ s p e ł n i a j ą c a  r ó w 

n a n i e  ( * * )  i w a r u n e k  x ( t Q ) = x ° .  N a  p r z e d z i a l e  1 0 > ^ ^ )  f u n k c j a  t a  j e s t

r ó w n o c z e ś n i e  r o z w i ą z a n i e m  r ó w n a n i a  ( * )  . P r z y j m u j ę c  x('t.) = ] i m  x ( t )
1 t— 1 - O

( g r a n i c a  t a  i s t n i e j e  i j e s t  s k o ń c z o n a )  i r o z p a t r u j ą c  z  k o l e i  r ó w n a n i e  (#*■)

n* [^l''tr2 z t •t,nf 1 poczętkowym x( tj) otrzynaay doxładnie 1 dnę, t l*Tłą 
funiccję x ^  soełniajęc* równanie (*) na prz-jdzlale Tg) (przy-

poaioaay, t a  funkcja u jest w punktach niecięgłosci cięgła prawostron
nie) . Biorąc x(t ) . H a  x(t), otrzymamy funkcję x r. spełnia .aca 

t —  t2-0 l_o 2_|

warunek x(to) - x, cisgłę na przedziale [t0>X2 ] i prawie rzędzie (poza

1 Stosujemi nastysujncę symoolikv': V  oznacza „dla każdego (kazdej)"luD 
.każdemu(każdej)"; 3 czytamy „istnieje" lub „odpowiada"; ,jl - „lstnie- 
ie (odpowiada) doktadme Jeden (jedi .jedno)". Np. V a 6 E  3l b€t-1: 
a+b = 0 czytamy „każde | liczbia rzeczywistej a odpowiada dokłar1' ie Jedna 
taka liczba rzeczywista b, że ich suma wynosi O".
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punkteml spełniającą r-Swnanie (*). Postępując analogicznie dalej,
otrzymamy dokładnie Jedną funkcję x €. C°[rJ, prawie wsz>j 1zifc na T speł
niającą równanie (*) (wszęazie, poza punktami , T2 . • • • /t^) oraz wtrur.ek 

początkowy x(t0) B x°*

DODATEK MATEMATYCZNY OO PARAGRAFU 3

T w i e r d z e n i e  i.l. jeżeli spełnione oh ^ałużonla 3.1, 3.2 i 
proces (u\x*) r, >  1 jest rozwiązaniem z^Jania (3.4) - (3.5), to istnie-

L ° * i J t
Je taka stała y* >  0 orjz takie rozwiązanie y j"t t* J równania

j dH(y£.
HF Y ( t )  “ -------------------- d* x - x*(t) 1

że

max H(urJ.iAt) ,x*(t) ,u) - H( w* w*( t ) , x*( t ) , u*( t) ) - 
u€ U 70 7 J

- o  v t e [ t o .t«J.

a ponadto w mtmencie końcowym t*

< 4?(t»),x-x*(tf;)> - o V x e  Px* {t#j .

gdzie H(yo,y,x,u) - l|< Qf Q( x, u) + <  lj; . f ( x , u)> , Px*(i*) Je9t Płasz

czyznę styczną do gładkiej rozmaitości X1 w punkcie x*(t* ).

D o w ó d .  Niech (u,x)r.. r bpdzie procesem dopusz-zalnym w zada-
L «' 1 J r

niu (3.4) - (3.5). Weźmy dowolny moment czasu t£ Lt0 'tl' 1 licz>,e A t > 0

spełniającą warunek t+At <  t ^  Wówczas

t+At
3(x(t).t) >  J fo(x(e),u(6))dfi + 0(x(t + A t ) , t + A t ) .  (1)

t

Rzeczywiście, zgodnie z założeniem 3.1 istnieje rozwiązanie 
( u*, x*) + t*J zadania (3c6) - (3.7) z momentem początkowym t + A t  i

warunkiem początkowym x*(t+At) = x(t + At) ,

o(x(t + At),t + At) = | fo(x*t(e),u,(')e))de . (2)
t+At
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W warum acn ( 1 )  -  (2 )  w e k t o r y  x ( t ) , x ( t + A t )  są  s ta na mi  wewnętrznymi  s y s 

temu w momentach t , t + A t  w do pu s zc z a l ny m p r o c e s i e  ( u , x ) r  i  w z a d a n i u
L o '  i J

( 3 . 4 )  -  ( 3 . 5 ) .  Weźmy s t e r o w a n i e  u „  j ,

0 (6 )

u( 6)  d i a  6 £ [ t , t  + A t )  . 

u * ( e )  d l a  e £  [ t + A t , t * J  ,

o tr zyman e z e  „ s k l e j e n i a "  £ t , t  + A t )  -  9egmentu s t e r o w a n i a  d o p u s z c z a l n e g o  

u c W zatJaniu -  ( 3 . 5 )  i  opt/mal nogu s t e r o w a n i a  U*£t  + A t  t * J  "

z a d a n i u  (3.fa) -  ( 3 . 7 )  z  momentem poczętkowym t + A t  i  9tanem p o c z ę t 
kowym x ( t + A t ) ( s t e r o w a n i e  u ^  j może być n i e c i ą g ł e  w p u n k c i e  t + A l ) .

Odpowiada mu t r a j e k t o r i a  x ^  t * J  ,

5(9)

x ( e )  d l a  6 € [ t , t +  A t )  ,

Ą s )  d l a  e e  [t+ A t , t *  J ,

b ęd ęc a  na p r z e d z i a l e  *:,t + A t )  segmentem t r a j e k t o r i i  s tanów wewnętrznych 
w p r o c e s i e  do pus zc z al ny m ( u , x ) r t ( i  w z a d a n i u  ( 3 . 4 )  -  ( 3 . 5 ) ,  a na p r z e -  

r  ̂ i L o i  J
d z i a l e  [t+ A  t , t * J  -  o ply ma lnę  t r a j e k t o r i ę  w zadar . iu  ( 3 . 6 }  -  ( 3 . 7 )  z  mo

mentem początkowym t+ A t  1 stanea poczętkowym x ( t +  A t ) .  Ponieważ 

u € C  jjt, t* ] , x £ C ^ j t . t *  J, x ( t )  » x ( t ) , x ( t * ) €  X1 , zat em p ar a  ( u , x ) £ t t»j

J e s t  proce se m do pus zc z al ny m w z a d a n i u  ( 3 . 6 )  -  ( 3 . 7 )  z  momentem p o c z ę t k o 
wym t i  9tanem poczętkowym x ( t ) ,  c z y l i

3 ( * ( t ) , t )  ^  J  f 0( x ( e ) , I i ( e ) ) d e  , ( 3 ) 
t

z  ( 2 ) ,  ( 3 )  o trzymuj emy ni er ów no ść  ( l )  z wa ży ws zy ,  ż e

t* At t*,
J f 0( J ( e ) , u ( e ) ) d e  -  J  f Q( x ( e ) ,  u ( e ) ) d &  + J  f o ( x ' ( e ) , u * ( e ) ) d e  .

Z ( l )  wyn i  a n e t o m i a s t ,  że

y* A t

^ r -[a(x(t + At),r + At)-j(x(t),t)J J f0(x(e),u(s))de,

a po p r z e j ś c i u  do g r a n i c y  p r z y  A t — " O !

- TT x(*). *> >  f0(*(0.u(t)). (4 )
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Tbk więc każdy proce* dopuszczalny (u,x)r r w zadaniu (3.4) - 3.5)
L o 1J

w dowolnym mombncie t£ 8P®łnia warunek (4), Załóżmy teraz, że
proccs (u*,x,)r *ijest rozwięzaniem zadania (3.4) - (7.5), a wi.c pro-

Ll o ‘ 1 J
ceaem optymalnym. Rozumujęc podobnie Jak poprzednio, otrzymamy 

t-»At
3(x*(Kfr,t) = )' fo(x*(s),u(e)de ♦ o(x*(t+ At),t* At) (5)

czyli

- j(x*(t + At),fAt)-j(>?(t),t) I • [ fo(x*(9),uf0))de
t

i po przejściu do granicy przy A t--— O:

- gę- 3 { x W . t )  = fo(x‘(t).u*(t)). (6)

Warunek ten zachodzi dla wszystkich monienl ów t€ )•

Zauważmy, że

d _ 3 (X(t).t) = < ^ n v=x(t), d _ x(t)>  + M x i t L t i , (7)

gdzie t>0/dx = (dJ/c^j.... £>J/óxn), dx(t)/dt = f (x( t ) , u( t ) )2 . Ponadto w
stacjonarnym zadaniu sterowania z ustalonym stanem poczętkowym x funk
cjonał J(x,t) = const. we wszystkich momentach t, czyli

S3(x.t) = o . 
dt

Z (4), (6), uwzgl.dniajęc (7), (8), otrzymujemy następujące warunki (ko
nieczne) optymalności.

Jeżeli proces (u*,x*)j"t t*Jjest rozwięzaniem zadania (3.4) - (3.5),

t o

< ? 3Źx,t|}' lx-x*(t) • f(**(0.u*(t))> ♦ f0(x‘(t).u*(t)) - (9)

= u€*U t <  SJ6xłt  ̂ Ix-x»(t)‘ f(**(0.u)> +f0(x^t).u)} =

= 0 V  t 6 [t „ t * ) .

..obec tego, ściśle rzecz bioręc, w warunkach (4), (6) w punktach nie
ciągłości sterowania określona Jest tylko pochodna prawost ro.tna funkcji J 
względem t (por.uWBgi do twierdzenia 1.2 na s. 26).
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Równanie (9) w programowaniu dynamicznym nosi nazw*, równania Bellmane', 
Funkcja 0 nazywa aię funkcję Bellmana.
Wprowadzając oznaczenie

D(*.u.t> ,f(x,u) >  + f0(x.u)

r ó w n a n i e  B e l l m a n a  ( 9 )  m o ż e m y  z a p i s a ć  k r ó c e j :

B(x*( t) ,u*( t) . t) = max B(x*(t),u,t) « O Vte[t ,t*) . (10)
u £ U L o l

Zauważmy dalej, żo (ll)

B(x,u*(t),t) <  0 V x C E n, V t £  [t0 ,tj).

Rzeczywiście, z założenia istnieje rozwiązanie zadania (3.6) - (3.7) z 
dowolnym momentem poczętkowym t € E i dowolnym etanem poczętkowym 
x £ E  . Ustalmy moment t. Załóżmy, że w momencie tym system znajduje się 
w stanie x. Oznaczmy przez u*(t) optymalnę wartość sterowania w momen
cie t. Wówczas

B(x,u£(t),t) • 0

oraz B(x,u,t) 0 V u t  u, W szczególności

B(x,u*(t),t)<0,

gdzie u*(t)6u Jest wartościa sterowania optymalnego w momencie t w 
zadaniu (3.4) - (3.5).

Z definicji funkcji B i właściwości funkcji f,f (przypomnijmy, że 
f( • . u) » f Q( ’ . u) € C1 [ehJ V u f  U) wynika, że ma ona przy założeniu 3.2 
cięgła pochodne cząstkowe względem zmiennych x1 ,x2 .... >r wektora X:

3 <Tj(x t) f(x u)ł ^.3 (x it) £ l L*ad | dfn (*.») . (12)
d X £)X i>x 0 x dx

gdzie

3 Zob.np. M. I n t r i l i g a t o r  [24] s.398.
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leżeli {£**)^  t*J jest procesem optymalnym w zadaniu (3.4) - (3.5), to

w każdym momencie te t,,.**) funkcja B(-,u*(t),t) zmiannej x ma w 
otoczeniu punktu x*(t) pochodne częstkowe wzylędem współrzędnych
x1 ,x2.... xn> Z (10), (ll) wynika, że w punkcie x « x*ft) osięga - ona
maksimum lokalne,tzn.

óx‘

df0(x.u*(t))

&x ć)x x*(t)

& X

Zważywszy, że

x=x*( t) (13)

■«*(«) ó > 

ÓX d t

X = X * { t )

x=x *( t )

oraz (zob.(8))

<>23(x.t) = Ó 23(x,t) _ 0 
dx ót <>t óx

z (13) otrzymujemy^

d Ó3( <,t) 
37 d

»  _  d 3 ( x , t )  d f ( x . u * ( t ) )  

X -  X *  ( t ) ó x  ó x

ć>fQ (x,u*(t)) 

6x x-x*(t)

x»x*( t )

V t £  [ t Q, t ^  ). (14)

Po wprowadzeniu oznaczeń

x=x*(t)' = (̂ (V .... •

H (l|l.x »u) “ fQ{x,u) + < 1|/ f(x,u)>

m*(t ) -

Óx

W równaniu tym, podobnie Jak w warunkach (4), (6), w punktach nie
ciągłości sterowania określona jest- tylko pochodna prawost ronr - funkcji 
W(x,t)/ ()x| *jt j po t. Uwaga ta dotyczy także równania (15).
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równania (14) p-zyjmie postać następjjęcę:

HF * = ' M « x «u I Vtt[t t * ), (15)
0x lx=x*(t)

gazie dH/ £x » (c)H/<}x1 ,..., &H/dxn). Funkcję H nazywamy funkcję Ha
miltona (hamiltonianem).

Wektor y*(t) nazywamy wektorem zmiennych sprzężonych z x#(t) w mo
mencie t. Równanie Bellmana (10) przyjmie teraz postać

max H( o/*( t) t) . u) - H( w*( t) ,x*( t) ,u*( t)) = u t , t*) . (16)
u€ U 7 L O U

Zauważmy, że ani w równaniu Benmana, ani w równaniu (14) nigdzie nie 
występuje expiicite funkcja 0, tylko Jej pochodne częstkowe. Oeżeli pro
ces (u’,,x*)|-t ^ajjest rozwiązaniem zadania (3.4) - (3.5), to zgodnie z

założeniami 3.1., 3.2 funKCJa ta oraz Je] pochodne częstkowc względem 
zmiennycn x. ,x„,,..,xn istnieję i sę cięgłymi funkcjami czasu. Istnieje 
więc takie cięgle (przedziałami różniczkowalne, poza punktami nieciągłoś
ci sterowania u*^ t, i) rozwięzanie ij/*j równania (15), że zachodzi

warunek (16)^. Warunek ten zachodzi dla monentów t <  t* . Równocześnie,

ponieważ funkcje ^*,x*,u* sę cięgłe (i ograniczone) w pewnym lewostronnym
t-otoczeniu punktu t* (w punktach t: t*-t<t<^ t* , gazie l  jest pew-
nę liczbę dodatnię), zatem przyjmujęc u/(t?) = lim w*(t) (granica ta

T - t—  t*-0 T
istnieje) możemy warunek (16) rozszerzyć na cały przedział Tak
więc, jeżeli proces (u*,x*)jt jest rozwięzaniem zadania (3.4) -

- (3.5), to istnieje takie rozwięzanie t„ równania (15) określone

na cał^m przedziale w każdym momencie czasu t£ [t ,t
chodzi warunek (16).

Przedstawione warunki optymalności nie zmienię się, jeżeli hamiltonian 
w układzie (15), (16) zdefiniujemy jako następujęcę funkcję zmiennych 
vj/(0,x(t),u(t) i zmiennej rzeczywistej ip Q > 0 (niezależnej od czasu)6 :

H(*Vy(0.x(t),u(t» ■ <pcf0<x(t)'u{t))-<f(t).f(x(t),u(t))> . (17)

5 Rozwięzanie równania (15) pojmujemy w sensie całkowym,por.uwagę 1° 
do twierdzenia 1.2 na a. 26.

Wystarczy dokonać zamiany zmiennych, przyjmujęc np. £(t) »if/(t)/ui
i otrzymamy warunki optymalności z hamiltonianem postaci (17).
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Warunki optymaJ nos>ci procesu ( u * ^ * ) ^  t«j w stacjonarnym zadaniu

stnrowania (3.4) - (3.5) przyjmę zatem postać następujęcę.
Jeżeli spełnione 9ę założenia 3.1, 3.2 i proces I u*,x*) r ■, just

L o ' i J
rozwięzaniem zadania (.3.4) - (3.5), to istnieje taka stała y* >  O 1 ta
kie rozwięzanie równania (15) (określane na całym przedziale
r i o i  “1
L* o' * l J ' że w każdym momencie czasu t £  [t Q, t* J zachodzi warunek (16), 

gdzie hamiltonian H ma postać (17).

Funkcja H^t t’ ] 8Pe*nia ponadto pewien warunek w momencie końcowym

t* zwany warunkiem transfersalnojci 7 . bezpośrednio z definicji funk
cji J wynika, że

J ( x . t ) > 0  V x £ X 1 , \ TteE1 .

Niech proces (u*,x*)^ t będzie rozwięzaniem zadania (3.4) - (3.5). - 

Wtedy

J(x*(t^),t*) - O .

Rzeczywiście, ponieważ x * ( t / ) £ x 1 , zatem J( x *( t* );, ̂  o , Załóżmy, że 
0( x*( t’ ) , 1*) >  0. Ittnieje zatem taki proces (u,!)^* ~ j( że

x(t*) = x*(t*), x(t)£ X1 , 

t
J fQ(x(tj,u(t))dt >  0.
*0

„Sklejając" ten proces z procesem (u*,)?)^. t*j, otrzymujemy proces do

puszczalny (u.x)j^t ~j, któremu odpowiada wskaźnik Jakości 

° T *

J f 0(x(t).S(t))dt > 0 ( x°.to).
to

co Jest niemożliwe. W punkcie x*ft*) funkcja O ma więc minimum warun
kowe ,

3(x*(t*),t*) = min 0(x,t*), (18)
1 1 p(x)-0 1

^ Warunki tranewersalności pcjawiaję się w tych zadaniach sterowania 
optymalnego, w których zbiór stanów docelowych (lub zbiór stanów poczat- 
uwych) Jest aładkę rozmaitościę Mówimy wówczas o warunku transwersal- 

'łc*ci w p-«*»yn(luwy») krańcu trajektorii stanów. W zadaniu (3.4) - (3.5) 
gładką rozmaitościę Jest zbiór stanów docelowych, zatem rzecz pójdzie o 
warunku transwersalności w prawym kralcu trajektorii. etandw.Jeżeli^ęładka 
ozmaitość redukuje się do punktu (zbioru jec .loeiementowego;, wtedy zni

ka warunek transwersalności, natomiast pojawia się warunek przejścia tra
jektorii przez ten punkt.
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czyli funkcja Lagranga'a zadania (18) ma w tym punkcie żarowa pochodna 
cząstkowe.

d3(x,t *) 

~
^dp(x) 

x=x*(t*)+ dx x=x*(tj)

lub inaczej

(19)

gdzie

Adp(x)/dx » ( 2  A 1ópi(x)/óx1 ....  > A1<)p1(x)/()xn
i,1i--1

Mrożęc obie strony równania (19) przez nektor JJ-x*t*), gdzie 

x 6 P x*jt<j , otrzymujemy następujący warunek transwersalności (w prowya 

krańcu trajektorii stanów ntwnętrznych):

< Y *(t;?).x-x*(t? )>=.-<A i 4 ^ | x=xł((t:rx.x^(tr) > .

■ 0 V x £ P **(t*) . i2c;

keasumujęc, Jeżeli spełnione sę założenia 3.1, 3.2 i proces
(u\**) r t* 1 Jeet rozwięzaniem zadania (3.4) - (3.5), to istnieje takIm 

L o' 1 J i
srała Yo > °  1 takle rozwięzanie y * [ t t*lrównania (15) z hamiltonia-

I 1 1nem (17), że w każdym momencie czasu t £ J spełniony Jest warunek
maksimum hamlltonianiu (16), a w momencie końcowym t* - warunek trans— 
wersalności (20).

T w i e r d z e n i e  3.3. Oeżeli proces (u*,x*)r "̂l jest roz*
l o' 1 J

więzaniem zadania (3.33) - (3.34), i o istnieje stała >  0 * takie 
rozwiązanie --ównania

Hf
d , , bH(to f

Ó x

że

(A) t y j .  y s r o j c  v t e [ t 0 , t * j ,

(P) max H(y*.  ̂ (t),x*(t).u,t) = R(lj;*;'lj^(t),x*(t),u*(t),t) V »£[t0 .t J. 
u £ U



220

(C) } = 0

(0) <y*(t* ),x-x*(t*)> = 0 V * £ P x *(t?)

gdzie HClj<0 -̂ . x, u , t) = i‘0( x , u, t )+ <vjj, f ( x , u , t )> ,

—  1 
P >  L * ) jest płaszczyznę stycznę do gładkiej rozmaitości X w punkcie

x*(t*) .

D o w ó d .  Skorzystamy z tego, ±e zadrnie (3.33) - (3.34) Jest równo- 
wrżne z zadar.iem (3.33*) - (3.34'), tzn. proces (u*,x*)^t t *■j wtedy i

tylko wtedy będzie rozwięzaniem zadania (3.37) - (3.34), gdy rozwiązaniem 
zadania (3.33*) - (3.34') będzie proces (u*, X*, x *+1) £t t*jf gdzie

x*+1(t) = t-t0 ' Hamiltonianem zadania (3.33') - (3.34') jest funkcja H,

"tyo'H' ' V  n+l'x,xn+l ’u) '■4'ofo(x',,,'xn+^  +

+ <y,f(x,u,xn+1) > + (pn+1 .

Oeżeli proces ( u1*,x*, x*+1) .* 1 Jest rozwięzaniem tego zadania,
L o* 1 -J

to zgodnie z twierdzeniem 3.2 istnieje st&ła lj;* Ĵ.0 i takie rozwięza-

V &o-*JJ

d .OH(l|/*.l|l(t} ^ l ( t)'x 'xn‘łl<t)'u*!t)) 
ar^(t) ----------- -—  - — ---------------------

<)fKlf*.^(t),lł;nłl(t),xł-(t),xnłl,u*(t))

h  w < o ----------------------------------------------------------------------

x=x*(t) ’

n+1

(2)

że

( Y o ' / (t)-fn+l(‘P  * 0 <3)

.. Ky fi ( ^ Y ( t ) . < + 1 ( t ) . X * ( t ) , X * + 1 (t).u) -

- h l y * . i jA * ) .fJ +1( * ) ' xłf( łjł. jf^ +1( 0 . i J ^ t ) )  » o V t  e [ t o,t  *] (4)

V ( x . x n+1) € P(«*(tf).x*+1(t*)) > (5)
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gdzie P(X*(t*),x* (t*)) ■*08t Pła3z^zyzn9 stycznę do gładkiej rozmai

tości X w punkcie (x*(t*),x*

Wróćmy do zadania (3.33) - (3.34). Zauważmy, ż* ć)H/dx «=c)H/ć>x , 
0H/c)xn+1 » 5 H/ót, zaten układ równań (l) - (2) Jest równoważny z nastę
pującym: - '

d  ̂ dHfw* W(t),x,u*(t),t)
^■yit) ----------------- ----------- X-X*(t) ' (l’>

d , \ ć>H(l|/*,q/(t).x*(t).u*(t),t)
3F 4* n+1 (t> ------- J-Ł ~ - "fet-------------- • (2’)

. . .  ( ,

Z (4) oraz definicji funkcji H, H wynika, że

max H(y£,^*(t),x*(t),u,t) - H(lj/£, (jf( t ), x*( t) , u*( t), t)' Vt€'[t ,t*J. 
u £ IJ

(4*)

W warunku transwersalności (5) zmii nna xn + 1 przebiega'całę ot rze- 
crywistę, zater “ 0 1 wobec t^go:

<y*(t*),x-x*(t*)> = 0  V x e P x*jt*j, (5>)

gdzie Px*jt*j Je9t płaszczyznę- srycznę do gładkiej rozmaitości X1 w 

puniccie x*(t*). Ponieważ y „ +1(t£) * O, więc

O V t € -[t-.tiJ

(zakładając, ij ( y*, ip*(t)) » O w pewnym momencie t otrzymalibyśmy 
trywialne rozwięzanie układu (l) - (2) nie tpełniajęce warunku (3J).Z te
go samego powodu w momencie końcowym t*

H( ipj. f(t*),x*(t*),u*(t*),t*) .

- H( l|l *, l()*{tJ).fJI+1(t*)^*(t*),x*+1(t*),u*(t*)) - O. ■
(4“ )

Tak więc. Jeżeli proces (u*,x*)^t ^t*jjest rozwięzaniem zadania (3.33) -

- (3.34), to istnieje stała y *  ̂ .0 i rozwięzanie t#'j równania

(1*) spełniające warunki: nietrywialno9ci (3'). maksinum (4'), transwer- 
eolności (5#) i zerowania się hamiltoniana H w momencie końcowym (4'').

T w i e r d z e n i e  3.4. Jeżeli proces (u*,x*).j. jest rozwięza
niem zadania (3.35) - (3.3b), to istnieje stała ^ * > 0  i takie rozwią
zanie ij/* równaria
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d . . M  y *.‘y(t).x.u*(t)) |
3T Y (t) ------------- ----- |x=x*(t) -

z warunkiem końcowym

(A) j A t Ł) - 0 . 
że i
(B) max H ( ip* , y* (t), x*( t ) ,  u) ■ H( i|>* , !y*( t ) , x*( t ) , u*_{t)) ■ conat . V t  6 T,

gdzj e H( Lpo< iji ,x,u) = i|)Qfo(x,u)+ <y,f(x,u)> .

D u n ó d. Posłużyay się metodę podcbnę do tej, ktorę zastoeowaliamy 
przy dowodzie twierdzenia 3.3. Wprowddimy dodatkowę zmiennę xn+i 1 rów
nanie

TJt Xn+l(t) ’ 1 ' xn+l(to) “ ro- (1)

Wtedy zadanie (3.35) - (3,36) będzie równoważne z następującym zada
niem z nie ustalonym momentem końcowym:

max J f Q( x ( t ) * u ( t ) ) dt 

*0

^  x(t) - f(x(t),u(t)) 

xn+l(t) * 1

u(t)£ U , u £ C° [t0,tj] (3)

(x(*oJ'*n.l‘tó ^  “ (x0'Co;

(x(t^),xn+1(t'))€ X - ((x,xn+1): x € E . *n+1" ‘i] •

*

W zadaniu (2) - (3) Jest n-wymj.arowę gładkę rozmaitościę w En+1.
rloment t£ nie Jest ustalony (Jednak każda trajektoria stanów wchodzi 
do X1 w momencie t£ - t ± ) . Załóżmy, że proces (u*, x*, x* + 1) ^  <t,-ijest

rozwięzaniem tego zadania. Oczywiście czyll [tQ ^  ̂ dla
tego dalej będziemy mówić o optymalnym procesie (u*,x*,x*+ )̂-p. Rozwięza
niem wyjściowego zadania (3,35) - (3.36) będzie procea (u*,x*).p.

Z twierdzenia 3.2 otrzymujemy następujęce warunki optymalności proce
su (u*,x*,x* + 1)T . Istnieje stała i takie rozwięzanie (y* ł|/*,+1)f 
układu równań

dH( lf»*. ^(t), W n+1(t),x,u*(t))
Ht ^  l t ; ---------------- S-> x

(4)
c * ( t )  •



223

ot n + 1' '  ~ ;,x — — — —
°  n+1

że

( 4/ * .  if* ( t ) .  y * +1 ( b )  /  o v ' t e f  , ( 6)

max Hf lj>*(t), l)>*n + 1(t) t) , u) =
u e u

- H( y*, y*(t), lf'n+l(tr-) = 0  V  t 6 1 , (7)

<l|rttŁ>. = °  (0) 

v (x,xn+1)e p(x*{Ci) (ti) ,

gdzie *< 4 W  ' 4'n*l'x -u> = 4 V o { x ' u) + <  Y  f < x 'u> + Yn + 1 •

^(x*(t ) t ) Je3t P ł a s z c z y z n ę  s t y c z n ę  d o  g ł a d k i e j  r o z m a i t o ś c i  w p u n k -
1 1  _ . . 

c i e  ( x y ( t 1 ) . t 1 ) .

Z definicji funkcji H, H wynika, ż° układ równań (4) - (5) Jeet rów
noważny z na.tępujęcy»:

d ,.s * M( y V  tł»(t).xsi»*x.t))
^ ^ ( t ) -------------p ---------- -- x-x*(t) * { Ą )

7! Y n + l ^ 5 _= °> . c C 5-)

natomiast warunek maskimum (7), wobec tego, że = const.,

z warunkiem

max H( lf/*(t).x*(t),u) = H( y 1Q , 4J*( t).x*(t>,u*(t>) = 
u £ U

=* con9t , V t  £ T. (7‘)

Wektor x w warunku transwersalnoaci (8) przebiega całę przestrzeń En, 
za^em

/ ( t 1) » O. (e.)

Ponadto z (7), (8*) otrzymujemy, zważywszy na (6), że y *  / C 'i wobec 
tego l|y* > 0 .  Tak więc. Jeżeli proce9 (u*, r*-)t' jest rozwięzaniem zada
nia (3.35) - (3.36), to istnieje stała > 0  i takie rozwięzanie 
równania (4‘), ża spełnione sę warunki (7'), (8').
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DODATEK MATEMATYCZNY DO PARAGRAFU 4

T w i e r d z e n i e  4,1. (i) Oeżeli spełnione eę założenia' 4.1,
4.2, to rozwięzaniem zadania (4.12) - (4.13) jest proces (s*,m*)T nastę
pującej postaci:

s*( t) - ■

1 dla t € [tQ , t ) ,

0 dla t € [t.tj] .

m°e9(t) dla t € [tQ ,t),

n ^ l j e -^  t-T  ̂ dla ^ [ t . t j  , 

gdzie g(t) - (a^/y) (eV ^t_t o^-l)- |a( t-co); tQ̂ t  <  tj .

r(t,)

(il)| 3®i>0j: |T| - t4-t0 >  €

o ' cr 

■ . |T|<e > 1 r  t.

D o w ó d ,  (i) ZadanLj (4.12) - (4.13) Jest niestacjonarnym za idhiem 
sterowania z kryterium całkowym, ustalonym horyzontem i swobodnym prawya 
krańce* trajektorii stanów.7. twierdzenie 3.5 otrzymujemy m-stępujęce wa
runki optymalności. Oeżeli proces (s^.m*)^. J=&t rozwięzaniem zadania 
(4.12) - (4.13), to istnieje takie rozwięzanie równania

gj- 4>(t) « - (a(t)s*(t)-pi) y(t)-a(t)(l-e*(t))

z warunkiem końcowym

- 0

( J )

( 2 )

źs

max [( a( t )s- ̂  ) y*( t )+a( t) (l-s>)} «■*( t) -

« e [o,i]

-  {a(t)(s*(0 -p0 4 /*(0 ta(t)(l-s*(t))^*(t) V t € T  . (3 ) ;

W punkcie 4.2. pokazaliśmy, że wszystkie trajektorie najętku produkcyj
nego w zadaniu (4.12) - (4.13) sę dodatnia.j Ponlfwaz a(t) > 0  na T, 
hamiltonian H postaci

H(ip,m,8,r) = a(t)(l-s)m+i^i(ait)s-p)«

Jest linlowę funkcję sterowania (zmiennej a), zbiór sterowań - przedział 
O.lJ - prostopadłościanem w E^ oriz
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h a( t )m*( t) { ^*(0-1)

S*(t) = 1, J Bieli <p*(t) > 0 ,  

s*(t) = 0, Jeżeli ip*(t) <  O,

gdzie = t|/*^t)-l. .< momencie końcowy™ t^ mamy i|i*(t̂ ) = C
(warunek transwersalności (2)), więc » - 1 i wobec tego - zwużyw^
szy, że C°[t J - otrzymujemy: s*(t) = O V t € l " |  C;t j) , gdzie Ł jfcst
pewną liczbę dodatnię0 . Podstawiając ^*(t) do równania (l), otrzymujemy 
następujące równanie, które prawie wszędzie spełnia cięgła funkcja

Y t :

gj- vp*(t) - - a(t)(l+ <p*(t))»(t) + H («f*(r)+l).

Możliwe sę trzy przypadki:

(a) ^(t) <[ O. Wt»dy s*(t) » O,

= -a( t) + n  + ||J*'P*( t) <  O.

(b) - O. Wtedy

-TTf *(0 - -a(t)+ p. <  O.

( c )  i p * ( t )  .> O. Wtedy s *(  t ) ■ 1 , 

g r y * ( t )  » ( p - a (  t ) ) (  ^  * (  t ) + i )  <  O .

Cięgła, przedziałami różniczkowalna funkcja maleje więc monotonicznie 
n- T do zera (warunek (2)), zatem maleje także funkcja i ^ ( t j ) ^  O. 
Albo więc ^*(t) < 0  V t  e lnt T, albo funkcja ip* zmienia dokładnie 
raz znak na j.nt T (z dodatniego na ujemny). W ren sposób w zbiorze tra
jektorii stei owań

K[TJ- | ST : s e C°[t], s(t) € [o,lJ V t  e T |

wyróżniliśmy podzbiór

1 dla t 6 t ,t '),

K0 [ r j - ‘ "r: •(«)-. ^ t 'e [ V ti3}-

O dli t € I t' , ] ,

8 Symbolem U(Ł;t) oznaczaay C-otoczenie punktu t (w k ):
U(t;r) - [ t ' 6 f :  |t-t -1<E J ; U- ((jt) - lewostronne Ł-otoczenie punktu 
t ,' U-(t,t) -{t'6U(tjt>: t <  tj .
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do którego należy sterowanie optymalne (jeżeli istnieje). Zadanie staro
wania optymalnego (4.12) - (4.13) zredukowaliśmy więc do zadania ustale
nia optymalnego momentu przełączenia sterowania z 1 ne <J. Ważmy ste
rowanie s £K°[ t ]. Odpowiada mu trajektoria mT .'

m°exp f  (a(9)-^)ti9 dla t  6 Lt 0 , t > 

m( t )  =<j *° ( 4 )

m( t ' )exp | -  p( t —t  * )] dla t  € 1 t  * , t ^  ] .

Zadanie ustalenia optymalnego momentu przełączenia sterowania ma postać 
następującą:

max ^(t • ) , 
t* £ T

(5)

gdzie

T

O Ir i
1 | e x p  / ( “ ( O  - p i ) d t  J a( t ) e x p  f  -  jjl ( t - t  ’ )] d t  

to t!
jest wielkością, konsumpcji w horyzoncie czasu T w dopuszczalnym procesie 
(s,m)T ze sterowaniem s £K°[ t ] (trajektoria mT pa postać (4)), przy 
czym funkcja ^ £ C * | T oraz

cTT ^ M  t'=t1 =» - a ( t 1 ) m ( t 1 ) < 0  . (6)

Nietrudno sprawdzić, że warunek d ę(t’)/dt’ - 0 może zachodzić co 
najwyżej raz na T, zatem funkcja ta ma co najwyżej Jeden punkt przegię
cia na T. Oeżeli istnieje taki punkt przegięcia T°€ T, wtedy na podsta
wie (6): tQ̂  t° <  tj* Inaczej max ^ (t *) = ^(t0) (rozwiązanie zadania

t’6 T
(5) istnieje, ponieważ ^£C° J, a zbiór T Jest zwarty). Zatem optymal
ny moment przełączenia

t= arg max ^(t') ,

* ' «  { v * ° }
( 7 )

gdzie X ° jest punktem przegięcia funkcji  ̂na T (o ile istnieje). Pro
ces (s*,m*)T ze sterowaniem

1 dla t € [tQ .t ) , 
s*(t) - < (8)

0 dla t € [ t  , tj J ,
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odpowiadającą mu z rozwiązania równania różniczkowego w (4,13) trajek
torią in* (po podstawieniu aft) « a°exp | W  t-tQ)} ),

„°«9(0

m*(t) =

gdzie g(t) - (a°/V’)(e * *0^-1 ) -^(t-tjj), i momantem przełączenia ste
rowania (7) Jest jedynym procesom dopuszczalnym spełniającym warunki op
tymalności (l) - (3). Zgodnie z hipotezą (h) proces ten jest więc roz
wiązaniem zadania.

(ii) Ponieważ

gp  ̂ ( t') - a( t * )m( t •) ĵ e t11' 1 a( t)e" +* dt - 1 ( 

a po podstawieniu aft) - a°exp |v(t-tc '|

dla ,

* U ) e - P (t-'C > dla 4 [ t . t ^

(9)

§ (j-) = a°e V(.^to)m{i.)
y - y .

więc w szczególności

3 t -  ^ ( t , ) | t ' - t 0 *  [ ^ - { e ( ' ' ' P ) ( t l ‘ t o ) - l ) - l J .  ( 1 0 )

Przy założeniu 4.2 prawa 9trona równania (10) staje się dodatnia przy 
T — »-+00 (wystarczy wziąć IT|>  e - (v-p)-1ln[lt(v-^)/a°J).
Oeżeli horyzont czasu T będzie dostatecznie długi, wtedy funkcja £ nie 
osiągnie maksimum na T w momencie t , ponieważ w momencie tym będzie 
miała dodatnią pochodną. Zwazywszy na (7) otrzymujemy

T- arg max ^(t’) » 1° >  tQ , 
t * £ T

Jeżeli [T| >  6. Podobnie łatwo wykazać, że funkcja ^ maleje na T, Jeżeli 
horyzont T będzli dostatecznie krótki (wystarczy by |T| ^  8). Wtedy

*o-

T w i e r d z e n i e  4 .2. Oeżeli j T ) — — + oo , to (i) T -tQ -*- + oo , 
(ii) | 6*t“ Ó ~ t | — -O, gdzie funkcje óm# , &- są postaci (4.18) -

-(4.19), V jest momentem^przełączenia*bterowania optymalnego w zadaniu 
“(4.12) - (4.13).
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D o w ó d  (i) W twlerdznniu 4.1 pokazaliśmy, że Jeżeli horyzont cza
su T Jest dostatecznie aługl, to optymaTny moment T przełączenia ste
rowanie s* spełnia warunek

d
ETt

(gdzie a(t) - a°«*xp V(t-«t)J), skgd po przekształceniach otrzynujemy

1_e(v-F*Ctl -<) -  -#*=£- e_ .
' a

i
Zważywszy, że 0<(^x-v)/ac <  1, mamy więc T-» + oo PrzV

(ii) Ponieważ

gdzie X Jest momente,," przełączenia sterowania w procesie optymalnym w
długia horyzoncie czasu (warunek ten wynika z (l)). oraz tj- %-- »-0
przy tj— »- + oo , więc

X M
ISm»- S s I “ fTf J  (a(t)-p)dt - J Hdt - f (a( t )-|a) dt

T 1 *0 t to

• piy J a(t)dt <  y|j e ^ tl7'C) -- »  O przy |t |--- -

T w i e r d z e n i e  4.3. (i) Kozwiązaniem zadania (4.26') - (4.27 
Drzy założeniu 4.3 jest proces (b*,m*,1*)T następującej postaci:

i dla t £ [tc .T) ,
h*(t)

m*(t>

.£ dla t e  [ t . t j .

(m0-d°)e_H(t-to)+ -^-( t-to) ♦ d° dla t £ [tQ ,t).

(<n*{x)-a(x))  ̂ - M t - T )  + d(-c) dla te  [ t  . t j

l*(t)

i V U t - t J

ł l x ) ~  t(t-t)

dla t£ [to ,x) 

dla t e [x , t ŁJ ,

gdzie d° - (i /yC) >  O, d(-t) - ( i*(x)/^0+ U//-?) >  O ,
moment X spełnia warunek t ^  X <  t^.
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(ii) 30 >  o* |T I >  6 li-8 >  V  M

O o w ó d. Zadanie (4.26') - (4.27') Jest stacjonarnym zadaniem 
stepowania z kryterium całkowym, ustalonyrr horyzontem i swobodnym prawym 
krańcem trajektorii. Z twierdzenia 3.4 otrzymujemy następujące warunki 
optymalności. Oeżeli proces (h*,m*,i*;T je9t rozwięzaniem zadania (4.26')
- (4.27'), to rozwięzanie y* ■ ( , 'f^T u*<̂ ac*u r<5«nań

Tt Y l (t) “ W O Ta 

3T Yzt*> » - < f J * ) + l
(i)

ze stanem końcowym

spełnia warunek

y*(t4 ) - lf£(tŁ) = O

h*{ t) - Ł  , Jeżeli 41* (t) >  C 

h*( t) - - Ł . jeżeli ip*(r)< C

( 2 )

(3)

Rozwięzanie układu równań (l) z warunkiem (2) Jest Jednoznaczne, przy
tym

y*(t) - a î”2e ^  t-tl ̂ -( a H _1-l) (t-t1)-a p~2 .

Ponieważ » 0, dip*(t)/dt t-t >  0, zatem ^  0

t £ U_( Ejf t^) \ £ t^ J , gdzie t. Jest pewnę liczbę dodatnię, i wobec tegc

h*(t) =• - Ł V t  6 U ( t/jtj) zważywszy, że sterowanie może być niecięgłe 
tylko w skończonej liczbie punktów wewnętrznych horyzontu T. Funkcja y? 
zerujfc się co najwyżej raz na Int T, przy tym (t) <  O V t £ T ,  Je
żeli | TI ^  8 i zmienia dokładnie raz znak (z dodatniego na ujemny) w oto 
czeniu punktu % ■  ti-6' Jeżeli lT | >  6, gdzie 8 Jest dodatnim pier- 
wiastkiei" równania

(równanie to ma dw< pierwiastki: 01 = 0 1 e 6 (0, a- jj.))). Zgodnie
z (3) ste-owanie h* ma więc \asi ępujęcę postać:

£ dla t £ [t X) ,
h f t)

-tdla t £ Q*t ,t1].
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gdzie %• t - 8 > t o , Jeżeli | t | ^ 9  oraz h*(t) ■ - Ł  YtfeT, jeżeli
|t | > 8. Rozwiązując układ równań różniczkowych w (4.27') z pov.yższyir> ste
rowaniem, otrzymamy żądany proces (h*, m*, który Jskc jedyny w naszym 
zaoaniu spełnia warunki opcymalno>ci (l) - (3). Zgodnie z hipotezę
(h ) Jest on rozwięzaniem _adania.

T w i e r d z e n i e  4.4. (i) 0

| T | > 2 6 t = >  |m*(t)-m(«) |<t V t 6 [tQ+eŁ . tj-Bj] , gdzie m? 
Jest optymalnę trajektorię majętku produkcyjnego w zadaniu (4.26') -
- (4,27'). n>T - trajektorią majętku produkcyjnego postaci (4.28) z wa
runkiem poczętkowym m( t Q) » ( (*1°- t )/ yi~ 0 (i° - początkowa wielkość 
inwestycji w zadaniu (4.26*) - (4.27'))*

(ii) ló#- 5- I--- • 'O przy |t|— »+oo,gdzie 6_*. 6= - średnie stopy
' ' I 1 r T T

wzrostu aajęticu iT zdefiniowane w (4.18), (4.19).

D o w ó d ,  (i) W twierdzeniu 4.3 (ii) wykazaliśmy, że długość fazy 
konsumpcyjnej w optymalnym procesie wzrostu Jest ograniczona, tzn.
36 > 0 :  ^  6 horyzontu czasu T dowolnej długości. Weźmy-
liczbę 0. Oeżeli m° - d° - (l°/)j)-( l /  y ? ) , wtedy m*(t) = m( t)
V t  £ [t0 .t3 -0]» leżeli «i° > d°, wtedy |m*( t )-m( t ) i<tVt€ [t o-*9’, , t Ł-8 J , 
gdzie ®Ł “ ^  | ('n°-cJ0>/e | . Tezę (l) otrzymujemy, bioręc SŁ =

■ max ^6 ,8^}.

(11) Z definicji średnich stóp wzrostu otrzymujemy

a zatem

I <  -j*j- J | s*( t )-5( t) | dt,

przy czym s*(t), T(t) £ (0,l) V t  € T. Zauważmy, że s(t) »-^./a <C 1, 
Je*eli t »-» oo oraz s*(t)— —  pu/a, Je;:eli t — »■ + oo , t *1“®; 
gdzie 8 Jest ocenę długości fazy konsumpcyjnej w procesie optyaal- 
nyn(nienależną od długości horyzontu czasu T). s t ę d V t > 0 3  S£ 0: 
t £ [t = = > |®*(V")-S(t)| < ł  (ocena nie zależy od długoś
ci horyzontu T). Tak więc

I 6nŁ" K  ITT [  ' <-*(*)- 5( t) | dt + J | e*(t)-s (t) |d tj <
T to V e

<  -plr[ J t)-»(t )| dt+ J Łdt+ | Js*( t )-5( t) | at j -<
t0 t0ł 9ł t,-e
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< 7 Y r L e+v  Ł (ti-to"e- ^  0

■ 8+8Ł ) ( 1- Ł)+8C .

Ocena tn pozostaje prawdziwa dla dowolnie małej liczoy Ł>0, Jeżeli tylko 
horyzont T jest dostatecznie długi, a zatem

^ m-j- I — ®-0 przy |t|— - + o o  .

T w i e r d z e n i e  4.5. Jeżeli spełnione Jest założeni) 4.3', 
wówczas t (i) wszystkie procesy (i,y)T w układzie (4.32') aą rosnące, 
(ii) warunek

a HF y(t) <  HF 1 (t> <  TT y**)
g

Jest rownoważny z następuJęcym:

(*)

i(t) »cx(t)[ai(t)- j^y(t)]

alt)£ ta -1] • « ł £°Lt] •

□ o w d ó d. (i) Ponieważ 1 6 C1 t], więc y £ C  t ] , tzn. para 
(i,y)T spełnia prawie wszędzie na T równanie

—  > y(t) - a l(t-) y(t) . (i)

Ponieważ prawa strona tego równania Jest nieujemna na T, zatem

HF y k )  >  HF y (1) tut “ a i °" My° > °  V t  6 TO

(przy założeniu 4.3*) oraz

HF i(t) >  a ~ HT" >  0 V t  e T .

(ii) Oeżeli para (l,y)T spełnia układ (4.32*), to di(t)/dt >  O, 
dy(t)/dt > 0  na T na podstawie (i), tzn.3 p>6 5° tJ : |j(t) € [o,l] ,

T
Oeżeli w pewnym punkcie t ,ochodn- funkcji 16 C [tJ Jeet nieokre

ślona, wtedy przyjmujemy a i (O/dt ^  . H m  d 1 (tj/dt.
t—  t +0

U„dga ta dotyczy wszystkich rozpatrywanych OaleJ funkcji z klasy C1 [t ] .

>
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i ( t )  -  | i ( t )  y ( t ) + (  i -  ^  y ( t )  -

- [_(i(0(i- —  )♦ £ - J f r  /'O.

Przyjmujęc oznaczenie «(t) - (1- p./a) otrzymujemy (*).
Odwrotnie, weźmy dowolnę funkcję cc £ C°£t] z  Wbrtoiciami w [}A/atiJ. 

Po podstawieniu równania wzrostu inwestycji (*) i równania wzrostu do
chodu do (l) otrzymujemy równanie

i-2 y(t) - (a cx(t)- p.) y(t) . 
dt

(2)

którego rozwięzaniem Jest trajektorie dochodu narodowego spełniająca wa

runek

X.

gj- y(t) - -|f y(t) t-t »xp j (aa(e)— (i)de >  o V t  e t .
° t0

Zatem a i( t > - ^y(t)> O, d2y(t)/di > 0  na T. Zważywszy na (1), poa- 
tac równania wzrostu dochodu narodowego w (4«32ł) oraz równani© wzrostu 
inwestycji (tf) otrzymujemy

f  3 t v ( t ) < i r i { t ; <  ^ y ( t )  v t  e t.

T w i e r a z e n i e  4.6. Rozwięzaniem zadania (4.31’’) - (4.32") 
przy założeniu 4.3' Jest proces (of.y*, i*)T następu |ącej postaci:

1 dla t £ [t0 ,t) ,

£  ala t £ [ x , t j  ,

(y°-ad°)e(a‘>i)(t-t0)+ado dla t e [ t Q,t) , 

y*(t) + [(a-K )y’l(x)-ac°J(t-X)dla t€ [r ,tj.

(i°-pd0)e{a“^ (t"to)+fAdp ala t£ [t0. t ) ,

l*(t)+ £  [(e- p O i * ( t ) -  p.c°J(t-T ) dla t £  [t ,t1 ].

y*(t)

l*(t)

gdzie d° - c°/(a- p O >  0,c° = y°-i°>0, yJ >  ad°, L° >  pd° . Przy ty« 

t  = tj-6 >  tQ , jeżeli | T | > 0  » 2/( a- p.) oraz X - tQ ,Jeżeli |t| <  6.
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D o w ó d . badanie (4.31'*) - (4.52'*) Je9t rtacjonarńym zadaniem ste
rowania z kryterium całkowym, ustalonym horyzontem i 9wobodnym prawym 
krańcem trajektorii. Z twierdzenia 3.4 otrzymujemy następujące warunki 
optymalności. Jeżeli proces (o c* ,y*.i*)T Jest rozwięzaniem zadania 
(4.31") - (4.32"), to istnieje takie rozwięzanie = (l|>J, ^ 2)T u^^ac*u 
równań

| F lł>1(t) - - p ^ M *  £uy*(t) iy2(t)-l , 

^■ij;2(t) - -a y 1(t)-sa*(t) 4)2(t)+i

( 1)

z warunkiem końcowym

^ tj) - * 0 . (2)

te
ot *( t) « 1, Jeżeli y * ( 0  y

cx*(t) = , Jeżeli if2(t) <  0 .

(3)

Ponieważ y^ftj) “ d 4>2(*)/dt | t,r * 1 oraz <x*£ C° [u"(ł ; t±)J ,

gdzie Ł Jest pewnę liczbę dodatnię, wiyc 3 (J > 0 :  lp*(t) <C O

V t  € U“ (e';t , tzn. cx*( t ) » p/a V t  6 U”(Ł';t1) .Rozwięzujęc układ

równań (l) ze strrowaniem c* J, 0(*(t) « p/a w lewostronnym otoczeniu
punktu t^ i warunkiem (2), otrzymujemy ^  0 € (TT.t^), tzn.

cx*(t) - p/a V t  £ L ^ ^ i ]  • Jdzie t  * t1-2/(a-p).
Załóżmy, że horyzont T Jest długi (|t| >  2/(a-p)). Wtedy Tfc int T. 

W punkcie X funkcja tj/g Jest różnlczkowalna, *("C) - O,

d Y 2(t)/dt | tm% — 1. tzn. y * ( t ) > 0  Vtfe U“ (t  j t )  \  ( t  } . gdzie Ł Jest 
pewnę liczbę dodatnię, czyli cx*(t) » 1 V t 6  U-( L ; t ) \ . Rozwięzujęc 
układ równań (1) z warunkiem Ifyfi;) « If/Htr) i starowaniem o<*, gdzie 
(X*( t) - 1 w lewostronnym otoczeniu punktu t ,  otrzymujemy IJ/̂ ft) >  0(tzn. 
a.*( t) » 1 ) V t  £ [t ,t). Oeżeli zatem |t|>S, to warunki optymalności 
(l) - (3) spełnia proces (oc*,y7i*) ze sterowaniem

Ot*( t)
1 dla t e to.t) .

dla t £ [t .tj].

gdzie X ■ l -0 ]> t , 8»2/(a-j^.). Trajektorię dochodu narodowego y* 1
inwestycji i* otrzymujemy, rozwięzujęc układ równań różniczkowych w
(4.32"). Oeżeli |T|^b, wtedy warunki optymalności spełnia proces ze
sterowaniem <Xj. w którym ot*(t) «p./a V t £ T .  Ponieważ otrzymany pro
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ces J©9t Jeaynym procesora dopuszczalnym w zadaniu (4,3i'') - (4.32*') 
pelnlajęcyr warunki optymalności (1) - (3), zater.., zgodnie z hipotezę

(H), Jest rozwięzaniem -adania.

T w i r d z e n i a  4.7. I 6* - 6- I---- O przy | T |— »■ + oo ,
Y-l yT

gdzie

4,; - t+ t J ar 7 7 ^ " dt •

V l + T  ■

y* Jeat optymalną trajektorię dochodu narodowego w zadaniu (4.31) -
- ( 4 .32) , trajektoria yT ma po9tać (4.33).

D c  w ó d. Mamy

.  5 .  i <  ■  f i  i l h l  _  U L l L  I d t

yT yT J  I y*(t) y{ t)

przy tym y*(t)-i*(t) ■< c° V t  €. [to.*!-6) oraz y(t) - I(t) »
■ c° "Vt £ T, tzn.

|6 * -  ó -  | < ^ j Y  I x 3 ^ . 2 l i 2 = £ | d t ł  f  I i l L l l  _ I L L l I dt 1 -
>T yT T*T l J 1 y *( t) y(t) j * y *( t) y(t)to V8

- l ł r r V | - Ą . - - C - | d t t r| |dti.
m  L J I y*(t) y(t) I J I y*(t) y(t) I jto ł1-e

gdzie b « 2/(a~n). Funkcje y*,y rosnę do + oo przy t — —  + oo , 
czyli V  t y  0 3 >  O: t > t 0*8t = ^  | c0/y*(t)-ć°/y(t) | < Ł  .

UdziaJ i nweatyc Ji (koneumpcji) w dochodzie narodowym w obi1 procesach 
Jesf zawsze dodatni i mniej&zy od Jedncacl, zatem Jeżeli horyzont T Jrst 
dostatecznie długi, |t|>0+6ł , to

V 9 t t,- 9 t,

6yl " 6y l< jfr [ I dt + J‘ dt + J dt J
*o V et t|-e

.jYjC^+ t>) + ^|-([t |- e - eŁ) .

Tezę twierdzenia otrzymujemy zważywszy, że 6 może być dowolnie małę 
liczbę dodatnię.
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DODATEK MATEMATYCZNY DO PARAGRAFU 5

T w i e r d z e n i e  5.1. Przy założeniu 5.1: (i) warunki (5.9*)sę 
nlesprzeczne dla pewnego horyzontu T wtedy 1 tylko wtedy, gdy q° >  
> J , (ll) jeżeli q ° >  a y / ( a - p - A ) ,  to warunki (5.9') sę nlesprzeczne 
dla horyzontu T dowolnej długości.

D o w ó d. (1) Konieczność. Niech T » [t0 -tiJ będzie horyzontem cza-r 
su, na którym określony jest dopuszczalny proces ' ^ rq)-j- spełniajęcy wa
runki (5.9'). W szczególności • Załóżmy, że q°-^ y 
Wówczas otrzymamy q° « . Trajektoria qT z warunkiem poczętkowym 
q(t ) > j n  postać następujacę:

t

q(t) - j e ^ - P - ^ ^ ^ o ^ a  J e(a- r ^ ( t - 8 ) j (e)de ,
*0

czyli

q(t)< £e<a- P - * > (t-to)-ay j e( a" ̂  X 5 (‘" ^ d e  ,
*0

a s t ę d

dla t >  tQ , co przeczy założeniu, że para ( ię ,q)T Jest procesem do
puszczalnym na T.

□ostateczność. Oeżell q° >  ̂  , to łatwo sprawdzić, że proc* (j-,q)T, 
w którym

jj-(t) - j  , q(t) ■= (S0 - a. ^ ) e (a- ^ " A)( ’ < ] *

spełnia warunki (5.9’) na przedziale T = '*1^ z m°mentem " *o *
+ ( a- p. - X ) -1ln d°, d° - |( p. + A ) y / [ a^ -( a-p - A )q°J |> 1.

(li) Oeżell a°^. ^/(a-p-A), to zdefiniowany wyżej proces (£ ,qiT 
spełnia warunki (5.9’) na horyzoncie T dowolnej długości.

T w i e r d z e n i e  5.2. Oeżeli para funkcji ( ^ ,q)T sp“łnl« wa
runki (5.9’), to 3!«6C°[tJ: 0< (t) € [ o , l ]  , £ (t) -£ + cx( t) (q( t)-g- )
V t  e T.
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D o w ó d .  Z nierówności ^  qlt; V t  6 i otrzymujemy

y( t)- ę £ [o,q(t;-^-J V t  £ T, zatem V t  6 T 3 cx(t): Oc(t) € [ o , l ]  , 
j (t)-£ - <x(t)(q( t ) - ). Ponieważ 5 £C°[t] , q £  C° [tJ, q ( 0 > £  na 
T \  | t } dla dowolnego procesu dopuszczalnego ( /»ięc 0(6 C [tJ.

Załóżmy, że istnieję dwie funkcje a:T — "-[o,! , ot':T— -[fJ.lJ 
z klasy C° [t J, ^  .

£(t) - £ + o((t){q(t)- f i) - ję+oc'(t)(q(t)-£) V t £ T .
Wówczas (o< {t)-a'(t))(q(t)- £) = O na T. Ponieważ q(t)>^ na T \ { t 1], 
więcoc(t) =cx'(t) V t e T \ j t 1|. Zważywszy, że o ( , o ( ' £ C 0 [t ] otrzymujemy 

«(t) - <x'( t) V t  6 T.

T w i e  r d z e n i e  5.3. Rozwięzaniem zacania (5.13) - (5.14)przy 
założeniach 5.1, 5.2 Jest proces (cx*.q*)T :

H O

0 dla t £ [t , Z ) ,

1 dla t £ [t ,t1 J ,

4*(t)

(q°-d y )e^ a“ f"1” ̂  J f +0£ dla t£ ^tQ.X)
i

q*(t)e-(K  + ?l' ̂ (t" dla t fc [‘C.tj.J .

gdzie d = a/(a-p.-A); t ” tj-8 >  tQ , Jeżeli |t|>8 « (jjl+A)_1 ln d 
oraz 't m t , Jeżeli |t|-^,8.

D o w 6 d. 7adanie (5.13) - (5.14) jest -JtacjonŁrnym zadaniem ste
rowania z kryterium całkowym, ustalonym horyzontem i swobodnym prawym 
krańcem trajektorii. Z twierdzenia 3^4 otrzymujemy następujęce warunki 
optymalnoćci. Jeżeli proces (ot*,qK)T Jest rozwięzaniem zadania (5.13) -
- (5.14)., to istnieje takie rozwięzanie lj/* równania

gff(t) - [a(<x*(t)-l) + ̂  + A]y(t)-«*(t)

z warunkiem końcowym

( 1 )

( 2 )

«*(t) ■ 1, Jeżeli (q*(t)- ̂ ) vf*(t) >  O, 

OC*(t) - O, Jeżeli (q*(t)-y) >f*(t) <  O,
(3)

gdzla y*(t) ■ 1-a ^(t). A lenacie 5.1 pokażemy, że w procatle optynal- 
nyii trajektoria dochodu narodowego na osobę spełnia nierówność
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q*(t)J>7 £ T, a zatem w poszczególnych momentach czasu wartość ete-
rowania optymalnego zależy od znaku funkcji <p . W momencie końcowym t^ 
mamy ^*(*3) " 1  i wobec tego a*(t) » 1 V t  6 lf (£; t ̂ ) , gdzie ł Jeat 
pewnv liczbę dodatnię . Rozwlęzujęc równanie (l) z warunkiem (2) 1 ste
rowaniem ot* z wartościami oc*(t) = 1 w lewostronnym otoczeniu punktu t 
otrzymujemy: if<*( t )< l/a (a wl$c <p*(t)> O) na przedziale ( X ,t oraz 
y*(l) « l/a (czyli ij?*( t) = 0), gdzie X = t % - (jj+A) - 1 ln V(a-pi-A)] . 
Załóżmy, że X >  tQ . Funkcja y *  maleje w otoczeniu punktu X , czyli

l/a (tzn. «p*(t) <  0) V t  £ U_{ ŁiX) \  } , gdzie l  Jest pewnę 
liczbę dodatnię. W ten sposób ot rzymuj tmy, że CX*( t) = 0 w pewnym lewo
stronnym otoczeniu punktu t  . Rozwlęzujęc równanie (l) z warunkiem 
(|i*(l) « l/a i sterowaniem o *  z wartościami Cc*(t) - 0 w lewostronnym 
otoczeniu punktu X , otrzymujemy: t}/*(t) >  l/a (cz>li ip*(t) <C 0) na prz» 
dziale Proces (£¥*,q*)T za sterowaniem

0?(t)
0 dla 1 6  [t0 , X ) .

1 dla t € [t ,t1J

1 odpowiadajgcę mu z rozwiązania równania i-óżnicikoweyo w (5.14) trajek
torię q*- gdzie t » tŁ - 6 >  tQ (8 ■ ( ^ + A ) - 1 ln [a/(a-p-A)J , jeżeli 
| T | >  & oraz X » tQ, Jeżeli |T | ^ 8  (wtedy :x*( t) = 1 V  t £ T) - Jest 
jedynym procesem dopuszczalnym w zadaniu (5.13) - (5.14) spełniajęcym
warunki optymalności (l) - (3). Zgodnie z hipotezę (H) Jest procesem op
tymalnym.

L e m a t  5.1. Optymalny trajektoria q* w zadaniu (5.13) - (5.14) 
spełnia warunek q*(t).> V  t £ T .

D o w ó d .  Załóżmy, że q*( t') » ̂  w pewnym punkcie t '6 T. Wtedy 
funkcja q* monofonicznie maleje na prz dziale t' , t . Z założenia 
q° >  a j / ( a - p - A ) ,  zatea t' >  tQ .

(a) Oeżell t' » t^, wtedy q*{t)>^- ^ t  £ T \ {t^| . Rozwięzanie rów
nania (l) z twieidzenia 5.3 Jest funkcję clęgłę na T, ip^ftj) » 0 a 
funkcja - dodatnia w pewnym lewostronnym otoczeniu punktu t^, zatem 
cx*(t) - 1 V t 6  U"(tjtj), gdzie Ł Jest pewnę liczoę dodatnię. Postę- 
pujęc dalej analogicznie JaK przy dowodzie twierdzenia 5.3, otrzymamy 
rozwięzanie (ot*,q*)T :

o dla t £  _ t , t ) ,

dla t £
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q*(t)
(q°-d \ )e' ,_K "  1 ^ t-to^vdy dla

q*(t)e-(K + A ^ t - T  ) dl8 tt [t ,tj.

gdzie d - a/(a-p.~A), t » *1'®. jeżeli |t|>8 = (j^+A ) ln d oraz 
t *  t , jeżeli |t|^8. Łatwo sprawdzić, że w obu przypudk.ch (zarówno

[t|>Q. Jak i !t| <  6 ; warunek q*( tj) ■ ̂ pociąga za solq q°< a 0 /( a-^i-A ), cc 
przeczy założeniu 5.2.

(b) '.ałóżmy, że q*( t *) = j w punkcie t' 6 int T. Wtedy •}*(?)'£$' na 
przedziale (f.t^J oraz Oć*(t) = O V t  6 U- ( .̂ s t ) , gdzie £ Jest pewnę 
liczby dot^atnię. Rozwięzanien równania różniczkowego (l) w twierdzeniu 
5.3 z warunkiem (2) Jost wówczas funkcja ty* z wartościami y*(t) - O na 
przedziale [*'.* ] 1 wobec tego oc*(t) ■ O ^7t £ [t',tj • Ponieważ 
q*(t)> £ na [t0 ,t') oraz y*( t‘) ■ O, więc ro^umujęc podobnie Jak w (a), 
otrzymujemy, że na przedziale [̂ to ,t’)

a *(t)
dla t€ [t0 ,t) , 

dla t€ [t ,f) ,

gazie Z » t’-6, jeżeli t'-t0> 8  oraz !•- tQ , jeżeli t'-tQ ^ b .  
wi^c sterowanie <x * Dędzie następującej postaci:

Tak

i*(t)
dla t €  [ t0,t) , 
dla t £ [ t ,t') , 
dla t € •

Jeżeli t'-to ^  6, wtedy z

q*(f) - q ° e - ( M ^ ) ( f - t 0)

otrzymujemy q ° ^  a j-/( a- p. - A ) . Oeżeli t'-to_>8, wtedy

q*(f) - Liq0^  ) a ( - K -  

* f  *

Po podstawieniu t'-C» 0 ■ ((a+A)”* ln d, gdzie d«a/( a-|J.-^ ) , i prza- 

kaztałcaniach otrzyaujeay q° « a^ /(a-jj.-A ). w obu przypadkach dochodzimy do aprzacznonci z założenie- 5.2.

T w i e r d z e n i i  5.4. Jeżeli^proceu (cx*,q*)-| Jest rozwię uniem 
zadania (5.13) - (5.14), a proces (y*q*)T , w którym

y*(t) + a*(t)(q*(t)-£ )
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spełnia warunki l 5.9’ to proces (£*,q*)T Jest rozwięzaniem zadania 
(5.8’) - (5.9’).

D o w ó d .  Oznaczmy p r z e z  a | I z b i ó r  d o p u s z c z a l n y c h  na T procesów 

w z r o s t u  ( ^ , q ) T s p e ł n i a j ą c y c h  war un ki  ( 5 . 9 ’ ) .  Ni ech

B [T ] “  + V t £ T ,

V(oi . , q) - j .  -  d o p u s z c z a l n e g o  p r o c e s u  w z ad a ni u  

( 5 . 1 3 )  -  ( 5 . 1 4 ) ]  .

Wówczas A f TJ — b Lt J na P o d s t a w i e  t w i e r d z e n i a  5 . 2 .  Za ł óżmy,  ż e  p r o c e s  
(oc*,q' t ) T J e s t  r oz w i ę z a n i e m  z a d a n i a  ( 5 . 1 3 )  -  ( 5 . 1 4 )  o r a z  ( j ę -* , q* )^A t J ,  

g d z i e  f u n k c j a  . s p e ł n i a  warunek ( * ) .

Wtedy

[ j r J - ?  Ls t ] “ f 2 [<a -cl>T]

V ( j f , q ) 6  B [ t ] ,  V ( c x , q ) : ( y , q )  6  b [ t ] ,  j ( t )  -  J  + 0t( t ) ( q( t ) - £  ) , 

g d z i e  $ 1 [ ^ TJ ■ J  j ( t ) d t .  <p 2 [_(a,q)T]  -  J  [  y  +<x( t ) ( q( t )  ̂ g  )] dt .
T T

Ponieważ  ^LTJ ~ B [ t ] , w i ę c  tym b a r a z l e j

[ x r J V ( , ^ , q )  e A [ r ]  .

Tyn samym p ar a  (j*.q*)-j  J e s t  procesem optymalnym w z a d a n i u  ( 5 . 8 ’ ) -  (5.9*,i

T w i e r d z e n i e  5 . 5 . 1 6  # - ó -  I— *■ O p r z y  | T|— «- + oo  ,
q Ht

g d z i e

sq; - T T  J 3t q*(t) 7 7 7 ) dt '

5 qT ‘ F F  / ^(t) q ! T r dt •

q* j e s t  optymal ny  t r a j e k t o r i ę  dochodu narodowego na osoDę w zaaanlu 
( 5 . 8 * )  -  ( 5 . 9 ' ) ,  t r a j e k t o r i a  qT ma p o s t a ć  ( 5 . 1 5 ) .

O o w ó a .  J e ż e l i  n or y zo n t  c z a s u  T J e s t  d ł u g i ,  | t | > 8,  wt id/

I V T-  6 qT l ■ T T I I  - H  ( u t t t -  -  ^ y )  -  •

/ W fr -)* <
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<  y | j  2a^ J ^ t - t o^dt+a(t1 - t  )J -
*0

. ^ p [  2a d ° f ( a - p -  A ) " 1(l-e"(fl-P “ ;V )(t _to))+a( t ^T)] -

- -|̂ f- 2ad0^ ( a - ^ - ^  1 ' ""’)+«b J — ►  O
I

p r z y  |T |— . +  00 , g d z i e  b -  * 1 - X  -  (p.+ A ) - 1 I n [ a / (  a -  p . - A  )J , 

d°  -  [ q - a ^ / ( a - p -  \  )]-1 , q = m i n j q ° , q 0 } .

T w i e r d z e n i e  5.6. Niech spełnione będ<* założenia 5.1,5.2.
(i) Oeżeli para funkcji (^,q)T spełnia warunki (5.19*'), to 3101G c o [_t J:

cx(t)€ [°.ij • y(t)»y + a(t) [(l-- V t 6 T  . (ii) Oeżeli

CX£C0[t] , CU :T-- -[0,l] • J(*) ' $ *  «(t) [(1- J4 ^ ) q ( 0 - ^ j  V t  6 T,
q(tc) - q >  n^/{a- p - \  ),

gj q(t) “ (a-p.-X )q(t)-a ̂ -(t) , {*)

to para (^.<1)7 Jeet procesem dopuszczalnym w zadaniu (5.18'') - (5.19'*).

O o w o d. (i) Ponieważ ^(t)£ [ Jf. (1- —) q (t) J Vt € T

(1 - ^ ) q ( * ) > y  na T (przy założeniach 5.1, 5.2), więc « T : £(t) ■

- (l-<x(t))£ + oc(t)(l- Łî -)q(t), a ( t ) 6  [o,l] V t £ T .

Stęd otrzymujemy ^(t) =j-+oc(t) (1- ^ * )q(t)-yj . Ponieważ C° [t ] ,

q 6 C° [t], więc »£C°[t].

(ii) Weźmy dowolnę funkcję ot€ £°[t] z  wartościami ^  [0,L . Po poasta- 
wieniu ^ ( O  ■g' + <*(t) _(l~ )q( t)- do (*) otrzymamy równanie

q(t) - (l-oc(t))[(a-p- A )q(t)-j^J ,

które |u rozwięzanie qT przy założeniach 5.1 , 5 .2 spełnia waiunek 

q(t) >  a £ / ( a - p - A  ) V t £  T, tzn, (1---l̂ i - )q(t)-y > 0  na Tc Wówcret
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<  tf(0 <  (1- - ^ - ) q ( t )  V t £ T

oraz j€C°[tJ, tzn. para (ft ,q)T spełnia warunki ( 5 . 19" ) .

T w i e r d z e n i e  5.7. Rozwiązaniem zadania (5.18'") -
- (5.19"') przy założeniach 5.1, 5.2 Jest proces (a*,q*)T :

cx*(t)

q*(t) -

0 dla t e [to> T ).

1 dla t €  [t.tjJ ,

(q°-d£ )e^*-(i’kA ,(,“*o)+dy dla t€[tQ.t) 

q * ( t )  dla t £ [t.tj] ,

gdzie d - a/ ( a- p. - A ) . 3ozeli |t |>6 - l/( a- p.- A ) , to f - tj-8 >  tQ ,
inaczej X,» t .

0  r

D o w ó a. Zadanie ( 5.18'")-( 5.19" * ) Jest atacjonarnyn zadbnlem
sterowania z kryterium całkowym, ustalonym horyzontem i swobodnym prawym
krańcem trajektorii. Z twierdzenia 3.4 otrzymujemy następujęce warunki
optymalności. Jeżeli proces (<x*, q*)T Jest rozwięzaniem zadania) 5.18''')
- (5.19"'), to istnieje takie rozwięzanie ip* równania różniczkowego

3t ip*(t) - (a- p -  A )| (cx*(t)-1) qj (t) - -2iLLl J  d )

z warunkiem końcowym

ip*^) - O,

że
OC*(t) •  1, Jeżeli iffyt) >  O, 

<X*(t) » O, Jeżeli vp*(t)<C O,

gdzie f*(t) -[(1- ^i.)q*(t)-yj<l-a vp*{t))'i

( 2 )

(3)

Ponieważ

(1- ^ ) q ( t ) -  ? >  O V t € T .

dla dowolnego procesu dopuszczalnego ( ol . q)T , oraz f*tC°[T], yA tx) -
- O, wltc f*(t) >  O V t €  iTfc*;^), czyli <X*(t) - 1 w pewnym Le
wostronnym Ł -otoczeniu punktu tj, gdzie £ jeat liczb* dodatnia.
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Rozwięzujęc równanit (1) z warunkiem (2) i sterowania* ot* z wartościami 
«.*{t) o 1 na iT J ł ;^)  otrzymujemy

ożyli y*(t)< l/a (tzn. <p*(t)> 0) na przeazlale (T.tjj , 't - 
« tj-l/ta-p-A ). Załóżmy, ze "Se int T (Jeżeli 1 <  t0 , to oc*(t) »
. i V t  6 T) , W punkcie X funkcja y* Jest różniczKowelna, ij/*(t) - l/a, 

d y*(t)/dt | « -l+(p+X+/»<0. tzn- y*{t)> l/a (czyli <p*(t) <  O)

V t  6 u“(£;t ), gdzie Ł Jest pewni} liczbę dodatnię. Rozwięzujęc równanie 
(l) z warunkiem ^*(t) - l/a i utorowaniem â J. z wjrtościami oe^t) - O 
w lewostronnym otoczeniu punktu % otrzymujemy

1 wobec tego tf*(t) >  i f *  ( f*(t) <  O. czyli oc*(t) - O) na przedziale 
[t0 ,t). Dożęli horyzont T Jeet długi, |t|>0 - l/(a-p-A), wtedy 
warunki optymalności (l) - (3; spełnia Jedynie proces (a*,q*)T , w którym 
.terowanie ma postać

moment przeipczjnla sterowjnia !■ tj-®. trajektorię qif. otrzymujemy z 
■uzwięzaria równania różniczkowego w (5.19''’). Oeżeli |t|^ 6, wtedy 
proces ten redukuje się do bardzo prostej postaci oc*(t) - 1, q*(t) - q 
V t  € T. Zgodnie z hipotezę (H) proces ten Je-it rozwięzaniem zadania.

T w i e r d z e n i e  5.9. W układzie (5.24) warunek (5.2i) Jest 

rownoważny z (5.26),

□ o w ó d. Oeżeli zachodzi warunek (5.21), to 3cxfc C°[T ]<

v*(t) - (-»ą* -ft(t-tj .

O dla t e  [t0 ,t ),

i dla te |_t .tj] ,

gf—  y{ t ) •  a(t)(i- ^  q ( t ) ,  « ( t )  e [o.i]Vt€ij0.

Zważywszy na (5.22) otrzymujemy

gj-^(t) - oc(t)(l- -iiiA.) [(a-^ - X)q(t)-a fl(t)] ,

a po podstawieniu

10 Z założenia ę €. C1 [T j .
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gdzia

- p (t)[(a-p- A>qlO-«. y(t)J ,

p(t)€fb.i- P € 2 °[tJ.

Weżny z kolei dowolnę funkcję pt C°[t ] z wartoiciaMi p(t)€^Ofl -

- tj- • Pokażeay, że istnieje dopuszczalny procee ()f.q)T spełniajęcy 
warunek (5,21). Po podstawieniu

)f(t) - Ji C t) ^  q(t) - cx(t)(l- Łili) q(t]

do

otrzynujeay równanie

di'
q(t) - (a- p  - A ) gj- q( t )-a ^  j-(t)

i ^ - f l l t )  - ( l - * ( t ) ) ( a - p -  \) 4 -  q(t). 
dt r at

cx(t)e [o.ij . « e  c°[t],

gdzie dq(t;/^t t-t >  O (przy założeniach 5.1, 5.2’), którego rozwija-
O

nie (względem dq(t)/dt)

. t 
q(t) - q ( 0 L » t  exp / U-<*feW a - p - A  )de

Jeat dodatnie i nienalejęce. W szczególności

łA i d

Wówczas

(i- 4^-) k  q(t) > 0  V t € T  .

° < 3 t  at- *v't€T

/

T w i e r d z e n i e  5.10. Rozw^.azamea zadania (5.27) - (5.28)przy 
założeniach 5.1, 5.2' Jest proce*

plt) -
0

1

dla te [t0,T; ) . 

dla t € [t .tj] ,
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q*(t)

“( O

( q 0 - d j j ° ) o (,,- ^ ” X ) ( t " t o ) t d j °  d U  

[(•-M -X)<?*(c)-a$°](t-C)V(t) dla

f  al« t e [ t 0.t) .

q*(t;).(a-H - X ) 50J(t-t)+y0 dla te[t,tj,

gdzie d « a/( a-fJ. - A ) . Oeżeli | T | >  0 - 2/( a- p  - X ), to 'E"t1“ e ^> t 0 *

W pozoat«łych przypadkach ' t « tQ .

D o w ó d .  Zadaniu (5.27) - (5.28) Jest .tacjonarnym zadaniem stero
wania z kryterium całkowym, ustalonym horyzontom i swobodnym pi awym krań
cem trajektorii. Z twierdzenia 3,4 otrzymujemy r.astępujęce warunki op
tymalności. Oeżeli proce* (ft* .q*.ę*)T J‘8t rozwiązaniem zadania (5.27) -
- (5.28), to lotnieje takie rozwięzanie u,tładu równań

Tt

a
TT

4 ^ ( 0  - -(a- ̂ JL-A )(y1 (t) + p,,lt) y 2(t)), 

y 2(t) » a 1 ^ ( 0  + |}*(t; y 2 (t)-i ,

( 1 )

z warunkiem końcowyn

( 2 )

że

(3)

y J U j )  - ^ 2 ^ 1 ^  “ °'

|ł*(t) - 1- . jeżeli <f>*(t) >  0 .

|5*(t) - O , Jeżeli vp*(t) <  O,

gdzie ^*(t) - [ ( a- fJ—  A )q*( t )-a t1 ] ^  2l.§̂  •

Ponieważ ( a- p.- X )q*( t )-«■ (t) >  O V t  6 T (zob.dowód poprzednią 
go twierdzenia), więc znak funkcji if^Jest takt sam. Jak znak funkcji y z

Z układu równań (i) z warunkiem (2) otrzymi/Jamy

y![(t) - (1- ^ ( O - t + t j )  ’

a rłęd, po podstawieniu do drugiego równania w (l)i

|^-y|(t) - a v|j£(t) [ |}*(t) + -i J-a(l- J ~ )  (t-t±)-l. (4)
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Ponieważ d y|( t )/dt |t _t * _1. Y 2 & C °[.T]'

więc 1)^*5 >  0 (a.Tatom (i*(t) - l-(|a+A )/«> ) V t  e U'(t;tj),

gdzie Ł ject pewnę liczbę dodatni,. Ro.«i .zanic równania (4) z warunkiem 
“ 0 1 9t8rowaniem (ł* z wartościami p*(t) - l-(|a+A)/a w le

wostronnym otoczeniu punktu tŁ Jest dodatnie na przedziale ('C.tj),
^  “ tj-2/J a- p -  A ) . Jeżeli horyzont c z f o u  T jeat krótki, |t|<^ {? »
- 2/(a-p-A), wtedy p*(t) » l-(p+A )/a V t  £ T. Jeżeli |T | >  8, 
wtedy p*(t) » l-(p*A)/a Vt€('t,t1J. W punkcie % funkcja i|/£ jest 
różniczkowalna, (j< * ( t )  - O  oraz d ł}*^'t)/dt| t , t “ 2, tzn. l}/£(t)< O

V t £ U  {tj , czyli (ł*(t) = O w pewnym jewostronnyro £ -otoczeniu
punktu t . Rozwięzujęc równanie (4) ze sterowaniem |}* z ...irt ościami

• 0 V  t £ U (Ł;X)\ {t} 1 warunkiem % (“C) ■ O otrzymujemy
iji£(0< 0 nj przedziale *„.*). a zaterrf [l*(t) - O V l  £ [tQlt).

Tak więc. Jeżeli horyzont czasu T Jest długi, |t | > 8 , wtedy

O dla t £ [to ,t) .

1_ hii dla tS [t .tj.
(ł*(t)

Proces lp7*,q^,^)T z powyższym sterowaniem i odpowiadającymi mu z roz
wiązania układu równań w (5.28) trajektoriami q*, Jest w zadaniu 
(5.27) - (5.28) Jedynym procesem dopuszczalnym upewniającym warunki op
tymalności (l) - (3). Zgodnie z hipotezę (H) Jest więc rozwiązaniem tego 
zadania.

DODATEK MATEMATYCZNY DO PARAGRAFU 6

T w i e r d z e n i e  6.1. Przy założeniu 5.1 rozwięzanie zadania
(6.15) - (6.16) Jest następujące.

(l) Jeżeli u°> [aŁ / ( p + A )]‘ 11_ Ł , wtedy rozwięzaniem zadania Jest
proces (s*,u*)T :

«*to
o

o

dla t £ [t,,.^) .

dla te [ z ^ r ? )  .
dla t £ | 2* tjJ .
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u*(t) =* <

uoo-(^X)(t-to) dla t £ [to> t i ) f

u^łtj) a1_Ł 1 dla t e  [t4 , 12) .

u*(t2) r -,
dla t € L ^ . t J  >

gdzie 9 o Ł 4.+ ■?/( 1- Ł )(p.+A )] £ (0,1). Jeżeli horyzont czasu T Jest 

krótki, | T | ^p^ln d4 + 'P2*n d2' wte< ŷ ^ i “ ^2 (^*wcżaB o*(t) ■ O, 

u*(t) - u°exp  ̂-( p+ A ) (t_t0)] V t e  T)11. Jeżeli |t| >  ̂ l n  dj +

+^£2ln d2, wtedy t0 <-,,'l<' ^1 “ ro+ flln dl* ^2 “ *1* f2ln d2'

gdzie ^  » (1- £.)/ [\M 1- c)( y-* A )] >  0, « [t( p. + A)-v] -1> 0 ,  d4 “

- u°[(^+ A )/a ł ] 1/,1_ ł )> 1, d2 - ( p + A ) /  [v? (1- Ł)(p. + A.)] >  1.

(11) Jeżeli £ a Ł /(p+ A ) 1_ ' ̂ , wtrdy rozwięzaniem zadania
Jest pr )ce9 (e*,u*)T :

*( t )
dla t fc [tQ,x) , 

dla t £ [t ,tj ,

u*(t)
u % ^ (t-t0) rdla t 6 [t ,'C),

przy czym X» to , jeżeli |t | ^  >p2in d2 (wteJy s*(t) = O, u*(t) =
» u°exp [ - ( p  + A V t  £ T) oraz X= t j- 'P2ln d2 ̂  ro' Jeżeli
|T|>vp2ln d2> Oci ny parametrów s,^ ,d2 eę analogiczne Jak w (1.).

(lii) Jeżeli u° <  [ a t / f p  + A ) 1 1/(l~Ł-)| wtedy rozwięzaniem zadania 
Jaat proci 8 (8*,u*)T s

S*(t)
dla
dla
dla

t £ 
t e 
te

, W  • 
^t1(t2) ,
-t2 ,tl] '

11 Przypominamy, ze przyjęliśmy, iż \_T̂ , tg) ■ fi, Jeżeli
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{ [ ( O  V i . - C )

dla t 6 [t0.Ti).

u*(t) - u^-tj) e1^ *  ^  dla t e [ t 1>t2),

u*(t2) ,fiH + Ą ) ( t - V  dia te[x2 .tj.

Jeżeli |T|^ip3ln d3 , wtedy (w*wcz"9 «*(t)»0, u*(t) -

-^u°exp {-( p +  X )(t-tQ;j V t  6 T). Oeżeli f 3ln d3 <  | T | <  ̂ 2ln d2+

+ (|>4in d4 , wtedy - T £ (t^-tj- ^ 2ln 9dzle moment T  Je»t

pierwiastkiem równania .—

■>21('C _t: ' ,l+d(t)s“ » e (*)

w którym d(t) » [v- t ( + A. )J (u*( v)f ' Ł/ a t , u*(t) Jest technicznym uz
brojeniem pracy w momencie t  m procesie (s^.u^)^. ze sterowaniem 
s*(t) » 1 na przedziale 'o'”1-) * warunkiem u*(t0) » u .
Oeżeli |Tj >  >p2ln dg + ^ l n  dĄ, wteay tc <  %1 <  t 2 <  t^, 1 Xo +
* f 4 l n  d 4 , t 2 -  t a-  >p2 l n  d2 , g d z i e :  ^ 3 -  [ ł (  |a + A. )-vj-1>0, if>4 -

-  [ v + ( l - £ ) (  M + X ) ] - 1 >  O, d3 -  a Ł ( u° )  ł ‘1/L»ł{u°)ł_1- ł ( k + A) + ^ > 1 . 

d4 - [ c - ( u ° ) 1 - ŁJ / [ c - a Ł / ( p + X ) J > l .  c -  - ( 1 -  t ) /  [v* ( f x +  A.) { 1 -  Ł )J . 

Oceny p o z o s t a ł y c h  parametrów n i e  z m i e n l a j ę  s i ę .

D o w ó d .  Zadanie C6.15) - (6.1&) Jeut niestacjonarnym zadaniem ste
rowania z kryterium całkowym 1 swobodnym prawy krańcem trajektorii.
Z twierdzenia 3.5 wynikaj? następujące warunki optymalności. Oeżeli pro- 
ce< {s*,u*)T Jest rozwięzaniem zadania, to istnieje takie rozwięzanie

równania

d
S t y(t) - -[et s^t) u*(i)t_1e V *t_to * - ^ - A j  ^(t) - 

- a < j t  ( l - s ,(( t ) ) u * ( t ) Ł_1e V ( t - t o )

z warunkiem końcowym

ij/tfj.) - O. '

Ż6

* t) » 1, Jeżeli vf>*(t) >  O, 

o"*(t) » O, Jeżeli ^ * ( 0  <C O,

( 1)

( 2 )

(3)



24e

g d z i e  f * ( t )  -  y * (  t ) - ę .

Ponl-swaz y  * ( t^)  -  O, C ° [ t ] ,  w i ę c  ^ * ( 0  <  O ( t z n .  s * ( t )  -  O)

V t €  U " ( Ł ; t 1 ) 1 g d z i e  Ł J e a t  p-.łn j l i c z b o  d o d a t n i ą .

Rozwięzujęc układ równań

gj-u(t) » ia( t )uŁ( t)e^ t - t o ^ - (  p  + X )u( t )

3 f i p ( t )  -  - [ ^ e ( t ) t . Ł- 1 ( U e V n _ t t P - ^ - A ]  vp(t)  -  (4)  

—a <p£, {l-s(t)>ut”1{t)ev  ̂ _Co^

na p ó ł o e i  [ t Q, + oo ) z  f u n k c j ę  s £ t + ^  ) z  wartu-Sciarri  s ( t ) «  1 na

[ t Q,+ oo } ,  i  warunkiem poczętkowym ( u( t ) , jp ( t  ) )  >  O s t w i e r d z a m y ,  ż e  

t r a j e k t o r i a  u^t + ^  j  J e e t  wypukł a do d c ł u  i  d o d a t n i a  V u ( t Q) >  O

oraz u(t)— »-+ oo przy t— *- + oo . Przy z&lożenlu 6.1 funkcja 
y  rt + oo ) z warunkiam ^ ( * 0 ) ^  0 ma n*° więcej niż Jeden punkt prze-

* 4 0
gięcia (dy(t)/dt - O) oraz iy(t)— ► + oo przy t— + oo . Zatem

, - ję- f  ( O  ft . t . >  O = = »  y ( t ) >  4/ ( t ' ) V r > t ' ,  ( 5 )

Załóżmy, że funkcja l)  ̂ w warunkach optymalności (l) - (3) Jeat ta
ka,iż y * ( t 0) >  (czyli s*(t) » 1) V t  € U+( £ . { t o ) 5, gdzie Ł Jest

pewnę liczbę doajtnię. Ponieważ 4/*£C°[t], t|i*( t I « O, zatem istnieje

punkt' X £. int T, w którym upM (-C) » (j> , ip*(t)>^ V t < l  , oraz takie roz
więzanie (u.yjr ,+ oo ) układu równań (4), to t <-aj e«torla lyrt łCo 

L ° ’ r ■ , L o'
Jest tożsama z ij/̂  n przedziale tQ , X J .

Jednocześnie d iy*( t)/dt |t-t ̂  o i y * ( t ) < ę  V t f c T , t > T  Rze
czywiście, zakładajęc, że d iy*(t)/dt O otrzymalibyśmy y*(t)>^>
V t  6 T, t / Z (zob.(5)), co Jest niemożliwe zważywszy na (2). Dezeli 
d y*( t )/dt |t=Jt O i if*(t)>ę w pewnym punkcie t C T,t>t , wte
dy i|/*(e)>ę ,s*(8)-l, d y*(t)/dt |t_0 > 0  dla pewnego 6 £ (t,t] i 
zgodnie z (5) i|J*'( t )̂ > V t e T , t^0, co znowu Jest sprzbczne z (2).

Reasumuję c, Jeżeli funkcja ij;* w warunkach optymalności (l) - (3)
Jest taka, że ip*( 1 0 ) >  7̂ .wówczas istnisje punkt Z £ int T, w którym 

iy*(t) - f  . y t  t ) > p  V t e [ t 0 ,t) oraz t ) < ? V t e ( x , t 1 J. Na przedziale 

t0 .t) sterowanie s*(t) - 1.

-- -------
Zamiast warunku d y (t)/dt|t=tf >  O wystarczy słabszy warunek

lim d ui (t)/dt >  O.
t— ~t*+0 1

13 U+( Ł ; t o) o z n a c z a  p r a wo s tr on ne  £ - o t o c z e n i e  punktu t , t z n .
U+U ; t 0) -  { t € U ( t , t 0) : t  >  t 0 } .
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Załóżmy teraz, że if*( t o)<L 9 . Wówczas aibc y*(t)<<j na A J t J  , 
czyli s ł(t) = O £T, albo l^*(t) » 9 w pewnym punkcie tE int T,
ip*{t)<<J V t < t  .Przypadek d ł|/*( t  )/tft | >  O Jest niemożliwy, 
ponieważ wtedy y*(t)>o (czyli a*(t) - 1 ) V t £ T ,  t > t  . Podobnie 
niemożliwy jest przypadek d 4/^ t)/dt| ̂  <  o, #( t ' > >  9 w pewn/m 
punkcie t'ŁT, t ’ ̂> “C . Zatem, jeżeli funkcja w warunkach optynal-
ności Jest taka, że ij,*(t0> < 9  ,to albo y * ( t ) < 9  (wówczas s*(t) =
» O) V t  £  T, albo istnieje taki punkt X £  int T, że l | / * ( t )  * 9 , 
y * ( t ) <  <? (czyli s*(t) = O) V t  £ [ t o ,t) oraz **( r) <  ̂  V t  £ (t. t j  .

Załóżmy wreszcie, że l^^(tQ) =0 . Rozumujęc jak poprzednio, otrzymamy 
l j / ( t K ę  V t £ T.

Pokażemy, że Jeżeli funkcja w warunkach optymalności (l) - (3)
.Jest taka, że => = 9 \ < ^ 2 ), to iy*(t) - 9
V t  £ L V \ j *  w ty"1 celu rozpatrzmy rozwięzanie układu równań (4) na pół- 
osi [t\+ 00 ) z dowolnie wybranym punKtem t ‘, funkcję s z wartościami 
s(t)= O V  t e[t’,+ 00 ) i warunkiem u( t’) >  O. Trrjektoria 
u [t',+ oo ) Je9t wypukła do doku i maiejęct,, funkcja 4^ ,  + ^  ) ma nie

więcej niż Jeden punkt przegięcia, przy czym Jeżeli punkt taki istnieje, 
to l|/(t) »- - 00 przy t — — + 0 0  . Z Dtychcza3owych wywodów wynika,że 
Y*(t) < 9  V t £  Załóżmy, że y*(X ' $ < 9  , t ' e  U 1 ,XZ ). Istnie

je zatem punkt X° £ (tj.l^), w którym d y*( t )/dt 11 = % a = O, W * [ X ° ) < 0  

oraz takie rozwięzanie układu równań (4) określone na półosl [rj , + 00 ) 
z punktem , t2) i funKcJę s z wartościami s(t) = O
V t £ [ t < , +  00 ) , że na pewnym przedziale (T' ,T£) C  (% x ,r2 ) zawierajęcym
punkt %  funkcja y. Jest tożsama z U>?,

[r 0 0 ) t t

d ^(t)/dtL to -  Or dy(t)/dt I x . > 0 ,  lim w(t) - - O O ,
1 2 t— *• + c

a więc na co najmniej dwa punkty przeglecia na półosi oo ),

J.st niemożliw* ł.Zat*«i, albo lf*(t) - 9  tylko w jednym punkcie X 6 T, 
< t 1( albo lf>*(t) - 9  na pewnym przedziale [tj.Tg JC T ' ^2 <  . l#

Rozwięzujęc układ równań (4) z warunkiem y*(t) - 9  na przedziale 
[T-ji ̂ 2) c  T, otrzymuje my

u*(t) - ue1_Ł  ̂ °^*
(6)

s*(t) - s - £ [_i+ v/(i-e )(p. * A )J , 

gdzie u » [a Ł /( ,ll+ A )J 1_ Ł ̂  .

14 -
Na przedziale (T^Tg) sterowanie s*(t) - O, ^.atem (Z T~

15
Przejście od domkniętego przedziału ^T^#T^Jdo półotwartego prze- 

działu zwięzane Jefct z właściwośclę sterowania, któri w punk
tach nieclęgłości Jest clęgłe prawostronnie.



Tak więc: (a) jeże-li funkcja i|j * w warunkach optymalności (l)-(3) 
spełnia wa. unek i|'*(t0) ^  . to odpowiada jej sterowanie ŝ . ,

S*(t)
dla t 6 

dli t € 
dla t £

* o - V  •

gdzie £ int T, t. "tgj (b) Jeżeli i y * ( . wledy sterowanie
-J na postać

0 . dla t £ u V V  •
**(t) ■  i s dla t e -T 1 *'C2  ̂ '

0 dla t 6 Tg.tjJ ,

int T, ^  ”̂2 ' (c) Jeżeli ^ ‘oJ -

e dla t 6 *0'^) •
s*(t) ■ <

0 dla t £ ' <1 1 J <

gdzie t t T ,  t <  *i •

Po9tać stertowania zależy od poczgtko*> igo technicznego uzbrojenia pra
cy u° i długości horyzontu czasu T.

1°. u°>[a Ł /(fj. * A  )J . Załóżmv najpierw, że horyzont czasu T
Jest długi16. Nierówność ty niezależnie od długości horyzontu nie
■oże zachodzić, ponieważ z (a ) wynika wówczas, że d l|)*(i)/dt | Q

co Jest niemożliwe zważywtzy na (5) i warunek (2). Zatem ,skęd
otrzymujemy, że s*(t) - O V t  fc 11 o, 1^), gdzie

X1 - V  flln di ( V

jest punktem, w którym następuje „sklnjenie* ” •e9n,*ptu trajek
torii u* odpowiadającego irtowanli e*(t) - O z  jej ['t*1 ,'t2) - seg
mentem postaci (6), ^ - ( l - Ł ) /  V +(1- t)( j> + A )J> O,

dl “ u°[(k + ̂)/"łJ1/(1"€')> I17-
✓

Ocenę długości noryzontu poatmy później.
* 7 u° oznacza poczeMowe techniczne uzbrojenie pracy w zadaniu (6.1') - 

- (6.Ib).
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Podobnie nożna ocenić długość drugiej fazy konsumpcyjnej (przedział 
[t2>t ), w której ponownie s*(t)«0 zważywszy, że w fazie tej funkcja 

spełnia równanie

^■i|/(t). - a^Ł (u*(t)) t ^ e  v(t-to)+( X) y(t)

ot az warunki ^ *( Zz ) m <? . l|/*(t1 )«0, gdzie u*(t) ■

- u*(l2 )fxp(-( u + X ) ( t - X 2)} . u*(X2)- u exp [ ■3~ -  (t2-t0>v},

(u ■ [a Ł/( f A + A ) J 1- Ł ^). Rozwięzujęc powyższe równanie,po przekształ
ceniach otrzynujemy

Z2 " *1" f2ln d2 ' ^

g d z i e  ^ 2 -  [ t (  pi + A ) - - 1  >  0,  d2» ( n + X ) /  v * (  1 -  £ ) (  p  +A)] >  1 .

W fazie środkowej (przedział [tj.t^)) 8*(t) » s,

u*(t) -  u*( t 1)®xP { i r r * U ■ u ° xp { *  Jeże li wle° p°~
czętkowe techniczne uzbrojenie pracy u ° >  [a t / (  p.+ \ 1 l1- Ł ) ^ hory

zont czasu T Jest długi, |t|> d3 * vf)21,n **2' wtady warunki optymal-

noścl (1 ) - (3) spełnia proces ' **, u*)T ze st-erowaniem typu (b) i nomein-- 
taml Jego przełączenia zdefiniowanymi w (7), (8). Jeżeli horyzont czasu T 

Jsst krótki, | T 'Pil0 di + ^2^"° d2* wówczas warunki optymalności speł
nia proces ze sterowaniem tożsamośćIowo równym 0. Im dłuzszy Jest hory
zont, tym dłuższa Jest taza środkowa tj. przedział [t^. t2).

2°. u° ■ [ a t / t p + A 1 Rozumowanie podobne do opisanego szcze-
gółowo w 1° prohaIzl do wnlot>ku, że warunki optymalności (l) - (3) speł
nia proces (s*,u*)T ze sterowaniem typu (c) i momentem przełączenia

t -  tx- f 2ln d2

Jeżeli |T | ~> >p2ln d2 , oraz sterowaniem tożbamościowo równym 0, Jeżeli 
|T |< vj) 2ln d,,. J’rzy |t|-- — + uo rośnie długość przedzl-łu [ 10, *C ) -

3°. u ° <  | a L /( Wtedy d ̂ *?*)/dt I t_t < 0 1  wo-
O

bec tego -jterowanii b* Jest tvpu (a) lub s*(t)= 0 V t £ T .  Drugi 
przypadek zachodzi wówczas, ydy |t|^ d3< gdzie

h m -vj -1 >  d3- a t(u 0)Ł‘V[«Ł.(u°)Ł“1- ł( ju + A ) +v] >  1.
Ocena długości horyzontu przebiega podobnie, Jak ocena długości przedzia- 

łu [^"2'  ̂1J w l0' n“leży zamiast tg, u*( 1 2) wziić tff, u°.

Jeżeli |T|>^3ln dj, to sterowanie s* Jest typu la), przy czym faz 
środkowa (przedział t1# T2)) pojawia się dopiero wówczas, gdy



2 5 2

|T| >  f2ln d2 + '?4ln d4‘ ^dz-ie f 4c [v*-( (J.+ A )(1- Ł )]-1,

d4 » [c-( u°)1_Ł] / [c-at/(p.+ A ) J >  1 , c *= a(l-Ł)/ v + (p.+ A)(l-t-)j.

Oceny parametrów *p2 , ^2 nie zml-enlaję się. Wtedy

^  - V  ft1" d4 •

*2 ’ t f  f2ln d2 * 

r < 
gdzie Jest punktem przecięcia [_tQ. Uj) - segmentu trajektorii u*
z warunkiem poczętkowym u*(tQ) » u°(oopowiadejącego sterowaniu s*(t) -
■ l) z JoJ T^, X z ) - segmentem postaci (6); ocena momentu t 2 przełą- 
czenie sterowania z s na O pozostaje taka sama. Jak w 1°. Przy 
|T |— — t 00 rośnie długość fazy środkowej (przedział czasu [_X^,

Jeżeli 'f̂ 11 ^3 'P2'*'11 °2 + d4 ' wówczas znika faza środ
kowa,

Tj ■ t2 * t  e int T ,

gdzie X  Jest pierwiastkiem równani? (*). Ocenę momentu X  przełączenia 
sterowania z 1 na O otrzymujemy podobnie, Jak ocenę momentu X 2 w 1°,

należy tylKo przyjąć X , u * [ X )  zamijst T2 , u*(t2), gdzie u*(T) Jeet 
technicznym uzbrojeniem pracy w momencie X w proceeie (s*,u*).j. ze ste
rowaniem s*(t) - 1 na przedziale [ t , t  ) 1 wŁrunkiem początkowym 

u^(to) “ u°*

Jeżeli znane Jeet początkowe techniczne uzDroJenie pracy oraz długość 
horyzontu czauu T, wtedy prorbs {**, u*)T spułnlijący warunki optymbl- 
noścl (1) - (3) Jeet określony Jednoznacznie. Zgudnle z hipotezą (h) pro
ces tan jest rozwiązaniem zadania.

T w i e r d z e n i e  6.2, ( ii) ó u* ---«• \? /(1- ł ) przy

1 T j— •-+ 00 , gdzie

Są  ■ w  J  «  “ * ( , )  ^ 7 7  *  ■

u* Jeet optymalną trajektorią technicznego uzbrojenia pracy w zaaaniu
(6.15) - (6.16).

D o w ó d .  Jeżeli |T|>2 9, to

5 u* < ] T r t ( t Ą t  ( It N  2 e 'J  —  i r r

przy |T|— * o o  . gdzie o^. max { ^  ^  ^  ^  ^ ( t ) }  •
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< V  m“ ; { i r r  -9up 6 u*(t)} • 5 u^ t )  ' {iru’,(t)‘ - ^ r r  *
t e [t^e.tj

Twierdzenie 6 . 3 .  ‘'rzy założeniu 6 . 2 .  warunki 
gy u(t) = r{ t)-( p+ X )u(t) .

(*)
r(t)e [o,w(t)J ,

g- u(t) >  O. ję(t) >  8°^ w(t) 

w układzie (6 .2l) sę równoważne z następującymis

Ję. u(t) - ,{i)[(l- A;u(t)J .
^•(r) « <j>[s(t) &°w(t)+(l-e(t))(w(t)-{ fj. + X M O ) ]  , (**)

e(t)e[o,lJ ,e e C°[t J.

D o w ó d .  Konieczność. Oezell funkcje (u,w, g  <r)j apełniaję wa
runki (6.2 1), wówczas po prostych przekształceniach otrzymujemy

u(t)« w(t)-( p  + A ) u(t)— "  JfU) .

6°w( t) < i- j-(t) w(t)-(p + AMO .
Ponieważ £ 6 C°[t] oraz u,w 6 ^[t], wlęc Istnieje taka funkcja 

s: T---[O.i] , s e  C°[t], że

(̂t) - <̂[s(t) 6°w(t)+(l-s(t))(w(t)-( ja + X )u(t))] .
Po podstawieniu (3) do (1) otrzymujemy równenle

^ u(t) « s(t) ̂1 - 5°)w(t)-( p. + A MO] , (4)
które spełniaj; funkcja (e,u,w)T . Zatem jeżeli funkcje (u,w,jj-,r)T speł
niaj; werunki (*-), to istnieje take funkcja 8 ,̂ ze czwórkę (s,u,w, ^ ) T 
^pełnia warunki (•**).

Oostateczność. Załóżny, że funkcje (s.u.w, ^ ) T spełniaję warunki (* #). 
Pokażamy, że funkcje (u,w, , r)y , gdzie r(t) = w(t)-(j ^y(t), eDełnia- 
ję warunki (rt).

Weźmy HowoLnę funkcję siT — — [of& , s €. C° ’ . Rozwięzaniem równanie 
(4) z werunkiem początkowym u(to; ■ u° O, po podstawieniu w(t) «
» auŁ(t)exp ^v(t-tQ) Jest przy zełożcnlu 6 .2 dodatnia, przynajmniej 
słebo roenęca funkcja uT , tzn. du(t)/dt O V t £ T ,  przy czym zawsze 
(1- uc )w(t)-(p.+ A)u(t) >  O. Wówczas

(1)

( 2 )

(3)
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O <  (j)ó0w(t) <  £ ( 0 <  <J>**(0 V f £ T .

Ponieważ r(t) «w(t)- więc r( t ) £ [o, w( t)] V  t € T oraz
r 6 C° 1 . Natomiast z ( 4 ) ,  zważywszy że

r(t)-( p  + A )u(t) - e(t)[(l - ó°)wltj-l p  + A  )u(t)] ,

otrzymujemy

u(t) - r(t)-( p+ A )u(t)
T w i e r d z e n i e  6.4, Prk.y założoniach 6.1, 6.2 rozwięzanie 

zadania (6.20') - (6.21’) Jest nuetępujęce.
(i) Oeżell wyjściowe techniczne uzbrojenie orać/ u°£ (u>umax) gdzie 

u » [ af { 1- ó°)/( p + A  )j1/(l" C ) . umax - wtedy rozwięzaniem

zadania Jest procee (a*,u*)T ;

a* (t) ■
dla t 6 [ tQ, tj) , 
dla t € [ t j .  t;2) . 
dla t £ 2* * J. I •

u*(t)
^ ,t T f a * c ( * o . y  •

T T ' łr Ti/ r
uMtjJe r 1 dla t £ [^.Tg) •

u *(T2) dla t e  [tfc.tj ,

gdzie a « VŁ/(  p +  A ) ( 1 -  ł ) £ ( 0 , 1 ) .  Jeżeli horyzont c z . t u  T Jeet krót
ki, |T|<v'-ln O j  + d , , ,  to » t2 (wtedy s*(t) » O, u*(t) -

- u° V t £ T). Jeżeli |T|>V-1ln dx + a2, to t0<'t1<'C2< tj. \  -
■ t0+ V’"1ln dj, X 2 Jeet pierwiastkiem równania

1 + ^  + V(tŁ- X2) - e (tl” J  , (*)

gdzie dj . ( u°)1 “1[jj.-*-X)/*ł( 1 - <5°) >  d2 " *l" X Z  ̂

(ii) Obleli u° - u, wtedy rozwięzaniem zadania jeet procee (s*,u*).pi

s*(t)

dla t e [ t 0,T), 

dla te [x .tj ,
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u*(t)

— — (t-t ) 
j°o 1-Ł 0 dla ite [to , X ),

u*(r) dia

przy czym X » tQ , jeżeli |T|-<. d2 oraz ^ ^  ti> c " pierwiastek

równania (*) (po podstawieniu X  zamiast t g ) , jeżeli |t| >  d2 . uceny
c o A c ttt edy rozwiązaniem zadania Jest proces

1 dla t € Lto ,Tl^ •
8*( t ) * • s dla t £ X1 , l z ) .

0 dla t e

u*(t)

u*(t2)

(t- t x )

„-( *  X ) (1- Ł ) (t-t o) +ctV( t-t0)]j V ( :1- Ł )

dla t e ^ ^ T j )

dla t £ [,C1 ,T2) . 

dla t 6 lT2 '*ll’

gdzie c • a( 1- Ł )/ [ v + ( |> + A ) (1- E. )J • Jeżeli |T | ^  dj, to

« X 2 “ * 0 (wtedy e*(t) ■ O, u*(t) ■ u° V t £ T ) ,  gdzie 

dj » X  -tQ >  0, moment Z  Jest pierwiaetkiem równania

f i + + *<«-*•> to>- («*)

w którym ot(l- ó°) (u°)Ł“ L/( jjl+ A ) • Jeżeli d3 < | T | ^  d2 + ̂ 2ln d^,

wtedy - t 2 - X € ^t0,ti"d2 ] ' 9^zie *p2 - [ v  + ( p. + X ) ( 1 -  Ł )J ” l , <iĄ m

« [ c-( u°)1_Ł( 1- 6°)-1J / [c-ac ( p.+A )-łJ >  1, moment t Jeat plern-last 
kiem równania

" i

i|-[i+(P + A)(t 1-t)](u>,(t;))1- Ł - (6'?f,i-to)-.v(t-to))(i- 6"),

(*#*)

w którym u*(T) Jest technicznym uzbrojeniem pracy w lonncli X  m  pt *■ 
ceeie (e*,u*).|. ze sterowaniem e*(t) ■ 1 na przedziale i ■ •nmv

kie* początkowym u'*(t(J) ■ u°. Jeżeli l> t >  d2+ >p2^n ^4,* *tedy 
t0 <  X ± <  t2 <  tlf ■ tQ+ ^2ln d4 , X 2 Jeet pitmliitkl** r4W+

nania (x). Oceny pozostałych peraaatrów nie zaieniaj* elf*
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D o w ó d  przebiega podobnie. Jak dowód twierdzenia 6.1. Zaaanle 
(6.20) - (6.21) Jest niestacjonarnym zadaniem sterowania z kryterium cał- 
k owy ii 1 swobodnym pranym krańcem tiajektoril, a więc tego samego typu, co 
zaóanie (6.1S>) - (6.16). Z twierdzenj.3 3.5 otrzymujemy następujące w«.- 
runKl optymalności. Oeżeli proces (s*,u*)T jest rozwiązaniem zadania, to 
i8tniejj takie rozwięzanie równania

gf ^(t) - [<J (l-Ł*(t)) + B*(t) y (t) J • [a t (l-^Ju* (t )Ł_1eV  ̂t_tô

- K - A ]  (1)

z warunkiem końcowym

/ ( t 1) -  0 , ( 2 )

ż e

a*(t) - 1 , jeżeli iy*(t)>ę ,
1 (3)

s*(t) 0, jeżeli i|iy(t)<(J .

Ponieważ y*(t1) ■ 0, C°[t ], więc wnioskujemy, ie

s*(t) ■ O V t  € U-( E.tj), gdzie t  - pewna liczba dodatnia.
Rozpatrzmy kolejno trzy przypadki, zakładając różny poziom wyjściowe

go technicznego uzbrojenia pracy u°.

1°. u° £ (u,u ) (nierówność u° <  u odpowiada założeniu 6 .2).
IT)8X  IT|0X

Rozwiązanie układu równań

|fU(t) - s(t) [(1- ó°)aut(t)eV(t-to)-(K + A)u(t)] .

(4)

yf*) - " [^{l-8(«))+•(t) y(t)}[ae (1- ó°)uŁ"1(t)ev(t-to)-^.-Xj

z warunkiem początkowym u( t )fc|u,u___), U>(t ) >  O 1 sterowaniem toż-o L max i o
•aaośclowo równym jedności na półosi [tQ.+ o o ) spełnia następujące wa
runki: fjnkcju u j"t + o o ) Je,t dodatnia 1 rosnąca, u(t)— ►  + oo przy

t---- + oo , a funkcja t + ot, , 1,8 nłe wl9ceJ nlż Jeden punkt prze

gięcia (di|;(t)/dt » O), iy(t)— »-1 oo  przy t— * ł  oo , czyli10

y ( t ) > y ( t ‘) V t  >  t*. Jeżeli y(t)|t.t. > 0 . (5)

Por.oda. 12 do analogicznego warunku w twierdzeniu 6.1.
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Załóżmy, że • Przy u(t ) = u° >  u z (4) otrzymuje
my d i{/*( t )/dt | t„t >  0, zatem y*(t)>^> V t 6 T ,  zgodni z (5),co Jeat

O
n i e m o ż l i w e  z wa ży w sz y  na ( 2 ) .  Tak w i ę c  y * ( t 0)<(j> i  wobec t e g o  s * ( t )  = 0 

nu pewnym p r z e d z i a l e  [ t j , * 1' ! )  c  T > a l b o  s * ( t )  » O V t £ T .  O e ż e l l

“ ę w punkcie , to d y*( t )/dt | t ^  0 ( zakładajęc

Cj iy*(t)/dt ^ O otrzymalibyśmy ij/( t )'s f V t  J> T, co Jest niemożliwe

Ponadto (a) Jeżeli ^(Cj) - lp*(^) » <? , gdzie X 1 <  1T2 to y*(t) -

- ę V t e  ,t2].(b) If*^) -<? . f ( t ' ) « ;  " pur.kcic ̂

t *>t . to iy*(t)<^ V t  >  t ’ (dowód przebiega podobnie, jak w twier

dzeniu 6.1, s. 249). Rozwięzujęc układ równań (4; z funkcję l|/*(t) =<^ 
na przedziale , % 2 ) otrzymujemy

s-^t) - s - V t  /( p  + A )(1- t )2

V ft-t 1 ^
u*(t) - ue1-Ł 0 ,

ł

gazie u -  [a Ł (l- 5°)/( p .+ A )] * ^  1_ Ł ^ . » t  (0,1) (przy założeniu 6.l) 
Zt,tem, Jeżeli techniczne uzbrojenie pracy u°r (u, umax), to funkcja 
w warunkach optymalności spełnia naatępujęce warunki; ^*(t ) < 9

« O, y * ( t ) - < ^  V t £ T  o r a z  Jeżeli l p * ( t )  »^> w pew.iym 

p u n k c i e  t € i n t  T,  t o  i s t n i e j ę  t a k i e  punkty  ^  t ) ,  l 2 l ^ . t ) ~ 9 , że

tp*( t ) -  <J Y t  e  [ t 1 ,T 2 j  , y * (  t )<^> V t  £ T \  [ t j . t g  ]  . S t e r o w a n i e

Sj ma więc następujęcę poutać:
O d l a  t  £ [ ‘ o . T j ) ,

a d l a  t € [ r .L , \ z ) . ( ?)

O d l a  t € ( t g . t j  .

s*(t) -

Pozostaje ustalić momenty t ^ , X 2 . Załóżmy, że horyzont czasu T Jest dłu
gi20. Moment poczętkuje środkotyę fazę wzroatu, t J . przedział [tt^.Tg)

w którym procee (s*,u*)T ma postać (6). W fazie poczętkowej (przedział 
[to. -x)) sterowaniu s*(t) - 0 odpowiada segment trajekrorii u* ze eta- 
łym technicznym uzbrojeniem pracy u*(t) » u° V f € [*0*^1 )* Zatem w 
punkcie Xy następuje „sklejenie" (przecięcie) [*0*^1 ) “ segmentu tra

jektorii u* z jej “ 8e9mentem postaci (6). Po przekształce
niach otrzymujemy

h  m V  - T  ln di ■

19 Nie jeet wykluczony przypadek X-- X0
20 Ocenę długości horyzontu podamy dalej*
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gdzl.3 dj - (u0)1- Ł ( p.+ K )/a Ł (1- 6°) >  1. Moment % 2 musi być taki, by 

funkcja ylj. z ozwięzanib równania (l) ze sterowaniem tożsamosciowo 

równym O na 1 warunkami

Y*(T2) . u*(t2) = [ . 6  (1- ó°)/(K + \ )J 17(1~ L >
przyjmowała wartość O w momencie ktfficowym tĵ  (warunek (2 )). Po prze
kształceniach docnodzimy do równania (*). Równanie to ma rozwiązanie 
f <  tj, przy czym tj- t2 » const. V t JL& E1 . Przez długi rozumiemy ta

ki horyzont, w którym pojawiaję się wbzystki“ trzy fazy wzrostu, tzn.
| TI >  V -1ln dĵ  + d2 , gdzie d2 « tj- T-^jiast pierwiastkiem równania (*).

Tak więc, jeżeli wyjściowe techniczne uzbrojenie pracy u°£ ^u,umax^ 1

horyzont Jest długi, wtedv warunki optymalności (l) - (3) bpełnia proces 
(«*, a*)--!- ze sterowaniem postaci (7), w którym moment X^ (.pełnia warunek

(8), a moment X z Jest pierwiastkiem równania (-*). Przy IT |—-*-+ oo roś

nie długość fazy środkowej (przedział i

2°. u°« u. Wówczas d 4'*(t)/dt |t »t * °' zatB"’ Jes* przy-
a

padek . czyli 41 *(t)^<j V t £ T .  Rozumujęc. podoDnie jak po
przednio, dochodzimy do wniosku, że warunki optymalności (l) - (3) speł
nia proces (s*,u*)T ze sterowaniem

s*(t) -

dla t e [ t o,t), 

a t e  [ f  , t j ,dl

jeżeli |T | >  d2 , który redukuje się do po*l icl s*(t) - O, u*(t)« j° 

V t e T ,  jeżeli |t]< d2 , gdzie d2» tj-t, X  Jest pierwiastkiem rów

nania (*) - po podstawieniu X zamiast t 2 . Przy t|— *-+ oo rośnie 

tylko długość przedziału )•

3°. u ° <  u. Możliwe sę wszystkie trzy przypadki: 4;*(t0) | (< < Przy 

czym zawsze d>f*(t)/dt |t-t < 0 .  Wnioskujemy więc, żi sterowanie sT
O

w warunkach optymalności (l) - (3) powinno mieć naetępujęcę postać:

s*(t)

1 dla t £  [to-tj). 

s dla t e [t1 .t2).

0 dla t eł[t2 ,t.ł]'.



259

Jeżeli |t|< d3 > wtedy e*(t)-0 , u*(t)- u° V t € T ,  gdzie d3 - t - t 0 , 

t jest pierwiastkiem [* * ). Równanie to ma pierwiastek X >  to » ocena dłu

gości horyzontu przebiega podobnie, Jak ocena długości przedziału [ x 2 

W 1° - należy tylko wszędzie zamiast X 2 ,uf \tX2 ) przyjąć to>u°. Jeżeli 

d3 <  |Tj <  d2+ >f2ln d4 , wtedy

tt - t2 .Tf.(t'iyd2],
gdzie X Jest pierwiastkiem równania (***), &2 ~ podobnie Jak w 1°- Jeet 

oceną długości przedziału r'B k*6rym e*(t) * O)

natomiast ^„ln d4 - oceną długości przedziału n* którym

Y*(t)><J (fj* s*(t) - l^.Oceną tego przadziału otrzymujemy postępując 
analogicznie, jak w twierdzeniu 6.1. Przy j T J— ■■ + oo rośnie długość 

przedziału [>'*■?) •

Przy ustalonym początkowym tschnicznym uzbrojeniu pracy i dane] dłu
gości horyzontu T procsa (e*,u*)j. »/»ełnlej^cy warunki optymalnośc] 
(l) - (3) Jest określony Jednoznacznie. Zgodnie z hipotezą (H).proces ta
ki Jest rozwiązaniem zadania.

T w i e r d z e n i e  6 .6 . (i) Rozwiązaniem zadanie (6.30) - (6.Si, 
przy założeniu 6.3 Jest proces (a*,s*fk*)T następującej postaci:

'(t)
1 dla t£ [t0,x),

O dla t e [t ,t*] ,

e * ( t )

(e°- <x1 )e"û t_to^+ ocł dla t £ [t0.x)ł

(•*(x)-<x0)e"u ( t _ t )+ oc° dla te [t.tj J ,

( k ^ - d g ) - ^ 1- Ł

dla t  e [ t 0.x ) .

(k )-d,(t)-d^ je-(1" £ > 5 (t-t) w <u>( t- T >+d^

d U  t € [t.t*] ,

gdzie dŁ -  ( e ° -  o f ^ / t p + A  -  d2 “  a V ( n + A ) ,  d j (  t  ) -

■ (e * (T ) -  a ° ) / (  p * A  -  & * ) .  dĄ -  o t°/( A )» T * .  , t *  -  -o r tość

k*(t)
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kryterium (6.30). Istnieje taka liczba 6 >  O, ż« Jużali | T* | 6, to 
tQ<  X <  t* oraz X -  tQ , Jeżeli I T*i< 6„

(li) Jeżeli t* t* oznaczają najwcześniej sza monerity dojścia do po

ziomu konsumpcji J1 <, j1 . to t* <  t* , przy czym istnlej< taka 

liczba 6' >  O, że t* - T <  e* nlazaleznl* oa długości horyzontu T*.

D o w ó d  (l) Zadanie (6.30) - (t.3J) J«»t etacjonarnya zadaniem ml- 
nimalnoczasowym, zatem z twierdzenia 3.8 otrzymujemy następujące warun
ki optymalności. 3eżeli proce* (o.*i**^U*t)T Jeat rozwlszanlem zadania, 
to istnieje takie rozwiązanie y*T * « ( T i* układu równań

( l )

że

( 2]
c**(t) « ot1 . Jeżeli ifijj ( O  >  °.

ot*(t) - oc°, Jażeli y *  l t ) <  O,

a wektor ^(tj*) Jest ortogonalny do płaszczyzny etycznej do gładkiej 

rozmaitości X1 , l i

X1 - ! (k.s): <2(l-8)ar/'1_ Ł ^kŁ/^1" Ł ̂  ■ J 1] . 

w punkcie ( k ^ t p . s ^ t * ) )  . tzn. r

J  a-1/^ fc)V*(tJ)-1/(l- £ ),-i).

Ponisważ y£(tj) <  O, wię'! cx*(t) - Oi° Vt£t'' (t1 |tj), gdzie 

£,* Jest pewną liczbę dodatnią. Rozwiązując układ 1 równań (l) z warunklea 
końcowym (3), otrzymujemy

> 0 dla

m 0 dla t - T

K 0 1 dli te  (r.tjJ ,

(i) < 0 V t  fc Int T*, jeżeli I T*| ^ e
gdzla T> tJ-6, 6 Jf t dodatnia plerwinstkiai równanli
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(4)

(parametr ^ ( t * )  spełnia warune. (i)). Zgodnie 7 (2) sterowanie s** na 

więc postać

Jeżeli |T*|>0 ( X- t*-0 >  tQ) oraz e*(t)- O V t  t  T*, Jeżeli

| T * |< e . Rozwięzujęc układ równe* w ( 6.J3 ) z powyższym sterowaniem otrzy
mujemy żędany proces (<x*,e * , k * ) .

Jest zawsze ograniczona. Ponieważ wezystkle trajektorie kapilałochłonno- 
ścl oraz udziału Inwestycji w dochodzie sę równomiernie ograniczone na ho 
ryzontach czasu T dowolnej długoóci, zatem wszystkie pierwiastki rów
nania (4) z parametrem ij/fit*) spsłniajęcym warunek (3) odpowiadająca 
różnym pezlomom konsumpcji y-1 tworzę zbiór ograniczony. Oznacza to, 
ze ograniczona Jest równlbż długość przedziału [T.t, ] w optynalnych pro
cesach wzrostu, tzn. istnieje taka liczba e* >  O, że t * - T < 8 '  dla każ- 
deco optymalnego horyzontu czasu- T* odpowladajęcego dowolnemu docelowe
mu poziomowi konsumpcji j-1 , przy którym zadanie Jest niesprzeczne.

1 dla t  e [ t o,x  ),
a*(t) -

O '1» t

(li) Weźmy dwa docelowe poziomy konsumpcji  ̂ 1 ję1 <  j 1 . Niech
(ot'’,,s*,k*)T # będzie rozwi»?ani«« zadania z poziomem konsumpcji

(T* . ) 8 8*,k*)^# - rozwięzaniem zadania z poziomem konsump

cji X (T* “ [*0**1 ] )• w*®dy T*C. f*. Rzeczywiście, załóżmy, że

t}*^ tj . Istnisje zatem proces prowadzęcy do (wyższego) poziomu kon-
— 1 1sump .Ji JT >  JJ «* cza*»le nie dłuższym od t. - tQ . Trajektoria kon

sumpcji € C° F*j ( |J*(t0J - j-* (to) <  jj-1) , zatem istnieje taki mo

ment t * <  t , że założeniu, że (oć* , u* ,k*)T Jeet

procesem optymalnym.
Pozostaje wykazać, żs przy |t*|—  +00
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DODATEK MATEMATYCZNY DO PARAGRAHJ 7

T w i e r d z e n i e  7.1. Rozwiązaniem zacfanln (7.11) - (7.12)przy 

założeniu 7.1 Jeet proces (s*,m*)T !

• * ( t )

1 dla • t € [tQ, T ) .

O dla- t e [ x , t f3 ,

m*U)

m$(t)

m° e-^(t-to)

dla t 6 [t T ),

dla t € [t .tj ,

dla t  £ [ t Q,x)

[a1»£(t)(t-T)+m*(t)]a-^t- T )  dla t 6 [t .tj

Oeżeli 1T | >  8, wtedy t - t ^ S  > t Q . inacz.J X « t0 . gdzie 8 Jest 

dodatnia pierwiastkiem równania

H d b  ■ e ,

w którym parametr d - alfj./( Bj-f-O •

D o w ó d .  Zadani* (7.1l) - (7.12; Jest stacjonarnym zadaniem stero
wania z kryterium całkowym, ustalonym horyzontem i swobodny* prawym krart- 
oem trajentocli. Z twierdzenia 3.4 otrzymujemy następujące warunki op- 
tymalnoici. 0*teli proces (s*,m*)T Jest rozwiązaniem zadania, to istnie

je takie rozwiązanie y *  - ( ^ . ^ T  ukłjdu ró""*ń

(1)

7t > 2
^ ( t ) ,

z warunkiem końcowym

*Pl(tl> ‘ f 2 (tl^ " 0
(2)
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e*(t)« 1, jeżeli 0 >
(3)

s*(t)« O r Jeżeli <f*(t)< O, 

ydzie vf*(t)» y*(t)- ip£(t).

Ponieważ f * e  C° [tj. ^ ( t ^ .  O. d f»ft)/dt 11 >  0> „ięc

Vp*(t) < 0  V t  e U"( , tzn. e * ( t )  = O Vt£lT(fc ;t1),

gdzie Ł - pewna liczba dodatnia. Rozwięzujęc układ równan (l) z warun
kiem końcowym (2) i sterowaniem z wartościami s*(t)= O w lewostronnym 
otoczeniu pjnktu t^, otrzymujemy ^p*(t) <  0  V t 6  ( X *f*(T) * ° >

Jeżeli |T|>S, gdzie € * tj - 6. S Jest dodatnim pierwiastkiem równania

1+dd - e ̂ 6 , (4)

d « ax p./( a ^  p) >  O, oraz >{>*CO K O V t 6 T ,  Jeżeli |l'|^ 6.

W punkcie X funkcja vj?* Jest różniczkowalna, d vP* (t)/dt | <  O, za

tem 8*(t) » 1 V t £  U"( fc gdzla l  jeat pewną liczbą dodat

nię. Rozwięzujęc układ równań (1) z warunkiem iy(l) « ^ ( T )  ( Jest to

wartość rozwięzanla układu (i) w punkcie X ze sterowaniem s*(t)= O na 
( X i warunkiem końcowym (2)) oraz sterowaniem z wartościami
8*(t)» 1 w lewostronnym otoczeniu punktu X otrzymujemy ip*(t).> O 
(wobec tego s*(t)- l) V t  6 [to> t ), jeżeli |tJ>0. Rozwięzujęc wresz
cie układ równań ró2niczkowych w (7.12) ze sterowaniem s^,

tt

s*(0 =

dla * e [  ̂o *t )>

dla t € [ X ,t1 ],

jeżeli | T | >  S 1 s*(t) » O ^ t € T  Jeżeli |T|^ 0, otrzymujemy 
żądany proces (s*,m*)T , który Jako Jedyny spełnia warunki optymalności
(l) - (3). Zgoanie z hipotez. (H) Jest on rozwięzaniem zadania.

T w i e r d z e n i e  7.2. lim 5 *« ■ a,- u  , gdzieI -r I -r 1 r 3T  - » +  o o  1 T

m*(t)
dt

Jeet optymalną trajektorią majętku produkcyjnego w sektorze 1 w za
daniu (7.11) - 7.12).
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D o w ó d  jest natychmiastowy. Oeżeli |r| >  0, ,«ówczas

t):0 t,
, “  TFT f  l B , S * ( t ) -  I ^ ) d t  = y £ t t,-e5 m*T = fTT /  |A)dt =tjŁ y  f  ( a1~ [*■ )dt- J u.dt

T l0

TtT f<aj-|t| - e;+K0] —* ai~K
przy |T|— — + oo , gdzie 0 Jest długością konsumpcyjnej fazy wzros
tu w procesie optymalnym w zadania (7.11) - (7.12).

T w i e r d z e n i e  7.3. (i) Jeżeli spełnione Jest założenie 7.2
1 proces (s,m)T spełnia warunki (7.12;, (7.15), to istniaje dokładnie 
jedna taka funkcja ot:T- , cx£ C łTj , ża

s(t) = + cx(t) . (*)

gdzie ^(nHt))= ( a ^  jj.)m.Ł( t ) - p.m2( t) , (li) Proces. (s,m)T wtedy i tylko 
wtedy bpełnia warunki (7.12), (7.15), gdy pira ( a , m ) T spełnia układ 
równań

4r-m (t) - <x(t) vp(m(t)J 
dt X f (**)

^ - m 2(t) = (1- <X.(t)) vp(m(t)),

gdzie' a ( t ) £  L0 -1]. °<-feC0 [T]. m(tQ)- m° >  O.

D o w ó d ,  (i) Zważywszy na (7.15) mamy

s(t) € f  (m(t))/aim1(t)] VttT,

czyli V  t 6 T ' 3a(t)e[o,lJ: s(t) = o(( t) y( m( t) J / a ^ f  t) .Pod
stawiając ( * )  qo układu równań różniczkowych w ( 7 . 1 2 ) ,  otrzymujemy ( * * ) .  

KóżniczkuJęc funkcję ij)( m( .) £ ( ''[t] po t, mamy

'’-r'P(m(t))« (aja (t)-p.) (j?(m(t)),

wobec czego >f,(m(t))> O V t  6 T ( t|) ( m°) >  0 - przy założeniu 7.2). 
Ponieważ s £  C°[t ], f  ( m(.)€ C1 [t ] . ^ ( m ( t ) ) > 0  V t £ T  więc 
m .£C°[t ], przy tym funkcja of Jest określona jednoznacznie.

(ii) Konieczność. Wykazaliśmy Już faktycznie w (i) . Oeżeli para (s.m)^
spełnia warunki (7.12) , (7.15), to istnieje taka funkcja tx:T--
<x £C°[ t ], że para (<x,m)T Jeet rozwięzaniem układu równań (* *).
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Dostatecznosć. Weźmy funkcję (X:T — - 0,1 , <X€C°[t] i odpowiadające 
jej rozwięzanie rry » (nr.̂, n-2) . układu (**) z warunkiem m(t0) = m° =
■ >  O. Pokażemy, ie para (s,m)T spełnia warunki (7.12J, (7.15),

gdzie funiccja a ma poctac , .
Ponieważ >f(">(t))>0, m( t) .> O oraz cx (t) fc [o, lj V t  CT, zatem

»“ ) e [ • - F -  ł  ^ t € T

oraz «  € C°[t |. Podstawiając funkcję a zamiast ty do (* *), otrzymujemy
21układ rowr.an różniczkowych w (7.12) , natoiri^st warunek (7.15) wynika 

z (l).

T w i e r d z e n i e  7.4. Rozwięzaniem zadań (7.16*) - (7.17*), 
(7.18*) - (7.19*) sę przy założeniu 7.2 procesy (ot*,m*)T następującej 
postaci:

‘( O  -

mj(t)

m£(t)

1 dla t € [t0 ,X ),

0 dla t € [t ,t1] ,

(m°-dm°)e (8l' ^ )(t'to) +dm2 dla t e [ t 0 .T).

m* ( T )  dla

m° dla ,t E [tQ , % ),

(*)

( n°-d_1ni] ( X ))■ +d-1Hj(x) dla

gazie d« pV( p ) . przy tym T- tj-8 > t Q , Jsżsl: t | > 8 oraz t-tQ,

Jeżsli |T|^8, gdzie w zadaniu (7.16') - (7.17') 8 Jost dodatnim 
pierwiastkiem równania

1- p(l- 3=-)e - e'’H 8 (* *)

natomiast w zadaniu (7.18') - (7.19*) 8 ■ p.” Ln l + p / a 2(i -p. ]

34 .....
Podstawianie taKla jast dopuszczalne, ponieważ przy m(t) 0 

przekształcania (*) Jest wzajemnie Jednoznaczns.



2 6 6

O o w ó d. Zadanie (7.16') - (7,17’) Jest stacjonarnym zadaniem ste
rowania z kryterium całkowym i swoooiinym prawyn krańcem trajektorii sta
nów. Korzystając z iwieruzenia 3.4, otrzymujemy następulęce wari-nki op
tymalności. Jeżeli proces (ot*,n«*)T Jest rozwięzaniem zadania, to istnie
je takie rozwiązanie ij/̂. ■ (y u<^ac*u równań

^  ) = -0cy( t ) (a ^  p  )( i p j f O  -

^ y2(t) - ûtjpl y1(t)- y2(t)) + py2(t)-a2. ( 1 )

z warunkiem końcowym

że

= ̂ £(^3-0,

&*( t) « 1, Jeżeli ) >  O,

«*(t) » O, Jeżeli ^ * ( t ) <  0,

( 2 )

(3]

gdzie ^(t) - y^(t)- iy£(t).

Ponieważ ip*(t1) - 0 ,  d ip*( t )/dt |t >  O, więc « * ( t ) - 0

V t  ć U"( t  i^), gdzie Ł Jest pewnę liczbę dodatnię. Tak więc albo 
<x*(t)= O VtfeT, Jeżeli <p*(t)< O na int T, albo istnieje punkt 
t 6  int T, w którym - o. f * ( t ) <  O V  t £ ( t , t ^  . Pozwlęzujęc
układ równań (l) z warunkiem (2) i sterowaniem a *  z wartościemi «*(t)» O 
w lewostronnym otoczeniu momentu końcowego t^ otrzymujemy y*(t)<. O

r- t.-e, e Jest aodatnim pierwiastkiem 
X funk-

V t  £ ( t  , t  , , f  *(x)- O, gdzie
równania (#■*)• Załóżmy, ie |t| 0. Wówczas \  t^ i w punkcie 
cja ip* Jest róznlczkowalna, 0 t )/dt 1 ° ,  tzn. oc*(t) = 1

V t 6 U ‘( t it)\{t} i gdzie t  - pewna liczba dodatnia. Rozwięzujęc układ 
równań (l) z werunkiem y ( t ) -  i f ^ t )  i sterowaniem oc?{. z wartościami 
cx/(t)« 1 w lewoetronnym otoczeniu punktu T, otrzymujemy *p*(t) >  O czyli

1  V t  € [ t Q, t ) Jeżeli [tJ > 6 .  Tak więc Jbiell |T | >  6, to

a*(t)

1 dli t € [t0 .T),

C dla t € |_T itjJ,

ti-e. 8 Jeet pierwiastkiem równania (* *) . Jożeli |t| <  e,
V t £ T .  Rozwięzujęc układ równań w (7.16*) otrzymujemy

gdzie X 
wtedy o<.*(t)» O 
proces (*).

WarunKi optymalności procesu (ot^.m^j. w atacjonarnym zadaniu stero-



ftlania docelowego (7.18*) - (>.*9*) wynikaj; z twierdzenia 3.6. Jeżeli 
proces (ot*,m*).j jest rozwięzaniem tego zadania, to istnieje takie roz
więzanie ty* = ( y  T-py układu równań

§jr 1)^(0“ —(a1- fj.J t) y 1(t)f(l-ocK(t))(a2+ ip2(t))J ,

TT H'2(t)* IPi ( *)♦(!- ot*(t))(tal, y2(t))J.

z warunkiem końcowym

" ° ’

że

<x*(l)- 1, Jeżali f*(t) >  O, 

d * l  t) = O, jeżeli _p*(t) <  O,

gdzie ip*(t) = iji*( t ) - y 2( t )-a2 . Korzystając z tych warunków i powta
rzając procedurę dowodzenia zastosowaną uprzednio, otrzymamy proces (*) 
z momentem przełączenia sterowania T= t^ - 6, gdzie

6 =p.-1ln[jL+ p/a2( p ;],jeżeli |t | > 0 oraz sterowaniem (x*(t)« O Vt £ T, 
Jeżeli |t [< O. Otrzymane procesy są Jedynymi procesami dopuszczalnymi 
spełniającymi warunki optymalności, zatem zgodnie z hipotezą (H) są roz
wiązaniami zadań.

T w i e r d z e n i e  7.5.

mlT
|&,p* - <Sm I-- "  0 Przy

gdzie

n?(t) ■ - 3t, S- = T^T f ttt- m . ( 0  — i--- qt1 i . \  T J ot - , . >m*(t) 1T 1 1 T nij (r;

m*T Jest optymalną trajektorią majątku w sektorze 1 w zadaniach(7.16') - 
” (7 *17'). (7.18’) - (7.19'), (7.20*) - (7.21’J, m1T - trajektorię w sek
torze 1 w O -równowadze typu (A) postaci (7.22) (w zadaniu minlmalno- 
czasowym (7.20') - (7.21') należy horyzont czasu T zastępie optymalnym 
horyzontem T*).
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D o w ó d ,  leżeli [t | > 6, wówczas 

t.-9

l 5m*T"  5 S1 T I “  I T T  | I m*( t) > «  -  /

*'-e m°
f T f | “ M-/ ■ dt+ p.

To

__2__

' tó

ti

< f r [ 7  * • / *
' to to

/ lllp j 
— fTT^dt - (aj-p) e 1 <;

"( Bi" d t ]  ♦

+ ITT ^ai" =

l>d1 11 1 -  e) K ai  ,  - ( a i - p ) ( | T | -  e)
r v p i r r (1-e )ł c»T-^)| t | fl-° >ł

+ J7[ (a!-p-)e — ~  0 przy | T I----- ł o o  ,

gdzie ■> m2/ { m^-di “) , 3^ = m2/( n^-arńg) , a *  jj./ (  a ^ - f j . ) ; 6 jest ocenę 

długości konsumpcyjnej fazy wzrostu w procesie optymalnym.

T w i e r d z e n i e  7.6. Rozwiązaniem zadania (7.26') - (7.27') 
przy założeniach 7.2, 7.3 Jest proce9 ([}* , J*, o£l,)T :

(5*(0

j*(t)

"(t) -

i di. t e

Ó dla t  6 [ t  , t Łj  ,

j ° e 9 ( 0  d l a  t e  [_tQ . T  ),

dla t €  [ t  , t 1 ] .

(oł.0- |J1)e" w| t_to^+ p,1 dla t e [ t Q .r),

- (ł°)e-Uj(t-t)+ h ° dla t £  (je .tj,

gdzie g(t) - aŁ oJ-1(od0- p1) (l-exp [ - w  (t-tQ) j +( a± p 1- p.) (t-t Q), g(tjt)-

« oo-1(o<.*(t)- (i°) (l-exp{- u)( t- t ) j ■*•{ a^ p,0- (̂i ) (t- X ) . Istnieje taka 
liczh i e > 0 .  że t e  (t^-e.tj). Jeżeli IT I >  e . Oeżeli |t|< 0, to 
X  « t i proces rtdukuje się do postaci:

(*)
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- (i° . J*(t)- J°e 9' o Jt)(
(**)

oc^t) - («°- ( i ^ e ^ ^ o * * .  (i°

w każdym momencie t 6 T, gdzie d(tQ jt) « g(T;t) dla t» tQ .

D o w ó d .  Zadanie (7.2b*) - (7.27') Jeet stacjonarnym zadaniem staro
wania docelowego. 2 twierdzenia 3.4 otrzymujemy nast^pujęce warunki op
tymalności. Je.’eii proces (p* , j*,o?)T Jest rozwijaniem zadania, to ist
nieje takie rozwięzanie y* » ( y,* )T układu równań

(1)
o ^  (t). - 8lJ(t) 1 ^ ( 0  + ux).2(t)+a2J(t), 
dt 2

z warunkiem końcowym

Y^ltj)' IfJftj) ■ P • ^

że

fł*(t)« [ł3 . Jeżeli y*(t) >  O , 

fi*(t) = p° , Jeżeli y*(t) <  O.
(3)

Ponieważ i^ttj) “ °* d ^2* Ł ̂ dt Ir =tx ^  O (funkcja t  i  [tJ ),

zatsm (b° V t  € U ( •£. ;t ), gdii Ł Jest pannę liczbę dodatnię.
Biorę drugę pochodną funkcji ^ T '  2 otrzymujemy równanie ł

j2 d
2 H,2(t)'CJ§F tF2(t^  j2(al"dt

k t ó r e g o  ro z w i ę z a n i e  w z g l ę d e m  t|)(t)- d ^ 2 (t)/dt m a po st ać n a 9 t ę p u j ę c ę

f(t)- e ^ 1'**! '^(t1 )-a2(»i- p) / e ' U){e"tl' J(6)de J .
Funkcja podcałkowa w (4) Jest zawsze dodatnia, zatem wyrażenie w nawiasie 
kwadratowym Jest funkcję rosnęcę i ip rośnie na T. Rośnie więc także 
funkcja ip*, gdzie i|?(t) = d £ (t)/dt, czyli istnieje nie więcej niż 
Jeden punkt t  € int T (poza momentem t^), w którym O. Tak więc;
albo y^ft) <  O V t 6 int T i warunki optymŁlnosci spełnia proces 
(**) ze sterowaniem |ł*(t)- (ł° V  t € T, albo X £ int T i warunki 
optymalności (l) - (ł) spełnia proces (#) ze sterowaniem
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p dla t 6 [ t , t ),

P dla t 6 |_T .tjJ •

Przy założeniach 7.2, 7.3 rozwięzanie układu równań

Tt S i ( t ) c - ( a i  5 l t t ) - ,,2 , 1 '  i1*5 ■

Ir y < > -  -  n > ;  s a i o . - y t ; . . , ! " . ' * !

/
z warunkiem końcowym §2^*1^" 0 spełnia warunki!

5 i ( t )  ^  V l * 0  V t € T .  ^ ( t o ) ----•* + oo p r z y  | t | — -  + o o  ( 1 = 1 , 2 ) .

Zatem 36 >  O , 3 t >  t^-S { X <  t j  : | T | > 9  = >  y2( tQ)> O, y 2(t)=0.

Warunki  o p t y m a l n o ś c i  s p e ł n i a  wówczas p r o c e s  (■*) z  momentem p r z e ł ą c z e n i a  
s t e r o w a n i a  T£ [ t ^ - 9 , t ^ ) . O e ż e l i  |T|^.  6 ,  wtedy  y *  ( t )  <[ O V t €  i n t  T

i warunki optymalności tpełnia proces (#*). Otrzymany proces jako jedyny 
spełnia warunki optymalności (l) - (3) i wobec tego, zgodnie z hipotez; 
(H), jest rozwiązaniem zadania.

T w i e r d z e n i e  7.7. (i) V O o  3 0£ J> O : | T | >  28ł >

= > !  J*(t)-J(t) | < 6  V t  € [ t o +0£ ,t1-ee ] , gdzie J* jest opty
malną trajektorią inwestycji netto w zadaniu (7.25')-(7.26'), JT jest 
trajektorią inwestycji netto w O-równowadze postaci (7.30) z warunkiem 
początkowym j° » J°exp [ a^ CaJ _ 1 (c °= P 1 )} ' (j° - Jest początkową w u l -  
koicią inwestycji w zadaniu (7.25')-( 7.26')).

( ii) lim 5  ̂ p  .

gdzie

|t |-»+oo jt

5 jt ° T ^ r  I 7 t 7 r M

D o w ó d ,  (i) Załóżmy, że horyzont czasu T Jest długi. W fazie in
westycyjnej (przedział [t %)) j*(t) >  J(t) i nietrudno zauważyć, że 
J*(t)-J(t)— “■O, jeżeli t — —  + oo , t ^ X  • Zatem \ /Ł^>0 36j>0: 
t€ [tQ* eŁ -t].-0] ^  | J*( t)-3( t) |<Ł . wystarczy przyjąć e£ - m ax{eŁ ,e], 
gdzie 6 jest oceną długości fazy konsumpcyjnej w optymalnym procesie 
wzrostu w długim horyzoncie czasu.

(ii) Ponieważ

J  ( a 1 cx# ( t ) - p ) d t  *■ |Tj  J  oc * ( t ) d t -  p.
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V Ł >  o 3eŁ> o :  | T| > e +et = * o  <  p,4- tx * ( t ) < Ł  V t  e [*0+eŁ ,^ -e ]

więc
t,-e
J (p • e )dt<j'o?(t)dt <  p*|T| ,

to+% r

jeżeli tylko |t | > 8 + . Zatem

( p 1 - ł  )(  ! t | - 6- o ł ) ^  J<*«(t) «  <  p 1 ! ^

T
i

Sj* » -ppj- f  <x*(t)dt- p.e a ł = j^jyj- ( p1- £ )(|t |- e -  sŁ - p., aŁ p1- ^ .

Przy i T |-- ». + oo przedział A£---[a^ p1-t)- p, aŁ p1 - JJ.J • Tezę twier

dzenia otrzymujmy zważywszy, ż. Ł może być aowolnle małą liczbę dodat

nię.

o r a z

DODATEK MATEMATYCZNY DO PARAGRAFU 8

T w i e r d z e n i e  8.1. Niech funkcje ($,™ly)T spełniaję warun
ki (8.2) - (8.3), nUj. - (m1,m2)T, yT -(y1.y2)T . Zełożmy, ze

^ yi(t)- y 7Ttr <  V t e T - (* }

gdzie Ł Jeet dowolnie małę liczbę dodatnię. Istnieje taka llczlba eŁ > o .  
za jeżeli |t | >  6£ to dl* t >  tQ + 6ł nie bidzie spełniony wa-unak (8.4),

O o w ó d. Zważywszy na (8.3) układ równań (8.2) możomy zapisać w '•ów- 

roważnej postaci

4 Y l l t J -  (■1« ( t ) -> * )v 1('t}ł,: (1)

y2 (t)- a2(l-s(t))y1(t)-p.y2(t) .

Przyjmijmy oznaczenia: c (t)» ■ 1Q yŁ(t) exp [ - A(t-to)j ,
i 1 ' i

q2(t)« -i- /2(l) oxp [ - A( t-tD)} . Przy ;ych oznaczsnlacli układ (l) jest 

równoważny z nai tępujac ym
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(2)
q1(0-(«1*(0-|j-A ,

p ^ O - a g U - s f O ^ U M  j j L * A )q2(t), 

a warunek (-*) z warunkiem

3t V t)* ^ T T T  <_ L 1 (5)

Z (2), (3) otrzymujemy s( t) <  ( p. + A - ł )/«j. q±( t X  q°exp { - e (t-tQ)]

V t  >  t .

Zatem

ir q^ftT < » 2f1-9<t^  ^ r r r

V t  > t 0 .

Załóżmy, że zachodzi warunek (8.4). wtedy q2(t) >  fl-j ^  ^  *o* R*"no" 
cześnls

j£T?T czyli &  V ' V  y^rrr < °  V t > v et •

Jeżeli f T | >  6f , gdzie 6£ - Bax[o, i  ln [a2q°/(p+ł.)*f ] J . co przeczy 
założeniu.

DODATEK MATEMATYCZNY DO PARAGRAFU 9

T w i e r d z e n i e  9.1. (i) Rozwiązanie ■ zadania (9.8) - (9*9) 
przy założeniu 9.1 Jeet procee (e*,u*).j.!

«{t)

uj(t)

1 dla t e [ t 0,t).

O dla t 6 [t ,tj .

^  .-(i- V ( ^ A ) ( t - t o)+djj1/(i-t1) di> t e ^ ftJ<

(*)

•ttt) ■

uJ(-c)a-( ^ + X dla

u|e"* > + M(t-fc# ) d i ,  t  C [. t Q, T ) ,

d2( t ) *“{^ + X' ^ t" X^dł ( r ) * " fi ^ * ' łX^'l̂ t  ̂ dla t ć f t . t j
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gdzie dj - ■1/ ( p  vA), d° « (u°)1- £« _di <  0 • d2('t)» M2^ " d3^Z V

d3 ^ P *  B1 ?1 ?;2* (u^ ) ) Ł* ^ U -  Ł4 ){ P-+ ^ [  .

(ii) 3e1 >  Oi | T | >  ex = >  T.€ int T, |T| <  01= > t -  to .

(iii) 3e2 >  Oi rŁ-t <  e2 V t .

D o w ó d  (i) Ponitnaż kryterium ■fcx^-(t1)“ max a2 9^ u2*^*i)

22przy warunkach (9.9) Jeet równoważne z kryterium max u2(t. , więc 
wystarczy rozwiązać następujęcs zadanie eterowanla docelowego:

max u,(t.)
44 1 (1) 

przy warunkach (9.9).

W celu rozwiązania tego zadania posłużymy się twierdzenien. 3.7. Wynikaj; 
z niego następujące warunki optymalności. Oeżeli proces (s*,u*)^ Jeet 
rozwięzaniem zadania (l), to istnieje takie rozwięzanie £ £ » (^, f 2)T 
układu równań

i t  - [ “i £1 9 > l O ( u J ( t ) )  '1-1- p - A  J ^ ( t ) -  

- b1^1?_ 2 Ł 1 (1-®*( 0 ) ( u * ( t ) )  1 ^ ’( 0  ■

(2)

3t ( Ś2lt)'

z warunkiem końcowym

$ £ ( * ! » -  (°.1> . (3)

ż s

e * ( t ) »  1 ,  j e ż e l i  ^ * ( t )  >  O,

(4)
e * ( t ) -  O, J e ż e l i  >f>*(t) <  O,

g d z i e  f , ( t J f - ^ ( Ó -  ^  ). Poni eważ  , p * ( t j ) <  0.  f  *fc C ° [u “ ( e , ^ ) ]  ,

z * : e m e * ( t ) »  O V 11 6 U“ ( £ , - t j ) ,  g d z i e  Ł J e e t  pewnę l i c z b ę  didut n:  ę. 
Z a ł ó ż * y ,  ż e  3 t £ i n t  T: ^ ( t ) -  O.

Zważ yws zy ,  ż e

$ £ ( 0 -  e r

T T Równoważność rozumiemy ,w ty* aenele, że proces (e*,u*)T będęcy ro»>
pifzanlti zadaniu z '<|flnyii z kryterium Jest równocześnie Jego rozwięza- 
n i »  z drugim.
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otrzymujemy d ^ l O / d t  \fm% <  0 ( f  * e  ^ [ u U ;  l)] ).. istnieje nie wię
cej niż jeaen punkt te Int T zerowanie się funkcji 4.'.Przy tym. Jeżeli 
punkt taki istnieje, wówczas funkcja zmienia znak z aoaatniego na ujemny. 

Starowanie e* ma więc postać na> tępujęcę:

3*(0

dla t £ [t0,t) . 

dl? t £ [t ' * 1  •

Odpowiadajęcę mu trajektorię u* otrzymujemy ? rozwięzanie pary równań 
różniczkowych (9.6). Ponieważ tylko proces postaci (*) spełnia warunki 
optymalności (2; - (4), zatem zgodnie z hipotezę (H) postać tę ma również 

proces optymalny.
(iii) Wszystkie rozwięzanie układu równań (9.6) z warunkiem początko

wy* u(t ) >  O ję równomiernie ograniczone na [tQ ,+ )• .T.akładajęc, że 
w proces?# optymalnym tj-t — + o o  ' przy|T|— -  ♦ otrzymujemy
u#(t )---•-O. Weźmy dowolnę liczbę B > 0 i sterowanie s^,

. . .  |

dla t 6 [t0.tj-e),

1 ala t 6 [t j -0, t jJ .
9 (t)

Niech uT będzie odpowiadtjęcę mu trajektorię technicznego uzDroje- 

nia pracy. Wtedy

V

li»
t „ — + 00
I.tni.J, zatem liczby £ . « f > 0  i takie procesy (s.u)T . że 
u łt ), u?(tx) > Ł  V T s  | T | >  6t , co przeczy temu, te w procesie op y

ftalnya u^t*)-— O przy |T l— -  + »  • ,

(ii) Dowód wynika z (iii) oraz faktu, że s * ^ ) -  O. niezależni. oo 

długo*ci horyzontu czasu T.

T w i e r d z e n i e  9.2. (i) V £  >  O 3 ^ 0 ,

|T | > 26Ł = ?  |uj(t)-31 (t)|<f . u$(t). n2(t) V t e [ t0+eŁ .t1 -eJ.

gdzie u? jest optyma-nę trajektorię technicznego uzbrojeni. pracy -
- rozwięzaniem zadania (9.8) - (*.9). ST - magłetralę postaci (9.10

(ii) lim ó u* - O, li" 6 u2 T *łr5jJL+V *  
- ITi , , ■

It i— —  +00 m — -  +o°
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gdzie

5 « ! t  '  *  {  « •

D o w ó d ,  (i) Oeżeli Ł < d ^ ^ 1-Łl\ gdzie dŁ » a1/(p.+ X), wtedy wye-

tarczy wzięć 0Ł = max {82>6^ , gjz Le 02 Jest ocenę długości kon
sumpcyjnej fazy wzrostu w zadaniu (9.8) - (9.9),

% - (l-Ł1)-1(K+X)-1m  d ; d - [ d ^ f u ® )  ' J/[d1-(d^/(l- Łl)-t)1"Łl].

Ocena ta pozostaje słuszna dla Ł^-dJ^ ' 1^.

(ii) Ponieważ

T i  - i
6u* ■ t t t  /  8i (u*t)) 1 d t- ( r x) lT 0 ■

•JYJ-  f  (u*(t)) 1 dt-(p.+ X) ,

wi^c wystarczy wykazać, że

o* \  Ł^-l
l i m  "PT”  f  1 dt = ^  + ^
|T| ------ +00 tg

gdzie X Jest momentem przełączenia sterowania optymalnego, t4~ X ^  02 
« const. £ -1

Przyjmijmy oznaczenie vp(t)« a1(u*(t)) 1 . Funkcja maleje na 
[t0 .t), ij?(t)-- •- d”1 przy t ---—  + oo , t^ X . gdzie

dl ‘ ai/(K+^ -  tzn* V Ł > 0  3eŁ>0:|T|>b2+et. = 5 >£>^(t)-d“1> 0

v * e [ V 8Ł .tJ.
Zatem

ITT J f (t)dt <  -TT- [ Jft*0)dt + J < d3L1+ e )dt ] - 
W  t„ toł0Ł

■ JT {f(to)et+(d3 + Ł) [ I Tl-(li- T-8t) ]}-*■ P+ a +aiŁ
przy |T |---•- + oo . Równocześnie

Z X

f  dI ld t  * t] f r ^ ! t w * 1- x)



przy |T |---_  + oo . Wai unek (l) otrzymujemy zważywszy, że może bvć

dowolnie małę liczbę dodatnię.

Po drugiej współrzędnej mamy

S .*  -  -  ^ r ł r t ^ -  ‘ o’ 4 /Łl ^

gdzie

f ( x ; » )  = f 1( ' t ; t ) / f2( t ; t ) ,  . a2(X)e"(K+A)(t" T) +

+ ŁjdjUJe-
/

^ 2(r;t) - d2(t) e_(^ + X)(t_x) + d3(X)e_Łi:̂ + M (t-T > ,

i funkcja »p jeat ograniczona, zatem 3ip^>0:| >p oraz

f

I 6u* t + Jf f f “  ' ^ o ^ l  = <5u^ + ^ ' T ' ■ C1-T )J <  f  " ^ T r r  ( t i - x ) < *

^  f  e2 1̂'tT
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przy |r| — -  + 00 , akęd otrzymujemy:

lim
|T|

5,,* * - ( p- + A ) ■u2T
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