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0d czasu opublikowania piacy L.S.Pontriagina i wspodpiacownikéw [42]
ekonomisci matematyczni nieustannie podejmuje proby wykorzystania teorii
sterowania optymalnego ao rozwiezywania zanadnien wzrostu gospodarczego.
Nie Jest to zadanie #dttwe. O przyoetnosci teorii matematycznej do rozwle-
zywania probleméw praktycznych decyduje m.in. to, czy jej zatozenia nie
upraszczaja zbyt mocno tych probleméw, czynigc Je praktycznie niecieka-
wymi. "Jednoczes$nie, aby problem mégt by¢ efektywnie rozwigzany na gruncie
pewnej teorii matematycznej, powinien byé sformutowany w mozliwie prostej
postaci, poniewaz teorie matematyczne bez ,mocnych" zatozeh daje z reguty
nieciekawe twierdzenia. Pytanie o praktyczng przydatnos$¢ okreslonej teo-
rii matematycznej oprowadza sie w szczegélnosci do tego, czy na jej grun-
cie mozliwe jest takie sformutowanie problemu, aby - pomimo,.mocnych* za-
Yozen - byt on interesujacy takze z punktu widzenia rzeczywistos$ci poza-
matematycznej .

Wydaje sie, ze w przypadku teorii sterowania optymalnego mozna da¢ oo-
powiedz twierdzaca, majac na uwadze Jej zastosowanie jako narzedzia ba-
dawczego zjawisk nie tylko fizycznych, lecz réwniez ekonomicznych. Meto-
de, ktdérag postuguje sie w ksigzce, jest zesp6t warunkéw optymalnod&ci zwa-
ny zasade maksimum Pontriagina. Zalete za-
sady mak&imum Je9t jej prostota matematyczna. Postugiwanie sie nia wymaga
Jednak duzej ostroznosci, zwhaszcza gdy chodzi o zagadnienia ekonomiczne
Zasada maksimum, w Jej oryginalnym brzmieniu, pozostaje bowien stuszna
tylko w obrebie specyficznej klasy zadan me zawierajacych tzw.mieszanych
warunkéw uoocznych (np. holononicznych, catkowycn). Warunki takie,najcze-
Sciej w postaci réwnan i nieréwnosci, w/stepuje praktycznie we wszystkich
modelach wzrostu. Potrzebne sa niekiedy skomplikowane zabiegi, aby prze-
ksztatci¢ je do postaci pozwalajacej na zastosowanie oryginalnej zasady
makaircum*.

Podstnwy wiekszosci znanych modeli wzrostu opracowane zostaty, zaniir
powstata teoria sterowania optymalnego. Z zastosowaniem Jel metod w eko-
nomii matematycznej wigze sie czesto koniecznos$¢ weryfikacji tradycyjnych
zatozen modeli w Swietle ich nowej interpretacji ekonomicznej.,Mechanicz-

Cze$¢ zadan tego typu mozna rozwigzac,postugujac sie zmodyfikowanymi

warunkami optymelnosci typu zasady maksimum, zob.np. K.3. Arrow ,
A.a. Dubowlckij, AA. Milutln [I7], S\W. Dubdéw-

ki i in. [18J3. Had1ley, MC. Kemp [22], A. M
rier-Krlkorow [40] . Problematyka ta wykracza poza ramy ksiagz-
ki. W Iitigggurze polskiej luke te wypednia czebciowo praca 0. G ady -
mina .
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ne" uog6lnienia prowadze bowiem z reguty do rozwigzan nie do przyjecia w
Swietle naszej wiedzy o wzroscie. Dlateco, chociaz zasad.liczo nic wykra-
czam poza modele wzrostu znane w ekonjnli mntematycznej, sposéb formu-
‘owania probleméw wzrostu niekiedy znacznie oc$Diega od tradycyjnego (por.
zestawienie modeli i 2.alan sterowania optymalnego na 8. 3.8).

Piszac ksigzke stara#3m sie by zatoianiom i wnioskom towar?:ytzyka moz-
liwie wyczerpujaca int_rpretacja ekonomiczna. Na etapie formutowania za-
Yozen, czyli budowy matematycznego obrazu gospodarki i nastepnie przy
przejsciu do formalnego wywoau matematycznego do Jego interpretacji eko-
nomicznej wystepuje w roli ekonomisty. Kndy z zatozen probuje wyclegnac
okreslone wnioski m«,tematyczne, przejmuje obowigzki i oapowiedzialnos$c ma-
tematyka. Czytelnik oceni. Jak wywigzatem sie z tych rél. Obie byty trud-
no i odpowiedzialne. - -

Stow kilka o uktadzie tresci Ksigzka sktada 3ie z trzech rozdziakdw i
Dodatku matematycznego. Oryginalna wyniki zawarte sg przede wszystkim w
rozdziatach 11, I1l1l. Nalezg do nich wszystkie sformutowane tam twierdze-
nia z wyjatkiem twierdzen 4.1, 6.1, 7.1, 9.1, 10.1 Deoacych z reguty mo-
dyfikacjami znanych rezultatéw. W rozdziatach I1-111 stosujg za. ade cig-
gtej numeracji wzordéw wewngtrz paragraféw, a w Dodatku matematycznym za-
sade ich ciagtej numeracji w ramach kazdego dowodzonego twierdzenia.

Rozdziat 1 nie zawiera oryginalnych wynikéw z wyjatkiem propozycji de-
finicji roéwnowagi (dynamicznej) systemu przedstawionej w paragrafie 2 be-
dacej uogé6lnianiem ,klaeycznej" difinicji réwnowagi w syste.nach stacjo-
narnych. Do koncepcji roéwnowagi wytozonej w tym paragrafie nawigzuje w ko-
lejnych rozdziatach, dowodzac tzw. magistralnych wkasciwosci optymalnych
trajektorii wzroetu. Pozostate paragrafy tego rozdziatu zawierajg niezbed-
ne definicje oraz podstawov.6 wiadomos$ci z teorii sterowania optymalnego.

W rozdziale 1l zajniuje sie zagadnieniami optymalnego podziatu dochodu
narodowego na akumulacje 1 spozycie 1 wiezacymi sie z tya zagadnieniami
réwnowagi ekonomiczne,"" i stabilnosci optymalnych proces&w wzrostu w mo-
delach Jednosektorowych Jednoczyrnikowych typu Do>«ara-Horro<i* (paragrafy
4,5) 1 dwuczynnikowych typu Shelld (paragraf 6).

Przedmiotem rozdziatu Il1l ae zagadnienia optymalnego podziatu inwes-
tycji hiiedzy sektory gospodarki, réwnowagi eKonomcznad 1 stabilnosci op-
tymalnych proceséw wzrostu w modelach dwusektorrwych Jednjczynnikuwych
typu MahalanoDita (paragrafy 7,8) dwuczynnikowych typu Uzawy (paragraf
9) oraz w dwu&ektorowym modelu wzrostu typu Leontiewa (paragraf 10).

Dodatek matematyczny, zamykajacy ksigzke, zawiera dowody twierdzen, ne
ktére powoduje sie w rozdziatach wczesniejszych.



WSTEP

1. WYJASNIENIA TERMINOLOGICZNE

JezyK teorii sterowania optymalnego, ktorym posfu-juje sie w ksigzce,
nie Jest jezykiem powszuchnie przyjetym w eKcnomii matematycznej, ani w
ogéle w ekonomii, i wobec tego celowe beazie wyJasnienJj na wstepie nie-
ktérych kwestii terminologicznych.

Przez matematyczny model wWzrostu rozumJ *m
uktad zatozen opirujecych w jezyku matematycznym powigzania miedzy Zfiiien-
nyi»i ekonomicznymi, z ktérych przynajmniej niektére sa funkcjami cza®ju.

W ksigzce nie zajmuje iie wszystkimi moaelami wzrostu znanymi w ekonomii
aateiudtycznej . Poza Jej ramy wykrecza obszerna problematyka sterowania
wzrostem w modelach wielosektorowych (zdezagragowanych). Interesuje mnie
poza tym wydgcznie takie modele wzrostu, w ktérych orzewidziana Jest moz-
liwos¢ ksztaktow mia procesow produkcji i1 wymiany przez wkadze gospodar-

czy. Nie zajmuje sie modelami, ktérych zatozenia przesadzale wytacznie
rynkowy Tforme proceséw produkcji i wymiany.

Oedne ze zmiennych w modelach wzrostu je3t czas. Pozostate zmienne
mozna podzieli¢ na zmienne autonomiczne, niezalez-
ne od woli whadzy gospodarczej (np.liczba ludnosci) i zmienne
sterowalni bezposrednio lub posrednio ksztattowane przez wha-

dze gospodarcza (trwaty majatek produkcyjny, produkcja, inwestycje pro-
dukcyjne, konsumpcja itp.). Zmienne sterowalne bezposrednio ksztakttowane
przez wktadze gospodarcza nazywam zmiennymi steruje

cy mi lub sterowanianmi (taka zmienng moze by¢ np. stopa
inwestycji). Wartosci pozostatych zmiennych sterowalnych zalezg od war-
tosci zmiennych sterujacych i zmiennych autonomicznych. Nazywam je
zmiennymi wynikowymi . Czes¢ zmiennycn wynikowych two-
rza takie wielkosci ekonomiczne, ktére bezpowrotnie ,wychodze" pozg ukdad
gospodarczy (np. konsumpcja). Zmienne te charakteryzuja stan
wy jscia gospodarki. O pozostatych zmisnnych wynikowych (trwaty
majatek prooukcyjny, produkcja, dochdd narodowy itp.) méwie, ze charan-
teryzuje jej etan wewnetrzny . Na zasadzie analogii mo-
wie takze, ze zmienne sterujace charakteryzuje stan wejscia
gospodarki. Zaienne, ktére w rozpatryw'nym okresie czasu ta statymi(licz-
bami lub wektorami) nazywam parametrami modelu.
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0 funkcjach czrsu opisujacych przebieg zmiennych sterowalnych i sped-
niajacych zatozenia modelu méwie, ze opisuje dopuszczalny proces WZros-
tul. Funkcje takie nazywam trajektoriami (np-trajektoria
dochodu narodowego, inwestycji itd.). Zaktadam, ze na przebieg procesu
wzrostu wp4/w whadza gospodarcza decydujgca o konkretnych wartos$ciach
zmiennych storujacych. Aby ocenié¢ ro6zne procesv, a wiec posrednio ocenié
dziatanie wkadzy gospodarczej, nalezy ustalié¢ kryteriunm wz -
rostu w postaci pewnej funkcji skalarnej okreslonej na zbiorze do-
puszczalnych pioceséw wzrostu. Procesy, ktérym oapowiada maksymalna war-
tos¢ takiej Tfunkcjl-kryterium nazyy.am optymalnymi pro-
cesami wzrostu (z punktu widzenia danego kryterium).

K3iezka poswiecona Jest analizie optymalnych proceséw wzrostu w zagre-
gowanych modelach Jednosektorowych (rozdziat 1I1) i
dwusekt orowych (rozdziat I111) przy réznych zatozemach o]
powiezaniach miedzy zmiennymi ekonomicznymi i speaobach oddziedyv.ania wka-
dzy gospodarczej na przebieg proces6ow wzrostu. Kazdy sektor, niezaleznie
od stopnia dezagregacji modelu, wytwarza olbrzymle liczbe réznorodnych
produktéw. Dlatego przyj.nuje, ze dany jest ukdad cen pozwalajacy wielkosé
produkcji sektora wyrazi¢ w jednostkach pienieznych. Ze wzgledu na licz-
be wyréznionych czynnikéw produkcji rozpatruje modele zero-, j ed-
no- i dwuczynnikowe. Jedynym nodelem zeroczynnikowym.
ktérym zajmuje sie, jest awusekto”™owy model wzrostu typu Leontle-
wa. W modelu tym produkcje traktuje sie Jako proces przetwarzania wytwo-
rzonych produktéw w inne produkty, Kktory moze odbywa¢ sie w dowolnej ska-
li,byle byty zachowane odpowiednie proporcje miedzy rozmiarami produkcji
w sektorach. W modelach Jednoczynnikowych czynnikiem produkcji Jest trwa-
4y majatek produkcyjny (kapitat), w modslach dwusektoi owych Jest on po-
dzielony miedzy dwa podstawowe ssktory produkcyjne gospodarki m (dziaty):
sektor 1 wytwarzajacy s$rodki produkcji i sektor 2 wytwarzajacy dobra kon-
sumpcyjne. Zaktadam, ze istnieje ukdad cen pozwulajacy w kazdym momencie
czasu ha scharakteryzowanie zasoou tego czynnika w kazdym sektorze za po-
moca jednej liczDy. W modelach dwuczynnikowych zaktadam, ze produkcje
ograniczajg zasoby trwatego majatku produkcyjnego oraz zasoby Jednorodnej
pracy. Poniewaz praca w rzeczywistosci nie Jest wielkoscig Jednorodng
wiec przyjmuje, ze jej zasoOb i naktady dajag cie wyrazi¢ w pewnych umow-
nych Jednostkach (np. przyjmuje, ze miarg ilosci pracy zaangazowanej w
procesie produkcji Jest zatrudnienie).

~ Dopuszczalny- z punktu widzenia zatozen modelu.



11

2. ZA-; "DNIEN.E STEROWANIA OPTYMALNEGO WZROSTEM

Z matemat/cznegc punktu widzenia zagadnienie sterowania optymalnego
v*zro3tbm Jest typem zagadnienia na ekstremum funkcji (kryterium wzrostu)
na pewnym zbiorze dopuszczalnych proceséw wzrostu odpowiadajacych roézny*

sterowaniom. O wyborze konkretnych sterowan ze zbioru sterowan dopusz-
czalnych docyouje whadza gospodarcza. Dozeli whadza gospodarcza ustal*
wartosci sterowan na pe/mym statym poziomie, tzn. Jezeli postuluje, by

zmienne sterujace bydy w rozpatrywanym okresie czasu statymi (nabywamy Je

wtedy parametrami sterujacymi), wéwczas zadanie sterowania optymalnego

mozna najczesciej rozwigza¢ za pomocg klasycznego rachunku rézniczkowego.

W modelach wzrostu zatozenie o statosci sterowan aintiol funkcji graja-

cych role sterow) Jeet Jednak z rjguty niezgodne z rzeczywistoscig. Zain-

teresowanit, teorig sterowania optymalnego wigze sie z tym, ze pozwala ona
na znaczne ostabienie tego zatozenia i formutowanie probleméw wzrostu *

matematycznie ogdélniejszej i, wydaje sie, ekonomicznie poprawniejszej po-
staci. ,hechaniczne"™ uog6lnienia probleméw stawianych na gruncie klasycz-

nego rachunku optymalizacyjnego prowadzg Jednak z reguty do rozwigzan ni*

do przyjecia w .wiatle naszej wieazy o wzroscie, m.in. ze wzgledu ud nie-

dopuszczalny skokowy przebieg zmiennych ekonomicznych grajacych roie sta-

réw2 . Sktania to do gtebszych -sflek3jl ra temat mozliwosci stosowania

aparatu teorii sterowania optymalnego Jako narzedzia badawczego zjawisk

ekonomicznych. Albo Jago przydatno$¢ Jest niewidka, albo tez nierealne

rozwigzania sg wynikiem niepcpr iwnego sformutowania zadan sterowania op-

tymalnego. Calem -»0im J* it m.in. pokazanie, ze nierealne rozwigzania eq
przed* wszystkim rezultatem niepoprawnego (z ekonomicznego punktu widze-
nia) opisu matematycznego probl >méw wzrostu. Uwazam, ze apsrjt teorii ste-
rowania optymalnego, ktéry faktycznie wyrést z pewnych p iktycznych pro-

bleméw technicznym, aa zasrosowanle nie tylko Jako uzyteczne narzedzia
badawcze zjawisk Tfizycznych. Aparat ten nozna roéwnie efektywnie wyko-
rzystywa¢ do rozwigzywania wielu waznych probleméw ekonomicznych, w tym
przeoa wszystkim probleméw wzrostu. Zarzuty o niereulno$¢ rozwigzan nals-

zy kierowa¢ pod adresem zatozen modeli, i nie teorii stsrowama optymal-
nego.

3 ROWNOWAGA EKONOMICZNA | WZROST

Rozwigzanie zagadnienia sterowania optymalnego wzrostsm, a wiec usta-
lenie, ktéry z dopuszczalnych proceséw wzrostu Jest procesem optymalny* z
punktu widzenia okreslonego kryterium, nie wyczerpuje listy teoretycznych

2 Zwraca na to uwage m.in. Z. CzerwinsKki w artykule [13j;
zob. takze prace [37].-
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probleméw wzrostu. Nie mniej wazny i ciggle dyskusyjny jest problem roéw-
nowagi ekonomicznej.

Pojecie réwnowagi nie jest w naukach ekonomicznych rozumiane Jedno-
znacznie. W ekonomii matematycznej dominuje walrasow9ka koncepcja roéw -
nowagi konkurencyjnej (rynkowoj) jako takiego stanu
gospodarki wyrazajacego sie w wielkosci 1 strukturze produkcji, czynnikéw
produkcji 1 poziomie cen, przy ktérych popyt na produkcje i czynniki pro-
dukcji jest roéwny ich podazy Zakdtada sie przy tym, ze prootay produkcji
i wymiany sa catkowicie podporzadkowane mechanizmowi rynkowemu. Wyklucza
sie iiiozliwos¢ Jakiejkolwiek ingerencji ze strony wkadzy gospodarczej. 0z-
naczatoby to zachwianie roéwnowagi sit+ na rynki

W technice odpowiednikiem stanu wairaeowskiaj réwnowagi konkurencyjnej
Jest stan roéwnowagi (statycznej) autonomicznego obiektu, wypoctazonego we
whasne ,,prawa ruchu", na ktéry nib dziatajg zadne eldty zewnetrzne. Jest
to potozenie obiektu, np.wahadta, do ktérego dochodzi on samoczynnie,
bez jakiejkolwiek wymuszajacej sidty zswnetrznej 1 w ktérym pozostaje tak
dtugo, dopodki nie zadziata nlezerowy Impuls zewnetrzny4.

Odmienna Jest idea tzw. r 6wnowag.i .heumannows -

k 1 e j, zgoanle z ktéra gospodarka zr.djdu.lb e w rownowadze, Jezeli no-
ze rownomiernie (np.ze stalg stope) zwiekszaé produkcje, przy czym zacho-
wana zostaje pewna zgodnos¢ wzrontu technologicznego gospodarki z Jej
wzrostem SKonomicznyi 6. ldea ta, cho¢ bllzeza naezenu rozumieniu rownuwt-
gl ekonomicznej niz idea réwnowagi walrasowskiej, opartej wytacznie na rv
lacjach rynkowych, ma z kolei te wade, ?e réwnowage ekonomiczny idweza
do tfery prodLkcJi (produkcja Jla produkcji). W ujeciu Neun.anna realne
problemy konsumpcji pozostajg w cieniu naczdlnego problemu, jakim jest
réwnomierny wzrost produkcji.

Posrednia w stosunku do walrasowskiej i neumannowsklej jest neo
klasyczna koncepcja rownowagii w wieloczyn-
nlkowych modelach wzrostu, zgodnie z ktérg gospodarka znajduje sie w roéw-
nowadze, Jezeli ma miejsce réwnomierny wzrost wszystkich podstawowych

S iiodete Fownowagi rynkowej formu¥owane ag w dwéch wersjach:  itatycz-

nej 1 dynamicznej. Wersja statyc;na pozwala na okresSlenie warunkéw, w kto-
rych istnieje stan réwnoi ,831 konkurencyjnej. Wersja dynamiczna umozliwia
rowniez analize Jego stabilnosci, zob. np. R.G.D. Al len M rozdz.9,

A. Bergstrom [F1 rozdz.8, G. Debreu R4 , M. I n-
riligator [24 rozdz.9, K. Lancaster 29] rozdz.
9,12, M. Morlsnima [35] rozdz.2, H. Nl1kalao [36]
rozdz.5.
1 Zob.np. S.V Director, R.A. Rohrer [15] s.23, A.3.
Lerner [30] rozdz.4. 1

® ODszerne omoéwienie problematyki neumannowsklej réwnowagi ekonomicz-
nej zawiera praca W.L. 1 akarowa, 1AM. Rubin w a [31]
zob. takze S. Karlin [27] rozdz.9, p.9.9-9.10, M. Moria
h1lma [35] rozdz.5, H. Nikaldo -"6] rozdz.2, p.9.2, rozdz.

N
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wielkosci ekonoricznych: czynnikéw produkcji, produkcji (docnodu) 1 kon-
eumpcji6. Jeznli w sta.idardowym neo* li jyczny" mtJeli wzrobtu, np. w meda-
lu Sojowa ,45J, przyjmiemy ponadto neoklasyczne zatozerla, ze ptaca roéw-
na »le krancowej wydajnosci pracy, a stopa piocentowa réwna sie krancowej
produktywnos$ci kapitatu, to otrzymamy wniosok, ze podaz débr konsumpcyj-
nych jest réwna popytowi (sumie ptac) a wiec, ze zachodzi réwnowaga ryn-
kowa .

Pisatem Juz, ze nie interesuje mnie modele - a wiec 1 wnioski, do kt6-
rych dochodzi le za ich pomoce - w ktérych postuluje sie wykecznie ryn-
kéwe forme proce 6w produkcji 1 wymiany. Interesuje mnie modele, w Kkto6-
rych orzewidziana Jest mozliwo$¢ ksztakttowania tych proceséw przez whadze
gtspodarcze. Potrzebne Jest zatem takze odmienne (a w kazdym razie szer-
sze) spojrzenie na Istote roéwnowagi ekonomicznej, ty odpowiadata ona réw-
niez specyfice go”podtrki nie podporzeakowanej wydgcznie mechanizmom ryn-
kowym.

Sprébujmy ustali¢ cechy wspélns przedstawionych koncepcji réwnowag. We
wszystkich réwnowaga oznacza istnienie pewnych niezmienni -
k6w ekonomicznych. W réwnowadze walrasowsklej niezmienne se np. wiel-
ko$¢ produkcji, czynnikéw produkcji i csny, w réwnowadze neumannowekiej -
- stopa wzrostu produkcji (oraz jaj struktura) ltd. Obiekty techniczne w
réwnowadze tez nie zmieniaje peirnych swoich wkasciwosci, np. naturalnym
etanem réwnowagi wahadda Jest Jego potozenie pionowe przy zerowej pred-
kosci ketowej (stan spoczynku). W modelach wzrostu, tndéwiec o réwnowadze
mamy zawsze na my$li pewien okres czasu, w ktérym stwierdzamy Jej ist-
nienie lub jej brak. Nie utozsamiamy jej zatem z pojedynczym stanem gos-
poaarki, lecz z p wne sekwencje (funkcje) Jej stanéw w czasie, czyli z
procesem wzrostu, w ktérym gospodark:a Jest zdolna reprodukowac (odtwa-
rza¢) okreslone cechy, whasciwosci. W roéownowadze walrasowsklej reproduko-
wane se takie cechy gospodarki. Jak wielko$¢ produkcji, czynnikéw produk-
cji 1 poziom cen - trajektorie tych wielkosci se konstantami, w roéwnowa-
dze neupannowskiej - stop* wzrostu produkcji 1 Jej struktura (trajekto-
ria produkcji Jest woéwczas funkcje wykdadnicze) itd. Réwnlsz utozone
obiekty fizyczne w réwnowadze reprodukuje pewne ewoje whasciwosci, np.
okret w réwnowadze ma o{ pionowy sklerowane stale ku $rodkowi ziemi i ze-
rowa predkos¢ kr>tnwe _ w jpoir zecnymi Jsgo trajektorii moge by¢ np.potoze-
nie geograficzne i predko$¢ poduczania sie.

W szczsg6lnych przypadkach repertuar cech - atrybutéw réwnowagi obiek-
tu mozna okresli¢ Jednoznacznie, mamy wéwczas do czynienia z jednym typem
réwnowagi. Na ogot+ Jedhak - dotyczy to .zwhaszcza obiektéw tak zHozonych
Jak gospodarka - moze O( ulega¢ zmianie zaréwno pod wpdywem czynnikéw zew-

netrznych (adaptacje), ,Jak i1 czynnikéw wewnetrzrych (eamoregjlacja). In-
nymi stowy zestaw tych cech moze zmienia¢ sie w czasie. Na przyktad, w
Por. E. Phel fs 40 oraz n; . K.3. Arrow 21, M.
Intrillgator g?4) rozdz.16, K. 3he i1 ,[441 . L.
Stoleru [461 rbzdz.11,12. J
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gospodarce z niskim technicznym uzbrojeniem pracy Jednym z atrybutéw réw-
nowagi bedzie szybsza tempo rozwojj sektora (dziatu) pierwszego niz dru-
giego. W gospodarce osiggajacej wysoki poziom technicznego uzbrojenia pra-
cy zjawisko takie moze okaza¢ sie z czasem nieKorzystne. Forsowanie wyso-
kiego tempa wzrostu produkcji dziatu pierwszego moze doprowadzi¢ do.prze-

inwestowania” gospodarki. Zmiana repertuaru (zestawu) cech - atrybutéw
réwnowagi oznacza de facto zmiane typu réwnowayl. W przypadku tak z4ozo-
nych obiektéw. Jak gospodarka, nalezy wiec raczej méwi¢ o roznych typach

rowr.owag, a nie o Jednej rownowadze ,,absolutnej”. Tak rozumiana réwnowaga
nie jest zjawiskiem niezaleznym od woli whadzy gospoaarczej. Omawiajac

rézne modele wzrostu, pokaze, ze w ddugich okresach czasu wkadza moze za-
inicjowa¢ zmiane okreslonego typu réwnowagi, wykorzystujgc w tym celu po-
zostajgce do jej dyspozycji instrumenty ekonomiczne. Optymalne procesy
wzrostu dzielg sie wéwczas na pewne fazy (np. inwestycyjng, konsumpcyjng)

zwigzane z okreslonymi typami roéwnowag,

Z pojeciem réwnowagi wigze 6ie pojecie staoilnosci. Przez stabilny ro-
zumiem proces réwnomiernego wzi ostu w otoczeniu stanéw gospodarki w okres$-
lonej réwnowadze. Najprostsze obiekty technicr.ne czesto majag tylko Jeden
.naturalny" stan réwnowagi. ¥ przypadku wahadta wspodrzednymi stanu réw-
nowagi sg jego potozenie pionowe i zerowa predko$¢ katowa. Stabilnos¢
[i«>nptotyczna) wahadta w otoczeniu tego stanu oznacza Jego powrét z
uptywem czasu do potozenia pionowego. Z¥ozone obiekty. Jak gospodarka,
posiadajace zdolno$¢ samoorganizacji, samoregulacji itd. charakteryzuja
sie na ogot wielo j typami réwnowag, zblizajac sie w procesie rozwoju
okresowo do standéw réwnowagi tego lub innego typu.

W ksigzce nie zajmuje 6ie analizg stabilnosci wszystkich dopuszczal-
nych proceséw wzrostu. Interesuje mnie giéwnie przebieg proceséw optymal-
nych.

4 KRYTERIUM WZROSTU

Ostatecznym, nadrzednym celem spotecznego procesu produkcji powinno byé
zaspokojenie szeroko pojmowanych potrzeb konsumpcyjnych spoteczenstwa.
W Jego realizacji zawarty Jest sens catego proceau produkcji.Czynniki pro-
dukcji, produkcja, inwestycje produkcyjne itd. sa tylko Srodkami umozli-
wiajacymi realizacje tego celu. Dlatago przy ocenie roznych proceséw wz-
rostu kieruje sie wytacznie nastepujacymi .konsumpcyjnymi' Kkryteriami:

(@) maksymalizacji konsumpcji lub konsumpcji przypadajacej 1Srednio na
osobe w ustalonym okrusie,

(b) maksymalizacji konaumpcji lub konsumpcji na osobe w momencie kon-
cowym ustalonego okresu

(< minimalizacji czasu dojscia gospodarki do pewnego zatozonego, do-
celowego poziomu produkcji débr konsumpcyjnych.
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W zagadnie, ili.ch wzrostu z kryteriami typu (a), (b) przedziat czasu,
(okres) w ktérym analizuje prccesy wzrostu Jest ustalony; chodzi w nich
o wska snie optymalnego procesu wzrostu w zbiorze (wigzce) proceséw  do-
puszczainycnspedniajecycn zatozenia modelu w ustalonym z gory okresie
czasu. Natomiast w zagadnieniach minimalnoczasowych z kryterium typu (c)
nalezy ustali¢ nie tylko posta¢ optymalnego procesu wzrostu, lecz takze
ddugos¢é okresu czasu, w ktorym gospodarka dochodzi do zatozonego pozloniu
produkcji doébr konsumpcyjnych, rt niektérych przypadkach kryteria (b), (¢)
moge by¢ zoiezne - odpowiednie zagaanienia wzrostu moge okazac¢ sie wza-
jemnie dualne.

5. INTERPRETACJA 7TMIENNYCH EKONOMICZNYCH

Czas w modelach iwrrof .u Jest zmienne, ktdérej funkcjami se (explicite
lub implicite) wszystkie pozostate zmienne. Zmienna czasu t mrz prze-
biega¢ zbidr liczb naturalnych jxo,to+1,._.,tl} (najczeéciej utazsamia-
nych z latami), bpedz przedziat liczb rzeczywistych ie *
pierwszym przypadKu czas zmienia eie w sposéb skokowy, w oruglm - w spo-
s6b ciygty. rt modelach wzrostu oba ujecia czasu se doputzczalne i Jed-
nakowo poprawne. Wnioski ekonomiczne, do ktérych prowadze badania matema-
tycznych modeli wzrostu se podobne niezaleznie od tego, czy se to modele
z czasem skokowym, czy modele z czasem ciegtym.

W kelezce zaktadam, ze czas zmienia sie w spos6b clegty. Oznacza to,ze
Jezeli 2H Jednostke czasu przyjme roK - R, wtedy kazdy moment czasu t
oznacza pewne rzocz/wiate wielokrotno$¢ roku. Przykdtadowo t = 2,25 R o0z-
nacza w przyblizeniu koniec pierwszego kwartatu roku trzeciego,

t - Rail980.92 R - koniec listopada 1981 roku itd.

Przy zatozeniu, ze istnieje pewien ukdad cen wielko$¢ trwatego majetku
produkcyjnego w aoaencle t mozna wyrazi¢ w jeanostkach pisnieznych, np.
w zdotéwkach. Wielkosé ta jest okreslont. w kazdym momencie czasu. Nazywa
sie je zasobem. Liczbd ludnosci tez Jtst zasobem mierzonym w
okreslonych Jednostkach, np. w Bilionach oséb.

Oznaczmy przez T pewien przedziat czasu (okres), T - [t ,tJ ,tQ< tj,
oraz przez Y(t) wielkos¢ dochodu narodowego (w z#.) wytworzonego w prze-
dziale czasu [to,tjc T, tg”~t. Wielkos¢ Y(t) nazywa sie st rumie -
niea dochodu narodowego wytworzonego w okresie
[tO#tj . Strumieniem Jest takze wielko$¢ inwestycji w pewnym okresie oraz
kon8umDcji. Za#dézmy, ze fFunkcja charakt«rvzujeca strumien dochodu narodo-
wego jest gtadka (ciegta i roznlczkowalna). Pochodna y (t) = dY (t)/dt ma
wymiar: z4#/R. Wielkos¢ te nazywa sie gestoscie strumie -
nia dochodu narodowego w momencie t. Podobnie de-
finiuje sie sie geutos¢ strumienia inwestycji i konsumpcji. GestosS¢ stru-
mienia dochodu narodowego (inwestycji, konsumpcji) okresla tylko p-edkos¢
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narastania doehodu narodowego (inwestycji, konsumpcji). W modelach z Ma -
son ciagtym zwrot .wielko$¢ docnodu narcdowago w momencla t" J«el,s$cisls
rzecz bitrac, pozbawiony sensu, poniewaz w poszczeg6lnych momentach czasu
wielkos¢ .a podobnie Jak wielkos¢ inwestycji, konsumpcji Jest nieokreslo-
na. Okreslona Jest wielkos¢ dochodu narodowego (inwestycji, konsumpcji) w
pewnym okr3sle,np. mozna méwi¢ o wielkosci dochodu narodowego wytworzone-
go w roku pierwszym rozumianym jako prreaziat czasu O0.i]: jest ona -0Ow-

t 1 r
R8 J y (0dt. W literaturze ekonomiczno-materatycznej przyjeto Jednak

i
umownie nazywa¢ wielkoscig dochodu narodowego w momencie, czasu t mpodoba
nie *18 Lkoncie inwestycji, konsumpcji) gestos$¢ ftrumienit, dochodu narodo-
wego (inwestycji, konsumpcji) w tym momencie. Terminologie te stosuje
takze w ksigzce. Nalezy pamietaé¢ Jednak o jej u-nownosci.

6. PRZYKLAD ZADANIA STEROWANIA OPTYMALNEGO WZROSTEM

Ustalmy przedziat czasu T - [tO"td <10 * e 1 wezmy moment czaau
t 6 T. Przyjmijmy oznaczenia: m(t) - trwaty majatek produkcyjny w momen-
cie t (zas6b, wymiar: zd); y(t), i(t), c(t) - dochéd narodowy, inwesty-
cje produkcyjne i konsumpcja w momencie t (strumienie, wymiar: z4/R); r
a - wskaznik efektywnosci u.ajelku (parametr dodatni, wymiar: I/R) .7.Wszyst-
kie zmienne sg rzeczywists I nieujemne. "

Rozpatrzmy nastepujacy uktad zatozen (dla prostoty zaktadamy,ze wszyst-
kie funkcje sa rdézniczkowalns)s

y () - am (D )

(doch6d narodowy ztwszs wytwarzany Jest w statej proporcji do trvatego m»>
jJjitku produkcyjnego - stata efektywnos¢ majatku).
t
in(t) - mft) + J 1(6) de @)
t .

dJa kazdej pary momentéw X ,t6T, 'C t (trwaly majatek produkcyjny w
momencie t Jest réwny Jego wielkosci we wczesnlejezym momencie t po-
wlekazonej o inwestycje produkcyjne poniesione w okresie ["t.t])8.

c( -y() - i(H >0 - ®

(na konsumpcje przeznaczana Jest cze$¢ dochodu narodowego pozostajgca po
odliczeniu inwestycji).

jJago odwrotnos¢, wspodczynnik kapltatochtonnosci, na wymiar czasu: R.

-»kteda."ze maji tek produkcyjny w rozpatrywanym okresie czasu nie
zuzywa sie (inwestycje brutto réwnaja sie Inwestycjom netto).
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Przy zatozen:u rézniczkom Inosci réwnanie catkowe (2) mozna zapisaé w
réwnowaznej postaci:

Am® - . @9
Z roéwnania (3) zwazywszy na (1) otrzymuj omy:
c(t) - am(t) - i(v) . (€D)

Zat6zmy, ze ustalont. Jest poczatkona wielko$¢ trwatego majatku produk-
cyjnego (w momencie tQ):

m(to) - > 0 . @
Nieujemne funkcje opisujace wzrost majatku produkcyjnego, inwestycji i

konsumpcji w okresie czasu T 1 spedniajgce warunki (2°). ((3"). (1), a
takze odpowiadajacag im zgodnie z (1) funkcje wzrostu dochodu narodowego

nazywam trajektoriami (majatku produkcyjnego, inwestycji itd.). Trajek-
torie opisuja proces wzrostu gospodarki spedniajgcej warunki (1), 2%,
(3"). (4) w okresie czasu T. Inwestycje, pednig role sterowania. Konsump-
cja charakteryzuje stan wyjscia gospodarki, pozostate wielkosci - stan

wew. ietrzny.

Mozna analizowa¢ wzrost gospodarki zaktadajac kolejno rozne postacie
trajektorii inwestycji. Analiza taka pozwoli oceni¢ co najwyzej kilka wa-
riantéow procesow wzrostu. Nie da odpowiedzi na pytanie, ktéry z proceséw
spetniajacych warunki (1),(27), (3*). (4) bedziu najlepszy z punktu wi-
dzenia okreslonego, interesujacego nas kryterium wzrostu. Aby odpowie-
dzieé¢ na to pytanie, natozy rozwigza¢ zadanie ekstremalne, np.

max J c(t)dt (zmaksymalizowaé¢ wielkos¢
T konsumpcji w ok-esie czasu T)
przy warunkach

@9. 37, (-

tosta¢ rozwigzania zalezy od tego. Jaka klasa funkcji opisujacych pro-
ces wzrostu nas irteresuje (ciagte, roézniczko"valne, przedziatami ciagte
itd.). W najprostszych przypadkach, np. funkuji rézniczkowalnych i przy
zatozeniu stategu udziatu inwestycji produkcyjnych w dochodzls narodowym
(statej stopy inwestycji, i1(t)/y(t)« const. w kazdym momencie czasu t6T),
rozwigzanLe tego zadpnia mozna otrzyma¢ za pomocag klasycznego rachjnku
rézniczkowego. Przez diugi okres czesu metodami tymi prébowano rozwiazy-
waé szereg zagadnien wzrostu9. Przepadki bardziej ztozone, w tej liczbie
zagadnienia, ktérymi zajmuje sie w tym opracowaniu wymagaja zastosowania
aparatu teorii btsrowania optymalnego.

11 *'m
Por.np. Z. Czerwinski [II]J,M Kalecki [25],
B. Minc, W. Przelaskcwski [33]-
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Rozaziat |

WYBRANE ZAGADNIENIA TEORII STEROWANIA OPTYMALNEGO

Pojec sterowanie, rownowaga uzywa sie powszech-
nie w réznych znaczeniach, svig.zec je z réwnie wieloznacznym pojeciem
8y s temu. Aby unikneé¢ nieporozumien,pojeciom tym nadamy bardziej
Jednoznaczne, a wobec tego wezsze znaczenie i1 tylko w tym znaczeniu be-
dziemy u-fywjc ich dalej. Sv»tem, ooktadniej - system dynamiczny, sterowa-
nie, rownowaga se w ksigzce pojeciami matcn>tCycznymt. Definiujemy Je w
paragrafach 1,2. W paragrafie 3 przedstawiamy aparat teorii sterowania
optymalnego, z ktérego korzystamy w rozdziatach nastepnych.

§ 1. SYSTE-M DYNAMICZNY

|
1.1. Poje&a podstawowe

Kiedy méwimy .system dynamiczny", mamy na myall obiekt (lub zbiér
obiektow) spei#niajacy nastepujece warunki;

- na obiekt irozna dziata¢ na wejsSciu za pomoce okreslonych bodzcow zew-
netrznych zwanych wielkosSciami wejsSciowymi,

- pod wptywem bodzZzcéw zewnetrznych obiekt moze zmienia¢ h pewnych do-

puezczalnych granicach swdj stan wewnetrzny,
- reakcje obiektu na bodZce zewnetrzne muzna obserwowaé¢ ra wyjsciu w

postaci okreslonycn wielkos$Sci wyjsciowych. Reakcje
te zmieniaja sie na ogét wraz ze zmiane st«nu wewnetrznego obiektu.

1 Redagujac ten paragraf opieralismy sie m.lr. na pracach:
M. Athanmnm, PL. Felb [B8] rozdz.4, S.v. Dlrector,
A. Rohrer [I5 rozdz. 1,2,4, R.E. Kalman,P. Falhb,
M.A. A rb1lb [26] rozdz.1,2 WA Po-ter 143] rozdz.1-3, L.A.
Zadeh, C.A Jesoer [6BI] rozdz. 1-6.
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Przyk+ad y. 1°. Méwimy, ze przedsiebiorstwo jest eystemwm dyna-
micznym, w ktérym wielkosciami wejseiow/iai sg m.in. naptywajace surowca
i potfabrykaty (tzw. wielkosci zasileniowe), e takze informacja o conach,
wsiliaznikach ekonomicznych, popycie na produkcjg Itp. (Wolkosci informa-
cyjne). WielkoSciami wyjsciowymi ag m.in. produkcja sprzedana, wszelkie
wycnoozace na zewngtrz sprawozdania, rozliczenia, zaméwienia, stanem wew-
netrznym - Srodki trwate, zatrudnienie, zapasy, produkcja w toKu Itp.

2°.W przyktadzie przytoczonym we Wateple (punkt 6) gospodarka jat>t sy-
stemem dynamicznym, w ktérym wielkoScig wejsSciowe w momencie t ja In-
westycje produkcyjne, wielkoscig wyjs$ciowa - konsumpcja (czea¢ dochodu na-
rodowego przeznaczana nha spozycie). Stan wewr-etrzny opisuja dwie zmienne:
trwaty majatek produkcyjny 1 wytworzony dochéd narodowy. Zgodnie z (39)
wielkos¢ wyjsciowa w momencie t Jest funkcje wielko$ci wsjociowaj w tym

momencie 1 aktualnego stanu wewnetrznego. Stan wawnetrzny w momencie t
zalezy, jak wyriika z (2), od stanu wewnetrzregc w dowolnym momencie 1 t
i wielkosci wejsciowych w okresie [x,t] . Dany stan w»wnetrzny w momencie
Z i funkcja wielkosci wejsclowycn w okresie [t,t] okreslajag (Jednoznacz-
nie) funkcje stanéw wewnetrznych i wielkosci wyjsciowych w tym okresie.
Przyk#ad ten sugeruje pewng definicje, ktéra przytoczymy za chwile.
Pierwszorzedng role yra w niej czas, dokdtadniej - uporzadkowany zbidér mo-
mentéw czasu TC E . W kazdym momencie t€T w ilkoscl wejsciowej sy*-
stemu u(t) odpowiada pewna wielkos¢ wyjsciowa y(t) z doktadnoscig do Je-
go aktualnego stanu wewnetrznego x(t). Stan wewnetrzny x(t) jest okres$-
lony Jednoznacznie, Jezeli dane sg: stan wewnetrzny x(z) (T,t£T)i funk-
crja wljelkoéci wejs’ciowychzsystemu w okresie ; t] H T, Jezeli "£<’t lub
JtT2 H T ,Jezeli T>t . Wielko$¢é wejséciowg u(t) naz/wamy atero-
waniem awielko$¢ wyjsciowg y(t) - stanemnm wy jscia
systemu w momencie t. Zazwyczaj zaktada sie, ze starowania moga przyjmo-
waé¢ wartosci tylko w pewnym zbiorze U sterowahn dopusz -
czalnych. W przyktadzie przytoczonym we Wstepie inwestycje (ste-
rownni-p) sSg nieujenine oraz nie przekraczajg wielkosci dochodu narodowego.
Podobnie zaktada sie, ze stany wewnetrzne x(t) 1 stany wyjscia y(t) nale-
23 do pewnych zbioréw X, Y dopuszczalnych stanéw wewnetrznych i stanow
wyjscia. Funkcje sterowan u: T-»U, stanéw wewnetrznych. x: T- X 1 sta-

1

Przez E oznaczamy k-wymiarowg przestrzen Ekulidesa; E - o0o$ liczbowa
rzeczywlsta.

3W pierwszym przypadku (C~ t) mowlry o syatemie prospektywnym (stan
wewnetrzny we wczesniejszym momencie t i funkcja wielkosci wejsciowych w
okrjsie czasu [t,t] determinuja stany wewnetrzne system-j we wszystkich mo-
mentach czasu nastepujacych po t 1 nie przekraczajacych t). w drugim
(t > t) - o systemach retrospektywnych, zob. H. Greniew?" ki
[2] s. 23-24. Chociaz w ksigzce eajmujemy sie wykgcznie systemami pros-
pektywnymi (w modeltch wzrostu nalezy najczes$ciej nkresli¢ orzyszie stany
gospodarki na podstawie informacji o Jej stanach aktualnvch i przesztych),
wszystkie definicje i wywody teao paragrafu odnosza sie do systeméw obu
typow.
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néw wyjscia y: T— *-Y nazywamy trajektorianmi (sterowan,
stan6w wewnetrznych i stanéw wyjsScia). Trajektorie utozsamiamy tez z re-
lacjami il »{|t,u(t)),t6T}cTxU, XT ={"t,x(t)), t6t}c T XX,

yT » J(t,y (®)) , t(CT}CT XY czyli z wykresami funkcji, Jjezeli np.
U, X, YC E1 4.

We-ny trajektorie sterowan uT i momenty "t.té T; t"t. Trajektorie
ulT,t) “ {(S.u(e)), ©6£[l,tn t] nazywamy [t,t] - segmentem
trajektorii ur. Analogicznie definiujemy [T,tJ - segment trajektorii sta-

néw wewnetrznych x\. i trajektorii stanéw wyjscia y-p a takze (t,tJ,
[t,t) oraz (T,t) - segmenty tych trajektorii®.

Ze wzgledu na interpretacje lub z przyczyn formalno - matema ycznych
trajektorie sterowan nie moge by¢ dowolnymi funkcjami u: T—-* U, np. in-
westycje w przyktadzie ze Wstepu musze opisywa¢ funkcje przynajmniej cat-
kowalni (w sensie Riemanna). Og6lnie zaktada sie, ze trajektorie sterowan
naleze do pewnej klasy funkcji K [t]. Ola Scistosci podobne zatozenia
nalezatoby przyje¢ takze o trajektoriach stanéw wewnetrznych i standw wyj-
Scia. Nie bedzie to jednak konieczne. W praktyce o trajektoriach tych
przyjmuje sie na og6t dos¢ ,stabe" zatozenia, a w zagadnieniach, k*-ére se
przedmiotem ksiazki, wynikaja one wprost z wkasciwosci trajektorii ste-
rowan .

1.2. Definicja

Po tym wstepnym przyyotowaniu mozemy przystepie do podania pelne;, ma-
tematycznej definicji pojecia systemu danamicznego.

Ao efinicj a 1.1.6 Systemenm dynamicznymnm
bedziemy nazywa¢ nastepujacy obiekt matematyczny:

A) Dany Jest zbiodr momentow czasu T, zbior
stanow wewnetrznych X, zbiodr sterowan

i, zbio6r (klasa) Kl trajektorii stero-
wan z wartosciami w U w kazdym momencie tfcT, zbiér sta-
noéw wy jsScia Y.

~Oznaczenia T: a-«b 1 F; stosujemy zamiennie. Oznaczenie fA jest

mniej doktadne, poniewaz nie wslazuje. Jaka Jest trzeclwdziedzlna funkcji
f. Jezeli z kontekstu bedzie wiadomo, o Jaka dziedzine 1 przeciwdziedzine
funkcj chodzi, wtedy bydziemy ja krétko oznaczaé¢ symbolem f. A x B oz-
nacza iloczyn kartezjanskl zbioréw A, B.

n *“ oznacza przedziat (odcinek) jbustronnle domkniety w E ,
(t;,81 - przedziat lewostronnie otwarty (nie zawierajacy punKtu t), IX, t)-
- przedziat prawostronnj otwarty (nie zawierajgacy punktu t), I/C.t) -

- przedziat obustronnie (lewo- 1 prawostronnie; otwai ty w E1.

6Bardzo zblizong defmuc;e (systemu dynamlcznego prospektywnego) poda-
ja Rfc. €, 1 man, P.L alb, M.AL > r w pracy [26Je



(B) Zbiér T jest uporzadkowanym co najmniej dwuelementowym podzb*.o-
el.

(C) Zbidér trajektorii sterowan K[t] spe>nla nastepu lece warunki:

«cn K [ > 2.

(C2) Dla dowolnych trajektorii wu,u”f K [r] i momonté™

ANLAN x2 N n istnieje trajentcria

u-e k[ .
u(t) dla t £ [-rI>t2)n t
u” (o)
u-(t) dia te [t2,f3]n T.
(Warunek ten gto3i, ze w rezultacie ,sklejenia”™ ooymentéw dwéch
trajektorii sterowan otrzymujemy ponownie segment trajektorii sterowan).
(0) ua.ie se: funkcja przejscial©?

p(e{t,-. co,it{*P : X * K [tI- -X.

ktorej wartoSciami sa stany wewnetrzne x(t)=~(t; t,x, cj t()) @ X w
momencie t systemu z trajektorie sterowan u€K [t] 1 stanem wewnetrz-
nym XxX£X w momencie X , oraz przeksztadtcenie wyj -
S§cia

pP(--=t) : X xU=-Y

ktorego wartosciami se stany wyjscia y(t) = b (x,u t) systemu w momen-
cie t, jezeli w momencie tym jego stan wejscia u(t) « ufll , a stan
wewnetrzny x(t) » X£ X,

(01) Przeksztatcenie K [t}K [t.tj jJest okreslone dla kaz-
dej pary momentéw T,t 6 T i przeksztatca trajektorie sterowan uT w Jej
[t-tj - segment, tzn.

Ut,] * J~ 811 t< t «
mu [tt) * Jezeli t>t
(D2) Przeksztatcenie wyjscia Ip(*,*,t): X x U-»-Y Jest okreslone u

kazdym momencie t6 T. Funkcja przejscia t«X t(lh spednij nas-
tepujace warunki:
(D3) Przeksztatcenie t{*) : X x K [tI-»X Jost okreslo-

ne dla kazdej pary momentéw T,t £ T.

(D4) iP(t;t,x,co | fu)) = x w kazdym momencie t6T, dla dowolnego sta-
nu x€X i dowolnej trajektorii sterowan Uu£K Ii_‘llJ. Jezeli w momencie
t system znajduje sie w stanie x , to w mom«ncie tym pozostaje on w ryn
stanie, niezaleznie od postaci trajektorii sterowa.i).

(D5) Dla dowolnych momentéw *2*"r3 F . dowolnego
stanu xCX 1 kazdej trajektorii sterowan ut k [{] :

fCr3;vi ,x,£J,r1. 737207 a F(T3"T? »F(T2°ri"x"0J-tl,T2”u™ " wT2,T3(u” =

~Symbolem f(Xx,") oznaczamy funkcje argumentu naznaczonego kropke.
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(Jezeli system z tr&jektoiig sterowan uT znajduje sie w momencie T,
w stanie x(T")= x , a w momencie osigga stan x("fj). to stan ten

osigga takze, ..startujac” w momencie 12 =ze stanu cipr2 ;Mi>x-
co- ¥ w))-A

i-unkcje przejscia ~(t;t t(®)) nazywamy takze przb-

ksztatcenien Tud transformacije stanow
wewnet rznych systemu, a zblar TxX-przest rze-
nia fazowa systemu. Trejektoria stanéw wewnetrznych x\ wy-
znacza krzywa w przestrzeni fazo.<6j T x X. Zbidér momentéw czasu T na-
zywamy horyzontemnm czasu. Zaktadany ze horyzont czasu
T Jjest ograniczonym i domknietym (zwartym) podzbiorem przestrzeni E1.
homenty Q= Inf T oraz t"= sup T nazywamy momenter po-
czgtkowymnm i momentenm kohcowym horyzontu cza-
su T, stan XxX*» x(tQ) - stanem poczatkowym, a stan
X1- x(tl) -stanemnm koncowymnm systemu.

13 System gtaaki

Oezeli nie bedzie io prowadzi¢ do nieporozumien, wtedy trajektorie ste-
rowan bedziemy nazywaé¢ krétko sterowaniem. Bedziemy tez mé-
wié¢, ze w hor yzoncie czasu T sterowanie przeprowadza system ze stanu po-
czatkowego x° do stanu koncowego x1. Uméwimy sie, ze

Adefinic]ja 1.2. System dynamiczny nazwiemy (I) syste-
mem z czasem ciaggtynm, jezeli horyzont T bedzie spdj-
nym podzbiorem przestrzeni , (i) systemen n-wymiaro-
w y bi, jezeli zbiér stanéw wewnetrznych XCE 1 i En bedzie najmniejsza

przestrzeni; Euklidesa zawierajacag X.A

N ksigzce zajmujemy sie skonczeniewymiarowy-ni systemami z czasem ciag-
+ym, w ktérych X « En, UCe", Y » . Sposréd nich szczegélnie wazng,
interesujaca nas klase tworza systemy gtadkie.

ADefinlcja 1.3.8 Skonczeniewymiarowy system dynamiczny z cza-
sem ciggtym narwiemy systemenm gtadkim. Jezeli (i) zbior
sterowan UCEm, zbidér standéw wewnetrznych X » En, zbiér stanéw wyj-
$cia Y = E , (ii) kazde sterowanie u 6 k [t] jest funkcja przedziatami
ciggldag na T i ma co najwyzej skonczong liczbe punktow nieciggtosci
pierwszego rodzaju na int T 9, (iii) karda trajektoria stanéw wewnetrz-
nych Xy, gdzie x(t)«<p(t;t,x ,W ). Jest funkcjag ciggta na T dla
dowolnego momentu X6T, dowolnego x6 En i kazdego sterowania ut KI[tJ , a

®3est to faktycznie definicja tylko pewnej podklasy ays‘eméw jtadkicT
wg >alman > Falba, Arbiba [26] , z ktorymi bedziemy
wytgcznie mieli do czynienia w ksigzce,

90gélnie, int A oznacza wnetrze zbioru A (w przest-zeni,* w ktoérej
zbiér jest zanurzony). Dezeli T = [tQtlJ , to int T = .
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jaj pochodna istnieje 1 jest funkcje przeozlataml ciggtg na T wczedzle
poza punktami nieciggtosci sterowania uT, (iv) przeksztatcenie wyjscia
pec® [x xuxt] 1l A

Méwiac, ze funkcja ma punkt nieciggtosci pierwszego rodzaju rozumie-

my, ze jest ona w tym punkcie nieciggto i ma skonczong granice lewo- 1
prawostronng. V gtadkim systemie dynamicznym warto$¢ sterowania w skon-
czonej liczbie punktdv nieciggtosci 17, me ma wpdywu na prze-

bieg trajektorii stanéw wewnetrznych. Wygodnie bedzie Jednak przyjaé, ze
w punktach nieciggtosci sterowania sg funkcjami ciggtymi prawostronnie,

tzn. u(T.) « Hm u(t), lal,2..._. k. Klate funkcji przedziatami oig-
e t— < +0

t
gtych na T, o skonczonej liczDie punktéw nieciagtosci pierwszego rodzaju
na int T, w punktach nieciagtosci ciagtych pra-o3tronnie oznaczany przez
C° L[t] W dalszyn ciagu zajmiemy sie cjtadkinii systemami dynamicznymi,
ktérych sterowania spedniajg warunek: uf 0%, u(t)€ U w kazdym momen-
cie t€T. Trajektorie stanéw wewnetrznych takich systeméw sg prawie wsze-
dzie na T rozwigzaniami pewnego réwnania roézniczkowego:

*()= f x () U(o; b, (.i)

gdzie dx/dt > (dxj/dt, dxfvdt]. £ = (C ,f2,.... fn).

Rzeczywiscie, wezmy sterowanie utC®° [t] , moment t6T (t<t?) 1
takg liczbe Lt , ze t+t£ T. Zakdézmy, ze w momencie t tystem znajduje
sie w stanie x(t)- x. Wéwczas x(t +t) ->p(t*L;t,x,to t+t~JIN =
=>f(t+t ;t,x,u )1 wobec tego, ze prawie wszedzie na T istnieje po-
chodna dx(t)/ot, otr cymu-Jemy:

x()» Lim i["x{t+6 ) - x(t)] =
¢- 0
« bhim~ 1 [ip(t+e ;t,x"u[t,t+tp " F(L;t,x,u(t))I=
B F(X(D),u(t),t)

prawie wszedzie na T. i
Reasumujac, zajmiemy sie gtadkimi systemami dynamicznymi, ktérych
trajektorie standw wewnetrznych sa prawie, wszedzie rozwigzaniami rownan
rézniczkowych typu (I.1), a przeksztakcenia wyjscia maje postacé
y(tym i (x(t),u(t),t) , .2
gdzie ip» 2 ... ? k~* sterowania s9 funkcjami z klasy C° [iJ.Funk-

cja 2 jest ciagta na obszarze Enx U x T. O funkcji f bedziemy dalej

10Symbolem C1 R] oznaczamy klase wunkcjl c”agiych na A do 1 -
- tej pochodnej whacznie; C« pB] - klasa funkcji ciaggtych na A.

11Symbol«m C1 [] oznaczany I<lese funkcji ciagtych na T do (i-1) -

- szej ,,po< lodnej whdcznie, ktoérych 1 - t a pochodna jest funkcja z
klasy C° []
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zaktada¢, ze jos: ciegta na EnxlIXT i1 ma na tym otszarze ciggte pochodne
czastkowe 6f/6x = wzgledem wspédrzednych xI1tx2 .... xR wek-
tora X.

Z teorii roéwnan rézniczkowych wiadomo, ze

OTwierdzenie 1.1. Jezeli prawa strona roéwnania
i ! i
“(0- o{*(».© - a3
X)) -(XL(B) ,x2(t) ... xnftH) = 9 =(9"e92 _.._.. 9n)) oraz pochodne czeat-

kowe dg/6x =(c)gl/c)Xj) ea funkcjami ciagtymi na otwartym zbiorze
Enx(e0,81), to przez kazdy punkt (tc,x°) £ (90,01)xEn przechodzi do-
ktadnie Jedna trajektoria XjQ, 0,J tedgca na palnym przedziale

0~,8,) C (5J,-01) zawieraJecym3Hunkt t° rozwiagzaniem réwnania (1.3).B

Zat6zmy, ze prawa strona réwnania (1.3) Jest okreslona i ciegta wraz
z pochodnymi czastkowymi dg/dx na Enx[tQ,t") (#acznie z momentem tQ).
Nietrudno wykazaé¢, ze dla dowolnego etanu x°fcEn istnieje doktadnie jed-
na taka trajektoria x t t,), okreslona i ciagta na pewnym przedziale
£t .tjj Q [*0-*1). ze na°" 1 (*0**1" Jest ona rozwigzaniem réwnania
(1.3), a ponadto

x(to)= x°. 1.4

Rzeczywiscie, wystarczy przyje¢ w (1.3), ze g(x,t)= g(x,tQ) dla
t < tQ. Wtedy prawa strona roéwnania (1.3) i jej pochodne czestkowe dg/ O x
bedg funkcjami ciagtymi na otwartym ztiorze En x (-00 .tj). Zgodnie z
twierdzeniem 1.1 istnieje doktadnie jodna trajektoria
X(g t® ("00< 8< “o< ti < li) przechodzaca przez punl<t(t0,x°),a wiec
spedniajaca warunek (1.4). Trajektorie ta na przedziale (0,t") Jest cig-
gta, a na speinia réwnanie (1.3).

Twierdzenie 1.1 ma charakter .lokalny", tzn. zapewnia istnienie i Jed-
noznaczno$¢ rozwigzania réwnania (1.3) tylko na pewnym, by¢ moze ,barozo
matym", przedziale (eé*el - ,00"0I1" otaczajacym punkt T°, cho¢ nia wy -
klucza réwniez takich przypadkéw, kiedy réwnanie typu (1.3; bedzie miato
Jednoznaczne rozwigzanie okreslone na catym przedziale (S ,8j),tzn. przy-
padkéw, kiedy 0~ - 0Q, 0 * * Wydtacznie z takimi réwnaniami bedziemy
mieli do czynienia w ksigzce (wkasciwos¢ te maja m.in. réwnania roéznicz-
kowe liniowe). Uwagi te prowadzg do nastepujacego twierdzenia o istnie-
niu i1 Jednoznacznosci trajektorii stanéw wewnetrznych w ykadkich syste-
mach dynamicznych: L t

OTwierazenie 1.2.13 Zatézmy, ze (i) w réwnaniu (I.1) Funk-
cje f, bf/ Ox6 C° [Enx uxtd , (ii) jezeli u jest ciaghta i ograniczong
funkcje na otwartym przedziale (M0>®i)< t0 przez kazdy punkr (xc x ) €
(00.0i) x En orzechodzl doktadnie jedno rozwigzanie réwnania (1.3),w kto-

1nZob.np. L.S. Pont rlagin [41] s.152-172.

13Dow6d zob. Doaatek matematyczny do paragrafu 1, twierdzenie 1.2
(«.. 211).
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rym g(x,t)=» f(x,u(t),t), okreslone i ograniczone na catym przedziale

Przy tych zatozeniach kazdemu sterowaniu utC°rTj odpowiada doktadnie
Jedna ciagta trajektoria xT> ktéra prawie wszedzie (wszedzie,poza punk-
tami nieciagtosci sterowania uj) Jest rozwigzaniem réwnanie (1.1), a w
momencie poczatkowyn t spednie warunek (1.4).B

Uwagi . 1°. Twierdzenie 1.2 wyjasnia, w Jakim sensie pojmujemy da-
lej rozwigzanie réwnania typu (1.1) z przedziatami ciggtym sterowaniem
Uye Przez rozwigzanie rownania (1.1) rozumiemy ciggta trajektorie x“. spek-
niajaca to roéwnanie wszedzie, poza punktami nieciggtosci sterowania uT .
Nazywamy je rozwiagzanienm rownania réznicz-
kowego w sensie catkowym.

2°_. Nietrudno zauwazy¢, ze kazde réwnanie typu (1.1) spekniajace wa-
runki twierdzenia 1.2 opisuje przeksztatcenie etandéw wewnetrznych, ’ gtad-
kiego systemu dynamicznego. Ookiaaniej: Istnieje takie przeksztatcanie
stanow wewnetrznych H(FJ t ,»,c0z f (*)): EnxK [t]- En spekniajace wa-
runki definicji 1.1 ze x(t)= wp(ti-C ,x, w t(u)) dla dowolnej pary mo-
mentéow t,t£T, dowolnego stanu x6 En i kazdego sterowania uf K [I]
gdzie K [t] “{u - ufC° [tJ, u(t)6UCEm w kazaym momencie ttLTJ, x*
jest rozwiagzaniem réwnania (1.1) z warunkiem x(l)- X i sterowaniem uT.

Méwiac dalej, o gtadkim systemie dynamicznym, ktdérego przekeztakcenie

stanéw wewnetrznych opisuje réwnanie typu (I.1) z funkcjami f, ¢)f/d*€
€ C° [E°xUxt] i sterowaniem uf e° tJ, rozumiemy, ze kazdemu punktowi

(t,x) 6 TxEn odpowiada doktadnie jako rozwigzanie Xx tego réwnania (w
sensie catkowym) spedniajace warunek x(t)= x. Trajektoria XxT jest na
T ciagta 1 wszedzie, poza punktami nieciagtosci sterowania uT< gtadka
(rézniczkowalnB). O parze réwnan (1.1), (1.2) bedziemy mowi¢, ze opi -
suje funkcjonowanie gtadkiego systemu

dynamicznego.

1.4. Stacjonarnos¢
i
W praktyce czesto mamy do czynienia z sytuacja, kiedy przeksztatcenia

sl inow wewnetrznych 9(t;%, = ;w ,.(")) nie zalezy jawnie od zmiennych
czasu t,t, lecz co najwyzej od ich réznicy t - Z, a przekeztakcenie wyjs-
ciami®, *.t”~ nie zalezy Jawnie od zmiennej t. Mowigc niescisle - nie
zdofiniowall$my bowiem pojecia struktury systemu - se to systemy, ktdrych
struktura nie zmienia sie w czasie. Systemy takie nazywamy stacjonarnymi.
W szczego6lnosci

Oefinlcja 1.4. Ghadki system dynam-czny nazwiemy eystemem
stacjonarnym. Jezeli (i) przeksztatcenie Jego stanéw wewnetirz-
nych opisuj . rownanie rozniczkowe z prawg strong niezslezng (Jawnie) od
zmiennej czasu t:
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~»ox{t) - F(x(D,u(t))

* kazdym momencie t6 T, (it) przeksztatcenie wyjscia £(.,.,t) nie za-
lezy J "dnis od zmiennej czasu t.A

§ 2. ROWNOWAGA | STABILNOSC

2.1. Rbwnowaga statyczna

Powszechnie przyjeta w technice definicja stanu réwnowagi brzmi: 14
.Stanem réwnowagi nazywamy taki stan wewnptrzny systemu X, w ktérym pozo-
staje on dowolnie ddugo przy ze-owym impul&ie wejsSciowym (sterowaniu)”.
Innymi stowy, w kazdym momencie t£T zachodzi warunek

* o f («V** wto.t(0T)) @.1)

@@ - Jest momentem poczatkowym horyzontu T, 0. - oznacza sterowanie toz-
samosciowo roéwne zeru na T). Zaktada sie przy tym z reguty, ze moment
koncowy horyzontu czasu T Jest réwny nieskonczonosci.

Idea takiej rownowagi ,,statycznej" majeca interpretacje i zastosowa-
nie w technice przewija sie m.in. takze w teorii rownowagi og6lnej L._Wal-
rasa 1 oparta Jest na hipotezie, ze istnieje obiekty (fizyczne, spoteczne,
mogece Tfunkcjonowaé w catkowitej izolacji od otaczejecego je Swiata, bez
jakiejkolwiek ingerencji z zewnetrz (zerowy impuls wejsciowy). Jak Juz o
tym pisalismy we Wstepie, walrasowska gospodarka idealnie konkurencyjna,
podporzadkowana wytecznie rynkowym mechanizmom rzedzecym zachowaniem nie-
zaleznych producentéw i1 konsumentéw, ma jednak niewiele wspélnego z re-
alne gospodirke, w ktérej przewidziana Jest mozliwos¢ sSwiadomego ksztat-
towania procesOw wzrostu przez wkadze gospodarczy. Moéwiec o réwnowadze
ekonomicznej w takiej gospodarcs mamy na mysli proces Je; réwnomiernego,
harmonijnego wzrostu przeDiegajecy w warunkach celowego, $wiadomego od-
dziatywania ze strony wkadzy (otoczenia).

2.2 Uogo6lnianie pojecia rownowagi. ROwnowaga dynamiczna

Definicja, ktdore sformutujemy za chwile jest uogdlnieniem klasycznej
definicji roéwnowagi. Relatywizuje pojecie réwnowagi, nie utozsamiajec Jej
z pojedynczym stanem spoczynku systemu, ani nie wykluczajec mozliwosci
oddziatywania z zewnetrz w celu jej zainicjowania.

14Zob.np. SW. Director, R.A. Rohrer [I5 s.21.
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Przyjmujec, ze symptomem roéwnowagi tak czy inaczej powinna byc nie-
zmienno$¢ pewnych charakterystyk systemu,nie wymagamy, aby charakterysty-
ke take tworzyt bezwarunkowo stan we.ynetrzny systemu X odpowiaoajecy
zerowemu starowaniu (zdrowemu impulsowi wejSciowemu), a wiec stan réwno-
wag: statycznej w tym rozumieniu, w Jakim pojecia tego uzywa sie w tech-
nice* ,Niezmiennikami" moge by¢, ogélnie rzecz blorec, warto ici pewnych
funkcji okreslonych na stanach (wewnetrznych, wyjs$cia) systemu lub na ich
podzbiorach, opisujacych okreslone whasciwosci systemu. Nio musi nim byé
stan wewnetrzny systemu, lecz np. Jego pochodna (wtedy trajektoria stanéw
wewnetrznych bedzie funkcje liniowg) lub np. suma wartos$ci Jego > wspot-
rzednych stanu wyjs$cia (o ile, oczywiscie, operacja taka bedzie miLia
okreslone interpretacje) itp. Poledane Jest przy tym, aby system w réw-
nowadze charakteryzjwaf regularny przebieg jego trajektorii, co w przy-
padku systeméw gtadkich oznacza ich ciggtos¢ i odpowiednie ,,gtadkosc¢™.
Mysl te zawrzemy w nastepujacej definicji: ‘

Ao efinicja 2.1. Bedziemy méwi¢, ze gladki system dynamio-tiiy
z trajektorie sterowan U\, trajektorie stbnéw wewnetrznych xT i - standéw
wyjjcia yT znajduje eie w horyzonoir czasu T w 6-réwnowadze ( guzie
6 Jest take funkcje okreslone na ’Enxt® =z wartosciami w pewnej przes-
trzeni Euklidesa Z, ze C(x,y) / const. na EnxEk)tJezeli (i) u,x.y £
€ cl [TJ oraz (ii) 6(x(t),y(t)) = const. we wszystkich momentach czas,u
t€T.A

Funkcja 6 jest miare tych charakterystyk syetemu, ktérych utrzymanie
na okreslonym poziomie uznaje sie za szczeg6lnie pozedane Jako symptom
réwnowagi systemu. W praktyce jej posta¢ zalezy od specyfiki problemu,ce-
lu badan itp.

Przyk#+ady . 1°. Klasyczne definicje 6tanu réwnowagi statycznej
(przy zerowym impulsie wejsSciowym) otrzymujemy przyjmujec: u(t) » 0
w kazdym momencie t6T oraz <3(x,y) = > dla dowolnych "x,y (w  tym
przypadd u Z = En).

20. Dezeli przyjmiemy, 15 ze w peer;/m systemie <5(x,y) =<e,x>(wbéwczas
Z = En), wspédrzedne wektora x (t) oznaczaje mase, a x ¢ Cl1l [t] jest
take trajektorie standéw wewnetrznych, ze <e,x(t)>» const. >0 w kaz-
dym momencie t€T, to réwnowaga oznacza whasciwos$é¢ zachowania masy bez
wzgledu na jej rozktad (bez wzgledu na to, ,kosztem"™ Jakich icnpulséw uT
masa zostanie zachowana oraz jak to uwidoczni sie w stanach wyjscia
y€ Cl1 [£] )-

3°. Niech 6(x,y) -(6~, by) ,

15Symbolem < a,b> oznaczamy iloczyn skalarny wektoréw a,b. Oezell
n n
a,b € E , to<a,b> » ~ “iMio* o (I.h.... 1) (wektor ztozony z
1-1

Jedynek).



Niech wspétrzedne wektora x = (xItx, .... xt) osnaczalg produkcje,
wspotrzedne wektora y m (¢, .y2»«ee-Y|<) - Konsumpcje okreslonycn adbr.
Zatem (6x. 6) - Jest (nt+k) - elementowym wektorem, ktorf-go wspétrzedny-
mi sa stopy wzrofatu produkcji i konsumpcji (Z * En+ ). Jezeli bede
takimi trajektoriami (odpowiadajacymi pewnemu sterowaniu Uj), ze
i.yCCl1l [tJ , oraz |6 y &y(t))“ const.>0 w kazdym momencie t£T, to
cecng cnarakierystyczng goi pokarm w 5 - réwnowadze bedzie réwnomierny
wzrost produkcji i konsumpcji. Przyjmujac ¢(x,y) =«cx, ostabimy warunki
réwnowagi do réwnomiernego wzrostu produkcji (poza ocena pozostaje wzrost
konsumpcji). Oowrotna sytuacje bedziemy mieli, przyjmujgac (G(X,y) =6y.

4° Jezeli przyjmiemyl6é G(x,y) m jiJ-x , 44y . (zatem Z = En+k),przez
X oznaczymy wektor produkcji , przez y - welctor konsumpcji a xT, ,T

bedg takimi trajektoriami (odpowiadajgcymi pawnemu sterowaniu ze
50 /70 ,y() /0 ,( - x(t), - —-y(t))= const.
Wx(t} ly(t) | )
w kazdym momencie t€T, wtedy warunkiem réwnowagi bidzie zachowanie

struktury produkcji i konsumpcji (podczas, gdy sama pradukcja i konsump-
cja moga zarowno rosnac¢, jak i maleé).

Gdybysmy przyjeli Gijfc.y)” t~t x < wtedy w tak rozumianej réwnowadze
zachowana bytaby tylko struktura produkcji, natomiast w przypadku
6(X,y)» y - tylko struktura konsumpcji.

2.3 Stabilnosé

Zato6zmy, ze horyzont T Jest potosig czasu z poczatkiem w t 1 nie-
skofczonym momentem koncowym. Niech xp bedzie trajektorig systemu w
rt-réwnowadze (w sensie definicji 2.1) odpowiadajaca sterowaniu uT.

W teehnice przyjete sag powszechnie nastepujace definicjt, stabilnos‘ci17

Przez |Ja] oznaczamy sume wartosci bezwzglednYch wspédrzednych

n
wektora a . Jezeli atE , to Jaf m ~ lailm Jezeli a - liczba, to
-1 nox

lal - wartos¢ bezwzgledna liczby a.

17 Zob.np. prace: a&j rozdz.6, [291 “ozriz .12, [51] rozdz.7. Symbolem
IXll oznaczamy i1orme Euklidesa wektora x w En.
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O) System nazywamy stabilnym (w otoczeniu trajektorii xT), Jezeli dla
dowolnej liczby £>0 istnieje taka liczba 6>0, iz z nieréwnosci I x° -
~ *(*0) 116 wynika, ze ||Mt;to,x°, wf t@))-x(t)* t w kazdym momen-
cie czasu t ™ tQ (zob.rys.2.1).

(il) System nazywamy asymptotycznie stabilnym (w otoczeniu trajektorii
;T), Jezeli istnii -Je taka liczba 6>0, ze z nierd6wnosci ||xk- x(ro)||* 6
wynika, iz Lim Jip(t;to,Gdt  t(u))- x(O)]|= 0 (rys.2.2).

t—» +00 ®

(I11) Dezeli warunek (ii) spedniony Jest dla 6= +oo , wéwczas system

taki nazywamy globalnie (asymptotycznie) stabilnym.

Przytoczone definicje stabilnosci trace znaczenie, guy przyi-issyj, ze
horyzont T Jeet ograniczonym przedziatem czasu [tQ,t"J . tymczasem Jest
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to zatozenie towarzyszece wszystkim zagadnieniom wzroutu goupodarczegb
rozpatrywanym w kslezce. W zagadnieniach tych interesuje nas poza tym wy-
+gcznie procesy optymalne. Uwagi te prowadze do nastepujecej definicji

ADefinicja 2.2. Niech xT oznacza trajektorie stanéw wew-
netrznych gtadkiego systeuiu dynamicznego w (G -réwnowadze ze sterowaniem
u_ i ograniczonym horyzontem czasu T = t .t-] , a Xx? - optymalne tra-
jektorie stendéw systemu 19 z warunkiem poczagtkowym x (t =X -

S/ste.n Jest stabilny (w otoczeniu trajektorii jezeli
dla dowolnej liczby £>0 istnieje taka liczba O >0, iz 2z nieréwnosci
IT1= “ t0 2B£ wynika, ze

1 x* (0- X (©) |I<L
w kazdym iromencle czasu t 6 [to+OkL " *i“S¢] 2°*°~

Pomijajac ten fakt, ze w definicji 2.2 istotny Jest przebieg tylko op-
tymalnych trajektorii w otoczeniu trajektorii systemu e -réwnowadze
(podczas gdy w definicjach przytoczonych uprzednio chodzito o przebieg
wszystkich trajektorii przynajmniej z pewnego otoczenia trajektorii w
S -réwnowadze), ich odmienno$é¢ polega na réznym pojmowaniu zbieznosci tra-
jektorii {zob.rys.2.3).

Definicja nawiezuje do ideJ stabilnosci, ktérej mowa w tzw.
twierdzeniach o magistrali w modelach Neuman ta-Gale*a, por.np.prace* ~9 j
rozdz. 11, [35] rozdz.5, [36j rozdz.4.

U W Swietle kryteriéw, o ktérych bedzie mowa w nastepnym paragrafie.

Tutaj oraz wszedzie dalej symbolem |T | oznaczany diugosé hory-
zontu czasu T.
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W ujeciu klasycznym dwie trajektorie se zbiezne, Jazell z uptywem cza-
su réznica miedzy nimi (miedzy ich wartoiciaml w kolejnych momentach cza-
su) maluje do zera. Natomla3t zbiezno$¢ trajektorii w sensie definicji
2.2 oznt-iza, ze w miare wydduzania horyzontu czasu T ro6znica miedzy ni-
™ maleje wszedzie, z wyjetkiem co najwyzej pewnego okresu na poczatku 1
pod koniec horyzontu.

§ 3 STAROWANIE OPTYMALNE

Poprzednie dwa paragrafy poswiecilismy definicjom poje¢, obecnie prze-
chodzimy do oméwienia materiatu stanowlecegc rd”en matematyczny ksiazki.
Znaczna cze$¢ dalszych wywodéw opiera sie na twierdzeniach, ktére prezen-
tujemy w tym paragrafie. Ich znajomos$¢é wystarcza dla zrozumienia zagad-
nien formutowanych i1 rozwigzywanych w rozdziatach nastepnych. Nie omawia-
my wszystkich metod matematycznych sterowania optymalnego. Mcitode, Kktéra
postugujemy sie w ksigzce. Jest zasada maksimum Pontriagina. Twierdzenia
staramy sie formudowal precyzyjnie, cho¢ dawody maja niekiedy charakter
Intuicyjny

3.1. Sformutowanie zagadnienia

Zagadnienie sterowania optymolnego przedstawimy na przyktadzie syste-
mu stacjonarnego. Uogélnieniami zajmiemy sie w punkcie 3.3.

Rozpatrzmy gtadki, stacjonarny system aynamiczny z przeksztatceniem
stenéw /vewnftrznych

Mox (M - fx (D, u (D), (CRED)

fa<V fE_.._. fn); f. df/6xec® [En X uj ; u(t)euch"M

w kazdym momencie 1 przeksztatceniem wyjscia
y(t) =p(x (t;, u () , (3.2)
?%e?1* ?22....7?k> J ?6C° [E" x UJ *

21 Czytelnika pragnacego gruntowniej zapoznac¢ sie z zasada makbimum
Pontriagina i innymi metodami stepowania optymalnego bezposrednio nie
opartymi na zasadzie maksimum odsytamy dc prac: L.5. Pont riagin
iin. J42] ,M. Athans, P.L.. FEalb 3 , W.6. Bo+tian-

8 ki8], 0. Gedymln r20],6. Hadley, M.C. KempJd22],
R.E. Kalmar 1 In. Am. Tier-Krikorow [4 , a
takze R. Bellman PBJ- R, 6ellman, R. Kalaba [61, M
Intriligator [24 rozdz. 13,14, R. Kul i kowsKki [2d]
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W uktadzie (3.1) - (3.2) wektor x(t) oznacza stan wewnetrzny syste-
mu, wektor u(t) - warto$¢ sterowanLa (stan wejscia), wektor y(t) - star
wyjscia systemu w momencie t, U - Jest zbiorem sterowan. Horyzontem jest

przedziat czasu tQ e Bedziemy zaktadaé, ze moment poczatkowy t ho-
ryzontu Je t ustalony. Momentem Koncowym moze by¢ dowolny mo-
ment czasu t (tl< + o0 ). Sterowaniem w okresie [tO>tj] moze byc
kazda funkcja utC°® * wjrtosciami w zbiorze U. Zaktadamy, ze

kazdemu takiemu sterowaniu odpowiada doktadnie jodna trajektoria xft »!
spedniajaca warunek poczatkowy (1.4), bedaca nb [r,_'tl rozwigzaniem”réw-
nania (3.1) w sensie catkowym. Trnjektorle te sg funkcjami z klasy

S1 ["o~I].
ADeflniclJda 3.1. Oznaczmy przez X1S En (X" /p) pewien pod-
zbior etanow docelowych systemu, (i) Pare (u, x)r,_ ri

gdzie uft t "jest sterowaniem w okresie LtO*tIJI >a x [t ,t7] —Logpol—J
wiadajacg mu trajektorig standéw wewnetrznych (rozwigzanie réwnania (3.1))
spedniajgca warunek poczatkowy (1.4), nazywa¢ bedziemy procesen
sterowania . (ii) Proces sterowania nazwiemy dopusz-
czalnym, jezeli w momencie Koncowy,n t~ spedniony bedzie warunek:
x(tl)6X1.A

3ezeli w pewnym okr»sie [rQ,tpara (u,x) |r t J bedzie dopuszczal-

nym procesem sterowania, wteay uf . Inazw: i1y ~st erowanlei
LS~id
dopuszczalnym, a x [t-t]“ dopuszczalna
trajektoria stanéw wlwnetrznych. Trajek-
torie vy r 1 odpowiadajacag procesowi dopuszczalnemu zgodnie z (12)
L*o" 1j
nazwiemy dopuszczalna trajektoria wyjs$ -
cia. Funkcja vyr - dwteay 1 tylko wtkdy bedzie dopuszczalng tra-
*

jektoriag wyjscia. Jezeli znajdzie sie taki proces dopuszczalny

(u.x) t ,t 3 * ie tréJka [t .t J 8Pbni na [*o**I1J warunek
(3.2). 0 stalowaniu dopuszczalnym bedziemy méwié, ze przeprowa -
dza systenm ze stanu poozagtkowego X0 do
zbioru stanoéw docelowych X,ao dopuszczalnej
trajektorii standw wewnetrznych, ze wychodzi z X

1 wchodzi do X1. Zwracamy uwage, ze dwa rdézne sterowanie
dopuszczalne moga przeprowadza¢ system ze stanu x° do zbioru X1 w roznyir
czasie, tzn., ze roézne moga by¢ nio tylko trajektorie standw wewnetrz-
nych odpowiadajace tym notowaniom, lecz takze momenty koncowe ich dojs-

cia do X1.
OkresImy na procesach dopuszczalnych funkcjonat catkowy $ z wartos$-

ciami

*1

SIC X tj] " ] fox(t)T u(w)) dt G-3
*0
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Wartos¢ funkcjonatu (313) bedziemy nazywac wskaznikiemnm ja-
kosci procesu (u,x)r r i,zas$ funkcjonat - kryterium

- . Lo’ iJ 22 . -
fv.nkcj onowania systemu . 0 funkcji podcatkowej F zakta-
damy, ze spednia te same warunki co funkcja r w réwnaniu (3.1), tzn.
C *v o6x e c° I>"x uJ e

ADefinic]ja 3.2. Proces dupuszczelny (u¥. *’*)\£ t ¥ nazwiemy
"o T u

procesenm optymalnym, jezeli spedniony bedzie warunek

J fox (©.ur (D)dt> | Qx(t), u(t))dt
to

dla kazaego procesu dopuszczaln«go (u,x) A

hrocusem optymalnym bedzie zatem ten proces dopuszczalny, ktéren.u od-

powiada maksymalny wskahﬁ/lnik Jakosci. Jezeli (u* >I>rtO tfl-r bidzie

m ]
Q'
J “

wewnetrznych,

cesem optymalnym, to uf nazwiemy s t e r owaniemnm o

tymalnym, X If* °PtymBI1ln?9
yM ft *1 - optymalnag

trajektoria a ptl'zgdz;ij-lczasu [t—ﬁ_J'— op -
tymalnymnm Zadaniem sterowania optymalnego
nazywamy zadanie wyboru procesu optymalnego - maksymalizujacego wartosé
funkcjonatu (3.3) - ze zoioru (z wiazki) proceséw dopuszczalnych. Zadanie

to bedziemy zapisywaé w nastepujacej postaci:

trajektorie
stanow
wy jscit.
horyzontem.

*1
max J fQXx(t), u (t))dr , (3.4)
x() = fx(O,u()) ,
u(t)EU, u€C°[to,t1d , <3-5)
x(to) = x°, x(tx)6 X1

W dalszym ciagu nazywa¢ je Dedziemy stacjonarnym zadaniem stepowania z
kryterium catkowym i nie ustalonym momentem koncowym.

22 Ogo6lnie, kryterium funkcjonowania systemu mo.e by¢
okreslonym zardéwno na dopjszczalnych procesach (u,x)rt t jak
Lo" 1
Kryterium takie

i na od-

powiadajgcych im trajektoriach wyjscia vy t r j. zawsze
mozna przeksztakci¢ do postaci (3.3) zwaz/wszy, ze w kazdym momencie cza-
su star wyjscia Jest z natozenia ciagta funkcja stanu wewnetrznego i sta-

nu wejscia (steiowanla).

funkcjonatem
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Moment kohcowy t w zadaniu tym nie Jest ustalony ad hoc (Jest 2mien-
ng decyzyjny zaJdaniej. 0 zoiorze sranow docelowych X1 zaktadany, zt jest
gtadka rozmaitoscig w En 3.

ADefiniclJda 3.3. Niech p » (Pi>P2.... pk® bedzie funkcje wek-
torowg z ET w Ek (k ” n). Niepusty zbior

X1 = |x £ En: p(x) =0J

nazwiemy gtadkg (n-k)-wymiarowg rozmaitoscig, jezeli (i) p6CJ [EnJ.
(ii) w kazdym punkcie x£ X1 wektory dpr"(X)/"i)x * (dp™nj/j)
&PM *)/ dxn).i”1.2, ..., k, se liniowo niezalezne. A

Na przyktaa, zDidér wszystkich wekioiéw x£En spedniajgcych réwnanie
<a,Xx>= const. bedzie (n-1)-wymiarowg gtadka rozmaitoscia , (niperpitesz-
czyzng) w En, Jezeli a/0.

Przyjmijmy oznaczenia

X; =|X€En: Pjjx) =oj ,i=1,2....Kk

k
Wéwczas X1 * %) X*. Zbiory > nazywamy hiperpowierzch

i=l
niami gtadkimi w En. Punkt Xx£X* nazywamy pjnkrea osob-
liwym hiperpowierzchni X~ , Jezeli ©pi(x)/6x = 0. Gtadka hipei powierz -
chnia nie majaca punktéw osobliwych Jest (n-l1)-wymiarowa gladi g rozma-
itoScig w En. Niech PY™ x bedzie hiperptaszczyzng styczna w punkcie
x£X* do gtadkiej hiperpowierzchni X*. Woéwczas wektor &)pi(x)/{)x jest
jej wektorem normalnym, tzn.:

f n SPi(x) 1
pi,x=1y€E <K-"Nt- By-Xx>= °J e

k
Adefinic]ja 3.4. (i) Zbiér Px =" PL nazywamy p + a s z-

i=l
czyzne styczne w punkcie x do gtadkiej rozmaitosci X/,
(ii) Wektor =z =z poczatkiem w x nazywamy wektorem stycznym w punkcie
x do gtadkiej rozmaitosci X1, Jezeli Jest on ortogonalny do wszystkich
wektorow o™ (*)/ 6* ,i=1,2, ..., k_A

Wektor z wtedy i tylko wtedy jest styczny do gtadkiej rozmaitosci X1
w punkcie x , Jezeli z « y-x dla pewnego Yy € px- Pojecie ptaszczyzny
stycznej gra istotng role w warunkach optymalno-ici formutowanych dalej.

23 W teorii stnrowania optymalnego Jest to typowe zatozenie, dzieki
ktéremu obok ,whasciwej" zasady maksimum pojawiajg sie dodatkowe tzw. wa-
runki transwersalnosci. Mowa o nich w dowodzie twierdzenia 3.1 (zob. Do-
datek matematyczny do paragrafu 3, twierdzenie 3.1, s. 212).
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3 2. Warunki konieczne optymalr.osci. Zasada maksimum Pontriagina

w przypadku stacjonarnego zadania sterowania opLymahego
+ kryterium catkowym i nie ustalonym momentem koncowym

Znane se dwie podstawowe metody rozwigzywanie zadan sterowania opty-

malnego typu (3.4) - (8.5) :24 metoda Pontriagina 1 wspédpracownikow, a
od-Inj moéwiac zespdt warunkéw koniecznych optymalnosci znanych pod og6l-
nag nazwa zasady maksimum oraz metoda pi ogramowenia dy-
namicznego, w ktdérej kluczowa role gra réwnanie Bellma-

n a. W zastosowaniach metoda Pontriaginn jest na og6t dogodniejsza od

metody Bellmana. W celu rozwigzania zadania sterowania optymalnego metoda
programowanie dynamicznego potrzebne sa p»wne dodatkowe informacje o whas-
ciwosciach rozwigzan, ktdérych nie wyitaga metoda Pontriagina. Co wiecej,

postugujac sie zasadg maksimum Pontriagina, mozna lozwigza¢ t ikje zaca-
nia,ktéorych w ogéle nie daje sie rozwigza¢ metoda programowania dynamicz-
nego. Pedne wyprowadzenie warunkéw optynalnoscl (zasady maksimum) wykra-
cza poza ramy ksiazki. Przy pewnych dodatkowych zatozeniach mozna Jednak
stosunkowo tatwo otrzymaé¢ je z roéwnania Bellmana. W tym celu potraktujemy
zadanie (3.4) - (3.5) jako jedno z rodziny zadan z réznymi stanami po-
czatkowy ii X tEn i momentami poczatkowymi t£E*. Zamiast Jednego zada-
nia (3.4) - (3.5) rozpatrzymy zatem klase zadahn sterowania typu (3.4 -
- 3.5) z ustalonym (we wszystkich zadaniach takim samym) zbiorem stanéw
docelowych X1, lecz z réznymi stanami i momentami poczatkowymi x,t.Wyjs$-
ciowe zadanie (3.4) - (3.5) otrzymamy, przyjmujac x = xD, t = t

Vzatozenie 3.1. Ola kazdego stanu poczagtkowego xfct " 1 do-
wolnsgo momentu t€ E1 |Istnieje rozwigzanie zadania
S
max J fQ(x(e),u(e))d , (3.6)
t

x@ - f (x@),v (Q)

u(e)é u, utce [t.tJ , (3.7)
x () - %X, x( )e X1.v

W zadaniu tym, podobnie jak w zadaniu (3.4) - (3.5), moment koncowy t*
nie Jest ustalony. Oznaczmy przez 3(x,t) maksymalng wartos¢ funkcjonatu
(3.6) w zadaniu (3.6) - (3.7) z momentem poczatkowym t i stanem poczat-
kowym x. W mysi zatozenia 3.1 funkcja 3 zmiennych x,t jest okres$-
fona na ™M

Nie liczac tzw. metod gradientowych, w ktérych wykorzystuje sie
aparat analizy funkcjonalnej, por.np. R. KulikowsKki 28
rozdz .4,
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7z a+t O0Ozonie 3.2. 3e C2 [e® x H1] .v
Przy tych zatozeniach prawdziwe Jest nastepujace twierdzenie.

O twierdzenie 3.1?5 Oezali spednione sg zatozenia 3.1, 3.2
i proces u*, xM) r i jest rozwigzaniem zadania (3.4) - (3.5),
LI o**1 J

to istnieje taka stata w >0 oraz takie rozwigzanie U r .t rowna-
nia LV*1J

d , X <H (Yo-Y (b)) >%h«"(*>)

HF Y (t) - 37 X-X*(t)"
ze w kazdym momencie t€ J

max H (y", y*(t) .x"(t)ru) = H ty*, y*(t) .xX (t) .u* (t)) = 0,
u6u

a ponadto w momencie kohAcowym t*

</ (*&. x - x* (tj) > -0
dla kazdego wektora x € P ~dzie H (yo*Y >»u) m

YO0 fQ (x,u) +<y,f(x,u)>, PxMjtxj jest piaszczyzng styczng do X1

punkcie x*(t*). m

To, ze przy dowodzie tego twierdzenia korzysta sie z zatozan 3.1,3.2
nie miatoby wiekszego znaczenia, goyby zatozenia te byty spednione w prak-
tyce. Okazuje sie Jednak, ze w konkretnych zadaniach sterowania, z ktory-
mi spotykamy sie w praktyce, zatozenia te na og6t nie sa spednione. Pon-
tragin i wspodpracownicy wyprowadzili zesp6t warunkéw koniecznych opty-
malnosci bardzo podobny do warunkéw sformutowanych w twierdzeniu 3.1,Jed-
nak bez zatozen 3.1, 3.2. Dzieki temu wkasnie, a takze ze wzgledu na jej
przejrzystos¢ i prostote, zasada mai slmum Pontriagina stanowi podstawowa
metode rozwiazywania wielu praktycznych zadan sterowania optymalnego.

Teza twierdzenia, ktére formutujemy ponizej rézni sie nieznacznie od
tezy twierdzenia 3.1. Twierdzenie 3.2 jeat ogélniejsze, poniewaz proce-
sy “.p*kniajace warunki twierdzonia 3.1 spedniajg réwniez warunki tego
twierdzenia. Jego najistotniejszg zaletg Jest to, ze w odréznieniu od
twierdzenia 3.1 Jest prawdziwe bez zaiozen 3.1, 3.2.

OTwierdzenie 3.2.26 Miech proces (u* x*) J bedzie

rozwigzaniem nastepujgacego stacjonarnego zadania sterowania optymalnego
z kryterium catko"vym, ustalonym momentem poczatkowym i me ustalonym mo-
mentem korncowym;

Dowdd,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 3, Twierdzenie 3.1.
s.212.

6
Zob.np. 0. Gedymln [20] 1 ,134-135, twierdzenie 2-5.
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t,
max J O (<(t),u(t)) dt

N

x(t) « fIx(t),u(t)) ,
u(t)eu . u€cC° [to,t1],

x(t0)» x°, x(t,)6 X1

(fFe(f f2:” ""fr) ' fo,f" dfol ~x* ~firrX ~ C° [Enx u]; X1 Je6t gtadka
rozmaitoscia w En).
Zdefiniujmy funkcje H (h&miltonian) zmiennych IO ~ E >

y,X 6 En, u6 Em:

h (yO.y. x.u) - % fO<x»u) + <Y* f(*.u)>

istnieje stata y * 0 oraz takib rozwigzanie y t J réwnania

q LN C MY OO BT IIO)
yft) 1 7(C Ny x=x*(t)
ze
(Q) (y*, ymM() / o
w kazdym momencie t£ Ct0O"tJ1 *

B  ax H(y™, y*(t) x*{t),u) wn(y* ,iM(t) .xK@® .u*()) =0

u6 u
w kazdym momencie t € "
© <SyM(@E) . ox - x*(t*)> =0

dla kazdego wektora xepx*(t*) gdzie px*(t* ) J¥41 P*a»zczYzne stycz-

ng do gtadkiej rozmaitosci X1 w punkcie x* (t*) .fl

Twierdzenie tc, poze tym, ze jest prawdziwe bez zatozen 3.1, 3.2 rézni
sie tylko tym od twierdzenia 3.1, ze stata y”

moze, og6lnie biorac,
przyje¢ obecnie réwniez warto$¢ zerowa

i wobec tego pojaMa sie dodatkowy
warunek (nietrywialnosci) (A). W twierdzeniu 3.1 warunek ten jest

spedniony, a statg * wprowadzilismy tam po to, aby otrzymac¢ teze ma-
ksymalnie zblizong do tezy twierdzenia 3.2. Je-jo dowdéd jest Jednak znacz-
nie trudniejszy 1 wykracza poza ramy tej ksigzki. Zainteresowanego Czy-
telnika odsytamy do prac wymienionych na poczgtku paragrafu.

zawsre
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3 3. Niektore uogodlnienia i przypadki szczegdlne

Korzystajagc z twierdzenia 3.2, przedstawimy warunKi optymalnosci roz-
wigzan kilku typow zadan sterowania, z ktorymi zetkniemy sie w nastepnych
rozdziatach. W zadaniach tych hamiltonian H bedzie liniowa funkcje ste-
rowania. W takim przypadku, przy dodatkowym zatozeniu, ze zbidr sterowan
U Jose prostopadtoscianem, warunek ir.akslmum (B) twierdzenia 3.2 mozna
przedstawi¢ w prostszej postaci.

Zrkbzmy, ze zDi6r sterowan U Jest prostopadtoscianem w Em, tzn.

U=1]uz: a”u< bj

’ (3.8)
gjzie a,b - wektory w Em, a / b. Zatézmy, ze proces (u*,x*)[t tzl
0"

st rozwigzaniem zadania (3.4) - (3,5), w ktérym zbidér sterowan U Jest
prostopadtoscianem postaci (3.8), a hamiltonian H przy ustalonych vyo,
y. x Jeat liniowg funkcjg zmiennej u (sterowania). Wtedy warunek mak-
simum (B) w twierdzeniu 3.2 mozna zastepie nastepujacym warunkiem row-
nowaznym :

eH (Y *. w* (t),x* io .u)

lui N :1bi e Jeieli 0 I5Ii - G.9)
dH (Y o, W= (t), * (B),u)
ut () - ax , Jezeli - < 0,
w kazdym momBncie t/A[tO>tiJ (i=1»2.... m)e Pozostate warunki twierdze-

nia nie zmieniaja sie.

3.3.1. NIESTACJONARNE ZAtjuNIE STEKOWANIA Z KRYTERIUM CALKOWYM I NIE
USTALONYM MOMENTEM KONCOWYM

Ustalimy, jaka posta¢ przyjmie zasada maksimum w nastepujgcym zadaniu
niestacjonarnym

]
max J fOo(x(t),u(t),t) dt , (3.10)

x (t) - fQ(x (B ,u(t), B
u (t) €U , ue c° [t0,t1d . (3.11)
x(t0) = x° ,*(1~ € X1
(moment koricowy - nie ustalony, zmienna decyzyjna zadania), w Kktérym

przeksztaktcenie stanéw wewnetrznych opisuje réwnanie rézniczkowe z prawg
strona Jawnie zalbzna od zmiennych x,u i1 czasu t. Zakdadamy, ze funk-
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cje zmie....ych x,u,t oraz ich pochodna czgatkowc bfe/ bx, df/d*

naleze do klasy C° [E*x U x [tO,tdd , UCF”, X1 Jest gtadka rozma-
itoscig w E
Wprowadzmy funkcje x " : El- >>-El,

xn+1(t)

Funkcja ta jest rozwiazaniem réwnania

d
_ HE  n+1 (O
1

z warunkiem poczTtKowym “ t0" Wprowadzajac ja do zadania (3.10)
-(3.11), otrzymamy nastepujace réwnowazne stacjonarne zadanie sttrowan_a:

max J fo(x (), u () .xn¥l* (t))dt . @G.1¢)
*0

*(@® mr (« (0O .u(t),xn+110)

d
¢F *n+l+

u (t)6 U. ucCCe [tjigJ . 3.117)

x (to>"xn+i (V > x° "to) m
X (). xn+i(ti))€ "={(x,xn+i) : x€X1, xn+l e E1}.

Poniewaz X1 jest gtadka rozmaitoscig w En , zotem K1 joat gtadka
rozmaitoécig w En+l 27. Do zadania (3.10") - (3.11') stosuje sie twier-
dzenie 3.2, co prowadzi do nastepujacych warunkéw optymalnosci w wyjsScio-
wym, niestacjonarnym zadaniu (3.10) - (3.11).

OTwierdzenie 3.3.28 Niech proces (UM, ® " t«j bedzie

rozwigzaniem niestacjonarnego zadania (3.10) - (3.11) z kryterium catko-
wym i nie ustalonym momentem kortcuwyiu. Wprowadzmy hamiltonian H:

H(Yo"™ Y**x"U,t~ “ ¥ofo"x,u,t” + <Y - f(x.u<t)> -

Istnieje stata y* ~ 0 i takie rozwigzanie y*”~ t*j réwnania

d HH (y*, y 19 ,x,u* (D),

\
TFY (1) x»X ()

2™ Poniewaz xn+~ () “ tj , a moment t w zadaniu tym Jest nie us-

talony, zatem w gtadkiej rozmaitosci X* zmienna x - przeoiega caty
09 rzeczywista.

28 Dowdéd,zod. Podatek matematyczny do paragrafu 3, twlerazeme 3.3
». 219.
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ze
A  ty*, JgM(t)V o
w kazdym momencie t £ [tg*l! ]
(B) max H(yo> y*(t) , x* (t) ,u,t) = H(y*, tfox * (t™M\u* (t), t)
u€u
w kazdym momencie te|t .0,

© Hy* y*Ie3=*(t) ,u“(t*) ,t*) =0,
O <If*(t1f),x - =0
dte ka?dec,o0 wektora Xx£ Jjt» y gdzie pxi,(t») "eb6t Pial02c™yEn« etycz-

ng do gtadkiej rozmaitosSci X1 w punkcie x* (t* )em

Uwaga. Jezeli w nieatacjor.arnym zadaniu (3.10) - (3.11) hamilto-
nian bedzie Linio tt funkcja sterowania, a zbidor sterowan u prostopadto-
Scianem postaci (3.8), to warunek maksimum (B) w twierdzeniu 3.5 mozna
za.tgpi¢ warunkiem typu (3.9).

3.3.2. ZAUANIE STEROWANIA OPTYMALNEGO Z KRYTERIUM CALKOWYM, USTALONYM
HORYZONTEM 1 SWOBODNYM PRAWYM KRANCEM - WERSJA STACJONARNA I
NIESTACJONARNA

W zadaniach rozpatrywanych dotac moment koncowy t~ w ktérym trajek-
toria stanéw wewnetrznych systemu wchodzidta do zbioru etanéw docelowych
X byt nie ustalony (byt jednag ze zmiennych decyzyjnych zadan), a wiec
nie ustalona byta ad hoc dtugo$é¢ horyzontu czasu T. Obecnie zatozymy, ze
horyzont T jest ustalony, tzn. ze dany Jest zardéwno jego moment poczgt-
kowy t  jak 1 moment koncowy th> t Nie bedziemy natomiast naktadac
zadnych ograniczen na stany systemu w momencie kohcowym t~. lInaczej mo-
wigc przyjmiemy, ze zbidér standéw docelowych X* m En.

Rozpatrzmy najpierw zadanie stacjonarne

max | fQ (x (t).u(t)) dt , (3.12)
T
X® = fx( ,u®) ,
u (t)tu , u€cC° [t (3.13)
x (tc) = x°
(T » [*,» JJ < moment t - ustalony).

OT wierdzenie 3.4.29 Jezeli proces (u*,x*) T Jest rozwigza-

niem zadania (3.12) - (3.13) z ustalonym momentem koricowym i swobodny”
prawym kr:ihcem tredektorli,to istnieje stata u/ > C i takie rozwlag-
zanie V" réwnania

Dowéd.zob. Dodatek matematyczny do paragrafu 3. twierdzenia 3.4.
s. 221
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d «rt (Vo* V (t) ,x.u*C«) )
3T Y(O P Ix-x,H(t)

2 warunkiem koncowym

My (L) = o,
ze
®) max I j ~ C - HQ@yE. IJF®).x*(r),u*(t)) -
u£u
= conat.
w kazdym momencie t6 T, gdzie
Htyo H/'x "u) “ Y OfOfx .uS+<Y " f(x«u)> o*

Niestacjonarne zadenlj starowania z ustilonym momentem koncowym 1 swo-
bodnym prawym krancem trajektorii

max fr (x(©) ,u(t). tHdt (3.14)

x() - fF(x(B),u(t),t)
u(t)eu, u6bC°[t], (3.15)
x(tQ) - x°

(T »|X0**iJ » moment tj - ustalony) Jejt réwnowazne z nastepujacym zada-
niem stacjonarnym z nie ustalonym momentem koncowyi

L

rajx J TfO(x(0,u(t).xn+1(t))dt, (3.74%)

x(t) - F(x(t),u(t),xn+1(t)).

Ir xn+1(t) " 1*

u(t)€u, ufeC°[tO0,t"J. (3.15%)

(x(t0) "xn#l (t0)) “ (x°"Co)>

(x(t1).xn+1(tl))e5? - {(x»xn+l) 5 X&E . xn+i” * j>

ktére otrzymujemy, przeprowadzajac rozumowanie szczeg6towo opisane w punk-
cie 3.3.1. 1 dowodzie twierdzenia 3.4 zamieszczonym w Dodatku matematycz-
nym (zadanie (2) - (3))-Zwazywszy na rownowazno$¢ zad.n (3.14) - (3.15),
(3.14 ) - (3.15 ) z twierdzenia 3.2, otrzymujemy nastepujace warunki op-
tymalnosci procesu (u*,x*)T w zadaniu (3.14) - 3.15).
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O Twierdzenia 3.5.~ Jezeli proces (u*,x*)T Jest rozwieza-
nibni niestacjonarnego zauunia sterowania (3.14) - (3.15) ze swobodnym pra-
wym krancem trajektorii,to istnieje stata w* >0 1 takie rozwiezenie

Y t réwnania

.
EAA S Rt £ 34 NpSlI X (D)

z warank Leni koricowym

A) y"(ti) » 0,
ta
(B) »%XUH( w* uT{t),x’ (t).u,t) - HCu , ?F). x*<t).u*(t),t)
u

w kazdym momencie t€T, gdzie Y>x.u-0 “YOF (*.u.0+
+< 1j/.f(X,u,t)> .=

Illwagi 1. W twierdzeniach 3.4( 3.5 bez ograniczen mozna przylaé

T: m >11

2°. Warunki optymalno$ci w stacjonarnym zadaniu sterowania z ustalonym
momentem kohcowym i swobodnym prawym kraricem trajektorii standw wew-
netrznych (twierdzenia 3.4, 3,5) réznie sie nieznacznie miedzy sobe.W za-
daniu stacjonarnym hamiltonian okreslony na procesie optymalnym jest sta-
+e funkcje czasu we wszystkich mo.nentach horyzontu T. Wkasciwojci tej nie
aa hamiltonian w zadaniu niestacjonarnym.

3°. Jezeli w zadaniach (3.12) - (3.13). (3.14) - (3.15) hamiltonian
bedzie linlowe funkcje sterowania, a zbiér sterowan U - prostopadtoscia-
nem postaci (3.8), wtedy warunek maksimum (B) w twierdzeniach 3.4, 3.5
mozna zastepie warunkiem typu (3 9).

3.3.3. ZADANIE STEROWANIA DOCELOWEGO (USTALONY MOMENT KONCOWY .SWOBOD-
NY PRAWY KRANIEC TRAJEKTORII STANCW WEWNETRZNYCH) - WERSJA STA-
CJONARNA I NIESTACJONAKNA

prze<stawionych doted zadaniach sterowania kryterium funkcjonowania

systemu bydo funkcjonatem postaci (3.3) w zadaniach stacjonarnych lub
(3.10) w zadaniach niestacjonarnych ,okreslonym na dopuszczalnych stero-
waniach i odpowiadajecych im trt jektorlach s*.anéw wewnetrznych. Obecnie

rozpatrzymy przypadek, kiedy kryterium jest linlowe funkcje stanu konco-
wego i 7stemu, tzn.

Dow6d pomijamy. Przebiega poaobrie. jak dowdéd twierdzenia 3.3.

31 Nietrudno zauwazy¢, ze jezeli para y’# ) spednia warunki (A).

(b), to spednie Je takze kazda para ( Aij/*, ~"~t), gdzie A>0. Wystarczy
przyje¢ A= 1/ W~ .
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$L(u,x)TI “<c,x(tx)> , (3-16)

gdzie c€EE" ¢ kK0, a x(tl) jest stanem wewnetrznym sytemu w momen-
cie koncowym t~ ustalonego horyzontu czasu T. Zadanie sterowania opty-
mt lrego z Kkryterium postaci (3.16) 1 swobodnym prawym krancei tr .”ektorli
stanéw wewnetrznych nazywamy daldj zadaniem sterowania docelowego 2.

Rozpatrzmy stacjonarne zadanie sterowania docelowego

max <c,x(tl)> , (3.17;

x(t) « F(x(t),u(t)),
u(t)6 U, u€ Cc°[t] , (3.18)
x(to) - X°
(T » [~.tj. moment koncowy 4* - ustalony). Zauwjzmy, ze

<c,x(tl)> « <c,x0>+J<c.f(x(t),u(t)) > dt.

Wobec tego, ze dooanie sta>ej do kryterium nie zmienia rozwijania, otrzy-
mujemy nastepujgce stacjonarne zadanie sterowania z kryterium catkowym,
ustalonym momentem kohcowym 1 swobodnym prawym krawcem trajektorii réwno-
wazne z zadaniem (3.17) - 3.18)s

max J < c,f(x(t),u(t))>dt, (3.17%)
" %o - Fx® u@),

u(t) e U, uEC® k] . (3.18")
x(tQ) - x°e

Warunki optymalnos$ci rozwigzania tego typu zadania podije twierdzenie
3.4. Przyjmujac oznaczenie (t) = (tJ + c, mozna zapisac¢ Je w postaci
nastepujacego twierdzenia.

O Twierdzenle 3.tj"3 Oezell pioces (u*,x*)T Jest rozwigza-
niem stacjonarnego zadaniaESterowania docelowego (3.17) - (3.18), to Ist-
nlsje takie rozwigzanie réwnania

ét 5 " 0X Ix-x ()

z warunkiem koncowym

(A) * c<

32 Faktycznie zadania tego typu stanowig podklase zaaan sterowanie do-
celowego (z liniowym kryterium wzgledem wspétrzednych wektora stanu kon-
cowego). W rozdziatach nastepnych bedziemy mieli do czynienia wytgcznie z
tego typu zadaniami sterowania docelowego.

33 Twierdzenie to otrzymujemy z twierdzenia 3.4, biorgc pod uwage roéw-
nowaznos¢ zaaan (3.17) - (3.18) i (3.17% - (3.18”) oraz przyjmujac y* -1
(por. uwage 1° do twierdzen 3.4, 3.5 na s. 43).
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z#
(B) max H( t), x*(t),u) « H*(t) ,x*(t),u*(t)) = const.
u€u
w kazdym momencie ttT, gdzie H(™,x,u) m<*_f(x,u)> .m

Podobng posta¢ maje warunki optymalnosci w niestacjonarnym zadaniu ste-
rowania docelowego:

»ax<c,x(tl)> , (3.19)

x() - fx(D.u(D),H),

ut) eu , u&C[td , (3.20)
xfto) - x°
ktoére otrzymujemy z twierdzenia 3.5, zastepujac kryterium (3.19) réwno-

waznym kryterium catkowym

max f<c,f(x(t),u(t),t)>dt

O Twierdzenle 3.7?’4 T Jezeli proces (uJF.x',)T jest rozwigza-
niem niestacjonarnego zadania sterowania docelowego (3.19) - (3.20), to
Istnieje takie rozwigzanie | réwnania

feU) -——- x=x"(t)

z w-irunkiem koricowym

(D)) - C.

(B) max H(e*(t),x*(t),u,t) «H(EJ*() x*(D) ,u*(t),D
ueu

w kazdym momoncie t6 T, gdzie H(,x,u,t) »<M, f(x,u,t

Uwaga. Jezeli w zadaniach sterowania docelowego (3.17) - (3.18),
(3.19) - (3.20) hamiltonian bedzie liniowg funkcjg sterowania, a zbior
sterowan U - prostopadtoscianem postaci (3.8), wtedy warunek maksimum
(b) w twierdzeniach 3.6, 3.7 mozna zastgpi¢ warunkiem typu (3.9).

3.3.4. MINIMALNOCZASOWF ZADANIE STEROWANIA - WERSJA STACJONARNA 1 NIE-
STACJONARNA

Rozpatrzmy najpierw zadanie stacjonarne, w ktérym wskaznikiem jakosci
procesu Jest czas przejscia od ustalonego stanu poczatkowego systemu Xx°
do zbioru szanéw docelowych X1. Proces optymalny charakteryzuje sie naj-
krotszym czasem dojsScia trajektorii ste.r3w wewnetrznych systfcmu do X1.

Twierdzenie to otrzymujemy z twierdzenia 3.5, przyjmujac y* = 1.
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Zadanie to zapisujemy w posraci nastepujacej:
it *le " (3.21)
x(t) » F(x(t),u(t)),

u(t)€U , ue C" [t0.tLJ. @3.22)

x(to" “ x°" x™MI™ € xi

(moment poczatkowy tQ Jest ustalony, nis Jest ustalony natomlaist moment
kocowy tj - zmionr. decyzyjna zadanlj).

Aby ustali¢ warunki, ktére w zadaniu spednle proces optymalny przed-
stawimy Je w nastepujacej roéwnowaznej postaci zwazywszy, ze kryterium
(3.21) Jest rownowazne z krytei ium mtx (10-t°

H
x /  (-1) dt , (3.21%)
©

przy warunkach (3.22}.

Warunki optymalnosci rozwiezania tego stacjonarnego zadania sterowa-
ni* z kryterium catkowym i nie ustalonym momentem koncowym podaje twier-
dzenle 3.2 (nalezy tylko przyje¢ fQ(x.u) - -1), a sted Juz nietrudno
otrzyma¢ warunki optymalnosci procesu (uU*,x*)r >]w wyjsSciowym zadaniu

minimalnoczasowy (3.21) - (3.22).

OTwlarazenle 3.8. Jezeli proces (u*,x*) 't Jest roz-
wlyzaniem stacjonarnego zadania minimalnoczasowego (3.21) - (3.22), to
istnieje takie rozwlyzanie VAt jroéwnania

Ir X-X*(t)

3

ze w kazdym mannicie t¢ LtO' 13

@y o
(B) max H(y"(t),x*(t),u) - H(C y*(t),x*(t),u (t)) - const. >0
u&u

© <F (LY . x-x*(t")> - 0
dla kazdego wektora Xx€Px*(t*). gdzie H(y.x,u) -<y,f(x,u)>, Pxv(t*j

Jest ptaszczyzny styczny do gtaskisj rozmaitosci X1 w punkcie x*(t*).l

Stosujyc tan sam zabieg, tzn. zastepujyc kryterium (3.21) kryterium
catkowym (3.21 ) w niestacjonarnym zadaniu minlmalnoczasowym
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»In , (3.23)

x(t) - f(x(t),u(D),t) ,
u(t)€U, u 6 C°[t0.tJ . (1i.24)
x(tQ) » x°, x(tbL)€ X1 ,
ofzymujomy nastepujgce warunki optymalnosci wynikajac* * twierdzenia 3.3.

“"JTwibérdzenie 3.9. Jezeli proces (u*,x*)£t Jeet roz-

wigzaniem niestacjonarnego zadania minimalnoczasowego (3.23) - (3.24), to
istnieje takie rozwigzaniey [ t*] réwnania

Iryc).-- jx,.Cl) .
ze w kazdym momencie t€ tto,t*i_lJ
®» /O KO0,

(B ma< HY*(D).x*(t).u.t) - HCF(® ,x*(1) ,u*(D) .0
ufcl

oraz

© Hy*("x*(t*),u (). t%) > 0.

@ <y*(t*).x-x*(r*)> -0
cua kazdego wektora xepx*(t»). gdzie H(y,x,u,t) -<Y,f(x,u,t)>
V ( t*) JO9T Pla izczyzn™ styczng do gtadkiej rozmaitosci X* w punkcie

x>(t";. =

Uwag 1. 1°. Jezeli zbiér stanéw docelowych ) zredukujemy do
punktu, X* - {x*j e wtedy zamiast warunkoéw trani.iers .inosci w twierdze-
niach 3.8, 3.9 pojawi sie dodatkowy warunek koncowy x*(t~) « X1. Uwaga
ta dotyczy takze wczesniej omawianych zad, n (z wyjatkiem zadania stero-
wania docelowego).

2°. Jezeli hamiltonian w twlbrdzeniach 3.8, 3.9 bidzie Ilhiowg funkcja
sterowania, a zbiér sterowan U - prostopadtoscianem postaci (3.8), wtedy
warunek mak*imum (B) mozna zastgpi¢ warunkiem typu (3.9).

3.4. Uwag' o dostatecznych warunkach optymalnosci rozwiazan
zadan sterowania optymalnego

rwierazenla sformutowane w tym paragrafie ustalajg jedynie warunki ko-
nieczne optymalnosci rozwigzan zadan sterowania. Warunki te nusza spet-
nia¢ proce, y optymalne cho¢ nie Jest wykluczone, ze beda Je spedniac row-



48

niez niektére inne procesy dopuszczalne. Jezeli zatem rozwigzujac zada-
nie sterowania optymalnego, znajdziemy proces dopuszczalny spedniajacy
warunki optymelnosci, to nie musi on, og6lnie rzecz biorac, byc¢ autora-
tycznie procesem optymalnym. Przedstawione twierdzenia pozwalaja tylko na
wyodrebnienie w zbiorze procesow dopuszczalnych wigzKi proceséw ,podej-
rzanych” o to, ze moga one by¢ procesami optymalnymi. Nie sg  wykluczone
takie szczegélne przypadki, kiedy pewne zadania sterowania optymalnego
w og6le nie beda middy rozwiazanie. Tak wj.ec, $cisle rzecz biorac, nale-
zatoby kazdorazowo przeprowadza¢ dodatkowe badania pozwalajgce " stwier-

dzi¢ istnienie rozwigzania zadania sterowania optymalnego. Wykraczajg one
poza ramy ksigzki. W nastepnych rozdziatach rozwigzujac konkretne zadania
sterowania optymalnego wzrostem zaktadamy ze

Hipoteza (H). Omawiane w ksiagzce zadania
sterowania optymalnego wWzrostemnm maj
rozwigzaniu.

Wystarczy wtedy ustali¢, ze istnieje tylko Jeden proces dopuszczalny
spedniajacy warunki optymalnosci. Proces taki bedzie rozwigzaniem zada-
nia sterowania optyma!pggo. Wy+qczg§e z takimi nadaniami bedziemy mieli

do czynienia dalej .



Rozdziat Il

OPTYMALNE TRAJEKTORIE WZKOSTU W MODELACH
JEDNOSEKTOROWYCH

Modele Jednosektorown sg najprostszymi modelami wzrostu. Opisuja po-
wigzania miedzy kilkoma podstawowymi zmiennymi-agregatami, Jak dochdéd nn-

rodowy, trwaty majatek produkcyjny, inwestycje, konsumpcja. Trjdycyjnia
dzielimy Je na modelu Jedno-i dwuczynnikowe. W paragrafach 4,5 zajmujemy
sie zagadnieniem optymalnego podziatu docnodu narodowego nha inwestycje

(akumulacje) i konsumpcje (cze$¢ docnodu narodowego przeznaczong na Spo-
zycie) w modelach Jednosektorowych Jednoczynnikowych. N modelach tych za-
ktadamy, ze Jedynym czyrnikiem produkcji, od ktorego zalezy wielkos¢ wy-
twarzanego dochodu narodowego Jest trwaly majatek produkcyjny. Poniewaz
nie uwzglednia sie w nich explicite drugiego podstawowego czynnika pro-
dukcji, Jakim Jest praca, wiec modele te mozna uzna¢ za obrazy takiej gos-
podarki, w ktérej warunki techniczne produkcji Jednoznacznie okreslaja
niezbedny poziom technicznego uzbrojenia pracy (proporcje miedzy majat-
kiem i1 zatrudnianiem;, a zasoby pr-.cy sg na tyle obfite, iz wystarcz ijag
na uruchomienie i eksploatacje kazdego majatku produkcyjnego. Kryterium
wzrostu Jest maksymalizacja konsumpcji (paragraf 4) lub konsumpcji przy-
padajace/) Srednio na osobe w ustalonym okresie czasu (paragraf 5). W mo-
delach oinawianycn w paragrafie 4 brak zatozehn o preferencjach konsump-
cyjnych spoteczenistwa w poszczeg6lnych momentach czasu. Pojawiajg sie one
w paragrafie 5, gdzie formutujemy dodatkowe warunki dotyczgce minimalnego
poziomu konsumDCji w kazdym momencie ustalonego OKresu czasu. W paragra-
fie 6 rozpatrujemy zagadnienie opryn >Inego podziatu dochodu narodowego
na Inwestycje i konsumpcje w modelach Jednosektorowych dwuczynnikowych, w
ktérych zasoby jednorodnej pracy stanowig drugi - obok trwatego majatku
produkcyjnego - podstawowy czynnik produkcji. W modelach tych zaktadamy,

ze o0 rozmiarach produkcji decyduja ograniczone zasoby obu czynnikéw.

We wszystkich modelach wzrost trwatego majatku produkcyjnego uzalez-
niony Jest od wielkosci wytworzonego dochodu tarooowego 1 sposobu jego
podziatu na inwestycje 1 konsumpcje, wysoki udziat inwestycji w dochodzie
narodowym powoduje szybki wzrost majatku produkcyjnego i1 dochodu w przysz-
+osci. Wzrost taki odbywa sie jednak kosztem biezacej konsumpcji,albowiem
zwiekszenie udziatu inwestycji w dochodzie narodowym oznacza zmniejszenie
udziatu konsumpcji. Niski udziat Inwestycji w dochodzie narodowym, 9 wiec
wysoki udziat konsumpcji, przyczynia sie z kolei do wolnego wzros‘u ma-
jatku proauKcyj nego i dochodu, a wi”c posrednio takze konsumpcji .
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Y rozdziale tym wyjasnimy. Jak przy réznych ztuozeniach o dopuszczal-
nych proceaec*. wzrostu przsbiegatby w gospodarce podziat oochodu narodo-
wego, gdyby planista przy ustalaniu przyszdych 6cietek zrostu pojstawo-
wych zmiennych ekonomicznych Kkiarowtat sie kryl rlum maksymalizacji kon-
sumpcji. Zaréwno w modelach Jedno :zynnikowych Jak i dwuczynnikOr/ych ana-
liza optymalnych proceséw wzrostu wskazuje na istnienie pewnych prawidto-
wosci (regut) takiego podziatu. Procesy podporzadkowana tym regudom prze-
biegaja okresowo w otoczeniu stanéw gospodarki w roznego typu réwnowagach.

§ 4. OPTYMALNY PODZIAL DOCHODU NARODOWFGO W JEDNOCZYNNIKOWYM
MODELU W/ROSIU

|
4.1. Podstawowe zatozenia

Ustalmy przedziat czasu (horyzont) T * 0< to< <.+« .

Zmiennymi modelu w po=zczea6élnych momentach t€ T se: trwaty majatek pro-
dukcyjny m(t) (zaséo, wymiar: zt), wytworzony dochdéd narodowy y(t),inwes-
tycje proaukcyjne brutto i(t), netto J(t). konsumpcja c(t) (strumienie,
wymiar- z4/R, R - ustalona Jednostka czpsu, np. R * 1 rok) oraz wskaznik
efektywnosci .n&Jetku produkcyjnego a<t) (odwrotno$¢ wspoédczynnika kapita-
Yochtonnraci, wywiar: 1/R). Parametrami se: wskaznik wycofywanej z eks-
ploatacji czesci majatkil”™ oraz stopa wzrostu efektywnosci madetkuv(or.a
parametry maje wymiar: I1/R). Wszystkie zmienne i parametry se rzeczywiste.
Warto$ci parametrow u, ) oraz wskaznika a(t) se w horyzoncie czasu T
ustalone, przy czym

VZatozenie 4.1, (1) a(t) » a°%e"? "t_to~ w kazdym momencie teT,
a° > 0, (ii) 0<V4n<l1 .4+

Warunek (i) j«st zatozeniem o rosnacej efektywnosSci majatku produkcyj-
nego. Uzasadnienie drugiego warunku podamy poézniej.

Wezmy dowolny przedziat czasu tl,tjQT. W catym rozdziato zaktadamy,
ze wielkos¢ trwatego majatku produkcyjnego w momencie t jest rowna je-
go wielkosci w momencie 'C powiekszonej o cze$S¢ nowo wytworzong w okresie

1 Przedstawiamy tu z pewnymi modyfikacjami model, ktéry od nazwisk
autoréw nazywany bywa modelem Domara-H irrodé por.E.D. O omar 1165 -
a takze R. Allen [M rozdz.3, Z. Cz prwingd8kl 11
rWdz ,2, 3. Tinbergen HC. Bos 9] rozdz.2 oraz praca
[34) rozaz. 13.

2 Nxe przesgdzamy, z jakiego okresu pochodzi wycofywana z eksploata-
cji cZPS¢ majatku produkcyjnego.

3 W tej postaci zatozenie to obowigzuje tylko w punktacn 4.1, 4.2.
W pozostatych punktach paragraf-fcjdiiemy zaktada;, ze w catym horyzoncie
czasu T efektywnos¢é majatki fieao Jest stata.
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(t,tl, ktérg utozsamiamy z inw3stycjami produkcyjnymi netto poniesionymi
w tym okresie:
t
m(e) - wad+ [ i0ya 9

Zwazywszy na definicyjng roéwnoscé
J(B) » i(t)- pIvt)

uh rymujemy roéwnanie wzrostu majatku:
it

m(t) =m()+ 1 (1 (6))d9o. “4.1)
=
Mejatek produkcyjny jest w modelu jedynym czynnikiem produkcji, a za-
lezno$¢ a>ieazy Jego wielkosciag i wiolkosclg docnodu narodowego wytwarza-
nego w poszczeg6lnych momentach czasu opisuje llniona (Jednoczynnikowa)
funkcja produkcji

y(t) » aCtm(t) .. 4.2

Zaktadamy, ze ustalona Jept poczatkowa wielko$¢ majatku produkcyjnego
(w momencie tQ)

m(t0) m m°>0 , (4.3)

oroz, ze inwestycje (brutto)”™ w zadnym momencie czasu t €T nie prze-
kraczaja dochodu narodowego:

0< (D)< y® . (4.4)

Nie Drzeznaczong na inwestycje cze$é dochodj narodowego

c( = y(H)-i(o (4.5)

nazywamy konsumpcja.

Warunki (4.1) - (4.5) uzalezniaja wzrost dochodu narodowego i konsump-
cji od wielkosci majatku produkcyjnego i inwestycji. Trudnosci oblicze-
niowe w tym uktadzie sprawia warunek (4.4). Wyjasnimy to blizej.

Wazmy na przyktad nieujemna, przyr.ajmniej przedziatami ciagta funkcje
wzrostu inwestycji iT » {(t,i(t)),te t] (i£C° [t])- Rozwigzaniem row-
nania catknwego (4.1) z warunkiem poczatkowym (4.3" bedzie woéwcza3 cig-
gta, wszedzie dodatnia funkcja mT » |(t,m(t)),t6 t] wzrostu majatku pro-
dukcyjnego z wartosciami

m(t) « m°e”V Mt_to™M+ J e i(e)de,
10
4 Blizsze oméwienie warunkéw maten.atycznych naktaoenych na funkcje
opisujace przebieg zmiennych ekonomicznych modelu odkiadamy do punki u
4.2.

~ W dalszym ciagu inwestycje produkcyjne brutto nazywamy kroétko inwesc
tycj ami .
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ktérej odpowiada na oodsrawle (4.2) cingdfc, dodatnia funkcje. yT -
= | (t,y(t)).,t€T| wz-ostu dochodu narodowagu,
t

y(t) * y°[a(t)/a®] e" "M t-to<- j a(t)s~ t-67i(S) de

gdzie yJ = a°m°. Funkcje wzrostu konsumpcji cT m <(t,c(t)) .t£T } otrzy-
mujemy z réwnania (4.5). Warunki (4.i; - (4.5) pozwalajg wyznaczy¢ funk-
cje mT, yT, cT w zaleznosci od postaci funkcji i r> Postulujac okre-
Slong funkcje 1*. nie mamy Jednak pewnosci, ze bedzie ona spedniata wsze-
dzie na T warunek (4.4). Po jej wyborze moze okaza¢ sie, ze uktad wa-
runkéw (4.1) - (4.5) bedzie sprzeczny. Aby t*go unikneé,nieréwnos¢ (4.4)
zastgpimy roéwnaniem

i(t) - s(Hhy() . (4.6)
oraz warunkiem
s(t)€[o,1J , s£C° [t3 . (4.7)
Wspoétczynnik s(t) okresla udziat inwestyciji w do-
chodzie narodowym w inmenci t (stopa Inwestycj i .wiel-

koS¢ niemisnowana ).

Nietrudno wvkazac, ze przy tych samych pozostatych zatozeniach w kla-
sie C°[TJ przedziatami ciagtymi funkcji wzrostu inwestycji i- warunek
(4.4) jest rownowazny z (4.6) - (4.7). Rzeczywiscie, Jezeli funkcje 1T,
mT, yT, cT spedniajg warunki (4.1) - (4.5),wtedy z (4.4) urynlka ze I(t)«
= s(t)y(t) Jla p=wnej TFfunkcji ST »e(t,s(t)),ttTi z klasy C°[t] z war-
tosciami w [o,1J. Zatem z (4.4) otrzymujemy (4.6) - (4.7). Zakbézmy teraz,
ze fTunkcje 1T, mT< yT> cT> sT spedniajg warunni (4,i) - (4.3), (4.5 -
- (4.7). Wystarczy pokaza¢, ze funkcja yT Jest dodatnia i ciegta. Wtedy
funkcja iT bedzie nieujemna i przynajmniej przecz, ifami ciaggta na
podstawie (4.6) - (4.7) oraz i(t)<ly(t) w kazdym momencie czasu t£T.
Rozwigzaniem roéwnania catkowego (4.1) z warunkiem poczatkowym (4.3) po
uwzglednieniu (4.2), (4.6) jest ciaggta, dodatnia funkcja m-p

t
mn® = n°exp ) (a(@)s(9)-p.) d e . (4.8)
o]
Przy zatozeniu 4.1 funkcja yT Jest ciggta 1 dodatnia na podstawia

4.2).

W dalszym ciagu zamiast uk#adu warunkéw (4.1) - (4,5) rozpatrywaé be-
dziemy réwnowazny uktad (4.1) - (4.3), (4.5) - 4.7). Oego rozwigzaniem sg
dodatnie funkcje wzrostu majatku produkcyjnego mT i dochodu narodowego
yT oraz nieujemni Ffunkcje wzrostu inwestycji iT 1 konsumpcji cT> oapo-
wiadajgce danej funkcji udziatu inwestycji w dochodzie na™ocowyit sT. Ze-
rowg wielkos¢ Inwestycji w momencie czasu t otrzymujemy przyjmujac
s(t) » 0. Wszedzie, gdzie s(t) - 1 otrzymujemy zerowg wielko$¢ konsump-
cji.
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4.2. Optymalny podziat dochodu narodowego w modelu z Drzedziatami
ciagtymi trajektoriami inwestycji

4.2.1. SFORMULOWANIE ZADANIA STEROWANIA OPTYMALNEGO

N punkcie tym zaktadamy, ze funkcje udziatu inwestycji w ooCkiodzie na-
rodowym 8p naieze do klasy C°[t] ffunkcji przedziatami ciegtych na T
o skonczonej liczbie punktéw nieciegtusci pierwszego rodzaju na Int T, w
punktach nieciegtosci ciegtych prawostronnie; zob. paragraf 1, punkt 1.3).
Z (4.1) uwzgledniajac (4-2), (4.6), otrzymujemy roéwnanie catkowa

K
m(t) = nft;)* 3 (a(e)s(S)- MHMm(8) d 9 ,
=
ktérego rozwigzanie mT dla kazdej pary momentéw czasu T>.tE[T spedni a
warunek
t
a(t) m m(t)axp 3 (a(B)s(S)- p) d 0O . 4.9
%

Z zatozenia funkcjL afcCi”] , zatem funkcja m6 L t] zwazywszy, ze

w6 C°[t]. Z (4.2), (4.5), (4.6) otrzymujemy ponadto réwnanie

c(t) = a(t)(1-8(t))m(t). (4.10)

Réwnania (4.9) Jest przeksztatceniem stanéw wewnetrznych, a roéwnanie
(4.10) - przeksztatceniem wyjscia gtadkiego (Jednowymiarowego) syst.emu
dynamicznego w sensie aefinicji 1.1 - 1.3. Horyzontnm jest przedziat cza-
su T a [*@> 1J> stane.n wewnetrznym w momencie czasu t£T - wielko$¢ ma-
jatku produkcyjnego m(t), sterowaniem - wskaznik udziatu inwestycji w
dochodzie narodowym s(t), stanem wyjscia - wi&lkos¢ konsumpcji c(t).
Zbiorem sterowan jest przedziat O.I"E1 dopuszczalnych wartosci wskaz-
nika udziatu inwestycji w dochodzie narodowym. TrJjektorie sterowan s\
se funkcjami z klasy C°[t] =z wartosciami w |O 1j. Trajektorie stanéw
wewnetrznych mj. naleze do klasy funkcji C*[tJ, trajektorie standw wyjs$-
cia - do klasy funkcji <°[t] . Trajektoria mT wtedy i tylko wtedy spet-
ni réwnanie (4.9), Jezeli bedzie rozwiezaniem (w sensie catkowym) réwna-
nia rézniczkowego

m() - @MsO-jANT) . (4.1

Zgodnie z terminologie przyjete w paragrafie 1 o parza réwnan (4.11),
(4.10) méwimy, ze opisuje funkcjonowanie gtadkiego (Jednowymiarowego,nie-
stacjonarnego) systemu dynamicznego.

Interesowa¢ nas bedzie taka praktycznie ciekawa sytuacja, kiedy efek-
tywnos¢ majetku produkcyjnego jest wyisza od wskaznika wycofywanej z ek-
sploatacji czesci majetku (dopiero przy tym zatozeniu letnieje dodatnie,
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rosnace rozwijania réwnani* (4.11) z warunkiem poczatkowym (4.3), a wiec
mozliwy Jest réwnomierny wzrost majatku produkcyjnego z dodatnig edopg).
Przy zatozeniu 4.1 warunek ten ozracza, ze

Vzatozenie 4.2. Y

WeZpy trajektorie sterowan »I1 C°[t] , Przez rozwigzanie roéwnania
(4.11) z warunkiem poczatkowym (4.3) rozumiemy ciagta,przedziatami réz-
niczkowalng funkcje mT spedniajaca to réwnanie wszedzie na T poza
punktami nieciag%oé(&i strowaiua e,, przechodzaca przez btan n w momen-
cle poczatkowym t . Réwnan.j to spednia warunki twierdzenia 1.2, zatem
rozwigzanie takie istnieje i Jes* okreslone jednoznacznie.

Mozemy teraz przej$¢ do uzasadnienia warunku (ii) zatozenia 4.1. Roz-
wigzujac roéwnanie (4.11) z warunkiem poczse ;!:omym (4.*5) i zerowym udziatem
inwestycji w dochodzie narodowym (s(t) - 0 w kazdym momencie czasu t£T),
otrzymamy malejgca funkcje mj.:

m(t) » m°o”N t-to

Gdyby stopa V byta wyzsza od wskaznika , wtedy przy zatozeniu 4.1 (i)
z (4.2) otrzymaliby$my rosngca funkcje yT w poataci
y(t) - y°e<*-"t-t0)

i wiec bez warunku (ii) bydby mozliwy wzrost dochodu narodowego przy zd-
rowych Inwestycjach, czego nie obserwuje sie w reainej aosDodarce.
Oznaczmy przez )

i

$[(s.m)T]= J a(t)(I-s(t))m(t)dt

T

wielkos$¢ konsumpcji w horyzoncie T (por. (4.10)). Interesuje nas ootymal-

ny podziat dochodu narodowego z punKtu widzenia tego kryterium, tzn. roz-

wigzanie nastepujacego zadania sterowania optymalnego:

max J a(t)(I-s(t))m(t)dt, @ 12)
T
m(t) - (a(t)s(t)-jymft),

s(t)€[o0,13 , s€C°[t] , (4.13)
m(to) » mJ,

gdzie m°>0 oraz efektywnos¢ majatku aft) = ™“Mexp jv(t-t "j . Pare funk-
cji (s,m)T spedniajacych warunki (4.13) nazywamy dopuszcze 1-
nym procesenm wzrostu w zadaniu (4.12) - (4.13),

Funkcje &T w dopuszczalnym procesie (s,m)T nazywamy steiowanlem <do-

f Dor. uwagi o rozwigzaniach réwnan rézniczkowych w paragra*ie ]
punkt 1.3.



55

puszczalnya, funkcje mT - dopuszczalny trajektorig majatku produkcyj-
nego, a odpowiadajace im zgodnie z (4.2), (4.6), (4.10) funkcje yT, 1T>
cT - dopuszczalnymi trajektoriami dochodu narodowego, inwestycji i kon-
sumpcji. Proces wzrostu (s*,«*)T bedacy rozwiewaniem zadania (4.12) -
-(4,13) nazywamy optymalnym procesenm wzrostu,
h* nazywamy sterowaniem optyn.alnym, - optymalny trajektorig majytku
prsdukcyjneyo. Trajektorie y¥, 1i*, c* odpowiadajace procesowi optymal-
nemu nazywamy optymalnymi trajektoriami, dochodu narodowego, iInwestycji i
konsumpcj i .

O Twierdzenie 4.1.7 Rozwigzaniem zadania (4.12) - (4.13)
przy zatozeniach 4.1, 4.2 jest proces (@ ,m)". nastepujacej postaci:8

* f1 dla tE£ [t,.t)
e*(t) li | Jr°
[0 dla t£ [C.tjJ ,

rmeennt”N dla tf£ [t .©)
m*(t) - J
Imr-Cje"~r*-~ dla te[t,t],

gdzie g(t) = (a°/Vv) (e” t-tor-1)-p(t-tQ). Jezeli horyzont T Jest dtugi
(wystarczy, by |T| = t1-tQ>0 = Q\?-ri)-1In[l1+(v-p,)/a°J _woéwczasteint T.
Oezali horyzont T jest krotki ([|c]”9), wtedy tQ i proces optymalny
redukuje sie do postaci:

s*(t) =0, m*(t) = fI"~"t_to)

w kazdym momencie tE£T .m

4,2.2. CHARAKTERYSTYKA ROZWIAZANIA

Trajektorie dochodu narodowego, inwestycji i konsumpcji odpowiadajaca
procesowi optymalnemu (s*,ir*)T otrzymujemy z (4.2), (4.6), (4.10). Jeze-

li horyzont T Jest krotki, wtedy maksymalny wielko$¢ konsumpcj. uzys-
kujemy, wstrzymujac catkowicie Inwestycje, rt rezultacie obserwujemy spa-
dek wielkosci majytku produkcyjnego. Przy zatozeniach 4.1, 4.2 mbleje
takte dochdéd narodowy 1 konsumpcja.

W ddugim horyzoncie czasu pojawiaja sie dwie fazy wzrostu. W fazie
pierwszej - inwestycyjnej - caly wytworzony dochdéd narodowy przeznaczo-

ny zostaje na inwestycje. Majrtek. produkcyjny i dochéd na”oaowy w tym
okresie ozybko rosng. Konsumpcja utrzymuje sie na zeiowym poziomie.

1

;4Dowéd,zob. Dodatek maten.afyczny do paragrafu 4, twierdzenie 4.1
S. .

r
Przyjmujemy, ze [t X ) =0 (zbidér pusty). Jezeli tO =t
u

N
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U fazie drugiej - konsumpcyjnej - nastepuje gwattowne wstrzymanie inwes-

tycji, a dochdéd narodowy przeznaczony zostaje w catosci na spozycie.wsku-
tek czego majatek produkcyjny i dochéd zaczynajg male¢ (rys.4.1),

Rys.~.i. uprymainj trajektoria majetku u odukcyjnegu - rozwigzanie
zadania (4.12) - (4.13) * dtugia horyzoncie czasu

Nierealno$¢, takiego rozwigzania Jest oczywista. W rzeczywistosci zad-

na gospodarka nie wytrzymataby tt,k gwattownego skoku inwestycyjneg(
(przejsciu od fazy inwestycyjnej do fazy konsumpcyjnej towarz™jzy gwat-
towny spadek udziatu inwestycji w dochodzie narodowym z 1 do 0), ni(

itéwiec Juz o tym, ze w realnej gospodarce niemozliwe jest ani catkowit<
wstrzymanie inwestycji, ani konsumpcji.

Rozwigzanie jest naturalnie tylko wnioskiem pd4ynacym z przyjetych za-
+ozen o mechanizmie funkcjonowania i wzrostu gospodarki. W punktach 4.3,
4.4 przyjrzymy sie ponownie tym zatozeniom i pokazemy, Zze nierealne roz-
viezanie zagadnienia optymalnego oodziatu dochodu narodowego Jest wyni-
kam Jego niepoprawnego - z ekonomicznjgo punktu widzenia - eforirutowa-
nia. Wyjasnimy takze, przy jakich zatozeniach, nawigzujac dc warunkow
(4.1) - (4.5), mozna otrzymaj rozwigzaniu tego zaeadnlania ,,rozsgadna” w
iwietle naszej wiedzy o wzroscie. Przedtem zajmiemy sie pewnymi asympto-
tycznymi whasciwosciami optymalnych proceséw wzrostu w nadaniu (4.12) -

- (4.13) oraz krotko omoéwimy Jego dwa przypadki szczegélne.

4.2.3. ROWNOWAGA X STABILNOSC OPTYMALNYCH PROCESOW WZROSTU

Stwierdzilismy, ze para réwnan (4.9) - (4.10) opisuje funkcjonowanie
gtadkiego systemu dynamicznego, ktérego stanem wewnetrznym w momencie cza-
su t jest wielko$¢ trwatego majetku produkcyjnego m(t), sterowaniem -
- wskaznik s(t) udziatu inwoetycji w dochodzie naroaowym, stanem wyjs$-
cia - wielko$¢ konsumpcji c(t). W rozdziale 1 (pa-agraf 2) przedstawi-
lismy pewne koncepcje matematycznego sformutownnia pojecia roéwnowagi (dy-
namicznej) bedacej uogblnieniem klasycznej definicji réwnowagi (statycz-
nej) w takich systeuach. Uznalismy bowiem, ze wywodzace sie z techniki
tradycyjne pojecie réwnowagi Jako pewnego stanu .spoczynku” systemu, na
<téry nie dziataja zddne bodZce zewnetrzne (zerowy impuls wejs$ciowy) nie
adzwierciedla istoty réwnowagi ekonomicznej. Mozna sie o tym przekonaé¢
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i.awbl: na przyktadzie naszego prostego moaelu wzrostu. Aby gospodarka zna-
lazta sie w réownowadze w jej klasycznym rozumieniu, powinna osi”gneé¢ ta-
ke wielko$¢ majetku produkcyjnego m (stan wewnetrzny systemu), Dy w kbz-
aym momencie czasu t6&T spstniony byt waruntk

(zob, parayraf 2, punkt 2.1, wzér (2.i); przeksztakcenie standéw wewnetrz-
nych ip ma posta¢ (4.9)). Warunek ten zachodzi tylko dla m = 0 (zerowy ma-
Jetek, zatem zerowy dochéd, konsumpcja i inwestycje). Tak rozumiany stan
réwnowagi nie moze sie pojawi¢. Oznaczatoby to bowiem unicestwienie gos-
podarki .

Popatrzmy teraz, jake posta¢ bede miaty procesy wzrostu gospodarki w
O-rownowadze w sensie definicji 2.1 gdy przyjmiemy, ze interesujece nus
ceche gospodarki w tekiej roéwnowadze (6-niezmiennikiem) j~st stata stopa
wzrostu konsumpcjig, zatem

6(m,c) = &c = c’ - = tonst .

Zgodnie z definicje 2.1 gospodarka z funkcje udziatu inwestycji w docho-
dzie narodowym - sterowaniem ST, trajektorie majetku produkcyjnego mT i
trajektorie konsumpcji ¢T bedzie w takiej 6- roéwnowadze (w horyzoncie

czasu T), Jezeli: (i) sterowanie oraz tri”~ektoria majetku produkcyjnego

i konsumpcji bede gtadkLe tzn, ,m,c € iT (warunek ,regularnosci™ pro-
cesu wzrostu), (ii) stopa wzrostu konsumpcji w catym horyzoncie czasu T
Dedzie stata, “7.(t)“ conste Umowimy sie, ze Jezeli trajektoria pewnej

wielkosci ekonomicznej, np. konsumpcji, bedzie tozsamosSciowo roéwna zeru
w pewnym okresie, to stopa wzrostu tej wielkoSci tez wyniesie zero w tym
okresie. Formalnie oznacza to, ze w takich przypadkach przyjmiemy: ~ m O.
Wskazemy dwu typy proces6w wzrostu w takiej roéwnowadze.

(D)) Przez (s,m)T,ET oznaczymy te procesy wzrostu i odpowladajece
trajektorie konsumpcji Apedniajece warunki (i), (ii), w ktoérych majetek
produkcyjny rosnie z maksymalne stope

eS(t) mir "(t)* = a®s®-u- Za;[gi(]t)s—p) -

w kazdym nomencie czasu tfcT. Se to procesy nastepuje 9j postaci:

S(t) m1, m{t) » m* exp (aIJN\?)(e Con-1)- ~"ét*~0)} > (4.14)

Hor. parayraf 2 punkt 2.2. Iléwiec o statej stopie wzrostu Konsump-
cji, nie przesglza.ny Jej znaku. Koze ona b/c zaréwno dodatnia, ujemna,Jak

i réwna O.
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gdzie i° Jeet dowolng dodatnig wielkoscig majatku produkcyjnego w mo-
mencie poczatkowym to> Odpowiada im trajektoria konsumpcji ¢T,

¢(t) =0 4 .15;

w kazdym momencie czasu t6T, u wobec tego "E(t) « 0 na T. Jest to
przypadek ,,zdegenerowancj" roéwnowagi, w ktdérej zachodzi wzrosc majatku
przy zerowym pozionie konsumpcji. Cho¢ sytuacja taka z ekonomiczr.ego pun-
ktu widzenia jest nierealna, warto zauwazy¢, ze zgc-dnie z zatozeniami mo-
delu gospodarka moze rozwija¢ eie przy zerowej wielkosci konsumpcji,a za-
tem roéwnowaga taka Jest dopuszczalna z punktu widzenia za-
+ozen modelu (co wiecej, whasnie przy zerowej konsumpcji majatek i do-
chéd w gospodarce takiej rosng najszybciej).

() Przez ( ,m)T oznaczymy te procesy w G-réwnowadze ze statg stopa
wzrostu konsumpcji, w ktérych stopa wzrostu majatku produkcyjnego Jest
minimalna:

6 m(t) " HF "(t)” TATT * "K* min _ (a(t)s-H) >

a6 [0.1]

w kazdym momencie czasu t€T. Maja one postaé¢ nastepujaca:
&(t) « 0, m(t) « m°e” " t-to”, (4.16)

gdzie m° jest dowolna dodatnig wielkoscig majatku produkcyjnego w mo-
mencie poczatkowym to< Odpowiada im trajektoria konsumpcji cT,

Sft) - .0S°e<*->A>}t-to>" 4-17>

ze stopg wzrostu ~"E(t)* M w kazdym momencie czasu t£T. W G -réwno-
wadze tej postaci nastepuje rownomierny spadek wielkosci majatku produk-
cyjnego na skutek wstrzymania inwestycji (1(t)» 0).

Wréémy do rozwiazania zadan (4.12) - (4.13). Widzimy, ze w kroéotkim ho-
ryzoncie T optymalna trajektoria majatku produkcyjnego m* Jest jedna

z trajektorii majatku w postaci (4.16) w G-réwnowadze typu (B)- Jezeli
horyzont T Jest diugi, wtedy optymalna trajektoria majatku produkcyj-
nego w fazie pierwszej - inwestycyjnej - Jest tozsama z jedng z trajek-

torii majatku w <B-réwnowadze typu (A), a w fazie drugiej-konsumpcyjnej -
- z Jedng z trajektorii w O -rownowadze typu (B) (Rys.4.2.a,b). 0 niena-
turalnej postaci zaréwno procesu optymalnego. Jak i proceséw wzrostu w
6-rownowadze zadecydowaty odbiegajace od rzeczywistosci zatozenia modelu,
Oo zatozen tych wrécimy w punktach 4.3, 4.4.

Zdefiniujemy Srednig stope wzrostu majatku produkcyjnego (w horyzoncie
c:casu T) w optymalnym procesie (s*,m*)T:

6]4 mitr J -at-f*** sHT dt (4.1B)

T



59

Rys.4.2. Trajektorie majatku produkcyjnego w (5-réwnowagach oraz
optymalna trajektoria (a; w kréotkim horyzoncie czasu, (b) w ddugin
horyzoncie czasu

orar Srednig stop.: wzrostu majatku w procesie (i,m)T w G-i 6wnowadze ty-
pu (A):

F o W dt (4.19)
OT wi erdzenie 4.2.10 Jezeli d3ugos$¢ horyzontu czasu
IT|—* + 00 , to (i) dtugosé¢ fazy inwestycyjnej w proce” ie optymalnym

X- t —» +oo0 . (i) réznica ;S *- bﬁH_II Srednich stéop wzrostu majatku pro-

dukcyjnego w procesie optymadnym i w O -réwnowadze typu (A) maleje asym-
ptotycznie do zera. m

Jezeli efektywnos¢ majatku produkcyjnego rosnie (a(t) » a°exp™\?(t-to’j,

V>0). to 6 % 'ét_u'- . przy T + 00 . Natomiast jezeli efektyw-

13 Dowdd.zob.Dodatek matematyczny do paragrafi 4, twierdzenie 4.2 _
a. 227. Warunek (li) spedniaja takze trejektorie dochodu narodowego YT .yT*

Przy |t|-« + 00 Srednia 6topa wzrostu konsumpcji w procesie optymalnym
spada do zera (jest zbiezna do stopy wzrostu konsumpcji w O -réwnowadze
typu (A)).- 1
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nos¢ majatku bedzie stata (V=0, a(t) = a = const;zob. p 4.2,4 ), wtedy

6- * a- u>0. Bedzie to maksymalna stopa, z Jakag w gospodarce takiej

moze roang¢ majetsk. Wéwczas, zgodnie z twierdzeniem, lim o6ém* » a-
jrk+oo

czyli w miare jak rosnie dtugos¢ horyzontu czasu T, Srednia stopa wzrostu

majatku w procesie optymalnym zbliza sie asymptotycznie do maksymalnej

stopy, z Jaka majetek moze w og6le rosne¢ w gospodarce.

4.2_4_. DWA PRZYPADKI SZCZEGOLNE. ZauANIA (4.12) - (4.13)

(A) Stata efsktywno$é¢ majatku (a(t) » a » const.> y.). Przy tym zato-
zeniu mo«ient ,,przelgczenia" sterowania optymalnego (z 1 na 0)
X- max {0,t~-0} , gdzie B = ~"-1lIn[a/(a-p)]- Oezeli horyzont czasu T
Jest kréotki (| ~8), wéwczas rozwigzaniem zaoania jest proces (8*m*)T,

S*(t) = 0. mMft) - m°e- x(t-to)

W ddugim horyzoncie czasu ( |T|>6) pojawiaja sie dwie fazy wzrostu(pierw-
sza - iInwestycyjna 1 arj”a - konsumpcyjna) 1 rozwigzaniem zadania Jest
proces (s* ,m*)T:

1 dla t£ to,t) ,
s*(t)
0 dla te [t ,* ],
moe (a-K) (t-to) Qla N 0iX)
m*t t)
dla t€ [t,rtJd

gdzie T> ti”S”>to” W procesie tym diugos¢ fazy konsumpcyjnej nie zalezy

od dkugosci horyzontu czasu T. Przy |T }=+00 ros$nie dtugos¢ fazy in-
westycyjnej .

(B) Statu efektywno$¢ majatku; majatek nie zuzywa sie (aft) «a =
* const.>0,”= 0)11. Rozwigzaniem zadania (4.12) - (4.13) Jest proces

(s*,m*)r nastepujacej postaci. Oezeli horyzont czasu T Jest krotki
(ITk 1/7a), to

s*(t) =0, L¥t) =nm°

w kazdym momencie czasu tE£T. W pozostatych przypadkach ( 1 |*>1/a).
il dla tt [tO-1) =
s*() =
jo dla te [t.t]

»oea(t-to) dl, t€ [tQ,t)
i*ft) dla t€ [X ,t] ,

11 por.np. R. Kulikowski [28) s.174-177.
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gdzie t"-1/a. Podobnie Jak poprzednio diugos¢ fazy konsumpcyjnej nie
zalezy od dtugosci catego horyzontu czasu T. Im dduzszy bedzie horyzont
czasu T, tym dfuzsza bedzie faza inwestycyjno.

4.3. Ciaqtosc¢ trajektorii 'nwestycji i konsumpcji - drugie zadanie
sterowania optymalnegol2

W optymalnym procesie wzrostu otrzymanym w poprzednim punkcie funkcja
udziatu inwestycji w dochodzie narodowym - sterowanie s*, a tym samym
optymalna trajektoria inwestycji i1* i konsumpcji c*. byty nieciagte,
pomijajac mato ciekawy przypadek kroétkiego horyzontu czasu, kiedy
s (t) » 0 w kazdym momencie czasu t€ T. Funkcja udziatu inwestycji w
dochodzie narodowym przyjmowoda przy tym tylko skrajne wartosci O lub 1.
0 nierealnosci takiego rozwigzania pisalismy na poprzednich stronach.Nie-
watpliwie bardziej realny bytoy taki proces wzrostu, ktory opisywatyby
ciggte 1 dostatecznie gladkie trajektorie inwestycji 1 konsumpcji. Ciagte
by4/by wtedy réwniez funkcje By udziatu inwestycji w dochodzie narodo-
wym. Nie mogtyby one by¢ jednak ,sterami” w rozumieniu teorii sterowania
optymalnego. Przypisujac im role ,sterdw", przesadzamy o bardzo waznej
wtasciwosci tych funkcji, a mianowicie, ze mogag one oy¢ nie tylko funk-
cjami ciagtymi, lecz takze przedziatami ciagtymi. Dezeli z ekonomicznego
punktu widzenia pozadane Jest Jednak, aby udziat inwestycji w dochodzie
narodowym opisywaty funkcje dostatecznie gtadkie, np. ciaggte 1 przedzia-
+ami rézniczkowalne, to funkcje Sj. nalezy potraktowa¢ Jako kolejng wspot-
rzedng trajektorii stanéw wewnetrznych systemu, przypisujac role tterowa-
nia takim funkcjom, wprowadzonym dodatkowo i majgcym okreslong interpre-
tacje ekonomiczng, ktérych ewentualni, nieciggtos¢ nic budzitaby zastrze-
zeh. Mozna dokonam tego wieloma sposobami. Jeden z nich przedstawimy da-
lej, dokonujac prostej modyfikacji ukdtadu warunkéw (4.1) - (4.5). Méwiac
0 rozwigzaniu optymalnym, mamy na myjli proces optymalny z punktu widze-
nia pewnego ustalonego kryterium i spedniajacy dany uktad zatozen. Pro-
cet optymalny w zadaniu, w ktéorym, dzieki dodatkowym zatozeniom wszystkie
dopjszczalne funcje udziatu Inwestycji w dochodzie narodowym (a tym samym
trajektorie inwestycji 1 konsumpcji) beda ciggte, nie bedzie z reguty pro-
cesem optymalnym w zadaniu, w ktérym funkcje te moga by¢ przedziatami
ciggte. Procesy te wywodza sie bowiem z odmiennych zatozen.

4.3.1. SFORMULOWANIE ZAuANIA

Zalezy nam na tyir, aby w spos6b mozliwie prosty przedstawic Idee
przejscia od zadania (4.12) - (4.13) do zadania z ciagtymi trajektoriami

12 Prostsza wersja tego zjdpnia Dyta przedstawiona w artykule [37].
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inwestycji i konsumpcji. Dlatego tez dla prostoty bedzie.ny dalej zaktada¢,
ze efektywno$¢ majatki produkcyjnego nie zmienié¢ sie w czasie.

Vz dtozenie 4.11 a(t) * a = const. > 0. v

Wzrost majatku produkcyjnego opisuje réwnanie (por. 4.11)

m(t) - (as(t)- pm{t) , (4.20"

ktérego rozwigzaniem,przy dodatniej wielkoéci majatku produkcyjnego nv
w momencie poczatkowy* t i dowolnej catkowalnej funkcji eT udziatu
inwestycji w dochodzie narodowym,jest dodatnia trajektoria majatku pro-
dukcyjnego mj.. Zgodnie z (4.2) odpowiada jej dodatnia trajektoria do-
chodu narodowego y-j..

W odré6znieniu od zadania (4.12) - (4.13), w ktérym funkcje udziatu in-

westycji w dochodzie narodowym, a wiec takze trajektorie inwestycji, mo-
gty by¢ przedziatami ciggte, ograniczymy sie¢ obecnlt tylko do funkcji
ciggtych i przynajmniej przedziatami roézniczkowalnych (z klasy Ct[tJ).

Rézniczkujgc roéwnanie (4.6) (wszedzie,poza co najwyzej skonhczong licz-
bag punktéw)! pamietajgc, ze y(t) > O we wszystkich momentach czasu t £ T,
po prostych przeksztatceniach otrzymujemy

HF Nyt HF i(t)-a=2'0 + ns(t) . (4.20)

Z wtasciwos$ci trajektorii iT wynika, ze funkcja hT« 1(t,h(t)),t6 t|
gdzie

h(t) - ~ i(t) , (4.22)

je9t przedziatami ciggta na T (doktadniej, z i £C*[tJ wynika, ze
h€0°|~J)- Charakteryzuje ona przyrost wielko$ci inwestycji w momencie
czasu t13. Pamiegtajac, ze a(t) = a «const., z (4.2), (4.21) otrzymujemy
réwnanie

HF s(t~ = am't] het)-as2(t)+ jjs(t) , (4.23)

ktérego prawa strona Je9t funkcjg przedziatami ciggta na T wszedzie po-
za co najwyzej skonczonag liczbag punktéw nieciagtosci funkcji h-j-.PrzyJ-
mljay, ze funkcja hT Jest ograniczona,

h(t)e[-t.fcJ (4.24)
w kazdym momencie czasu t£T, gdzie L>0 Jest gnArng, natomiast - £.- dol-
na granica przyrostu Inwestycji (dla prostoty zaktadamy, Zze 93 ors state
« czasie i réwne co do wartos$ci bezwzglednej) i ustalmy poczatkowy udziat

inwestycji w dochodzie narodowym

13 Scislej- przyspieszenie predkosci naijstanla strumienia inwestycji.
Poniewaz 1 (t) ma wymiar: z#/R, zatem h(t) ma wymiar: z4/R
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s(t0) = s°€ (0,1) . (4.25)

Pozuoiajec przy kryterium maksymalizacji konsumpcji w horyzoncie cza-
su T, mozemy obecnie zagadnienie optymalnego podziatu dochodu narodowego
zapija¢ w postaci nastepujgcego zadania sterowania optymalnego:

maxJ a(l-e(t)) m(t)at, (4.26)
T

m() - (as(t)- pym(t),

St 3(0 ” amftT h(t)-as" (t)*>*s(t).

h(t)fe [+.t-J . h6C°[t] , “.27)

(m(to),s(to)) » (m°,=i0)

(m°>0, s°€(0,1)). Role sterowania w zadaniu tym pedni funkcja hT .Zbio-
rem sterowan Jest przedziat [- t ,tj . Dopuszczalnymi trajektoriami stero-
wan sg wszystkie funkcje skalarne hT z klasy funkcji c°[tJ z wartoscia-
mi w przedziale [- £,£.]. Funkcja udziatu inwjstycjl w dochodzie narodowym
sT jest d.-uga, obok trajektorii .najetku produkcyjnego mT, wspétrzedny
trajektorii stanéw wewnetrznych. Przeksztatcenie stanéw wewnetrznych opi-
suje para rownan (4.20), (4.23). Przeksztatceniem wyjscia Jaat funkcja
podcetkowa w (4.20), stanem wyjscia w momencie czasu t - wielkos$¢ kon-
sumpcji c(t). Dopuszczalny proces wzrostu tworzy tréjka funkcji (h,m,s)T
spedniajaca warunki (4.27). Oezeli (h,m,s)T jest procesem dopuszczalnym
w zadaniu (4.26) - (4.27), to para (m,s)T jest procesem dopuszczalnym w
zadaniu (4.12) - (4.13) (ale nie odwrotnie). Optymalnym jest proces do-
puszczalny (h*,m*,s*)j maksymalizujacy wartos¢ funkcjonatu (4.26).

Za reelne mozna uzna¢ rozwiazania zadania (4.26) - (4.27) z doaatnim 1
mniejszym od Jednosci udziattm inwestycji w dochodzie narodowym. Warunki
te zachodza, gdy

Vz atozenie 4.3. Maksymalny przyrost inwestycji t spednia
warunki: (i) £/ dy (t)/#t (nie moze przekracza¢ przyrostu dochodu na-
0

Q
rodowego w momencie poczatkowym <0). (ii) £ < @-fajOs m .V
Jezeli spednione Jest to zatozenie, wéwczas spednione Jest takze za-

tozenie 4.2. Zadanie (4.26) - (4.27) mpzna rozwiaza¢ bezposrednio,korzys-
tajac z odpowiednich twierdzen o warunkach optymalnos$ci przedstawionych w
paragrafie 3. Znacznie tatwiej Jednak otrzymaé¢ Jego rozwigzanie po uprzed-
nim sprowaozenlu go do nastepuj”cej postaci rownowaznej:

14 W uktadzie (4,27) wszystkie trajektorie majatku produkcyjnego sa
dodatnie, dlatego usprawiedliwione Jest korzysfarie z odpowiednich twier-
dzen o warunkach optymalnosci przedstawionych w paragrafie 3, pomimo nie-
ciggtosci prawej strony ukdadu réwnan (4.27) W punkcie m=0.
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max J(am(t)-i( t))dt,

m(t) - i(t)-jAnCt)
d -
HE iC(ts - h(t; (4.277)
h(t) 6 [- {.tJ . hecC°[t] ,

(m(t0).i(t0)).(re,i®).

gdzie i m am°so>0, ktore otrzymujemy zwazywszy na (4.2), (4,5). (4.6).
Trajektorige stanéw wewnetrznych jystemu w tym zadaniu Jest funkcja wekto-
rowa (m,i)T . Jej pierwszag wspodrzedni jest trajektoria majetku produkcyj-
nego, druga - trajektoria inwestycji. Sterowaniem, tak Jak w zadaniu
(4.26) - (4.27), Jest funkcja h-j.. Dopuszczalny proces wzrostu tworzy
kczda trojka funkcji (h,m,i)T spedniajgca warunki (4.27 ). Jdieli proces

(h*,m*,i*)T bedzie rozwigzaniem zadania (4.26%), (4.27"), to proces

(h*,m*,s*)T< w ktérym s*(t) = i*(t)/an*{t) bedzie rozwigzanienm wyjscio-
wego zadania (4.26) - (4.27).

_ 15

] T A rdzenie 4.3. Rozwiazaniem zadania (4.26 ) - (4 27*%)

przy zatozeniu 4.3 Jest proces (h*,m*,i*)T:

t dla te [t ,t) ,

|-t dla 16 [I1.tj,

(m°- d°)e_" t_to~r+ -~-(t-to)+d° dla tfe[tQ ,t),

m*(t)
(mrtj-dfre-~r1nr A i(t-t)*d(ti dla fE~. tJ
ic+e(t-t0) dla té€ [tQ,r) ,
i*(t)

i*U)-£(t-t) dla te [t.tj ,
gdzie de = {X°/jx)-(ifyz)>0 , d(t) = (i*(i;)/p.)+(E/f )> 0.
Jezeli horyzont czasu T je3t dostatecznie d#ugi (wystarczy, by
mi>0 - ~/(a-";), wtedy te int T, t~"T < 6. W kréotkim horyzoncie czasu
(|T]l<e; moment T= tQ 1 proces optymalny redukuje sig¢ do postaci

h*(t) m -tt

m*(t) » (m°-d(t ))«-~ t_tc - - (t-t Y+d(t ) .

15

0 ° ° "™ 6d"Z0b* Doaatek matematyczny do paragrafu 4, twl“rdzjnie 4.3
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I*(t) - 10-£(t-to)
w kazdym momencie czasi t€T, gdzie d(tQ) * o (T) dla "> *0"®
4.3.2. CHARAKTERYSTYKA ROZWIA.ZAN1A

Rozwigzanie wyjsciowego zaajnia (4.26) - (4.27) otrzymujemy, przyj»u-
Jago s*(t) m I1*(t)/a«*(t). Mozna sprawdzié¢, ze przy zatozeniu 4.3
s*{t)€(0,1) w kazdym i«omencie cza?u t6 T. Optymalng trajektorie dochodu
narodowego y* i koneumpcji c* otrzymujemy z (4.2), (4.5) pamietajac, ze
w zadaniu (4.26) - (4k27) a(t) « a » const.

Jezeli horyzont cza<u T Jest kroétki, wtedy maksymalng wielkos¢ kon-
eumpcji osiagniemy ograniczajac inwestycje. Inwestycje w calym horyzoncie
czasu malejg (liniowo), czemu towarzyszy gasnacy wzrost majatku produk-
cyjnego, dochodu narodowego i konsumpcji. Zmniejsza sie udziat inwestycji
m dochodzie. W ddugim horyzoncie czasu obserwujemy dwie TFfjzy wzrostu.

W fazie pierwszej, inwestycyjnej, ma Miejsce (liniowy; wzrost inwestycji
powodujacy wzrost majatku produkcyjnego i cochodu naroJowego. Inwestycje
rosng wolniej niz dochéd, a wiec rosnie konsumpcja. Przy wysokim wyjscio-
wy* poziomie majatku produkcyjnego (mO*">d0) obserwujemy Jego wzrost przy-
spieszony, a wiec takze przyspieszony wzrost dochodu, przy niskim - maja-
tek 1 dochdédd rosng coraz wolniej. Jezeli m° m d°, wtsay majatek i1 docnéd
roene w t«] fazie liniowo. W fazie drugiej, konsumpcyjnej, nastepuje spa-
o»k inwestycji (liniowy), wskutek czego wz-ost majatku produkcyjnego 1
dochodu narodowego jest coraz wolniejszy. Obserwujemy znaczny, choé *a-
jacy tendencje do wygasania pod pod koniec horyzontu wzrost kcnsumpcjl.
Dfugos¢ fTazy konsumpcyjnej Jest zawsze ugraniczona. Przy |T|-»+dd rodnie
dtugosé fazy inwestycyjnej. Trajektorie majatku p”odukcyjn*>go,dochodu na-
rodowego, inwestycji 1 konsumpcji sa w noryzoncie czasu T ciaggte i1 wsze-
dzie, poza momentem X .przedaczenie" sterowani.i h*, gtadkie (rézniczko-
walne, ry~.4 3).

Rys.4,3. up ymalne trajektorie majatku produkcyjnego 1 inwistycji - roz-
wigzanie zadania (4.26*) - (4.27*) w ddugim horyzoncie czasu
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To. ze sterowanie optynalne Jest w pewnym punkcie nieciagte, nie po-
winno budzié¢ tym razem zastrzezen. O ile rozwigzanie zadania (4.12) -
- (A.13) trudno uzna¢ z ekonomicznego punktu widzenia za dopuszczalne, o
tyle rozwigzanie tego zadania jest bardziej realno. Jedrcczynnikowy model
wzrostu J ‘8t jednak tak uproszczonym obrazem gospodarki, ze mozemy méwic
tylko o pewnej jakosSciowej zgodnosci otrzymanego rozwigzania z przebie-
giem proceséw wzrostu w realnej gospodarce.

4.3.3. ROWNOWAGA 1 STAbILNOCC OPTYMALNYCH PROCESOW WZROSTU

Rozpatrzymy dwa typy proces6w wzrostu spedniajacych warunki (4.27 ) z
wyjatkiem warunku poczatkowego m(tY) = m° w takipj 3 -réwnowadze,w ktoérej
state sg przyrosty majatku produkcyjnego i inwestycjil

G(m,i,c) = (— mm, i) » const.
(A) Przez (fi,m,i)T oznaczymy procesy, w ktérych

I(t) = R(t) = max h >t
he[-t,£,J
w kazdym momencie czasu tfe T. Zwazywszy, ze w procesach tych winien byc¢
ponadto spedniony warunek dm(t)/dt * const., otrzymujemy

m(t) = £ wt-t )+m°

() =t(t-tQ)1° (4.28)
a ponadto

y(t) » “ (t-tQ)+am°®

é(t) =L(~ -1)(t-t0)+aS0-i°
gdzie m° Jest wielkoscig majatku pr Aukcyjnego w momencie poczatkowym fQ
spedniajacag warunek ni° =(1° /jj.)-U/~.2)> 0; 1° - dodatnia poczatkowa wiel-
kos¢ inwestycji spedniajaca warunek 1°<C y° {m amD). Procesy takie sa

okreslone na horyzoncie czasu T dowolnej dtugosci.
() Przez (fi,m,1)T oznaczymy te procesy wO-réwnowadze, w ktdrych

X (t) = min h=-e
hfc [-6,4

w kazdym momencie czasu t6 T, a wobec tego

S(t> = - -p-(t-t0)+S°

I(0) = - E(t-—t,) 40010, (4.29)
y(t) -——-- -(t-tQ)+an,

c(t) = -L (- I)(t-tQ)+am°-1°

gdzie m° Jest poczatkowg wielkoscig majatku produkcyjneyo spedniajaca
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warunek m° » (I°/p)+{-/p-2)> 0, 1° - poczetkowe wielkosci? inwestycji
(0< I°<y0j y® = am®), przy czym procesy te se okreslone w krétkich hory-
zontach czasu: |t]sl°/t.

W obu przypadkach otrzymalismy procesy liniowe, co jest zrozumiate zwa-
zywszy, ze opisuje one wzrost gospodarki w takiej réwnowadze, w ktoérej
state se przyrosty (pochodne) opisujecych Je zmiennych ekonomicznych, Je-
zeli przyjrzymy sie rozwiezar.iu zadania (4.2G*) - (4.2/%), to zauwazymy,
ze optymalna trajektoria majetku m* w pierwszej Fazie wzrostu zbliza
sie ao trajektorii majetku produkcyjnego m. postaci (4.28) w C-rownowa-
dze typu (A) wychodzecej w momencie poczetkowym t, ze stanu m° m

« (i%pj - (£/p°)>°. gdzie i° jest poczetkowe wielkoacie inwestycji w
zadtjniu (4.L.6") - (4.27"). Zbieznos¢ ta Jest tym wyrazniejsza, im dtuzszy
Jost horyzont czatu T (rys. 4.4). W ca”ym horyzoncie czasu obserwujemy
natomiast ztiezno$¢ S$rednicn stop wzrostu obu tych trajektorii. Dok#ao-
niej, prawdziwe Jest nastepujece twierdzenie:

O Twierdzenle 4.4.16 (i) Dla dowolnej liczby £>0 istnieje
rtki, lLczba et> 0O, £t dla kazdego horyzontu czasu T » 0 d+ugo-
Sci It |>284+

= t)-m( t)

w kazGym nonenciv czasu t 6. m 9*zie mj?Jest optymal-
ng trajektorie majetku produkcyjnego w zadaniu (4.26 ) - (4.Z71J a . -
- trajektorie majetku produkcyjnego w O-réwnowadze typu (A) z warunkiem

poczetkowym m(t )=( -(/p.2) (i° - poczetkowa wielkos¢ inwestycji w
zadaniu (4.26*; - (4.27%)).
(ii) 3ezelt diugos$¢ noryzontu czasu |t |-»+oo , to réznica I'm*- 6n; |

Srednich stéF wzrostu majetku produkcyjnego w procesie optymalnym i w
(5-rownowadze maleje asymptotycznie do zera. m

W ekonomii matematycznej twierdzenia typu 4.4 (i) nosze nazwe twier-
dzen ,,0 magistralif: W naszym przypadku magistrale . do ktérej w Srodko-
wym okresie horyzontu T przybliza sie optymalna trajektoria majetku pro-
dukcyjnego, je3t trajektoria w jednym z procesow wzrostu w G-rownowadze
typu (@)- W tym okresie w gospodarce obserwujemy szybkL wzrost majetku
produkcyjnego i dochodu narodowego.

Optyatalna trajektoria majetku proaukcyjnego tym dbuzej pozostaje w
w bliskim otoczeniu magistrali, im dduzszy Jest horyzont czasu T. W po-

16 Oowdd.zob. Dodatek matematyczny do paragrafu 4, twierdzenie 4.4
s. 230. Analogiczne warunki spedniaje trajektorie aochodu narodowego Yy,

Vt *
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czetkowaj tarle wzraatu "jatepuje jaj wajicia m otoc-mlt aaglstrali, m
kortcowaj - wyjscia z otoczenia ut-giatralil?.

Rys.4.4. Trajektorie majetku produkcyjnego we -rownowagach oraz opty-
n.alna trajektoria majetku w ikuglm horyzoncie czasu

4.4. Przypadek, kiedy wzrost inwestycji zalezy oa w7rostu
dochodu narodowego

W zadaniu (4.12) - (4.13) zaktadalismy tylko, ze (nieujamne) inwesty-
cje nie moge przekracza¢ dochodu narodowego. Trajektorie irwatycjl moghy
by¢ funkcjami przedziatami ciggtymi. W kolejnych zadaniach (4.26) -
- (4.27), (4,26%) - (4.27*) ograniczylismy klas? trajektorii do ciegtych,
przedziatami réznlczkowainych funkcji o ogrsmlczonej pochodnej(ogrcniczo-
nym wahaniu), co w interpretacji ekonomicznej odpowiadato zatozeniu o]
ograniczonych przyrostach (spadkach) inwestycji w« wszystkich oomentach
horyzontu czasu T. Zaréwno maksymalny przyrost, jak i spaek inwestycji
nie zmieniaty sie w czasie, ani nie zalezaly od wartosci innych i -lien-
nych. Obecnie zbadamy blizej sytuacje, kiedy (a) trajektorie inwestycji
se funkcjami ciagtymi, przbdziatami rézniczkowalnyal na T,podobnie jak w
dwoéch poprzednich zadaniach, (b) inwestycje noge rosne¢ nie szybciej niz
doch6d narodowy i nie wolniej, niz cze$¢ majetku produkcyjnego wycofywa-
nego z eksploatacji, tzn.

17 W punkcie 4.2.3 faktycznie tez obsetwowblisiny podobne ,lokal-
ne" zDieznos¢ optymalnej trajektorii majetku mjJ z trajektorie majetku

mT w 6 -réwnowadze: trajektorie te byly po prostu tozsame w fazie In-

westycyjnej (w fazie tej optymalna trajektoria majetku lezata na jednej
z trajektorii majetku w <3 -réwnov.qdze typu (A))-

W drugiej, konsumpcyjnej, fazie wzrostu optymalna trajektoria ma-
jetku wych< zi z otoczenia magistrali , wyk&zujec tendencje do ublizania
sie do jednej z trajektorii majetku w 6 -réwnjwadze typu fB) Nie jest
to jednak zbieznos$¢ tego typu, c ktérej mowa w twierdzeniu 4.4 (i), po-
niewaz dtugos¢ drugie; fezy wzrostu jest zawsze ograniczona i niezalezna
od dtugosci catego horyzontu T.
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"Zatozenie 4.4. m(0 ~~ 1 (0~MMr y(t) w kazdym momen-
cie czasu t£ T18.T

Zaktadamy, podobnie jak w punkcie 4.3., ze efektywnos$¢ majatku produk-
cyjnego w horyzoncie czasu T jest stata. Wzrost majatku produkcyjnego,
GDchodu narodowego i konsumpcji opisuje ukdaa réwnan:

gm( ) » {)- pm(L) ,

y{t) = am(t) , {4- 70

y{t)-i(t)

c(d

Czytelnik zauwazy, ze zatozenie 4,4 mozne zastepie warunkiem
0< £t c(0<(I- Jb) y(t)

w kazdym momencie czasu t€T. 1iak wiec w catym nory”oncie czasu T kon-
sumpcja nie moze male¢ ani tez rosnac szybciej niz dochéd na,-odo..y pozo-
stajacy po odliczeniu inwestycji niezbednych dla odtworzenia zuzytego ma-
jatku produkcyjnego ((p/a)y(t) ="m(t) Jest wielkosci? majatku produk-
cyjntgo wycofywanego z eksploatacji w momencie czasL :)= Zamiast zatoze-
nia 4.3 wystarczy stabsze

Zatozenie 4.3*. i°> pr° (i°,m® - wielko$¢ inwestycji i ma-
jatku proJukcyd nego w momencie porzadkowym, am°>i°>0).V

Zaktadamy tym samym, ze w momencie poczatkowym inwestycje przekraczaja
wielkos¢ wycof/wanej z eksploatacji czesci majatku lub inaczej, za w mo-
mencie poczatkowym gospodarka dysponuje oodatnimi inwestycjami netto- Za-
tozenie 4 3 mozna zapisa¢ w nastepujacej réwnowaznej postaci:

co< (- - )y°
gdzie c° » y° - i°>0. Zatozenie 4.3" pociagga za sobg zatozenie 4.2

4.4.1. SFORMjtLUWANIE ZADANI/s

Uwzgledniajac uk#ad réwnan (4.30) oraz zatozenie 4.4, otrzymujemy za-
danie maksymalizacji konsumpcji w horyzoncie czasu T:

max J(am(t)-i(t))dt, 4.30D)
T

m(t) » i()-nm(t),

W punkcie ' , w ktérym pochodna trajektorii i£ C* [t] Jas* nie-
okreslona przyjmujemy di(t)/dtg] ., “ di(t)/dt. Uwaga ta dotyczy
t-~1*0
wszystkich funkcji z klasy C1 [tJ , o ktérych bedzie mowa dalej



70

wrx J(y(t)-i(t))dt, (4.31%)
T
y(t) = ai(t) -py(t) .,

T ht v(rKHr y(t) iecl [t] , (4.327)

(y(tD). i(to))=(y°. i%)

gdzie c° = y*-10. Zadanie (4.31*) - (4.32) nie Jest Jednak zadaniem tej
postaci, z Jakimi zapoznalisdmy sie w paragrafie 3. Trajektoria inwestycji
spednia w nim warunki typu nieréwnosci i wobec tego nie stosuje sie do
niego przedstawiane tam twierdzenia o optymalnouci. Aby méc zastosowaé od-
powiednie cwierazenie musimy przedstawi¢ Je w postaci standardowej.

4.4.2. POSTAC STANDARJOWA ZADANIA (4.317) - (4.32%)

W celu sformutowania zadania sterowania optymalnego w postaci standar-

dowej roéwnowaznego z (4.31"j - (4.32*), skorzystamy z nast”pujecogc twier-
dzenia .
Otwierdzenle 4.5.19 _Przy zatozeniu (4.3%): (i) wszystkie

procesy wzrostu (i,y)T w uktadzie (4.32%) sq rosnece, (li) warunek
ir hf +(0 < y(t)
jebt réwnowazny z nastepujacym:
i(t)y -a(t)fal(t) -jiy(t)J ,

« (t)E[j-.1j ., CXEC°[t] .m

19 Dow6d,zod. Dodatek matematyczny do paragrafu 4, twierdzenie 4.5
s. 231.
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Na podstawie tego twierdzenia zadanie (4.31*) * (4.32%) Jest réwnowaz-
ne z nastepujacym zadaniem sterowania optymalnego:

max J (y(t)-i(t))dt , (4.31")
Ciﬁ y(t)  ai(0- py(t)

i(t) *<x(O[ai() - p.yM®] , (4.32")

« (tye[~r-.ij , cx€ c°[t]
(y(t0) Kto))

(y°>1 > (pi/a)y©>0). Role sterowania w zadaniu tym peini funkcja oxT =
m | (LX), tchJ "~<.(® oznacza stosunek przyrostu inwestycji do przyros-
tu dochodu narodowego w mon tucie czasu t). Zbiorem sterowan dopuszczal-
nych Jest przedziat ~u/a,lj . Para réwnan rézniczkowych w (4.32”")opisuje
przeksztaktcenie standw wewnetrznych (aocnoau i inwestycji) gtadkiego dwu-
wymiarowego systemu dynamicznego, funkcja podcatkowa w (4.31 ") jest je-
go przeksztatceniem wyjscia (stanem wyjscia w momencie czasu t jest
konsumpcja c(t) » y(t)-i(t)). Dopuszczalny proces wzrostu tworzy kazda
trojka (Oi.i.y)*. spedniajagca warunki (4.32"). Optymalnym procesem wzros-
tu jest proces aoouszczalny dajacy maksymalny wielko$s¢ konsumpcji w ho-
ryzoncie czasu T. Zadania (4.31") - (4.32") i (4.31") - 4.32") se row-
nowazne w tyir sensie, ze (a) jezeli p-oces (<x\i*,y*)T Jest rozwigzaniem
zadania (4.31 )- (4.32 ), to para (y*, -} Jest rozwigzaniem zadania
(4.31%) - (4.32"), (b) jezeli para (y* i*¥% Jest rozwiezaniem zadania
(4.31 ) - (4.32 ), to znajdzie sie (doktadnie Jedna) taka funkcja

n*:T- [fj/a,lJ , dtt C°[t] , ze tréjka (a*, y*, i*)T bedzie rozwigzaniem
zaognia (4.31**) (4.32").

0

OT wierdzenie 4.6.2 RozwJezaniem zadania (4.31*")

- (4.32") przy zatozeniu 4.3" Jest proces (<X y*, I*DT-

1 dla tf£ >t .t).
cx*(t)

| dla t € [x,t,] ,

(y°-ad°)e 9~ t_to~+ad® dla te[to,C) ,
y (O

y*(t) +[(a-p)y*(t)-ac°]( t-T) dla t£ [t.ttj]

U°-H°Je (f>A)(t' fo)+ d° dla t€[to.t) |,
i*(t)

&(%)+ ~[(e-7)i(r)-He°](t-'C) dla te [t,t]

20

s 232Powc’:d,zob. Dodatek matematyczny do paragrafu 4, twierdzenie 4 g
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gdzie d° » c° /(a-p)>0, c° » y3-ic> 0 oraz y° > ad®°, i°> ud°.
Jezeli horyzont czasu T jest ddugi ( |T|>0 = i'./(a-yi)), woéwczas

tat™- 6 > tQ. W krétkim horyohc-Ift czasu (|T *.'&]j i optymjlny
proces (ot*,y*, i*) . redukuje sie do posifci:

oc*(0 = £- ,

y*(t) = y°+ [(a-p)y°-ac®J (t-tQ)

i*{t) = i°+ "[(a-p)i°-}j.cOJ(t-i\}
w kazdym momencie ci.asj t6T.|1

4.4,3. CHARAKTERYSTYKA ROZMIATANIA

Optymalne trajektorie majatku produkcyjnego mT i konsumpcji cT
otrzymujemy na podstawie (4.30). Jezeli horyzont czasu T jest krotki,
wtedy dochdd narodowy, inwestycje, majatjk produkcyjny i konsumpcja ros-
ng liniowo, W ddugim horyzoncie czasu pojawiaja sie dwie fazy wzrostu.

W pierwszej, inwt3tycyjneld, obserwujemy przyspieszony wzrost inwestycji
powodujacy szybki wzrost majatku prodjkcyjnngo i dochodu narodowego. Kon-
surapcja utrzymuja sie w tej fazie na wyjSciowym poziomie co. W ftzie
drugiej - konsumpcyjnej - zostaje znacznie, zahamowany wzrost inwestycji

(do liniowego). Towarzyszy mu liniowy (szybszy) wzrost majatkj produkcyj-
nego or» dochodu narodowego. Konsumocja rosnie liniowo. Przy |T |»+ 00
rosnie a ugos¢ razy inwestycyjnej (rys.4.5).

W catym horyzoncie czasu T majatek produkcyjny, dochéa naroaowy i
inwestycje rosng. Optymalna trajektoria konsumpcji jest funkcja statg w
pierwszej - inwestycyjnej - fazie wzrostu i rosngcg liniowo w fazie kon-
sumpcyjnej. Trajektorie majatku produkcyjnego i dochodu narodowego sg

Rys.4.b. Optymalne trajektorie dochodu narodowego i 1inwestycji -
- rozwigzanie zadania (4.31**) - (4.32"7) w dtugim horyzorcie
czasu
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funkcjami ciagdynl i wszeuzie rézniczkowalnymi. Trajektorie inwestycji i
konsumpcji _a funkcjami ciagtymi i przedziatami rézniczkowalnymi. tatwo
zeuwazy¢, ze funkcja s udziatu inwestycji w dochodzie narodowym Jest
takze ciegta 1 przedziatami roézniczkowalna. W pierwszej fazie ucziat ten
rosnie, w drugiej - maleje. Otrzymany proces jest zaeadniczo zgodny z
naszym wyobrazeniem o wzroscie, co nalezy przypisa¢ dodatkowym zatozeniom
o relacjach miedzy inwestycjami 1 dochodem, ktérych nie postulowalismy w
zadaniu (4.12) - (4.13). 3,st to kolejna modyfikacja wyjsSciowego ukdadu

(4.1) - (4.5) umozliwiajaca otrzymanie rozwigzania zadaria 3tnrowania
optymalnego wzrostem zgodnego z naszg wiedzg o wzroscie gospodarczym.

4.4_.4. ROWNOWAGA 1 STABILNOSC OPTYMALNYCH PROCESOW WZROSTU

Rozpatrzymy dw* typy proceséw wzrostu (é»,y,DT, t*,y,1)T gospodarki w
6-rownowadze ze statymi przyrostami konsumpcji (stanu wyjscia):

6{y,i,c) = c = const. (= y- d- 1).
(A) w procesie («,y,D)r
Jj- ¢y = y(t)- S(t) - (1- ¢())[al(D- *y(B)d =

=min -t [al(t)- JFE] =

a stad
y(t)*[y° - ac°/(a-}H)]era_™ t-tc +ar°/[ a-p)

I1(t) = ?°-p¢°/(a]a)d t-to"m )-ic/(a-") . (4.33;

¢(t) » c°

w kazdym momencie czasu t€T, gdzie ¢° « y°-7 ; y°.lu - dowolne poczat-
kowe wielkosci dochodu narodowego i inwestycji spedniajgce warunki
y°-1°>0, "°>ac¢°/(a-p) , 1° >~c°/{a-p).

(B) W procesie (<x7.DT
Ne(t) =8&-9(t) -~ ?2W =

* (1-.0%(D)) [af(t)-Jiy(t)]» nax (1) [ai(t)- py (t)]=

= (- H[af(t)- py(t)]= const.,
y(t) = y°+[(a- p.)y 3-ac°](t-tQ) ,
1(0 = r°+ ~~[(a- p)1°- (0.5° I(t-to) , (4.34)

o0

y°-1°+(1- - ) [(a- p.,y°- ac® J(t-tQ)
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w kazdym momencie czasu tfcT, gdzie ¢° »y°-i° ; y°. 1° - poczatkowe
wielkosci dochodu narodowego i inwestycji sped#majece warunki: y°-1° > 0,
y°> #?2°/(a-p), 1°>u“°/(e-p.) .

Optymalna trajektoria dochodu narodowego w Tfazie inwestycyjnej lezy na
Jednej z trajektorii postaci (4.33) w e -!éwnowadze typu (a) - tym dtuzej,
im dduzszy Jest horyzont czasu T. W Ffazie konsumbDcyjnej przechodzi na
jedna z trajektorii postaci (4-34) w S -réwnowadze tvpu (B) (zob. rys.
4_.6)."Efekt magistrali” trywializuje sie podobnie jak w zadaniu (4.12) -
- 4.13). 1

Rys.4.6. Trajektorie dochodu narodowego w @-réwnowtgach oraz opty-
malna trajektoria dochodu w d¥ugim horyzoncie czasu

Obserwujemy ponadto zbiezno$¢ $rednich stép wzrostu dochodu narodowego
w optymalnym procesie wzrostu i w <8-réwnowadze typu (A) - ze stalym po-
ziomem konsumpcji .

OTwierdzenie 4.7.21 Oezeli ddtugosci horyzontu czaau
It |- >»o0a , to réznica Srednich stép wzrostu docnodu naro-

dowego w procesie optymalnym i w G -réwnowadze typu (A) m&leje asympto-
tycznie do zera.l

Dowéd,zob. Dodatek matematyczny do paragrafu 4. twierdzenie 4.7.
Podobny warunek spedniaje trajektorie majetku produk :yjnego

mf, mj. (m*(t) = y*(t)/a, m(t) » y (t)/a).
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§ 5 OPTYMALNY PODZIAL DOCHODU NARODOWFGO W JEDNOCZYNNIKOWYM
MODELU WZROSTU UWZGLEDNIAJACYM LICZBE LUDNOSCI

22
5 | Podstawowe zatozenia

W modelach przedstawionych w poprzednim paragrafie DraK zatozen o po-
trzebach spoteczenstwa Jako konsumenta wytwarzanych débr w oddzielnych
momentach cz.su t £ T. Kryterium wzrostu byta wprawdzie maksymalizacja
konsumpcji w horyzoncie czasu T, ale bez Jakichkolwiek specjalnych zato-
zen, ktére okreslatyby np. jej minimalny poziom w poszczeg6lnych momen-
i ch czasu. Skazane na zagtade bydoby “>pokeczenstwo gotowe przez Jakis
czas zrezygnowa¢ z kortumpcji na rzecz jej, nawet znacznego wzrostu w
przysztosci. Jak to np, sugeruje rozwiezsrie zadania (4.12) - (4.13). Co
prawba w rozwigzaniach nastepnych zadan otrzymalismy Juz dodatnie wiel-
kos¢ konsumpcji w catym horyzoncie czasu T, byt to Jednak tylko efelt
.uboczny" pewnych varunkéw natozonych na wzrost inwestycji, a nie wynik
explicite sformutowanych zatozen o potrzebach konsumpcyjnych spoteczen-
stwa w kazdym momencie czasu. Luke te wypednimy otecnis. Nawiezujec do
poprzedniego paragrafu, rozpatrzymy mianowicie trzy zadania sterowania
optymalnego z pewnymi dodatkowymi warunkami dotyczacymi wzrostu konsump-
cji w poszczeg6lnych momentach horyzontu czasu T.

Podobnie Jak w punkcie 4.4 zaKtadamy, ze etektywnos¢ majetku produk-
cyjnego w catym horyzoncie czasu T jJest stata, oraz, ze wzroet majetku,
dochodu narodowego i konsumpcji opisuje ukdad réwnan (por. (4.30))

gf m(t) - i(t)-pm(L). (5#1)
y(t) = an(t) , (5.2)
c(t) - y(o)-i(t) , (5.3)

z ktérego po przeksztakceniach otrzymujemy réwnanie roézniczkowo

My -(a- My (()-c(t) G.-9

uzalezniajece (przy ustalonych parametrach o,y) wzrott docnoau narodowe-
go od Jego wielkosci 1 wielkosci korsumocji. Wszedzie poza punktem 5.5
zaktadamy, ze trajektorie konsumpcji cT se prawie wszedzie ciegtymi
funkcjami o skorniczonej liczbie punktédw nieciagtosci pierwszego rodzaju na
int T (funkcjani z klasy C° T ).

Zako6zmy, ze luanosc kraju rosnie ze stope X,>0 (wymiar: I/R). Wzrost
ludnosci opisuje wtedy funkcja wyk¥adnicza ly* {(t,1(t)), t£T

2 W paragrafie tym nawiezujemy do pracy [38] -
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1Y) =

gdzie i° oznacza liczbe ludnosci w momencie poczatkowego t (I(t) - za-
s6b, np. w milionach oséb - L). Oznaczmy przez ~>0 ustalong minimalng
,»horme"™ konsumpcji na osobe (wymiar: z#/R*L). Woéwczas na konsumpcje w mo-
mencie czasu t€ T nalezy przeznaozyc czes¢ dccnodu narodowego nie uniej-
szf niz £1°exp| A(t-tQJj , tzn.

yl°eA(t-ro) < c(t)<y(t) . (5.5)
Warunki (5.4) - (5.5) wraz z warunkiem poozatkoi«yn.
,y(tQ) =y° > 0 . (5.9)

tworze podstawowy uktad zatozen o wzroscie dochodu narodowego i konsump-
cji we wszystkich formudowanych w tym paragrafie zidaniach ootymalizacyj-
nych. W dwéuh pierwszych zadaniach trajektorie konsumpcji nalezga do kla-
sy C°[tJ funkcji przedziatami ciagtych z tym, Zze w arugim zadaniu zakta-
damy dodatkowo, ze stopa wzrostu dochodu narodowego nie moze by¢ nizsza

od stopy wzrostu ludnosci. W trzecim zadaniu przyjmiemy dodatkowe zatoze-
nia, przy ktdérych trajektorie konsumpcji nalezg do kiasv C ~[t] funkcji
ciggtych 1 przedziatami gtadkich.

5.2 Pierwsze zadanie sterowar.a optymalnego

5.2.1. SFORMULOWANIE ZADANIA
|
Wezmy dowolng trajektorie konsumpcji cp. Znajac liczbe ludnosci 1 w
momencie poczatkowym t oraz stope jej wzrostu 0, mozemy obliczy¢
+aczng wielko$¢ konsumpcji przypadajacej S$rednio na osobe <|fc-j.) w catym
horyzoncie czasu T:

$(cT) = jc(t)e"wt"to dr. (5.7

Interesuje nas optymalny z punktu widzenia kryterium (5.7) wzrost kon-
sumpcji w horyzoncie czasu T w klasie £° [xj trajektorii c¢j., tzn. roz-
wigzanie zadania

max N j/c(r)e” N t-tondt (5-8)
1T

y(® = (a-(y (t)-ac(t),

yl°ert"to)<c(t)< y(t), cfeCC[T], (5.9
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y(t0) - y°
WprowadzZmy oznaczenia:
q(t) » e X~ t-toty(t) - dochéd narodowy na
’ osobe (wyniar: z4/UH-J,
(5.10)
S(0 - <" X(t-ro)c(t) - konsumpcja na osobe

(wymiar: zi/RL).

Po wprowadzeniu nowych zmiennych q(t), $'(t) do zadania (5.8) - (5.9)
otrzymany zadanie nastepujace:

rax Fj(t) dt, (5.8%)
T

a(t) - la-ji-Ag(H-a £ ,

«<&<*F>< F(*F) <
q(to) - ¢g° (5.«D

(g° =y°/1° y O). Dopuszczalny pruces wzrostu tworzy w nim kalda Dara tra-
jektorii ( )T (T-I>t, ji(t)), t€Tj . qT- {(t,q(t)), ttlj) spetnia-
jaca warunki (5.9%). Zadania (5.8) - (5.9), (6.8 - (5.9") se réwnowaz-
ne w ty* sensie, ze proces (c*,y*)T bedzie rozwigzaniem zadania (5.8) -

- (5.9) wtedy i tylko wtedy, gdy rozwiazaniem zadania (56.8") - (5.9") be-
dzie proces ( zdefiniowany w (5*10) .

Réwnanie

$7 q(t) - (a- p-- A)g(t)-a g-(v

z dane funkcje yT< $'(0 "£ » ni® bedzie miato rozwiezanie niematejecago,
jezeli efektywno$¢ majatku a bedzie nizsza od sjmy wskaznikéw  wycofy-
wanej z eksploatacji czesci majetku, i wzrostu liczny ljdnoscl pe¢X. Sytu-
acja taka bytaby zreszte razeco sprzeczna z rzeczywistos$cig. Przyjmieay
wobec tego, ze

Vzatozenie 5.1. a-jji-\]>0.T

Zatozenie to oOowiezuje w catym paragrafie 5. Nie zapewnia, Jednak Ist-
nienia procesu dopuszczalnego w zadaniu (5.8*) - (5.97). Wyjasnia to *bk-
stepujece twierdzenie.

DTwierdzenie 5.1.23 Przy zatozeniu 5.1: (i) warunki (5.97)
3e niesprzeczne dla pewnego noryzontu c,asu T wredy i tylko wtedy,gdy

3 _ _
Dowo6d,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 5, twierdzenie 5.1
a. 235.



78

q°>y , (ii) Jezeli g°~ ae/(a-j*- K), to warunki. (5,9") se niesprzerzne
dla horyzontu czasu T dowolnej d¥ugosci.®

W zwjezku z tym twierdzeniem w kolejnych dwéch punktach 5.1, 5.2
przyjmiemy, ze spednione jest

Vz atozenie 5.2. q>.a—ja—A

Warunek ten zapewnia istnienie dopuszczalnego procesu wzrostu w (zade.-
niu(5.8J)- 5.9")) z dodatnie stope wzrostu dochodu narodowego na osobfc.
Aby wzrost taki byt mozliwy, potrzebny Je6t odpowiednio wysoki poczetkony
poziom dochodu narodowego w stosunku do konsumpcji umozliwiajecy podje-
cie niezbednych inwestycji w okresie ,wyjsciowym".

Zwazywszy na (5.10; warunek ten mozna zapisaé¢ w réwnowaznej postaci

V> alpoa (5.11)

5.2.2. ZADANIE STEROWANIA OPTYMALNEGO W POSTACI STANCARDOWE3
E 3
Zadanie (5.8*) - (5.9 ) nie Jest zadaniem sterowania optymalnego tegc
typu, z Jakimi mielismy do czynienia w paragrafie 3 . Aby méc zastosowac
przedstawione tam twierdzenia o procetacn optymalnych, musimy wiec zada-
nie to doprowadzi¢ do po9taci standardowej. W tym celu zauwazmy, ze

oc

OT wierdzenie 5.2. Kazdemu procesowi dopuszczalnemu

(J ,9)T w zadaniu (5.8") - (5.9") odpowiada aoktadnie Jedna taka funkcja
« T —»»[o.1j. xXecC°[t] , ze

J) » £+ot(t)(q(t)-£)
w kazdym momencie czasu t€ T.B

Og6lnie jednak nie kazoe,, funKcji 0O<:T-» 0,1] , oi€ C°[t] odpowiada
taki dopjszczalny proces wzrostu (£,9)T, ze $(t) »jj+ t)@(t)-g-)
na T. Na przyktad, jezeli c*.(t) « 1 na T, to para takich funkcji
(J,9)T. ze £(*) = 9g(0 w kazdym momencie czasu "tf£ T, nie bedzie dopu-
szczalnym procesem wzrostu. Jezeli dfugos¢ horyzontu czasu
ITI> (jL+ A)-1In(qu, ). Do sprawy tej powrécimy w twierdzeniu 5.4. Pod-
stawiajac

j( *E£+o()(q(t)-£) (5-12]

do zadania (5.8*) - (5.9*), otrzymamy zadanie

nax J [£ eoc(t)(q(t)-m)]dt , (5.13)

Wystepuje w nim nietypowe ograniczenia w postaci nierdéwnosci.
2s Dowdd,zob. Dodatek matematyczny do paragrafu 5, twierdzenie 5.2

235.
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-i7-q() = (a-Ja- A)q(t)-a« () |qlt)-j)-aj

a(t)e Jo.ij , <ec°[td . (5.14)

(g°*>a /(a-p- X)). Rownanie roézniczkowe w (5.14) opisuje przeksztakce-
nie stanéw wewnetrznych gtadkiego (Jednowymiarowago) systemu dynamiczne-
go. Przeksztatceniem wyjScia jest funkcja podcatkowa w (5.13).Sterowaniem
Jest funKcja a ” wudziatu nadwyzki konsumpcji ponad Jej ustalony minimal-
ny poziom ~-I° w czesci dochodu narodowego pozostajacej po odli-
czeniu wydatkéw na zaspokojenie minimalnych potrzeb konsumpcyjnych. Sta-
nem wewnetrznym w momencie t Jest wielkos¢ dochodu narodowego Pt osobe,
stanem wyjscia - wielkos¢ konsumpcji na osobe. Dopuszczalny proces wzros-
tu tworzy para (a ,q)T spedniajgca warunki (5.14), optymalny proces wzros-
tu - para (ct*,g)-[- maksymalizujgca wielko$¢ konsumpcji na osobe w hory-
zoncie czasu T (Ffunkcjonat (5.13). Rozwiezanie tego zadania jest naste-
pujace .
pA
OT wierdzenle 5-3. Rozwiezanie zad nLa (5.13) - (5.14)

przy zatozeniach 5.1, 5.2 jest proces (ot*g*)T

dla t€ [®Q.T )

(D)
dla t€ [t ,tj ,
(g°-dM)e(a@" ™ vV)(t-to)+an dn te [tO,t),
9]
*(He _(+k)H(ED dla t£

gdzie d » a/(a-p-X)>1. Jezeli horyzont czasu T Jest atugi.

lt]> 8 G-+ A)-"In d, wowczas t' , . . Jezeli horyzont czasu T
Jest krotki. [Ti 0, wtedy t m t{ 1 optymalny proces wzrostu redukuje
sie do postaci:

ey 900-(p+ A) (t-to)

w kazdym momencie czasu t€ T.m

Ustalimy, Jak rozwiezanie tego zadania ma sie do rozwlazania zadania
(5.87) - 5.97).

26

236 Dowéd,zob. Dodatek matematyczny do paragrafu 5, twierdzenie 5.3
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OTwierdzenie 5.4,£" Jezeli zadanie (5.13) - (5.14) ma ta-
kie rozwigzanie optymalne (a*,q*)T, ze para (f*g*)T Jeet dopuszczalnym
procesem wzrostu w zadaniu (5.8") - (5.1 ), gdzie

gftt) -e +»*(O@Q™(O-Yy)

to proces (y*,q*)T Jeet rownoczesnie rozwigzaniem optydolnym zadania
(5.8") - (5.9").=m

tatwo sprawdzi¢, ze p-ra trajektorii {"j.0BT odpowiadajaca procesowi
(m*,q*)T jest procesem dopuszczalnym w zadaniu (5.8") - (5.9%). Zgodnie
z twierdzeniem 5.4 Jest wiec rozwigzaniem tego zadania.

5.2.3. CHakAKTERYSTYKA ROZWIAZANIA

Optymalne trajektorie, dochodu narodowego y*. konsumpcji ma-
jatku produkcyjnego i Inwestycji 1* otrzymujemy z (5.10), (5.2),
(*.3).

Maksymalng wielko$¢ konsumpcji na osobe w krétkim horyzoncie czasu T
uzyskujemy, wstrzymujac catkowicie inwestycje i przeznaczajac caty docnéd
narodowy na konsumpcje. Majatek produkcyjny 1 dochdéd narodowy malujg wéw-
czae ze stopa -)x, dochdéd narodowy i konsumpcja w przeliczeniu na osobe -
- malejg ze stopg - (@-+ X).

W ddugim horyzoncie czasu proces wzrostu azieli sie na dwie fazy.

W pierwszej fazie, inwestycyjnej, cata .nadwyzke"™ docnodu narodowego po-
nad Jego cze$¢ przeznaczong na zaspokojenie minimalnych potrzeb konsump-
cyjnych jfl°exp ~XI t-tQ)} nalezy skierowa¢ na cele inwestycyjne. Wywo4u-
je to szyDki wzrost majatku produkcyjnego i dochoJu narodowego, Ros$nie
takze aochdd narooowy na osobe. Konsumpcja rosnie bardzo wolno (ze etopa
réwng stopie wzrost®i ludnosci) o tyle tylko, zeby zapewniony by+ minimal-
ny poziom konsumpcji na osobe. W drugiej f«.zie, konsumpcyjnej, wotrzyma-
na zostaja inwestycje, konsumpcja gwalttownie wz-asta. Powoduje to spadek
majatku produkcyjnego i dochodu narodowego (rys.5.1). W rezultacie za-
czyna male¢ konsumpcja.

W okresie przejsciowyn od fazy Inweetycyjnej do fazy konsumpcyjnej tra-
jektorie inwestycji i konsumpcji zachowujg sie bardzo nieregularnie. In-
westycje osiggaja najpierw wvsokl poziom, a n (tepni® gwattownie spadaja
do ze"a. Konsumpcja poczatkowo ksztattuje sie ne minimalnym poziomie
yl°e nastepnie - w fazie konsumpcyjnej - momentalnie wzrasta,

. ;;BDowéd#zob. Dodatek matematyczny do paragrafu 5, twierdzenie 5.4
le «
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Rys.5.1. Optymalna trajektoria dochodu narodowego na osobe - rozwig-
zanii zadania (5.33; - (5.14) w dki/gim horyzoncie czasu

5.2.4. ROWNOWAGA X STABILNOSC OPTYMALNYCH PROCESOW WZROSTU

Interesuje nas procesy wzrostu, ktorym odpowiada stata stopa wzrostu

konsumpcji na osobe, a wiec te procesy la q)T i odpowiadajace im tra-
jektorie konsumpcji na osobe w ktérych
o(q.y) » " Y -= const”
(A) Przez (=x,qT , oznaczymy te procesy wzrostu i odpowiadajece

im trajeKtorie konsumpcji na osobe, w ktérych

6S(0 7TT7 =0

w kazdym momencie czasu t6 T. Se to procesy nastepujacej postaci:

u (t) -0,
q(t) . [g°-a £/Ca-~-A)Jera_™ 1 ~t_tor+aj/(a-p- K),
(5.15)
£C*>

gdzie q° Jest dowolne dodatnie wielkoscig dochodu narodowego na osobe
spetniajece warunek q° > a~/(a-p-- A). Procesy te se okreslane na hory-
zontach czasu T. dowolnej d¥ugosci.

(P) Przez («,q/T, Jy- oznaczymy procesy i odpowiadajact im trajek-
torie konsumpcji na osobe spedniajace warunek

«">'- ft)
w kazdyr. momencie czasu t6 T. Ich posta¢ jest nastepujaca:

Wt) - 1.
q(t) > (5.16)
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t) » q(t)

gdzie q° jest dowolna poczatkowg wielkoscig dochodu narodowego ne osobe
spedniajacg warunek ac > ay/(a-p-- A). Proc*sy te sa okreslona na krot-
kich horyzontach czasu o dtugosci IT Ik(p-+A)_1In(qg°/™ )=

Optymalna trajektoria dochodu narodowi 190 na osobe qg* w krotkim hory-
zoncie czasu jest tozsama z Jedna z trajektorii w (G-rownowadze typu (b)
z ujemng stopag wzrostu konsumpcji na osobe, w diugi* za$s - najpierw,w fa-
zie inwestycyjnej, z Jedng z trajektorii w 6-réwnowjoz . typu (a) z se-
rowg stopa wzrostu konsumpcji na osobe, potem w fazie konsumpcyjnej - z
Jedna z trBjektorii w (J-rownowadze typu (B) ze stopa ujemng (rys.5.2.a.

Rys.5.2. Trajektorie dochodu narodowego na osobe w (3-réwnowagach or0,:
optymalna trajektoria (&) w krotkim horyzoncie czasu, (b) w d¥ugim ho-
ryzoncie czasu
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b). Pon-ewaz dtugos¢ fazy inwestycyjnej rosnie w miare wydduzania hory-
zontu czasu T (ddugos¢ fazy konsumpcyjnej Jest zawsze ograniczona),wiec
»efekt magistrali”™ trywializuje sie2”. Obserwujemy natomibst asymptotycz-
ny zbiezno$¢ Srcdrich stép wzrostu optymalnej trajektorii dochodu naro-
dowego na osobe 1 trajektorii w £ -réwnowadze typu (A).

OT wierdzenie 5.5.2~ Oezeli dtugos¢ horyzontu czasu
|t]—»+00 . to ro6znica I - 6; 1 $rednich stép wzrostu optymalnej tra-

jektorii dochodu narodowego na osobe i trajektorii w G -réwnowadze typu
(A) ze stac# wielko cle konsujpcjl na osobe naleje asymptotycznie do ze-
re. m

5.3. Drugie zadanie sterowania optymalnego

5.3.1. SFORMULOWANIE ZADANIA

W poprzednim punkcie otrzymalismy trajektorie dochoou narocowego. kon-
Jjmpcji 1 majatku produkcyjmgo z ujemnymi stopami wzrostu w fazie kon-
sumpcyjnej. Wykluczymy te sytuacje, zydajyc, by stopa wzrostu dochodu na-
rodowego w catym horyzoncie czasu T nie byta nizsza od stopy wzrostu

ludnos$ci30: -

ZF y(t) yTTT (5.17)

(tym samym stopa wzrostu dochodu narodowego na osobe bedzie nleujemna w
horyzoncie czasu T ).

Zaktadajac, ze na konsumpcjg w momencie czasu t Mlezy pr; oznaczy¢
nie mniej niz j-1 exp { dochodu narodowego, otrzymujemy zadanie
maksymalizacji konsunpejl w horyzoncie czasu T:

"ax *~o0 le" t“to",c(t)dt , (5.18)
1T

y(*) m («* n)y(t)-ac(D),

y{O*yHT> * -

28
Mngi trale j«iit Jedna z trajektorii dochodu narodowego na osoDe w
u-row.iowad*,.. z zerowe etOf.q wzi ojtu konsumpcji, na ktureJ w jzle Inv.es-
tyc,zélnej pozostaje optymalna trajektoria oYy

239D0PohAZOI" 1Jodat®K ma*" _etyczny _d aragraf , twierdzenie 5.5
S- 239. PS ogny warune spe+niajt¥ trgjeﬂtgr{egdocHogu nar doweg,

T (y () “ 1I(t)g (1), y(t) m 1Il1t)g(t)) oraz msjetku produkcyjnego
T (m*(t) - a" L(t)g*(t), S(t) - a-1 I() q(b)).

Por. ode.18 do zatozenia 4.4 . 69.



84
c{t) >£1°e >"t-to), c€C° [r], H.I™)
y(t0) - yc,

gazie y°>a yl°/(b-p- \). Warunek (5.17) w uk#adzie (5.19) zacho-
dzi wtedy i tylko wtedy, gdy*"

c(t)<u- -"~)y (0o , 7 (5.077)
zatem zadania (5.16) - (56.17) mo?na zapisa¢ w nastepujacej postaci

max _].I?) Jr e- A(t—fO) C(t)dt N (5.18-)

d y(® = (@ -pIy(® - ac(t)

€ L°e ""e“okcltK (1- Jili-)y(t) , cfeCO [t]

(5.19%)
y(to) - y*
Po podstawieniu zmiennycn q(r), zgodnie z (5.10), otrzyirsujeny za-
danie
max | £ (t)dt / (.18 )
T
a(t) =(a-p.- A)q(t) - ae(t) ,
o< &(t)< (i- 44 ~-)qr) - W o= (5.19")
a{t0) « qo
gdzie gq°>af£/(a - -A). Przy zatozeniach 5.1, b.ii zadanie to jest nie-

sprzeczne. Warunki (5.19" ") spednia na przyktad proces, (#.9)]

t[t] ' h

q(0 =[g°_a jf/(a_P- ™)] e“a" "~ ~"N)(t foO)+a |[/(a-p--A).
5.3.2. POSTAC STANDARDOWA ZAJANIA STEROWANIA OPTYMALNEGC

w celu sformutowania zadania w postaci standardowej Dostuzmy Sie na-
stepujacym twierdzeniem:

Rzeczywiscie, z (5.17) otrzymujemy [(a- &) y(t) - a c (t)JI/y(t;"A
1 po przeksztatceniach: c(t)™ [1 - (~-rAJ/al y(t). Odwrotnie, Jezeli
zachodzi warunek (5.177) to (a - p)y{t) - a c(t)> Avyit), tzn. dy(m/dt”
> Xy(-t) . Warunek (5.171 otrzymujemy zwazywszy, ze y(t) >0 na ,T.
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Otwierdzenle 5.6.~ Niech speinione bede zatozenia 5.1,
5.2. (i) Jebali proces ((j-q)T upednia warunki (5.19"), to istnieje do-
ktadnie Jedna taka funkcja a i T-~[0,l]] , (x6C°[t], ze

i +ra(t)[(1- tiA-)a(t)-y] - ™

w kaza/m momencie czasu t6.T, (ii) Dla dowolnej Tfunkcji <x: T -« [o,l],
a€ C° [tJ , para (J-,9T spekniajagca warunek (*) i réwnanie

JE a(®) - (a-p.-A)a(BH)- an(t)

z warunkiem poczetkowym q(tQ) « q°> af£/(a-pi- \ ) jest procesem dopusz-
czalnym w (5.19").B

Na podstawie tego twierdzenia zadanie (5.18") - (5.19") Jest roéwno-
wazne z nastepujecym zadaniem sterowania optymalnego:

max j{oc(t) [(1- Ji]i)q(t) -yj +£m} dt . (5.18* )
T .

g- q(t) - (d-ot() d[(a- p- Aq(t)-ejJ ,

X £ [0.1j , ofeCo[t]. (5.19"")

a(tQ) " g°*

Role sterowania w zadaniu tym pedni funKCja « T udziatu naowyzki kon-
sumpcji ponad jej ustalone minimaine wielkos$¢ ylcsxpfi\(t-10)} (t£T )Hw
dochodzie narodowym, ktéry pozostaje po odliczeniu .minimum” konsumDcyJ-
nego oraz Inwsstycji umozllwlajecych wzrost dochodu ze stope A < Réwnanie
réznicrkor-e w (5 . 19 )opisul< przeksztakcenie stanéw wewnetrznych gtad-
kiego (Jednowymiarowego) uystemu dynamicznego, TFunkcja podcatkowa w
(5.18"")- przeksztatcenie wyjscia. Zbiorem st«rowan jest przedziat [O0;1j,
Bianem wewnetrznym - dochdd naroaowy na osobe, stanem wyjsScia - konsump-
cja na osobe. Dopuszczalny proces wzrostu tworzy para trajektorii (cx..Q)T
apednlajeca warunki (5.19"")t optymalny - pira (@1q9*)T, ktérej odpowiada
maksymalna wielko$¢ konsumpcji na osobe w horyzoncie czasu T. 1

i
OTwierdzenle 5.7.33 Rozwiezaniem zadania (5.18"") -
- (5.19"") przy zatozeniach 5.1, 5.2 Jest proces @ q*)T:

*E(,).1° dif ..V
[1 dla te [r ,tl]

32
a C4LP°W°a'Z°D' uodatek matematyczny do paragrafu 5, twierdzenie 5.6

241“owl4d"zob* Dodatek matematyczny do paragrafu 5, twierdzenie 5.7
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(@°-d DHe( N “X5(tt +dy dla t£ [tO,t ).

* _ _
ax(o a*(X,) = const . dla tf£ [t; .t

gdzie d - a/(a-p-X). Oezeli horyzont ctbsu t Jest diugi, [e]>Jd -
- I/(a-p- -A). wtedy X « t~B > t0. Oezeli horyzont Jest krétki, |t|<e,
wtedy % m tQ 1 proces (ot*.reiunuje sie do postaci:
o*(® » 1 ,qg*(0 - g°
w kazdym momencie czasu t€ T.

5,3.3. CHARAKTERYSTYKA ROZWIAZANIA

Optymalny trajektorie konsumpcji na asobe
nania (zob. twierdzenie 5.6)

mozna wyznaczy¢ z row-

£ () =£+ <x*(OLA- g*(t)-£] -

Optymalny trajektorie dochodu narodowego y*. majytku produkcyjnego m*,
konsumpcji c¢* 1 inwestycji if£ otrzymujemy z (5.10), (5.2), (5-3).
Wszystkie optymalne trajektorie, z wyjetkiem trajektorii inwestycji 1iT

w d¥ugim horyzoncie czasu T, sy niemalejyce. W krétkim horyzoncie czasu
inwestycje uaiozliwiajy Jedynie wzrost majytku ze a opy roéwny stopie wzros-
tu ludnosci X. Cata pozostata czesé¢ dochodu narodowego przeznaczona zoa-
taje na konsumpcje. Dochéd narodowy i konsumpcje wolno rosne (ze stopyA),
dochéd narodowy na osobe i konsumpcja na osobe utrzymuje sie na wyjs$cio-
wym poziomie.

Oezeli horyzont czasu T Jest ddugi, wtedy pojawiaj* sie dwie
wzrottu. Szybki wzrost inwestycji w fazie pierwszej powoduje znaczny
wzrost majytku produkcyjnego, dochodu narodowego i dochodu narodowego na
osobe. Konsumpcja rosnie tylko o tyle, aby zapewniony byt minimalny po-
ziom konsumpcji na osobe £ . Faz* druga rozpoczyna sie od gwattownego
spadku inwestycji oo poziomu zjpewniajycogu tylko nieznaczny wzro*t »a-
jytku produkcyjnego i dochodu narodowego (ze stopy A). Dochéd narodowy na
osobe stabilizuje sie na poziomie, ktéry gospodarka osiyga pod kor.lec fa-
zy Inwestycyjnej (rys.5.3). Konsumpcja ra osooe gwaktownie wzrost* w sto-
sunku do Jej wielkosci w fazie inwestycyjnej i w catej fazie
noj utrzymuje sie na tym samym, wysokim poziomie.

Pod niektdérymi wzgladami rozwigzanie to jest poprawniejsze od rozwiy-
zania otrzymanego w poprzednim punkcie. Majytek produkcyjny, dochod na-
rodowy i konsumpcja w catym horyzoncie czasu T rosny, dochéd n

fazy

konsumpcyj-

-odowy
na osobe 1 konsumpcja na osobe - nie maleje, osiygajyc wysoki poziom w

drugiej fazie wzrostu. Podobnie Jak ooprzednio jednak przejsciu od fazy
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Rys.5.3. Optymalna trajektorie dochodu narodowego na osobe - roz-
wigzanie zadania (5.18""") - (5.19°*") w D4ugim horyzoncie czasu

inwestycyjnej do fazy konsumpcyjnej towarzyszy gwattowny skok: spadk in-
westycji i wzrost konsumpcji.

5.3.4. ROWNOWAGA 1 STABILNOSC OPTYMALNYCH PROCtES&Y WZROSTU

W poszczegdlnych fazach wzrostu optymalna trajektoria konsumpcji
Jest funkcje 9tatg co nasuwa mysl, aby rozpatrzy¢ trajektorie wzrostu gos-
podarki w (5-réwnowadze ze stalg wielkoscig konsumpcji na osobe:

0 (q,y) mjj- * const.

(A) Przez (<5,09)T, oznaczymy te procesy wzrostu i odpowiadajgce im
trajektorie konsumpcji na osobe w 6-réwnowadze, dla ktdrych
1

J(B) »Ex(O[(i- -fcr~ Ha(r)-~] + 2"
- min {«[('- 47-) q(b)- £]+ &
aef[o,i]
w kazdym momencie czasu tfcT. Procesy te sa nastepujacej postaci:
a(t) =0,
q(t) -[g°-a£/(b-y.-A)] e*8“N * t-to*+ af£/la-Ja-A),
gdzie q° Je6t dowolng poczatkowa wielkoscig dochodu narodowego na oaobe

spedniajaca warunek q°>ay/(a-p - A). Odpowiada im trajektoria kon-
sumpcji na osobe jr z wartosciami
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yto ms5

w kazdym momencie czasu t6 T

(B) Przez (a.q)T. JT oznaczymy takie procesy i odpowiadajece im ti
Jektorie konsumpcji w G -rdéwnowadze, ze

Ji(® - a( [d- Ja(-yj* £ -

- aax («[('- 4"~ ) q(t)-£] e*}- (1-
<X€[o.1]

w kazdym momencie t£ T. Wéwczas
«(t) » 1, gqgft) - q° (5.21)

£(t) - (i- ~*A-)g° - conot.

gdzie @°. Jest dowo Ine poczetkont, wietkoscie dochodu narodowego na taobe
spedniajacg warunek J°> an~/(a-p-- N).

Rys.5.4. Trpjekrorie dochodu narodowego na osobe w &-— ruwnowt« acl.
oraz optymalna trajektoria (J) w krotkim horyzoncie czasu, {b) w
ddugim horyzoncie cza ;j
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Optymalna trajektoria dochodu narodowego na osobe w krétkim horyzoncie
cze9u Jeet tozsr ,a z Jedne z trajektorii postaci (5.21) w G-rownowadze
typu (B). W dtugim horyzoncid Cijsu trbjektoria ta najpierw (w fazie 1in-
westycyjnej) Jest tozsama z Jedne z trajektorii postaci (5.20) w g -row-
nowadze typu (A) (w tym okresie £*(0 m$ = const.), potem - z Jedne z
trajektorii postaci (5.21) w O-rownowadze typu (B) (konsumpcja na osobe
oslega poziom ,Ft0 » I1-(p+ A)/a qg*(t) * const.; t- moment przej-
Scia od fazy inwestycyjnej do ftzy konsumpcyjnej). Im dduzszy Jest hory-
zont czasu T, tym diuzej optymalna trajektoria pozostaje w 6 -réwnowadze
typu \A). Roéwnoczes$nie tym wyzszy Jest poziom konsumpcji na osobe w dru-
giej fazie wzrostu (rys.5.4.a,b).

OT wierdzenie 5.8.34 Jezeli d¥ujos¢ horyzontu czasu

IT1- » * oa , to réznica |6* - - | Srednich stop wzrostu optymal-
"'t t
nej trajektorii dochodu narodowego na osobe i tr tjektorii w Q -rownowa-

dze typu (A) maleje asymptotycznie do zera.B

5.4, Procesy wzrostu z ciggtymi trajektoriami inwestycji i konsumpcji -
trzecie zadanie sterowania optymalnego

5.4.1. SFORMULOWANIE ZADANIA

Ootychczae trajektorie konsumpcji byty funkcjami przedziatami ciegdymi
na T (n.Inzaty do klasy Culi]). Take same wkasciwos¢ miaty trajektorie
inwestycji 1 konsumpcji na ot.ooe. W tym punkcie zaz”aamy, aby trajektorie
konsumpcji na osobe byty funkcjami ciegdymi , prawie wszedzie na T roéz-
nlczkowalnymi (z klasy c*[tJ ) i spedniaty warunek:35

idamy wiec, aby: (a) w catym horyzoncie czasu T Kkonsumpcja na osobe
nie malata, (b) nie rosta szyDcied niz dochéd narodowy na osobe po odli-

34
dnhnw PomxJf"'V - PrzeUde3a podobnie, jak dowdd_ twierdzenia 5.5 Po_
dobriy warunek spBiniaJa tra.ektorie majetku“rodukcyjnego m*. ST o”"az
dochodu narodowego y*, yT
35 . . .
Zob. ,ds. 18 do zatozenia 4.4 na s. 69. Poniewaz CcJ , zatea
trajektoria qT Jest wszedzie na T rézniczkowalna.
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czeniu inwestycji

na osobe (@ +Aj/a

niezbednych, aby nie nattagplt
Jeat wskaznikiem minimalnego

choozie, przy ktérym nie nastgpi spadek dochodu
Niech £° bedzie taka poczatkowg wielkoscig
momencie t ), ze -

"Z atozenle 5.2". finje<(1—)g°

Pooobnie Jak poprzednio.” oznaczn minimalng

be; [I-(jn A )/a]lg® jest maksymalna wielkoscia

w momencie tQ,
bg w przyszdoici. Zatozenie 5.2°
wzrost dochodu narodowego r*i osobe opisuje,

nanie

a(o)

Rozpatrzmy nastepnie zadanie maksymalizacji
ryzoncie czasu T

maxJ ~(1)dt <
r
a(t) - (a-p- Mq(t)

-norme"

- (a-p- Ag(®-ajf(t) ,

6padek dochodu narodowego
uaziatu inwestycji w do-
narodowego na osobe).

konsumpcji na osobe

(w

-V

koneumpcjl na oso-

konsumpcji na osobe

ktéra nie spowoduje spadku dochodu n«iodowego na o0so-
pociaga za soog zatozenie 5.2.

Niech

podobnie Jak Dotychczas, réw-

(5.22)
konsumpcji na osobe w ho-
(5.21)

-ar (®
TtAr>-Xef£lH " <5*24>

fo~o5"

gdzie [I-(“"L+A)/a] q°>y°>X
niesprzeczne. Warunki

r{t) mr° m const ,

+ an°/(a-jj--A)

5.4.2. ZADANIE ROWNOWAZNE

OT wierdzenie 5.9.36

36 Dowdd,zob.

3e 242

Przy zatozeniach 5.1,

m ,q0"SC)*

e Frzy zadoienia,;ri 5*1* 5.2"zadanl« to Jest
(5-24) spetnia na przyktad para trajektorii

T

(5.25)

5.2" warunek

Dodatek matematyczny do paragrafu 5, twierdzenie 5.9
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mozna zb .tepi¢ nastepujacym:

- IS(O [(a-p-A Ha(t;-aj(v)]

(5.26)
(e [0.i- -£iA- ], pec°[Tj .=
Zatem nadania (5.23) - (5.24) Jest roéwnowazne z zadaniem
max Jg (t)dt , 15.27)
T
{li- a(t) - (=- A)q(t)-a ~(t),
ifi(t-) 9i(Y [(a- p.- M)q(t)-a £ (D] ,
(5.20?

p(t)« [0,1 - 4tiA-J . )ifcCO[Tj,

<d(t0)* S (to}) 7 (<P- X0) -

Jezeli proces (Jj*.gq*,J*)T Je8t rozwigzaniem togo nadania, to proces
(@*, jJ3)T Jost rozwigzaniem zadania (5.23) - 5.24). Na odwrét. Jezeli pa-
ru (g*. (")t Je8t rozwiazaniem zadania (5.23) - (b.24), to znajdzie sie
taka funkcja |¥*:T-*[0, I-(p+>)/aJ , ze proces (p>*,g* [T bedzie roz-
wigzaniem zadania (5.27) - (5.28).

Para réwnan rézniczkowych w (5.28) opisuje przeksztakcenie snnow wew-
netrznych gtadkiego (dwuwymiarowego) stacjonarnego systemu dynamicznego.
Sterowaniem Jest wsKaznik udziatu konsumpcji w dodatkowej jednostce do-
chodu narodowego. Stanem wewnetrznym jest dochdéd narodowy na osob\. i
konsumpcja na osobe. Droga wspéirzedna wektora stanu wewnetrznego (q(t),
Jj(t)) Jest roéwnoczesnie stanem wyjscia.

OT wierdzenle 15.10 Rozwigzaniem zadania (5.27) - (5.2B)
przy zatozeniach 5.1, 5.2, jest proces (p*. q*%£*)T

0O dla t£ [t ,X) ,

i- dia te [t.tjJ ,

(g°-d/)e A ke vA+dIC dla 1£ ).

[(a-fi-A)g*(l)-a j°] (t-t )+g*(t) dla t.Sjc.tj

t° dla 1 eb0-z) =

dla t£! T,t,

37 Dowdd,zob. Dodatek matematyczny do paragrafu 5, twierdzenie 5.10
S. 243.



gdzie d = a/(a-f*-A). Oezeli horyzont czasu T jest dbugi, |t|>8 =
* 2/(a-p.-A), to X- ™6 > tQ

Oezeli horyzont czasu jest krotki, ]9, to t i proces
(p*-q*. redukuje sie do postaci:
F® > 1- -

g*() = [(a-K-A)qg°-a j°] (t-to)+g°®

w kazdym momencie czasu tCT .1
5.4.3. CHARAKTERYSTYKA ROZWIAZANIA

Optymalne trajektorie docnoou narodowogo, konsumpcji i inwestycji
otrzymujemy z (5.10), (5.2), (5.3). Obserwujemy regularmy wzrost wszyst-
kich optymalnych trajektorii, zaréwno kiedy horyzont czasu T Jest krot-
ki, Jak i w przypadku d¥ugiego horyzontu czasu. W krétkim horyzoncie cza-
su inwestycje umozliwiaja taki wzrost majytku produkcyjnego i dochodu na-
rodowago, dzieki ktérym mozliwy Jest liniowy wzrost dochodu naroaowego na
osobe oraz nieco wolniejszy wzrost konsumpcji na osoDe.

Oezeli horyzont jest dtugi, wtedy w pierwszej Tazie-inwostycyjnej-ob-
oerwujemy szybki wzrost inwestycji, choé¢ wolniejszy niz w dwéch poprzed-
nich rozwlezaniacn, wskutek czego pod koniec tej fazy znacznie wzrasta
majytek proaukcyjny 1 dochéd narodowy (oraz docnéd narodowy na osobe,rys.
5.5). Konsumpcja utrzymuje sie na wyjsciowym poziomie fi . Przeznaczona na
konsumpcje cze$¢ dochodu narodowego rosnie ze stopy roéwny stopie wzrostu
ludnosci. W drugiej fazie - konsumpcyjnej - inwestycje rosny wolniej.
Wskutek tego wolniej niz w fazie inwestycyjnej rosnie «ajytek produkcyj-
ny, dochdéd narodowy oraz dochéd narodowy nj o(.obe, crybciej - konsumpcja
i konsumpcja na osobe.Wzrost dochodu narodowego u oscop 1 konsumpcji na
osobe opisuje funkcje liniowo, przy czym konsumpcja rosnie ni“co wolniej
niz dochéd.

Wszystkie optymalne trajektorie sy eiygte, przedziatami gtadkie.
Wszystkie,poza trajektorie konsumpcji na osobe ,sy silnie rosnyce. Wzrost
konsumpcji na osobe opisuje funkcja niemalejyca, przedziatami liniowa,
rosnyca w fazie konsumpcyjnej. W okresie przejsciow/m od fazy inwestycyj-
nej do fazy konsumpcyjnej nic nastepuje zatamaniu ani .skok™ zadnej tra-
jektorii. Inwestycje regularnie rosny w catym horyzoncie czasu, z wyzszy
stopy w f zie pierwszej niz w drugiej.

Otrzymalismy proces wzrostu, za ktérym przemawia zarowno nasza ogolna
wiedza o wzroscie gospodarczym. Jak 1 obserwacja procesow zachcdzycych
w rzeczywistej gospodarce. Oczywiscie,mozemy méwi¢ tylko o pewnym Jako$-
ciowym podobienstwie tego procesu i rzeczywistych procesow wzrostu. W ce-
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Rys.5.5. Optymalna trajektoria dochodu narodowego na osobe oraz kon-
sumpcji na osobe - rozwigzanie zadania (5.27) - (5.28) w d4ugim ho-
ryzor.ci*, czasu

lu otrzymania ilosciowej zbieznosci potrzebny jest opis gospodarki duzo
doktadniejszy od przedstawionego.

5.4.4. ROWNOWAGA 1 STABILNOSC OPTYMALNYCH PROCESOW WZROSTU

W pjnkcie 5.2. ,niezmiennikiem" w réwnowadze byta stopa wzrostu kon-
sumpcji na osobe, w punkcie 5.3 - wielko$¢ konsumpcji na osobe. Obecnie
przesledzimy procesy wzrostu w takiej b -réwnowpoze, w ktérej staty
Jest przyrost konsumpcji na osobe, tzn.

S(g, $) = - const.

Z analizy trajektorii docnodu narodowego na osobe w takiej O -réwnowa-
dze wyniKa, ze w kroétkim horyzoncie ch.asu optymalna trajektoria q?
jest tozsama z jeane z trajektorii w G-réwnowadze z maksymalnym (statym)
przyrostem konsumpcji. W ddugim horyzoncie czasu, podobnie jak w dwoéch po-
przednich punktach, optymalna trajektoria dochodu narodowego na osobe
najpierw, w fazie inwestycyjnej. Jest tozsama z jedna z trajektorii g™ w
G -réwnowadze z minimalnym (zerowym) przyrostem konsumpcji na obobe pos-
taci

g(0 = [g°-a °/(a-"i- A)Jeta" ~_K + a's’/{aja-A) (5.29)
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Rys.5.6 . Trajektorie dochodu narodowego na osobe w (3 -réwnowagach
oraz optymalna trajektoria la)-w kréotkim horyzoncie czasu, "b) w
ddugim horyzoncie czasu

@°. - dowolne wielkosci poczatkowe dochodu "$rodowego i konsumpcji na
osobe spedniajgce warunek [I-(p-+ A)/aJg®° > y°>y ). Nastepnie , w fazie
konsumpcyjnej, optymalna trajektoria dochodu narodowego na osobe .przecho-
dzi® na Jedne z trajektorii qT w (§-réwnowadze z maksymalnym, statym

przyrostem konsumpcji. Trajektorie te s« funkcjami liniowymi postaci

S(t) - ma-p.- A)g°-a"M|(t-to)+q0 (5.30)

(g°» 5° m poczetkowe wielkosci dochodu narodowego i konsumpcji na ouobe
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spetnlajece warunek [I-(H+A)/a] ¢ > J°> £ . zob.rys.5.6.a,bj.Im dbuz-
szy Jest horyzont czasu T, ty* dbuiej optymalna trajektoria dochodu na-
rodowego na osobe jest tozsama z Jedne trajektorii postaci (5-29) w
6 -réwnowadze ze statym poziomem koneumpcji na  osobe. Przy |t]-»+o00

podobnie Jak dotychczas, obserwujemy zbieznos$é¢ Srednich stép wzrostu tych
trajektorii.

Urwierci tonie 5.11.3® Oezeli di .go$¢ horyzontu czasu
Ml 'm+00 < tO réznica |6* - 6-~ | S$rednich stép wzrostu optymalnej

trajektorii dochodu narodowego mi onobe qg* i trajektorii qT w 6 -réw-
nowadze ze statym poziomem konsumpcji na osobe maleje asymptotycznie do
zera. m

§ 6 OPTYMALNY PODZIAL DOCHODU NARODOWEGO W DWuCZYNNIKOWYM
MODELU WZROSTU

6 1, Podstawowe wiaaomos$ci o funkcji produkcji Cobba Dojglasa

V Jednoczynnikowych modelach wzrostu, ktérymi zajmowalismy sie w po-
przednich dwéch paragrafach, wielkoté wytwarzanego dochodu narodowego ze-
lizeta wytecznie od rozmiaréw trwatego majatku produkcyJnego.Zaktadalismy
ailczeco, ze zasoby pracy w gospodarce se tak obfite, i1z wystarczaj? na
uruchomienie majetku produkcyjnego kazdej wielkos$ci oraz, ze warunki tech-
niczne produkcji Jednoznacznie wyznaczaje wkasciwe proporcje miedzy roz-
miarami zatrudnienia i wielkoscie majetku produkcyjnego. V rzeczywistosci
zasoby pracy nie se nieograniczone, nie ma tez jednoznacznej reguty te-
c<:enia majetku produkcyjnego i pracy w proce-tle produkcji, a wielkouc wy-
twarzanego dochodu nar oaowego zalezy od kombinacji obu tych podstawowych
czynnikéw produkcji. Funkcje opisujace wspotdziatanie majetku produkcyj-
nego i pracy w tworzeniu dochodu naroaowego nazywamy dwuczynni -
kKkowym:i (dwuargumentowymi) funkcjami produkcji.
Ponizej przedstawiany jedne z najbardziej znany*h - funkc]je
produkciji Cobba-Douglas a39.

8
Dow6d pomijamy - przebiega podobni*, jak dowéd twierdzenia 5.5.

Podobny warunek speiniaje trajektorie rnajetku produkcyjnego m* S 8raz
dochodu narodowego y*, yT*

Podstawowe wiadomos$ci o funkcji produkcji Cobba-Uouglasa mozna zna-
lez¢ w ksiezce Z. Czerw* skie3do T12J ro=dz.3, p« agrafy
3.1, 3.2 zob. takie N.B. Bark at+ow 47 . S Oubuwj-
kij i in. U8J rozdz.. BIN. Mlchalewsl1l [32] rozoz.
46 L. Stoleru [40J rozdz.11.
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Przyjmijny, ze miare llocci pracy zaangazowanej w procesie produkcji
jest zatrudnienie, przez ktoére rozumiemy liczbe pracujacych w sferze pro-
dukcyj iuj gospoziarl»zi40

Niech T = .*17] oznacza, podobnie jak dotychc es, ustalony hory-
zont czasu. Wezmy momenc czasu t£ T i oznaczmy przez m(t) wielko$¢ ma-
jatku proaukcyjnego or3z przez z(t) - zatrudnienie w momencie cr.asu t
(zas6b, np. w milionach oséb - L). Posta¢ Funkcji produkcji Cobba-Dougla-
Qa ustalajacej zwigzek miedzy wielkoscig majatku produkcyjnego m(t ,loz-
miarami zatrudnienia z(t) i wielko<ji ig oocnoau narooowego Yy(t) = f(m(t),
z(t),t) wytwarzanego w momencie czasu t wyprowadzimy, przyjmujac kilka
hipotez.

(H 1) Funkcja produkcji f zmiennych mCE”~ , z£E+, t€T jJest cig-
gta wraz z wszystkimi pochodnymi czastkowymi:41

f€ Cl [e*x E*vtd

Dowolnym dodatnim wielkosciom majatku produkcyjnego i zatrudnienia
odpowiada zawsze dodatnie wielkos¢ wytworzonego dochodu narodowego:

f(m(t),z(t) ,t)> 0 ,

jezeli n(t)>0, z(t)>0, tET.
Brak ktoregokolwiek z czynnikéw produkcji powoduje wstrzymanie produk-
cji (hipoteza o tzw. Draku ,rogu obfitosci™):

f(0,z(H),t) = f(m(t),0,t) - 0

dla dowolnych m(t)”~0, z(t)”0, t£T

(H 2) Réwnoczesne A-krotne zwiekszenie majatku produkcyjnego i za-
trudnienia (A > 0) powoduje A-krotny wzrost dochoou narodowego (tzw.pra-
wo proporcjonalnych przychodéw):4n

f(AN(L), Az(t),t) = AF(n(L), z(t),t)

dla dowolnych m(t)”~0, z(t)*.0, A>0, tET.

40 Zaktadamy, ze w rozpatrywanym okresie dJugosn dnia roboczego nie
zmienia 1ip.

41 Przez EJt oznaczamy podzbidér nieujemnych liczb rzeczywistych,
E* “ [xE£E+ : x> 0J . Ogdlnie: e" - nieujemny orthant przestrzeni En,
|X€ En» x>0 }.

Wai unek ogélniejszy F(Am(t), Az(t),t) = Ak Ff{m(t ,z(t),t)
(A ,k>0) naz... ny Oywa prawemnm rosnagcych przy -
chodow, jBzeli k>3 i prawemnm malejacych
przychodoéw, Jezeli k<l, por.np. L. Stoleru [46J
.308-300
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(H 3) Zwiekszenie ktéregokolwiek z czynnikéw produkcji powoduje wzrost
docnodu narodowego:

FM{ t)+Ai(t),2(t),t) > F((t),z(t),t),
() ,z(t)+Az(t),t) > F{m(t),z(t),t)

Jla dowolnych m(t)”~0, z(t)"0, A"n(t)>0, Az(t)>(), t&T W r_ljgco
innej postaci warunek ten znany je&t jako tzw. prawo wielkiej skali)

(H 4) Dochdéd narodowy wytwarzany przy niezmiennym poziomie majetku i
zatrudnienia rodnie z uptywem czatiu z dodatnie stope V dzieki postepowi
techniczno-organizacyjnemu: Jezeli m(t) = m = const.>0, z(t) =z =
= const.>0 na [t“,t"JC T, to

3T f[v,z2,0 =v>°

w kazdym momencie t6 £t*,t-3J »

Zanim sformudujemy ostatnie hipoteze, iprowadzimy kilka niezbednych
pojec.

Ad efinicj a 6.1 . Pochodne czestkowe [£Ff(m,z(t),t)/ &mjm=mjt).

[CFf(r(t) ,z, t)/t)zJ z,zjt] nazywamy krancowe wydajnos -
ci e majetku i pracy, a iloraz u(t) = m(t)/z(t) -
-technicznym uzbrojenienm pracy w momencie
czasu t.A

Rozpatrzmy wszystkie kombinacje majetku i1 zatrudnienia dajace w momen-
cie czasu t te same wielko$¢ dochodu narodowego y(t) » y = cons*-.> O
i oznaczmy przez Gf zbidr wszystkich (dodatnich) par (z(t), m(t)) spet-
niajecych warunek:

f(ra(t),z(t).t) « y m conat.>0. G.D

Z twierdzenia o funkcji uwikdanej wynika, ze Jezeli prawdziwe se hipotezy
(H D, (H3), to dla kazdej pary(m,z)> 0 tpekniajecej warunek (6.1) ist-
nieje takie otoczenie w E , w ktorym relacja G( Jest funkcje. Oznaczmy
przez Iit(z) wartos¢ tej funkcji w punkcie z (bedzie to wielkojc majet-
ku w momencie czasu t dajeca w kombinacji z zatrudnieniem dochdd y »
» const.). dezeli DrbwJziwe se hipotezy (H I), (H 3), to funkcja Gt(>) w
pewnym otoczeniu punktu z Jest ciegta i rozniczkowalna. Ze wzoru na po-
chodng funkcji uwikd#anej (6.1) otrzymujemy

° g, @I ., .- -FitmWxAL .1/ £f( [

43 Por. L. Stoleru [46] s.307-306.
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Jezeli awdziwa jest hipoteza (H J), to krancowe wydajnosci pracy i ma-
jlenttidaw ieujemsme i wobec tego

h G{z)L-z(0 < -°-

Ad efinicja 6.2. Pochodnag

Fo,rilbylQ_nil |
LI y )ZI |

d_G | 1/¢ >,(,1Y2(,0,,0 |
A?t‘tflz,) Iz=z{t) J/ ( o">Z(

z=z(t) |m.]ni{tU]
a wi(ec granice takiego stosunku przyrostu majatku do spadku (przyrostu
ujemnego) zatrudnienia, przy ktéorych nie zmienia sie wiexkosc wytwarza-
nego dochodu narooowego nazywany krancowa stopa sub -
stytuciji (pracy przez majatek produkcyjny)44.A

Krancowa sfopa substytucji wskazuje, jakim majatkiem nalezy ,zastgpic¢”
jednostkowy spadek né&ktadéw pracy, aby nie zmniejszyta sie przy tym wiel-
kos¢ wytwarzanego dochoc*u narooowego.

Krancowa 6pa subst?/igi'i ;ai zaleiﬁ tglko % Eeohniczneioluz—
b

Varunek (al Jest hipotezg o tzw. neutralnym postepie technicznym w«-
dbug Hicksa: Jezeli nie zmienia sie techniczne uzorcjene pracy, to nie
zmienia sie takze krancowa stopa substytucji. We~unek (b) znany Jest jako
tzw.prawo rosngcej stopy substytucji45. Oznaczmy przez s(m(t)/z(t)) kran-
cowg stof.y" substytucji w gospodarce z majatkiem produkcyjriyin m (t) i1 za-
trudnieniem z(t) w momencie czasu t6 T:

SVAZ[f)JI PILg (' WE)f(nth).t) |m:l

Z definicji krancowej stopy substytucji, zwazywszy na (H 2), otrzymuje-

e (HEuy >
-HO - Oimill_,..¥ ., Lo
Cht o

PO Ly - NGl - (6.2

Krancowa stopa substytucji prac} przez majatek jest wiec réwna sto-
sunkowi krancowej wydajnosci pracy dn krancowej wydajnosci mejet.ku.
45 Por. L. Stoleru [46] s-320-322, Z. Czerwinski
[12] 8.80-81.



99
Rozwigzaniem réwnania (6.2) Jest funkcja f nastepujacej postaci:

f(u(t),1.t) - b(t)exp J ) (6.3)

Z powyzszego wzoru wynika, ze aby funkcja produkcji byta zgodna z hipote-
zami (H 1) - (H 5), musi miec postacé

f(m(t),z(t),t) = b()g{m{t), z(t))* 6.4
gdzie funkcja b:T- <*E* Jest dodatnia i rosngca (zgodnie z (H 4)), a
funkcja g¢: EJF X EJF P nieujemna, rosneca i dodatnio jednorodna sto-

pnia pierwszego (zgodnie z (H 1), JH 2),(H 3)). Réwnoczes$nie w mysl (H 4),
H 5

b(t) = e2(t"to) ,
gdzie (x,V>0. Wtedy z (6-3) otrzymujemy
f(m(t).z(r).t) = z(t)e~t-to)exp[lisr- J =
S ori(th v -V oexp{ A In ffjj-) =

gdzie t =lI/(1+X),a - Jest staly dodatnig . Funkcja f:E* X E» X T---—— E*

postaci
ffmtt) ,z(t) ,t9) = adit(t)zl"“(t)et",o" (6.5)

(a*>0, 0 < < i, V>0) nosi nazwe dynamiczne]j funkcji
produkciji Cobba-Douglasa (Jednorodnej stopnia 1I).
Paramet r

£ = [, % -.0 ) ] /7£F(m(t) .z(t) .t

L dm Ini-mf t L m( t)

oznacza tzw. elastycznos$é¢ dochodu narodo -
wego wzgledenm majatku produkcyjnego
(wielko$s¢ niemiannwana), parametr

-elastycznos$é¢ dochodu narodowego
wzgleden pracy . Parametr V nazywamy wskaznikien
(czystego) postepu techniczno-organizacyj -

nego (wymiar: 1/R). Oezali V= 0, wtddy otrzymujemy tzw. s ta ty c z
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ne funkcji; produkeciji Cobba-Do glasa

(nie uwzgledniajgc? postepu techniczno-organizacyjnego) g:E+ * - — EH
a(m(t) ,z(t)) » arak (t)z (0. i (6.6)

paranetr a ma wymiar 4/K*L, gdzi® R - ustalona jednostka czasu, np.

R = rok, L - ustalona jednostka zatrudnienia, np. L =1 milion zatrud-

nionych) . »

Lista dwuczynnikowych funkcji produkcji wyprowaazanych przy réznych
hipotekach, mniej lub bardziej odbiegajacych od hipolez (H 1) - (H 5)jejt
pokazna, jednak na podstawie dotychczasowych oedan trudno Jednoznacznie
odpowiedzie¢ na pytanie, ktdére z nich lepiej opisuje powigzania miedzy
majatkiem, pracg 1 produkcjg w realnej gospodarce . "V oalszym ciggu po-
wigzania te opisujemy za pomoca fFunkcji proaukcji Cobbe-Douglasa

6.2 Optymalny podziat dochodu narodowego w clwucz/nnikowym modelu
wzrostu z przedziatami ciggta trajektorig inwestycji

6.2.1. PODSTAWOWE ZAtOZEN1A MODELU47

Odrzucajac Jednoczynni kowg. funkcje produkcji (56-2) w warunkach (G.1) -
-(5.3) 1 zastepujac ja dwucz/nnikowa, dynairiczng (jednorodng stopnia I)
funkcja produkcji Cobba-Douglasa (6.5),.otrzymujemy nastepujacy uktad wa-
runkéw wzrostu majatku produKcyjnego, dochodu narodowego, inwestycji i
konsumpcji w horyzoncie czasu T:

m(t) = i(t)- pm(t) ,

y(t) amb (t)z1_t(t)evrt_to™ , (6.7

c(t) = y(H-i(t) > 0,

gdzie
m(tQ) = m°>0

jesr poczatkowag wielkoscig majatku produkcyjnego.

VraJdektori* inwestycji z zatozenia sg funkcjami przynajmniej prze-
dziatami ciagtymi na T (E£C°[TJ).

Zat6zmy, podobnie jak. w paragrafie 5, ze ludno$¢ ros$nif ze stalg sto-
pa tzn. wzrost ludnosci opisuje funkcja 1T,

() = 1°*ren

4 Obsterny przeglad funkcji produkcji zawiera praca N.B. Barka-
towa Bl -

a7 Modele wzrostu omawiane w tym paragrafie nawigzuja do modelu R.M.
Solowa B53 rozwinieteao m.in. p'Z3Z K. S hella [44) , por.
takze D. C a a 3 [, LIOJ , 0. GedymlIn 191 s.174-188,

L. Stoleru [40] rozdz.12.
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gdzie 1° jesi liczbe ludnosSci V- momencie poczgtkowym t~. Oznaczmy przez
e£(0,1) W9kaznik aktywnosci zawodowej ludnosci (srosunek liczby pracuje-
cych w sferze produkcyjnej dc liczby ludnosci og6tem, wielkos¢ niemiano-
wana) . Wzrost zatrudnienia w horyzoncie czasu T opisuje zatem funkcja

zr

z(t) » z°e N t-to\ (6.8)

gdzie z° = (JI° oznacza zatrjdnienie w momencie poczatkowym tQ. Wpro-
wadzmy oznaczenia:
u(t) « m(t)/z(t) - tfechniczne uzbrojenie pracy w momencie t

(wymiar: z#/L, L - ustalona Jednostka zatrudnienia, np. w mIn.o90b),

6-9

) m y(0/*(0 - dochéd narodowy oh Jednego zatrudnionego ($rednia wy-
dajnos$¢ pracy, wymiar: zd#/R*L), (6.10)

r(t) = i(t)/z(t) - inwestycje na jednego zatrudrionego (wymiar i.4/R*L),
(6.11)

£(t) - c(t)/1(t) - konsumpcja na osobe (wymiar: zI/fi*L). (6.12)

Po pod9tawieniu nowych zmiennych do (6,7), uwzgledniajac (6.8), otrzymu-
jemy na9tepujecy rownowazny uktad warunkow:

u(t) = r(H-(fF<.+* Hu(t),
w(t) « auk(t)e M t-to™, (6.4.3)
r(t)tfo,w( )] ,
u(to) m L°,
gdzie u° = m°/(>10 >0.

6.2.2. SFORMULOWANIE ZADANIA STEROWANIA OPTYMALNEGO
W uktadzie (6.13) warunek r(t)e[o,w( t)J mozna zastepie warunkiem
r(t) » a(®w(t), s()£[o.lj
Przy tym s£C° , Jezeli r £ C° [t]-. Dowdd przebiega analogicznie jek
dowdéd roéwnowaznosci warunkéw (4.4) 1(4*6) - (4.7) w punkcie 4.1. 2 roéwna-

nia okreslaj ecego wielko$¢ konsumpcji w(6.7) po elementarnych przeksztak-
ceniach otrzymujemy

E() -~ (6.14)

a Nooec tego zadanie maksymalizacji konsumpcji na ot>obe w horyzoncie cza-
su T przy warunkach (6-13) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:
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max J a (I-s{t))uE(t)ev"t_toddt , (6.15)
T

u(t) mas (tHu (Devrt-to-(p-+X)u t),
s(t)e [o,1] . s€C°[r] ., (6.16)

u(tQ) = u°,

gdzj e u°>0. Role sterowania w zadaniu tym pedni funkcja s” udziatu in-
westycji w dochodzie narodowym. Réwnanie rézniczkowe w (6.16) opisuje
przeksztatcenie stanéw wewnetrznych gtadkiego (jednowymiarowego) systemu
dynamicznego). PrzaKsztatceniem wyjsScia Jest funkcja podcatkKOwa w (6.15).
Stanem wewnetrznym jest techniczne uzbrojenie pracy, stanem wyjs$cia -

- wielko$¢ konsumpcji n& osobe. Dopuszczalny proces wzrostu tworzy kazda
para trajektorii (s,u)i - udziatu inwestycji w dochodzie narodowym i
technicznego uzbrojenia pracy spedniajgca warunki (6.16). Procesem opty-
malnym Jest proces dopuszczalny (a*,u*)j maksymalizujacy wielko$¢ kon-
sumpcji na osobe w horyzoncie czasu T.

Bedziemy ponadto zal<tadac , ze (@) elastycznos¢ aochodu narodowego
wzgledem majatku produkcyjnego Jast nizsza od elastycznos$ci dochodu na-
rodowego wzgledem piacy,48 (b) wstrzymanie inwestycji w (gospodarce powo-
duje spadek (ujemng stope wzrostu) Sredniej wydajnosci pracy. Na gruncie
naszego modelu warunki (a), (b) se réwnowazne z warunkiem nastepujacym:

Vzatozenie 6.1. Elastyczno$¢ dochodu narodowego wzgledem ma-
jatku spednia warunek

Rzeczywiscie, pierwsza cze$¢ nieréwnosci oznacza, ze 1-+ , co od-

powiada warunkowi (a). Oezeli s(t) » 0 na [t 't]C T oraz t>V/(n-h),
wtedy u(t) = u(tl)exp {-(p+\) (t-tid} , w(t) - au(¥1)exp[v(tl-t0)+|y-
C f=n)Kt-tj)} , zatem

TE' w(l)" WTr =7A~t(p+A)<0

na , co odpowiada warunkowi (b).

Przy zatozeniu 6.1 rozwiezanie zadania (6.15) - (6.16) jest nastepu-
jace.

] awlsko takie jest charakterystyczne dla rozwinietej gospodarki
.czuiszaj na zmiany zasobdéw pracy hiz majatku.
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JT wlerdzenie 6.1. (@i.) Cezeli wyjsciowe techniczne uz-
brojenie pracy Jest wysokie, u° > [at /("+A)J 1" 6> , to rozwigzaniem
zadania (6.15) - (6.16) Jest proces (s*,u*)_

0 dla t£[t")
s*( 1) S dia te f$1('[ 2) s
o dla t £ [r2.tl)

u°f- (M+M(t-to) dla te[to,tl),
ur(t) =
urCcl ol  trte A dla ,

*)(t-ts) dla teft"tj,

gdzie s = £[14v/(1- £)(H+A)] £ (0,1) .

Przedziaty [tQ,t)) <[I™.Tg), [t2,t2] bedziemy dalej nazywac fazami
wzrostu: pcczetkowa, srodkowe 1 koncowe . Oezeli horyzont czasu T Jest
krétki, t] » dj~In d2, to znika faza Srodkowa 1 proces
redukuje sie do postaci:

s*(t) -0

ur(t) . u’e-" +A

™

w kazoym momencie czasu t£T. Oezeli horyzont jest dtugi, [T i~In dl+

+ "27n d2 "wtedy pojawiaje sie wszystkie trzy fazy wzrostu, przy czyn
*O * fil" dl . t2 mtt - >RIn d2 (t0<'l1<X? < tt),
gdzie - (1-0/ [v+ff-t)(p+t*)] , y2 = [t(p-+A) -v] _1

dl " u°[<p-+M/at] d2 = @+A)/[y+(i-e)(p+\ )M
(przy zatozeniu 6.1: ip2~=0 oOraz ,

(ii) Niech u° » [a/(J-+A )]~ 1_ t~. Rozwieraniem zadunia Jest proces

(8K ,U*) !

9*(t) = s dla t£ VE> e
0 dla t£ t —tj.
(t-tj
dla t € [tO0,tj.

ur(t) =
ur(Tt)e"M+AA t-1Adla t 6 f

49
s. 245

uowod,zob.Dodatek matematyczny do paraarafu 6, twierdzenie 6.1
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Oezeli horyzont csasu T Jest krotki, |t **p2.In d*. to znika fazo
pierwsza (€’ tQ) i proces przyjmuje posta¢ (*/. Oezexi horyzont Jest dhHt-
gi. 11| > Ind2, wtedy pojawiaja sie obie fazy wzrostu, przy czym

m* fc In d2~ VvV

Oceny wskaznika udziatu inwestycji w dochodzie narodowym s i parametréw

f2'd2 nie zmieni,J9 sie-

ain) Niech u°< [af£/@.f\)J Iy 1_ 1~_ Rozwigzaniem zadania Jest pro-

ces (s*,u*)T:

1 dla téltﬁqx

S*(t) S dla te [

0 dla te [t2,rJ,

vd-t)
dla te b 0.4)

u* () unfrle n dla tC~tg)

u#Ct2)e (PU) {t-t2)dla t€["t2,ti).

Jezeli horyzont czasu T jest krétki, iT~i~ln d3, to znikaja pierw-
sze dwie fazy ( = tQ) 1 proces redukuje sie do postaci (*) = Jezeli
horyzont just Sredniej d#ugosci, < |Tkip2In d2 + d4, wolwczas
znika faza $rodkowa (X1 -X2 ='t) 1 proces redukuje sie do postaci:

Lodla ¢ v
0 dla te LT,ti]

{[(u°)W - afjd ~ +A)fc|- O)<t' t~*aflef ~t-toN} ' dla tE[>0.X).
ur( =
u»(x)e't™ )(t"i) dla t€[x,t]

gdzie moment t jest pierwiastkiem roéwnania
w ktorym d(t) =[v -Uk+a)] (u*())l _t/at>0, u*(t) jest technicznym uz-

Drojeniem pracy w momencie t w procesie (s™.u*,”. ze sterowaniem s*(t)“ 1
na przedziale ftQ,t) 1 warunkiem poczatkowym u*(tQ)= u°. Jezeli hory-
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zont Jest dtugi. M>P2In d2 + T4In d4° "tedy P°Jawial9 eil? wszystkii
trzy fazy wzrostu, przy czym

*1 -V ?4In *4 m *2 = *1- |V " d2 (to<tl<t2 <tl)-

gdzie -v] N sv+@-Q @A), dN » aE (U )  /[a6{u )
- t(M-* X)+VJ |, d4 - [c-(u°)1-k]/[c-at/(p.+A)] , c - a(l-L)/[v+(p.+A)(I-£)]

(przy zatozeniu 6.1: 93>0 oraz d3,d4>1; oceny pozostatych parametrow
me zmieniajag 1i1?)-B

6.2.3. CHARAKTERYSTYKA ROZWIAZANIA

Optymalng trajektorie konsumpcji na osobe . dochodu narodowego na
Jeanego zatrudnionego (wydajnosci pracy) w, a takze konsumpcji c¢ , do-
chodu narodowego *. majetku produkcyjnego w i inwestycji iy otrzy-
mujemy na podstawie (6.7) - (6.14). Postaé¢ rozwigzania zalezy zaréwno od

dtugosci horyzontu czasu T, Jak 1 od poczatkowego technicznego uzbroje-
nia pracy u°. Przy wysokim wyjsciowym technicznym uzbrojeniu pracy, w
krotkim horyzoncie czasu maksymalng wielko$¢ konsumpcji na osobe daj“
proces wzrostu z ze-owymi inw“stycjami. Majatek produkcyjny kurczy sie,
obserwujemy spadek konsumpcji na osobe, technicznego uzDrojenie pracy i
wydajnosci pracy. Dochdéd narodowy rosnie (ze stopg nizszg od stopy wzros-
tu ludnosci) lub maleje w zalezno$ci od tego, czy wyrazenie NW+A-t(h+A)
Jest dodatnis, czy ujemne (jJezeli V+X"i(~+A) = 0. to dochdd narodowy w
fazie tej utrzymuje sie na statym poziomie). Jezeli horyzont czasu T jest
dtugi, wtedy pojawia sie Srodkow? faza réwnomiernego wzrostu wszystkich
trajektorii. Poprzedza Jg i konczy poczatkowe i koncowa faza konsumpcyj-
na z malejacymi trajektoriami majetku, konsumpcji na osobe, technicznego
uzbrojenia pracy 1 wydajnos$ci pracy (rys.6.1). W miare wydduzania hory-
zontu czasu T, rosnie dtugos¢ fazy Srodkowej. DHtugosci pozostatych faz
sa ograniczone. r

Jezeli w momenci poczatkowym t  techniczne uzbrojenie pracy u -
» [al/fEpv-+ X )] N 1 horyzont czadu jest krotki, wtedy, podobnie Jak
poprzednio, maksymalng wielko$¢ konsumpcji na osobe dajs proces wzrostu
2 zerowymi Inwestycjami, czemu towarzyszy spadek majatku produkcyjnego
konsumpcj i na osobevtechnicznego uzbrojenia pracy itd. W dfugim horyzon-
cie czasu T obserwujemy dwie fazy wzrostu. W fazie pierwszej ma miej-
sce rownomierny wzrost majatku produkcyjnego, dochodu narodowegn, inwes-
tycji, konsumpcji a takze techniczneyo uzbrojenia pracy, wydajnosci pracy
i koniumpcji na osobe. W fazie drugiej wstrzymane zostaje > inwestycjr.

Oceng poziomu wyJAclowugo technicznego uzbrojenia pracy i d«.<jgséel
horyzontu czi u T we wszystkich mai iantai h rozwigzania podaje twierdze-
nie 6.1.
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Ry9 .6 .J. Optymalna trajektoria technicznego uzDrojenla pracy - roz-
wlez ,..ie  .Jer.ia (6.1!" - (6.16) [/ przypadku, gdy poczatkowe tech-
niczne uzDrojenle pracy Jest wysokie 1 horyzont czasu Jesi dtugi

wzrasta konsumpcja, co powoduje spadek wielkosci majetku produkcyjnego,
tachnicznago uzbrojenia pracy itd. (rys.6.2). Im dbuzszy Jest horyzont
ozasu T, tym otuzsza jest faza poczetkowa réwnomiernego wzrostu.

>*ys.6 .2 . Optyi alna cralektoria technicznego uzbrojenia pracy - roz-
wigzanie zadania (6.15; - (6.1fa) w przypadku, gdy poczatkowe tech-

niczne uzbrojenie pracy u° = [até(lp_.h_A) 11/(1_&~ 1 horyzont czasu Jest
gl

Przy niskim wyjsciowym technicznym uzbrojeniu pracy obserwujemy trzy
typy proces6w wzrostu. Oezeli horyzont czasu T Jest krétki, wteay opty-
malny proces wzrostu charakteryzuje sie zerowymi inwestycjami. Oezeli ho-
ryzont czasu T jest Sredniej ddugosci, wtedy pojawia sie,Jako pierwsza,
faza inwestycyjna, po ktorej dopiero nastepuje faza konsumpcyjna. W fazie

inwestycyjnej caty dochod narodowy przeznaczony zostaje na inwestycje
(zarowa KontumpcJa), szybko rosnie majetek produkcyjny, dochéd narodowy,
techniczne uzbrojenie pracy i wydajnos¢ pracy. fazie Kkonsumpcyjnej

wstrzymane zostaje inwestycje, caly dochdéd przeznaczony zostaje na kon-
sumpcje, majatek produkcyjny mjl«je Wreszcie, Jezeli horyzont czasu T
Jest dhugi, wtedy pojawlaje sie trzy fdzy wzrostJ: poczetkowa - inwesty-
cyjna, Srodkowa - rownomiernego wzrostu i koncowa - konsumpcyJr._ (rys.
6.3). W fazie Srodkowej obserwujemy umiarkowany, réwnomierny wzrojt ma-
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Jetku produKcy]nogo, dochodu narodovyego 1 konsumpcji, a takze technicz-
nego uzbrojenia pracy, wydajnosci pracy oraz konsumpcji na osobe. Faza
ta Jest tym diuzsza, im dbuzszy jest horyzont czasu T. DHugosci pozosta-
+ych faz se ograniczone.

U<

Rys.6.3. Optymalna traleKtoiia technlcznegv uzbrojenia pracy - roz-
t zaoca.iia (6.15) - (6.16) w przypadku, gdy poczatkowe tech-
uztrojer.ie pracy jest niskie 1 horyzont czasu jest dtugi

Oak pamietamy, w optymalnych procesach wzrostu w modelach Jednoczyn-
nlkowycn wraz ze wzrostem ddugosci catego horyzontu czasu T rosta diu-
gos¢ fazy inwestycyjnej.obecnie - we wszystkich wariantach zadania (6.1b)-
- (6.16) z dwuczynnikowe funkcje produkcji - dtugos¢ fazy inwestycyjnej

Jeat ograniczona. Co wiecej, faza ta pojawia sie tylko przy niskim po-
czetkowym technicznym uzbrojeniu pracy. Rola fazy inwestycyjnej ulega
swoistej degradacji, a kluczowego znaczenia nabiera faza réwnomiernego
wzrostu.

s

6.2.4. ROWNOWAGA 1 STABILNOSC OPTYMALNYCH PROCESOW WZROSTU

Przyjrzyjmy sie procesom wzrostu w 6-réwnowaaze (w sensie definicji
2.1) ze stalymi stopami wzrostu technicznego uzorojenla pracy 1 konsump-
cji na osobe, a wiec procesom, w ktérych

Sfu.y) " (@U* - M. v -i-, . ) = conat#

Rozpatrzymy trzy typy takich procesow ro6zniece sie sterowaniami se Cl[tJ.
(D)) Sterowaniu sT z wartosciami S(t) = 0 na T odpowiaaaje w ta-
kiej G -réwnowadze trajektorie uT, ~ :

u(t) =
flt) - ar(G°)bef- t(~A*\)+v](t-to)t (6+*17)

((<5™ t) ,06j(t))3 ~~(p-+M »-£(f-i+A)+V) <CO0 w kazdym momencie czasu t € T )
gdzie u oznacza dowolne dodatnie poczetkowe techniczne uzbrojenie pracy
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(B) Sterowaniu 8T =z wartos$ciami 5(t) =1 na T odpowiada w <3-réw-
nowadze tylko jedna para trajektorii T,

=o_irr (t°t0)

u(t) « ue
(6.18)
im =o
((6-(t). &=(t)5 “ (v/(1-t). n) w kazdym momencie czasu t£T),
gdzie wu° =°F NoynNJ ] N o lezeli dtugoné¢ horyzontu czasu
Jr]_~+o0o , to kazda trajektoria technicrnego uzbrojenia pracy uT wycho-

dzca z dowolnego *)tanu poczetnowego u(tQ) 0 odpowiadajece sterowaniu
toZzsamosciowo réwnen.u 1 na T Jjest asymptotycznie zbiezna oo trajek-
torii  5t.

(©) W 0 -réwnowadze typu (B) sterowaniu toz9amosciowo réwnemu 1 odpo-
wiada szybki wzrost technicznego uzbrojenia pracy, ale zerowa konsumpcja.
Przy zerowym sterowaniu, w (56-rownowadze typu (A), mamy co prawda uooat-
nie konsumpcje, lecz zaréwno konsumpcja na osobe. Jak i techniczne uzbro-
jenie pracy naleje {ujemne stopy wzrostu). Sprébujmy ustalié, czy istnie-
je procesy wzrostu ze statymi, doaatnimi stopami wzrostu zaréwno techni-
cznego uzbrojenia pracy. Jak i konsumpcji na osobe? OdpowiedZ na to py-
tanie nis Jest trudna. Chodzi o fo, czy istnieje takie funkcje u®, ne*
Sy speiniajece uktad roéwnan

gt u(t) = as(t)ub(r)evV(t-to™-{3j-+Au(t)
I - a2(1-s"1))0 (e (t-10) ,
ze

u(t) * U0t )

I -
s:T—- [o,1J
oe Gl [W), gdzie wu°, j°, <, @> O.

Rozwiezan takicn Jest nieskonczenie wiele, przy czym okazuje sie, ze
fa) w kazdym rozwiezaniu stopa wzrostu technicznego uzbrojeniu pracy i
kjonsumcji na osobe «-fi-V/(l-t), (b) rozwiezania zwieznne se zalezno-
Sciami :

m ae (UL -"( ~ue,

a(t) = (U°F m (N +p.+ X)) m const.€ (O0,I) -
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Prcceey spedniajace warunki (a), (b) nazywamy procesanmi
rownomiernego (zréwnowazonego) wzrostu. Widzimy,
ze rbOzne strategie akumulacji prowadze do réwnomiernego wzrostu tecnnicz-
nego uzDrojenia pracy i konsumpcji ze state stope v/(1-0 (lecz na réz-
nych poziomach). Majeiek produkcyjny, dochéd narodowy i konsumpcja rosne
odpowiednio ze stope V/(l-t)+A e Z te same stope rosnie czebt. dochodu
narodowego, pozostajaca po odliczeniu inwestycji umozliwiajecych odtwo-
rzenie zuzytego majetku i jego wzrost z* stope roéwne stopie wzrostu lud-
nosci: y(t)-(p-+ A)m( t)(innymi stowy - cze$¢ dochodu narodowego po odlicza-
niu inwestycji, krére se niezbedne, aby nie nastepit spadek technicznego
uzbrojenia pracy). Czy istnieje taka reguta akumulacji (czy mozna ustalié
taki udziat inwestycji w docnodzie narodowym s= (u )), ktérej w kazdym
momencie czasu t6T odpowiadataby maksymalna wielko$¢ owej nadwyzki do-
chodu narodowego? Aby oJpowiedzie¢ na to pytanie, nalezy ustalié¢, czy
istnieje rozwiezanie nastepujecego zadania (wzgledem zmiennej u - wyjs$-
ciowego technicznego uzbrojenia pracy, w kazdym momencie te

irax | y(t)-(p.+ A (D]

przy zakozeniach:
y(t) = aut(t)z(tJe t_to
m(t) - u(t)z(t), z(t) = z°e t-to" ,
ut) - u°exp | *JI~E~( t-10)J
JF(E) - Joexp{-jTt-(t-t0)} -
£ - BE(UDI - CYJ K+X)u° > o,
S(u°) “[(—mE 1 yfu°)1"ta] £ (0.1) .

Rozwiezanie tego zadania sprowadza sie do ustalenia wyjsciowego technicz-
nego uzbrojenia pracy

u® » arg max B a(u°)-(yx+A Hu0} , (6*19)
u® 6 (0,5°)
gdzie u° - [ aT ~ A * FunkcJa s(u®)-(p-+ A)u° zmien-

nej u° Jest Scisle wypukdta do goéory na poétosi (0,+oo ). Przyréwnujac
jej pochodne do zera, otrzymujemy (przy zatozeniu 6.1)

(=8 17a-0 £0.6?)

E/U- L)
* ar{l-t [I*>/(1- (+A)|| f»
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s(t) * £[i+v>/(i- t) ("+A )]e (0 .a)

u(t) = L%exp [ (t-tg)" . {6.19%)

Jj) -fe*p{~rr (trto))

w kazdym momencie czasu t€T. Proce3 (s,u)T n,z,wnmy proceeenm
maksymalnego zréwnowazonego wzrostu.

Interesujece interpretacje na proces "nakéymalnego zréwnowazonego
wzrostu w przypadku statyczne} funkcji produKcji (6.6) {zo wskaznikiem
postepu technicznego y = 0) . Techniczne uzbrojenie pracy i1 konsumpcja na
osobe w takim procesie ,rosne" z zerowe stope ,

1]
-

s(D
2() - u° - [at/(p*A)] ~ (1-L)

yit) *=£° - ar(1-1) (Ut » aJ (I-L)[aE/(p.+ A )

w kazdym momencie czasu t£T (majetek prooukcyjny, dochdéd narodowy i
konsumpcja rosne ze stope A réwne stopie wzrostu ludnosci), a cata nad-
wyzka dochodu narodowego ponad te J=y0 cze$é, ktdéra skierowana zobtaje
na inwestycje w celu utrzymania technicznego uzbrojenia pracy na statym
poziomie u°, przeznaczona zostaje na konsumpcje: y(t)-(p-+A )»(t)= c(t).
Reguta akumulacji w procesie maksymalnego zréwnowazonego wzrostu prowaazi
zatem do maksymalizacji konsumpcji (tym samym konsumpcji na osobe) w kaz-
dym momencie c<.asu t6 T" .

Wréémy do rozwiezania zadania (6.15) - (6.16) i przesledzmy przeDieg
optymalnej trajektorii technicznego uzbrojenia pracy u*.

(1) u°>[ak/(p+ A)] , tzn." u°® > uc, Oezeli horyzont czasu T Jest
krétki, to optymalna trajektoria technicznego uzbrojenia pracy u”? Jest
tozsama z jedne z trajektorii uT postaci (6.17) w S -réwnowadze fypu (a)
(rys.6.4.a). Oezeli horyzont jest diugi, woéwczas trajektoria u* przecina
sie w pewnym momencie z trajektorie uT postaci (6.19*) w procesie ma-
ksymalnego zréwnowazonego wzrostu (w @-réwnowadze typu (C)), przez pe-
wien czas jest tozsama z nie, a nastepnie oddala sie od niej po jednej =z
trajektorii . w (5-réwnowadze typu (a) (rys.¢.4.b). Im diuzszy jest
horyzont tym dduzsza Jest faza Sroakowa, w ktérej optymalna trajektoria
W Jest tozsama z trajektorie uT w procesie m*ksyrralnego zréwnowazone-
go wzrostu.

E. Phelps 40] regute te nazywa z+tote regut
akumulacj i, por. takze 0. Gedymin 9] , L. Sto-
leru [46] rozdz.12 oraz prace |.3#4] rozdz.13. Stopa e=e nazy
<vana bywa z+ota stopa akumulacli.
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Rys.6.4. Trajektorie technicznego uzbrojenia pracy w 6 -rdéwnowagach

oraz optymalna trajektoria w przypoaku wysokiego poczatkowego tech-

nicznego uzbrojenia pracy i (a) krétkiego horyzontu czasu, fb) dtu-
giego horyzontu czasu

i) u° » [at/("M+X)J ~N) _ tzn. u®° » u°. Jezeli horyzont czasu
T Jest krétKi, woéwczas nastepuje natychmiastowe ,,zejscie” optymalnej
trajektorii technicznego uzbrojenia pracy u* 2z trajektorii uT w pro-
cesie maksymalnego zréwnowazonego wzrostu do jednej z trajektorii uT w
G-rownowadze typu (A) (rys.6.5.a). Jezeli horyzont jest dbugi, wtedy w
fazie poczatkowej optymalna trajektoria u* jest tozsama z trajektorie
uT w procesie maksymalnego zréwnowazonego wzrostu, nastepnie oddala sie
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od niej po jednej z trajektorii uT
W miare wydtuzania horyzontu czasu

w
T

6 -réwnowadze typu (A) (rys.6.5.b).
rosnie dtugosé¢ fazy pierwszej.

(iii; u°< [a£/(fA+A)j] V I1-1.t tzn. u° < u°. Jezeli horyzont czasu
T Jest krotki, woéwczas optymalna trajektoria technicznego uzbrojenia pra-

Rye.6 .6 . Trajektorie technicznego uzbrojenia pracy w G-réwnowagach
oraz optymalna trajektoria w przypadku niskiego poczatkowego tech-
nicznego uzbrojenia pracy i (a) k.érkiego ho. yzontu czasu, (b) ho-

ryzontu czasu Sredniej dtugosci,

(c) dtugiego horyzontu czisu



cv
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cy u* Jest tozsama z jedne z trajektorii uTw<3 -réwnowadze typu (A)
(rys.6.6.a). Przy horyzoncie $redniej dtugosci w fazie pierwszej trajek-
toria u* zbliza sie do trajektorii uT w proce&ie maksymalnego zrowno-

wazonego wzrostu (le.cz nie przecina jej) 52 nastepnie - w fazie drugiej -
- oddala sie od niej po jednej z trajektorii uT w » erdéwnowadze typu
(A) (rye.6.6,b). Wreszcie, Jezeli horyzont Jest dJugi, wtedy w fazie po-
czatkowej dochodzi do trajektorii uT w procesie zréwnowazonego wzrostu.
Jest tozsama z te traJeKtorie w fazie Sroukowej, a nastepnie oddala 9ie
od niej po jednej z trajektorii uT w G -réwnowadze typu (A) (rys 6.6.c).
Im dduzszy jest horyzont, tym dtuzsza Jest faz.-, Srodkowa.

We wszystkich rjzwiezaniach obserwujemy przyblizanie sip optymalnej
trajektorii technicznego uzbrojenia pracy u* do trajektorii uT w pro-
cesie maksymalnego zréwnowazonego wzrostu ( magistrali ): im diuzszy Jest
horyzont czasu T, tym dduzej gospodarka rozwija sie na magistrali
Przy |T|]-» +o00 $rednia stopa wzrostu optymalnej trajektorii techniczne-
go uzbrojenia pracy w horyzoncie czasu T Jest zbiezna do stopy wzrostu
v/(1-t) technicznego uzbrojenia pracy na magintrali

O twierdzenie 6.2.73 (i) Istnieje taka liczba 8>0, ze
jezeli dtugos¢ horyzontu czasu "11> 26, to

us(t) - CI®
w kazaym momencie czasj t€|_to+S > gdzie u* jtst optymalne trajek-
torie technicznego uzbrojenia pracy w zadaniu (6.15) - (6.16), f. - tra-

jektorie technicznego uzbrojenia pracy w procesie maksymalnego, zréwnowa-
zonego wzrostu postaci (6t19°) ( magistrale ).

W tym okresie trajektoria ul pozostaje na J“dned z trajektorii - w
procesit z naksymalnym udziatem InAest/cJl w dochodzie nar ..lowym asymp-

totycznie zbieznej przy |T| - + oo do trajektorii w, Ww e rownowadze
typu B). T
53 Warunek (i) otrzymujemy przyjmujec: © m max {"pjin dj, <2In -

Jezeli poczetkowc techniczne uzbrojeni™ pracy u° > u° ; S = ¥2/n ~2°76”
zeli u®° =u°; f « max {~2In d2, "fIn d4~ Jezeli wu° <. u°® (oceny pa-
rametrow ~ dA podaje twierdzenie 6.1). Dow6d (ii) - zob. Dodatek ma-

tematyczny do Ddragrafu 6, twierdzenie fa.2 (ii) a. 252. Podobnie zacho-
wuje sie optymalne trajektorie majetku produkcyjnego, dochodu narodowe-
go, wydajnosci pracy, konsumpcji oraz konsumpcji na osobe.
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(11; Jezwli d4#jgos¢ horyzontu czasu |TJ-—* , to Srednia stopa
wzrostu technicznego uzbrojenia pr .:y w procesie optymalnym Jest asympto-
tycznie zbiezna do stopy wzrostu \;/(I-{,) technicznego uzorojenia pracy na

magietrali

~u* - -V/(1-E) przy |r]-» +o00 D

6.3. Model z niemalejgcym teuhniu”iiym uzbrojeniem prauy
i dodatnim poziomem konsumpcji

W realnej goapudarce niemozliwe Jest ani catkowite wstrzymanie Kkon-
sumpcji, ani Inwestycji. Tymczasem w rozwigzaniu zadania (6.15) - 6.16)
przynajmniej jedna z tych ewentualnosSci zachodzi zawrze, niezaleznie od
dfugosci noryzontu czasu T 1 poczgtkowego technicznego uzbrojenia pracy.
Obserwujemy poza tym spadek technicznego uzbrojenia i wydajnosci pracy w
konsumpcyjnej fazie wzrostu, ktory - cho¢ mozliwy - w praktyce je3t nie-
Dozedany. Wyeliminujemy obecnie te zjawiska i przesiedzimy procesy wzros-
tu, w ktérych ud:lat konsumpcji w dochodzio narodowym nigdy nie spada po-
nizej ustalonego minimalnego poziomu, a techniczne jzbrojeiiie pracy nie
malej e .

6.3.1. SFORMULOWANIE ZADANIA
/

Oznaczmy przez 6 s O ustalony minimalny udziat konsumpcji w docho-
dzie narodowym (wielkos¢ nlemianowana). Interesuje nas taki podziat do-
chodu narodowego w horyzoncie czasu T, przy ktorym (@) udziat konsumpcji
w dochodzie naroJowym nie spada ponizej poziomu 6°, (b) techniczna uzbro-
jenie pracy nie maleje, (c) zmaksymalizowana zostaje nadwyzka konsumpcji
na osobe ponad jej minimalny udzdat w docnodzie narodowym. Warunek (a)oz-
nacz a, ze

c(t)>b°y(t) ,

a tym samym j(t)"i w kazaym momencie czasu t£T (zob.(6.8) -

- (6.12)). Warunek (b) oznacza, ze du(t)/dt "0 w kazdym momencie czasu

t6 T. Nadwyzka konsumpcji w momencie czasu t, o ktérej mowa w (c), wynosi
t)-6°<pw(t) . Uwzgledniajac warunki (6.13), otrzymujemy zadanie w naste-

pjjecej postaci:

max i ryto-~wfojdt, (6.20)

u(t) » r(t)-Gi+A Hu(t) ,

w(t) » auk(t)e V{t-to) ,
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Jf® - 2C>(1)-r (1),

r(t)efo,w(t)] , r€ C° [t], (6.21)

u(0>0. ft(0 > <n*w(t)
u(to) - u°
(u°>0). W punkcie tym nadal ooowlezuje zatozenie 6.1. Aby nieco uproscié
dalsze wywody =zatozymy ponadto, ze istnieje rozwiazania (u,w, y,r)T ukia-
du (6.21), ktoéremu odpowiada dodatnia stopa wzrostu technicznego uzbroje-

nia pracy w momencie poczetkowym tQ. M uktadzie (6.21) warunek ten spe#-

niony jest wtedy i tylko wtedy, ody spednione jest 1
,1/T1-F)

V2 atozenie 6.2.54 u°< | v
6.3.2. ZADANIE RGEVNG»VAZNE

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie

rl o no
OTwierdzenie 6.3. 7 Przy zatozeniu 6.2. warunki

u( = r(-ga+ Ku(t) ,
r(t) 6 [O,w(t) ,

37 u(t)>o, J(©) > 6w

w uktadzie (6.21) se rownowazne z nastepujecymi:

JJ- u{t) = s(t) [(A-6°)w( )-(*i+ h Hu(t)J
JIFO =<j[s(O6° W I-s(D) CWI)-("+A Hu(t))J
s(t) eo.ij , secO [t] .=

Na podstawie tego twierdzenia zadanie (6.20) - (6.21) Jest rdéwnowazne
z nastepujacym zadaniem sterowania optymalnego:

max J e;i-s(t))[(1-6°)aut (t)eV(t"to-"-(di+ A Yu(t)Jdt, (6.20%)
—r-u(t) = s(t)[(1-6°)aufo(t)eN? _tor-(p.+A Ju(t)d

54
55

Podobne zatozenie wystepuje w twierdzeniu 6.1 (iii).

Jowdd.zob. Dodatek matematyczny ao paragrafu 6, twierdzenie 6.3
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s(r)fc [o.lj, s £ C°[tJ, (6.21")
u(tQ) = u°.
Réwnowazno$¢ rozumiemy w tym sensie, ze jezeli proces (s*,u*)-j. jest
rozwigzaniem zadania (6.20 ) - (6.21 ), to rozwiegezaniem zadania (6.20) -
- (6.21) jest proces (u*, w*, gdzie:

w*(t) = au*( t)texp{v( t-tQ)}
J*(t) =<jI[s*(Doow*(t) + (I-a&<t))(w*(t) - (p+XHu*(1))],
r=(t) = w*(t)- -i.~N(t).

Odwrotnie, jezeli czwéorka (u*,w*, y* r*)T jsst rozwiezaniem zadania (6.20)-
- (6.2]), to znajdzie sie taka funkcja s*:T- -[o,1] , s*€c°[t], te pa-
ra (9*,u*)t bedzie rozwigzaniem zadania (6.20") - (b,21"). Roéwnanie roz-
niczkowe w (6.21 ) opisuje przeksztatcenie stanéw wewnetrznych gtadkiego
(Jednowymiarowego, niestacjonarnego) systemu dynamicznego (w sensie defi-
nicji 1.1 - 1.3). Sterowaniem Jest funkcja sT udziatu inwestycji w czesci
dochodu narodowego pozostajecej po odliczeniu »minimum konsumpcyjnego"
oraz nakdadéw uniemozliwiajecych spadek technicznego uzbrojenia pracy.
Stanem wewnetrznym Jest techniczne uzbrojenie pracy, stanem wyjsécia -
- konsumpcja na osobe:

y(t) -<*[s(t) 6°aut (i)ev(t-to + (I-s(t))(auf(t)ev(t_to)- (Fx+M«(t))]
(6,22)

Przy zatozeniach 6.1, 6.2 rozwiezanie zadania (6.20") - (6-21") jest nas-
tepujace.
OTwierdzenie 6.4.56 (i) Niech u°f (u,umax), gdzie

u :l!:ae(l— 6°)/(fx+ A )J ~n, u < u @-i)

max

Wtedy rozwlazariem zadania (6-20") - (6.21") jest proces (s,t,ulQT:

0 dla t

*le[*} - , € . VYV
s dla tg TI-te)
0 dla t ¢ Vil

g A yowod™zob'™ Dodatek matematyczny do paragrafu 6, twierdzenie 6.4
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\%
dla
\% (t £ )
u»(t) urT e 1-t 1 dla t [tr 12!
u*(t2) dla tC Ttg. tJ

gdzie s =Vk/(GatA )(1-t)2 C (O0,1) (przy Odtozeniu 6.1). Jezeli horyzont

czasu T Je9t krétki, Jt|~v 1 In dt to T, » tg (wtedy 8*1t)
=0, u*() = u° w kazdym momencie czaiu t£T). Jezeli horyro.it Jest dhu-
gi. |t]> v In dx * d2 , to to<tl<X2< tl t +v_1 Ind., =t

JO9t pierwiastkiem roéwnania
1+ —enl -~ *)

gdzie dt =(0)1” A)/at (1-~°)"d2 " ti~X2 (Pr*y zatozeniach 6.1,
6.2: dbt> 0, d2>0).

(ii) Niecr. u° » u. Wtedy rozwigzaniem zadania Jest proces (@ ,u®)".:

dla t«[t0,tk

s*(t
® dbka t€ [t ,t]
TA-*-1t0)
dla t£ [t0,X) ,
U*(t)
u*(t) dla t6 ,
przy czym t= tQ, Jezeli horyzont cza9u T Jest krotki, |T|"d2, oraz

t <t<tl. Z- pierwiastek réwnania (*) (po podstawieniu t zamiast %2),
Jezeli horyzont Jest ddugi, tzn. |t]> d2- Oceny wskaznika udziatu inwes-*
tycji w dochodzie s 1 aranetru d2 nie zmieniaja sie.

(iii) Jezeli u°<u , wtedy rozwigzaniem zadania jest procea (s*,u*)." i

1 dla t€ [tQ, T2) ,

s*(t)
dla tf£ [tj, t2) ,

dla t6 [t2, tj] ,
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(1-6°. (tdi -c)e-"+X)(SA"AT-to)+toM"-tojll I/7(1" )
L v, / JJ dla
u*Co A u”™~e - (t-V dla t€n , t?),
U* (Vv dla tfc[x2,tl],

gdzie c¢ ma(l-fc), [v+(p.+™ )(1-£)J . Oezeli horyzont czasu T jest kroét-

ki. ITI< d3. to X1 mzZ2 « t<) (wtedy s*(t) - O,u*(t) - u° w kazdym
momencie czasu t £ T), gdzie d3 -1-t0< moment X jest pierwiastkiem
réwnania

tit ITH AED i @t to)

w ktéorym e at(l1-¥®)(u°) / (p.+A). Jezeli horyzont jest $redniej dtu-
gos$ci dj < IT) < d2if2In d4. wtedy Z+ - %2 =T6 int T . gdzie moment %
jest pierw.nstkiem roéwnania

AL+ (F*+A ) (t1-8)] @ (M)1"E-(eV(tl-tor-eV(t tor) (1-60),

w ktorym (t) Jjest technicznym uzbrojeniem pracy w momencie < W pro-
cesie (s*,u*)T ze sterowaniem e*(t) » 1 na przedziat” t ,% 1 warun-
kiem poczetkowym u*(tQ) » u° ,

AY{!-£)]-\ d4 - [c-Ju0)1-~1-*0)'1] / [c-,cO)™,-1]

Jezeli horyzont jest diugi, |T|>d2+f2In d4, wéwczas tp L< x2<t

N " to+f2In d4" N2 Jest Pierwiastkiem réwnania (x) (oceny pozostatych
parametréw nie zmieniajg sie). m

e.3.3. CHARAKTERYSTYKA ROZWIAZANIA

Znajac rozwiezanie (s*,u*)T zadania (6.20"; - (6.21") optynalne tra-
jektorie konsumpcji na osobe otrzymujemy z (6.22), a trajektorie wy-
dajnosci pracy w , konsumpcji c*, dochodu narodowego y*, majetku pro-
dukcyjnego m* i inwestycji 1* na podstawie (6.7) - (b 12) pamletajec,
ze w(t) = eub(t)exp{v(t-to)} . Podobnie Jak w zadaniu (6.15) - (6.16),
réwniez obecnie posta¢ optymalnego procesu wzrostu zalezy od wyjSciowego
technicznego uzbrojenia pracy i diugosci horyzontu czasu T. U odréznie-
niu cd zadania (6.15) - 6.16) w izystkie trajektorie poza trajektoriami
inwestycji, konsumpcji oraz konsumpcji na osobe se przynajmniej stabo
rosnece. Konsumpcja i inweetycje rosne przedziatami.

Oezeli poczetkowe techniczne uzbrojenie pracy jest wysokie

(u°6 (u-i”n)). a horyzont czasu T krotk E* wtedy w catym horyzoncie

Ocene pozionu wyjsciowego -rchnicznego uzbrojenia pracy i dtugosci
horyzontu czasu T podaje twie--flzenle 6.4.



120

czasu techniczne uzbrojenie pracy utrzymuje sie na wyjuciowym poziomie u

majatek produkcyjny i inwestycje rosng ze stopg A roéwng stopie wzrostu
ludnosci, wydajnos¢ pracy rosnie ze stopa V dzieki postepowi techniczno-
-organizacyjnemu, dochéd narodowy - za stopg V +A . Konsumpcja na o0sooe
rosnie z dodatnig stopag,szybciej niz wydajnos¢ pracy. W ddfugim horyzoncie
czasu obserwujemy trzy fazy wzrostu. W fazie poczatkowej - konsumpcyjnej -
- przebieg trajektorii Jest podobn/ Jak w krétkim horyzoncie czasu. W tu-
zie Srodkowej - roéwnomiernego wzrostu - ros$nie udziat inwestycji w docho-
dzie narodowy- . co powoduje szybszy wzrost majatku produkcyjnego, dochodu
narodowego i konsumpcji, a cakze konsumpcji na osobe i wydajnosci prac/.

Techniczne uzbrojenie pracy zaczyna rosngé¢ z uodatnig stopg. | Konsumpcja
oraz konsumpcja na osobe rosng szybciej niz w fat.ie poczetKOwej, lecz
»,Startuja” z poziomu nizszego od poziomu osiggnietego pod koniec tej fa-
zy. W fazie koncowej, znowu konsumpcyjnej, przebieg trajektorii jest po-
dobny Jak w fazie poczatkowej (stabilizacja technicznego uzbrojenia pra-
cy na poziomie osiggnietym pod koniec lazy Srodkowej, wzrost wydajnosci
pracy ze stopg Vitd., rys.6.?). Konsumpcja oraz konsumpcja na osobe rt,#
ne wolniej, ,startuja" Jednak z poziomu wyzszego od poziomu osiggnietego
pod kor.iec fazy drugiej. W miare wydtuzania horyzontu czasu T rosnie ddu-
gos¢ Tfazy Srodkowej - roéownomiernego wzrostu. Diugcsci pozostatych faz sq
jgraniczone.

Rys.6.7. Optymaln . trajektoria techniczneyo uzbrojenia pracy - roz-
wigzanie zaCania (6.20*) - (6.21") w przypadku wysokiego poczatko-

wego technicznego uzt-ojenia pracy i ddugiego horyzontu czasu

Oezeli poczatkowe techniczne uzbrojenie piacy u° = u 1 horyzont cza-
su T jest krotki, wowczas mamy sytuacje pooobng do opisanej uprzednio (w
przypadku krotkiego horyzontu czasu T i wysokiego poczatkowego technicz-
nego uzbrojenia pracy), tzn. utrzymywanie sie technicznego uzbrojenia pra-
cy na wyjsciowym poziomie u°, wolny wzrost wydajnos$ci pracy i konsumpcji
na osobe, nieco szybszy wzrost dochodu narodowego i konsumpcji (majatek
produkcyjny i inwestycje rosng ze 6topg A ). W ddugim horyzoncie czasu T
pojawiaja si”® dwie fazy wzrostu odpowiadajgce fazie Srodkowej i koncowej
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w wariancie z wysokim poczatkowym technicznym uzbrojeniom pracy (rys.6.8).
Przy |TX = + oo ros$nie dbugos¢ fazy pierwszej - roéwnomiernego wzrostu.

Rys.6.8. uptymalnj trajektoiia technicznego uzbrojenia pracy - roz-
wigzanie zanania (6.207) - (6.21*) w przypadku, gdy poczatkowa tech-
niczne uzbrojenie pracy u° = u i horyzont czasu jest dtugi

Jezeli poczatkowe techniczne uzbrojenie pracy jesf niskie i horyzont
czasu T Jest krotki, to przebieg optymalnej trajektorii technicznego
uzbrojenia pracy u* Jest podobny do jej przebiegu w krétkim horyzoncie
czasu w poprzednich wariantach rozwigzan. Jezeli horyzont czasu T Jest
Sredniej dtugosci, wtedy pojawiaja sie dwie fpzy wzrostu. W pierwsztj -
inwestycyjnej - cadly dochéd pozostajacy po odliczeniu jego 6°-czesci na
konsumpcje przeznaczony zostaje na inwestycje. Szybko rosnie majatek pro-
dukcyjny, dochéd narodowy, konsumpcja, techniczne uzbrojenie pracy i wy-
dajnos¢ pracy (konsumpcja ,startuje" jeonak z niskiego poziomu). W fazie
drugitj , konsumpcyjnej, mamy sytuacje podobr.e Jak w krétkim horyzoncie
czasu, tzn. techniczne uzbrojenie pracy utrzymuje sie na poziomie osig-
gnietym pod koniec fazy inwestycyjnej, wydajno$é¢ pracy i konsumpcja na
osobe rosne wolno Iprzy tym konsumpcja na osobe ,startuje"™ z poziomu wyz-
szego od poziomu osiggnietego pod Koniec fazy pierwszej) itd. Wreszcie
Jezeli horyzont czasu T jest ddugi, wtedy obserwujemy trzy fazy wzros-
tu: poczatkowag - inwestycyjna, $rodkowa - réwnomiernego wzrostu i konco-
wg - konsumpcyjng (rys.6.9). Diugos¢ fazy sSrodkowej - réwnomiernego wzro>-
tu - rosnie w miare wydtuzania horyzontu czasu T. Ddugosci pozostatych
faz sg ograniczone.

Otrzymane ruzwlazanie pod wieloma wzgledami przypomina rozwigzanie za-
dania (6.15)- (6.16). Jego po9ta¢ zalezy, podobnie jak poprzednio,od po-
czatkowego technicznego uzbrojenia pracy i ddugosci horyzontu czasu T.

Podobny jest takze przebieg faz wzrostu. Zmidnlaja sie co prawda oceny
ddugosci poszczegélnych faz. Jednak, podobnie Jak uprzednio przy )T|- »
- + 00 rosnie tylko dtugos¢ fazy Srodkowej - rownomiernego wzrostu

Obecne rozwigzanie jest J°dnak pod dwoma wzgledami poprawniejsze: kon-

sumpcja niedy nlkt sp“"l» do zera (w rozwiazaniu zadania (6.15) - (6.16)
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Rys.6.9. Optymalna trajektoria technicznego uzbrojenia pracy - roz-
wiezanie zacania (6.2CM) - (6.21") w prz/paJku ..iskiego poczetkowo-
go technicznego uzbrojenia pracy i dtugiego horyzontu czasu

zjawisko takie obserwowalismy w inwestycyjnej fazie wzrostu - przy niskim
poczatkowym technicznym uzbrojeniu pracy), a wszystkie trajektorie 2z wy-
jg.kiem trajektorii konsumpcji 1 Inwestycji se przynajmniej ,+4abo ros-
nace. Trajektorie konsumpcji 1 inwestycji sg funkcjami przedziatami ros-
nacymi .

6.3.4. ROWNOWAGA 1 ST”BIl NOSC OPTYMALNYCH PROCESOW WZKOSTU

Rozpatrz,ny nastepujece trzy typy procesow wzrostu w 6 -réwnowadze ze
state stope wzrostu technicznego uzbrojenia pracy:

5@ ,£) o Ou . u. i = const.

A) Sterowaniu $\. tozsamosciowo réwnemu zeru na T odpowiadaj?
takiej G-rownowadze trajektorie uT>

’

u = v, (6.23)
J() » [u)Et _ tor - @4\)ucd

(MuCt) “° n" TAM  “° ” aowolnb poczatkowe techniczne uzbrojenie pracy
spetniajece zatozonie 6.2, tzn,

Cot "°"umax) " 9dzie umax H>< 26°)/~+)J 1/(1_t) .

(B) Sterowaniu ?T tozsamosciowo réwnemu Jednosci na T odpowiada
6-rownowadze doktadnie Jedna para trajektorii up,

SG)

s(t) = $

]
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| -V/(1-£) w \t-dyn. momencie cza9u t£T), gdzie u° =

- [a(l-E)(1-6°)1/[v#(1-d)(» A 1/tl_t) , j°-a<?5Q(uOf. Przy |t|- +~
kazaa trajektoria technicznego uzbrojenia pracy wychodzaca ze stanu po-
czatkowego u(to)€ (0,uraax) oapowiadajeca sterowaniu tozeamosSciowo réw-
nemu 1 Jest asymptotycznie zbiezna do trajektorii u”.

© Z te sarua stope rosnie roéwniez techniczne uzbrojenie pracy i kon-
sumpcja na osobe Uj,fT ,

u(t)

(6.25)

w G-réwnowadze ze sterowanibm ,

(przy zatozeniu 6.1). Trajektorie (6.24), (6-25) roéznie sie Jednak war-
tosciami poczatkowymi. ObecMf e

£° « <QU° ot 1 [1-8¢( l—O°)J S(1-9)(ji+Xx)j > y°.

tatwo sprawdzié¢, rozumujec podobnie Jak w punkcie 6.2.4° (C), ze proces
(»,u)T odpowiada takiej regule akumulacji, przy ktérej w kazdym momencie
czasu t6T otrz/mujsmy makbymalne nadwyzke aochoou narodowego pozosta-

jece po odliczeniu konsumpcyjnego 6°y(t) 1 inwestycji na odtwo-
rzenie najetku prod go 1 Jego wzrost ze stope rowne A _Nazywamy go
procesenm makjymalnego zréwnowazonego
wWzrostu w zadaniu w zadaniu (6.20") - (6.21 ).

Wré6émy do rozwiezania zadania (6.20%) - (6.21%).

) Poczetkowe techniczne uzbrojenie pracy - wysokie: u°€ (u.umax)-

Jezeli horyzont czasu T Jest krotki, to optymalna trajektorie technicz-
nego uzbrojenia pracy u* Jest tozsama z jedne z trajektorii u” postaci
(6.23) w 6 -rownowaaze typu (A) (techniczne uzbrojenie pracy utrzymuje sie
na wyjsciowym poziomie u°, rys. 6.10.a). Jezeli horyzont czasu T Jest
dtugi, wéwczas optymalna trajektoria u* najpierw - w fazie poczetkowej -
- Jest tozsama z Jedne z trajektorii uT w 6 -réwnowadze typu (A), nas-
tepnie, po przecieciu sie z trajektorie uT postaci (6.25) w procesie
maksymaln. go zréwnowt.ronego wzrostu ( magistrale) pozostaje na niej w fa-

zie Srodkowej, by nt-stepnie - w fazie koncowej - oddali¢ oie od magistra-
li po jednej z trajektorii w 6 -réwnowadze typu (A) (rys.6.10.bj. Przy
T » 00 rosnie diugos¢ fazy Srodkowej, w ktorbj optymalna trajek-

toria uj. pozostaje na magistrali . Dhugosci pozostatych faz se cgra-
niczone .
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Rys.6.10. Trajektorie technicznego uzbrojenia pracy w G -réwnowa-

gach oraz optymalna trajektoria w przypadku wysokiego poczatkowa-

go technicznego uzbrojenia pracy i1 (a) krotkiego horyzontu czasu,
(bJ dtugiego horyzontu czasu

(ii) Poczatkowe techniczne uzbrojenie pracy: u® - u. W krotkim hory-
zoncie czasu optymalna trajektoria technicznego uzbrojenia pracy Uuf po-
zostaje na Jednej z trajektorii w O -rdéwnowadze typu (A). (rys.6.1l.a).
Oezeli horyzont c:asu T Jest diugi, wowczas w Ffazie poczatkowej trajek-
toria u* jJest toz6ams z trajektoria maksymalnego zréwnowazonego wzrostu
uwf (magistralg) .nastepnie - w fazie koncowej - oddala sie od niej po jed-
nej z trajektorii w 6 -réwnowadze typu (A) (rys.6.11.b). In dduzszy Jnst
horyzont, ty» dtuzszy Jest okres pobytu optynalnej trajektorii technicz-
nego uzbrojenia pracy na Magistrali

(iii) Poczatkowe techniczne uzbrojenie pracy - niskie: u° <Cu . Po-
doonie Jak w dwéch poprzednich przypadkach optymalna trajektoria tech-
nicznego uzbrojenla pracy u* w krétkim horyzoncie czasu pozostaje na
jednej z trb,ektorii w 6 -réwnowadze typu (A) (rye.6.12.a). Oezeli ho-
ryzont czasu T Jest Sredniej ddugosci, woéwczas trajektoria u* fazie
poczatkOwej sbliza sie do magistrali , lecz jej nie przecir.d, .isuckennie
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oddala sie od niej po jednej z trajektorii w (3-réwnowadze typu (A) (rys.
6.12.b). Wreszcie, Jezeli horyzonl czaau T jest dhugi, wtedy trajekto-
ria "u* najpierw - w fazie poczatkowej - zbliza aie do magistrali w
tym okresie jest ona tozsama z trajektorig technicznego uzbrojenia prucy
odpowiadajaca sterowaniu tczsawosSciowo réwnemu 1, ktéra przy |t]->m o0
je<t asymptotycznie zbiezna do trajektorii 5T w e -réwnowadze typu (B)).
Po przecieciu Bie z magistrala pozostaje na niej w fazie Srodkowej -

- tym dduzej, im dtuzszy Jest horyzont,a nastepnie-w fazie koncowej - od-
dala sie od niej po jednej z trajektorii w e -réwnowadze typu (A) (rya.
6.12.c). Przy |T]-» +o00 $rednia etopa wzrostu technicznego uzbrojenia
pracy w procesie optymalnym u* Jest asymptotycznie zbiezna do stoov

wzrostu V>/(1-+#) technicznego uzbrojenia pracy na mjgistrali



12)

Ryt.6.12. TraJeKtorie iechniczni. 30 uzbroje.ila pracy w S-réwnowa-
gach oraz optymalna trajekcorla w przypadku niskiego poczetkowegc

technicznego uzbrojenia pracy 1 (a) k-oOti<lego horyzontu cz* iuk (b)
horyzontu czasu 6rednlej ddugosci, (c) dtugiego horyzontu czasu
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Ot w erdzenie 6.5.58 (i) Istnieje taka liczba b> 0, ze
jezeli d¥-jgos¢é horyzontu IT] > 2 6, to
us(t) - u(t)
w kazdym momencie czasu t 6 <*i“®J < gdzie uf Jeat optymalne tr»-

Jbktorie technicznego uUzbrojenia pracy w zadaniu (6.20") - (6.21%), uT -
magistrale postaci (6.25).

(ii) srednia stopa wzrostu technicznego uzorojenia pracy w procesie
optymalnym spe#nia warunek

S2). — mV/(1-£) przy IT @+ oo

gdzie v/(1-¢&J6st stope wzrostu technicznego uzbrojt. ,la pracy na magi-
strali . m

6.4. Procesy wzrostu z cigglymi trajektoi ami inwestycji i konsumpcji

w rozwiezaniach obu poprzednich zaa ih optymalne trajektorie Inwestycji
i koneumpcyji byty nieciegie, pomijajec mato ciekawy przypadek krotkiego
horyzontu czasu T. Z ekonomicznego punktu widzenia rozwiezanla takie
se nierealne, na co niejednokrotnie zwracalismy uwn”e, analizujac pro-
cesy wzrostu w modelach Jadncczynnikowych. Zadania (6.15) - (6.16),
(6.20") - (6.21") byty zadaniami sterowania optymalnego gtadkimi systema-
mi Jednowymiarowymi. Stan wewnetrzny tych systeméw charaKteryzowat poziom
technicznego uzbrojenia pracy, at »nem wejsScia (sterowaniem) w zadaniu
(6.15) - (6-16) byt udziat inwestycji w oocnodzle narodowy*, natomiast w
zadaniu (6..20") - (6-2i") - udziat inwestycji w czesci dochodu narodowego
pozostajacej po oaliczenlu pewnego ,Minimum konsumpcyjnego' oraz nakt idow
na odtworzenie zuzytego majetku 1 Jego wzrost ze stope réwne stopie wzros-
tu ludnosci. W celu sformutowania zadania sterowania optymalnego z clegty-
ml  trajektoriami inwestycji 1 konsumpcji rozpatrzymy gtadki dwuwymiaro-
wy system, w ktérym Jedne wspédrzedny trajektorii standéw wewnetrznych be-
dzie kapitatochtonnosc produkcji, druge - udziat Inwestycji w dochodzie
narodowyp (stopa inwestycji). Zatem przeksztalcenie stanéw wewnetrznych
takiego systemu opisywaé¢ bedzie uk#ad dwéch réwnan - réwnanie wzrostu ka-
pitatochtonnosci 1 réwnanie wzrostu udziatu inw«etycjl w dochodzie naro-

dowym.
0 . . - i
Warunek (i) otrzymujemy, przyj-nujec: 6 - max (v In ,d2) .Je-
zeli tk techni brojeni ° 6 B Il 6 -d —“te-
{e,i pogze ?we ec nlczpe uz rO{enle pracy u Su umax) o 3
zeli u wmu 6 «mx {d,, ,®2in d4J > J**ell u”" < u (oceny parame-
trow dt, u, umax podnle twierdzenia 6.4). Dow6d (ii) pomijamy -

- n biega podobnie. Jak dowdéd twierdzenia 6.2 (ii). Podobnie zachowuje
sie opt rmalne tidjektone majetku produkcyjnego, dochodu narodowego, wy-
dajnosci pracy, konsumpcji 1 koneumpcjl r osobe.
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6.4.1. SFORMULOWANIE ZADANIA
Zakézmy, ze wzrost majetku opisuje roéwnanie (zob.(6.7))
m(t) = i(t)-pm(t)

a wspotdziatanie majatku 1 pracy w tworzeniu dochodu narodowego - statycz-
na funkcja produkcji postaci (6.6), tzn. (przy zatozeniu, ze ludnos$¢ ros-
nie ze stope A):

y() = .m(OfeiloeM  °NJ

((- wskaznik aktywnosci zawodowej ludnosci w sferze produkcyjnej).
WprowadZzmy oznaczenie:

k(t) « m(t)/y(t) - kapitatochtonno$¢ produkcji w mo-
mencie czasu t (wymiar: R).(6-2b)

Po wprowadzeniu tej zmiennej do wyjsciowego roéwnania wzrostu majetku
otrzymujemy réwnanie wzrostu kapitatochtonnoscl

& k) = (D (etAk(t) + (1-£)s(® , (6.27)

gdzie s(t) jest wskaznikiem udziatu inwestycji w dochodzie narodowym w

momencie czasu t. Niech T oznacza horyzont czasu z ustalonym momen-

tem poczetkowym tQ i dowolnie wybranym momentem kohcowym tj” 00

Przez Ot0 > 0 oznaczmy minimalny , a przez ocl >0i° - maksymtInle do-

puszczalny iudziat inwestycji w dochodzie narodowym, [cx°,u C

Interesuje nas cleyte, przedziatami gtadkie funkcje sT z wartosciami w
oil]. Warunki te spednia na przyktad rozwiezanie réwnanie

rfp s(t) =<o(cx (t)-s(t)) "6.28)

(GJ > 0) z dowo] nym warunkiem poczetkowym s(tQ)£ rcx“.C1] i" funkcje
OCEC°[t], z wartosciami w [*" ot) w kazdym momencie czasu t€T.N Je-
zeli <X(t) > s(t) (0 « to ds(t)sdt > O «) 1 udziat Inwestycji w do-

chodzie rosnie (maleje). Oezeli oc(t) » s(t) w pewnym okresie, wtedy
edziat inwestycji w docnodzie narodowym utrzymuje sie w tym okresie czasu
na statym poziomie. Funkcje z klasy C° [t] graje role sterowin. Tra-

jektorie sT z rozwiezania réwnania (6.28) se ich ,przyblizeniami"w kla-
sie funkcji C*[t]. Réwnanie (6.28) okresla reguty ,nadezania"™ ($ledze-
nia) trajektorii udziatu inwestycji w dochodzie narodowym sT za trajek-
torie estarowaniem) (\n.

[
9 Paraactr co ma wymiar 1/R, wspoétczynnik tfft), podobnie Jak s(t),
jest wielkosci* niemlanowane.
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Przyjmijmy, podobnie jak dotychczas, ze stanem wyjscia systemu Jest
konsumpcja na osobe. Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy

y(t)- <f(1-s(0))al/(1’t)kt/(1-L){t) .- (6.29)

Fara rownan (6.27) - (6.28) opisuje przeksztatcenie standw wewnetrznych
gtadkiego, dwuwymiarowego systemu dynamicznego. Wspdétrzednymi wektora Je-
go stanu wewnetrznego sa: kapitatochtonnos¢ produkcji k (t) i1 udziat in-
westycji w dochodzie s(t) (stopa inwestycji). Sterowaniem Jest funkcja OJ
udziatu Inwestycji w dochodzie naredow/m z k-nsy funkcji t [t], za ktoérg
.nadgza" zgodnie z (6.28) ciegta t"ajektoria udziatu inwestycji w oocho-

dzie narodowym sj-. Zbiorem sterowan Jest przedziat [«°,CX*] . Réwnanie
(6.29) Jest przeksztatceniem wyjscia systemu. Oznaczmy przez 10> 0 po-
czatkowg kapitatochtonnos$é produkcji, przez s° € [exo,ck1 | - poczatkowy

udziat inwestycji w dochodzie narodowym i zatézmy, ze horyzont czasu T =
=TtQ +00 ). Wszystkie rozwlezaria (s,k)t 4 00 ) uk#adu rownan(6.27)
- (6.28) z warunkiem poczatkowym (k( ®», e(t°)) = (k°,s°) 1 sterowaniem
r + N ANz wartosciami w “ot°,cx\) sg réwnomiernie ograniczone na ca-
tej°potosi czasu 1 ,+ oo ): & t)€[cx°, 0t oraz O0<k (t)” max |k° ,0cY (Ja+
*K) w kazdym momencie czasu t£[tQ,+ oo ). Innymi skowy przy czasie
t-— = + 00 kapitatochtonno$¢ produkcji nie moze rosngc ni«ogr9niczenie.
Pooobnie réwnomiernie ograniczone sg trajektorie konsumpcji na osobe
Nt ,%¥00 ).
Oznaczmy przez jl docelowg wielkos& konsumpcji na osobe,

s1>f -9dn) . 1/(i "E\k°)E/(1-B)

Interesuje nas proces wzrostu spedniajacy warunki (6-27), (6-28] i prowa-
dzacy w najkrétszym czasie do docelowego poziomu konsumpcji tzn.roz-
wigzanie zadania:

min tj , (6.30)

K(t) - (L-1)(p.+ A)K(E)+11-£)s(t),

Jf5(t) =00@(H)-s(v) .,
0t(t)6 [o0,~] . «.€C°J|0.t1] , (6.31)
(k(to).,s (tQ)) = (k°,s®),

{k(tl),s(tID>e*1 = {(k.s):: @(I-s)al/"1-& /(1-v)=il}

| i
(k°>0; eO0€ Joc°,0RJ ). Ze wzgledu na réwnomierng ograriczono$¢ wszystkich
trajektorii konsumpcji warunki (6.31) moge okaza¢ sie sprzeczno, Jezeli
ustalimy zbyt ,ambitny" docelowy poziom konsumpcji ~ . Zakbézmy, ze wiel-
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kos¢ tej konsumpcji zostata tak ustalona, 1ii zadanie jest niegprzeczne, a

parametry zadania spedniaja warunki
Vz atozenie 6.3. o(°<i , cj> (1-1) (p+A) v

Wttdy rozwigzanie zadania Jest nastepujace.

OT wierdzenie 6.6. M Rozwiezaniem zaaania (6.30) - (b.3I)
przy zatozeniu 6.3. jest proces (0*3*~A*)~-* nastepujecej postaci:

dia t£ fro.o

<*(1)
dla t£ fev*]
(s0c1)e-11 dla tC [Mol» ~
=*(t)
(9*("Gi-0?)e-Uyt» +&u dla tt [t ,ti) ,
k*() dla le [*0lIB)

(k*(r)-d3(t)-d4)e_(1_t)(~M+*)(t_t)+ d3(t)e"u(t"t) +

+ d.
dla t6 [t ,tj]
gdzie di* = (sMoNI/FjA+A)- yj -) d2 " /()
d3(t) - (e*tz)-*°)/(p+\ - i~ -). d4 -ot°/(N.+\)
T* = .tj] ., tj - warto$¢ kryterium (6.30) (najwczesniej szy moment doj-

jcia do poziomu konsumpcji
3ezell docelowy poziom konsumpcji mozna osiegne¢ w krotkim czasie
(krotki horyzont czasu T*), to 1=t i proces (@*s*,k*)T* redukuje sie

do postaci

a*(t) =a°
s*(t) = kso—«O\b_O( t_tO) +0P,

Dow6d,zob.dodatek nntemalyczny do paragrjfu b, twierdzenie 6.6
s. 259. Zadanie (6.30) - (6.31) ma rozwiazanie roéwniez baz zawozenia 6.3,

ktére mozna otrzynaé, rozpatrujac kolejno wszystkie kombinacje

t0 | Lt .w ] (@-t) (p-+A). We wszystkich przypadkach stjrowjnle
optyma no ma take same posta Jak w twierdzeniu 6.6. Rozwigzania roznie
sie tylko momentami przeteczenia sterowania optymalnego i po itaclemi tra-

JeKtorii s** | [
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k*(t) = (kd""r"5(+J-dd4)e-<* A~ 4+~ _to) *d3(r#)i“wt*"to) *d4
qa
w kazdym momencie czasu t € T*, gdzie d3 (tQ) = d3(t) dlo t= t . Oezeli
na osiggnigecie docelowego poziomu konsumpcji potrzebny jest dtugi okres
czasu (o4ugi horyzont czasu T*), wtedy nasteDUjO ,przetaczenie” sterowa-
nia °<** z o<* na oc® w momencie t€ int T ., przy czym ddugos$¢ prze-
dziatu [tQ .t) ros$nie przy t*- « +00 . Uktugos¢ przedziatu ["t.t*] jest
ograniczona, tzn. istnieje tdka liczba 67 > 0, ze t* - T~6 “ dla ho-

ryzontu T* dowolnej dtugosci. B

6.4.2. CHARAKTERYSTYKA ROZWIAZANIA ZADANIA (6.30) - (6.31) W JEDNYM
PRZYPADKU SZCZEGOLNYM (s° -011, k° < a°/(p.+A) , HORYZONT CZASU

T* - DLUGI)

Optymalng trajektorie konsumpcji na c”obe odpowiadajaca procesowi
(cx*,s*,1 *) * otrzymujemy z (6.29), a trajektorie technicznego uzbrojenia
pracy u**- na podstawie (6.26). W celu otrzymania pozostatych trajekto-
rii wystarczy skorzysta¢ z warunkéw (6.8) - (6.11) pamigetajac, ze tym ra-
zem funkcja produkcji ma posta¢ (6.6) - tym samym w(t) = a ut(t).

Posta¢ optymalnych trajektorii zalezy m.in. od poczarkowej Kapitato-
chtonnos$ci produkcji i1 poczatkowego udziatu inwestycji w dochodzie naro-
dowym, tzn. od stanu wyjs$ciowego gospodarki (k° [J), oraz docelowego po-

1
zicmu konsumpcji ~ . Dla przyktadu przesledZmy przebieg optymalnych tra-

jektorii w przypadku, kiedy poczatkowe kapitatochtonnos$¢ produkcji jesi
niska, k < ot /(~"+A), poczagtkowy wudziat inwestycji w dochodzie jest mak-
symalny. s° = (Xl, a docelowy poziom konsumpcji na 090be na tyle wysoki,
ze mozna go osiagna¢ dopiero po uptywie dduzszego czasu w dwéch fazach
wzrostu: podtrzymujagc maksymalny udziat+ inwestycji w dochodzie narodo-
wym w razie pierwszej - zwiekszajagc tym samym dochéd narodowy - i zmniej-
szajagc udziat inwestycji w dochodzie narodowym w fazie drugiej, czyli

zwiekszajac udziat konsumpcji.

Maksymalnemu wudziatowi inwestycji w docnodzie narodowynm w fazie pierw-

szej towarzyszy monofoniczny (gasnacy) wzrost kapitatocntonnosci produk-
cji, ktéra w tym okresie zoliza sige do poziomu K 1/QJi+\) , ale nie osigga
go. Prdobnie ros$nie ichniczne wuzbrojenie pracy, zblizajac sie do pozio-
mu [oo”/fp.-rA) i wyoajnos$¢ pracy, ktéra zbliza sie do poziomu
a [aor/t~-r/)]""~ 1 e W pierwszej fazie powoli ros$nie takze konsumpcja na
osobe. Przebieg optymalnych trajektorii majagtku produkcyjnego, dochodu
narodowego, inwestycji i konsumpcji jest podobny z tym, Ze rosnag one od-

- - .. 61
powieonio szybciej

W fazie drugiej nastepuje zmniejszenie udziatu inwestycji w dochodzie
narodowym. Kapitatoch4onnoé¢ produkcji, techniczne uzbrojenie pracy i wy-

dajno$¢ pracy przez pewien czjs jeszczp rosng, potem zaczynaja powoli ma-

Szybcield - o wielko$¢ réwnag stopie wzrostu Iludnos$ci A ,
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lec. Ma skutek zmniejszania sie udziatu inwestycji w dochodzie narodowym
obserwujemy szybszy niz w fazio pierwszej wzrost konsumpc_i 1 konsumpcji
na oaobe. Majatek produkcyjny i dochéd narodowy rosne {cio¢ moze sie zda-
rzy¢, ze przy bardzo niskiej stopie wzrostu zatrudnienia zaczng nieznacz-
nie male¢ pod koniec horyzontu czasu T* , rys.6 13).

k®

Rys.6.13. Optymalna trajektoria Kapitatochtonnosci produkcji roz-

wigzanie za-jnia (6.30) - (6.31) w przypadku, gdy poczatkowa Kkapi-

tatoch-tochtonnos¢ nrodukcji jest niska, poczatkowa itopa inwesty-
cji Jest maksymalne 1 horyzont T - dtugi

6.4.3. ROWNOWACA 1 ST/aBILNOSC OPTYMALNYCH PROCESOW WZROSTU

Z analizy optymalnej trajektorii k*# wynika ze w pierwszej fazie
wzrostu kapitatochtonno$¢ produkcji zbliza sie do poziomu o /(p+A).
Konsumpcja nd osobe zbliza sie wtedy do poziomu

£=ij(1- otl)a X / "t~ e Rozpatrzmy procasy wzrostu
(<X,I,I<)LV+ \ na potosi czaau tQ,+oo ) ktorym >dpowiadaja trajektorie
konsumpcji ? z wartosciami

«)

/(0 = const.

w kazdym momencie czasu t6 [to,too). Innymi stow> interesuje nas proce-
sy wzrost jw 6 -rownowadze ze statym poziomem konsumpcji na osobg. Pro-
cesy te majg bardzo prosta postac:

I'(t) =1 = const . ,
£(t) = £ = 5/{p+tA) = con&t. , (6.32)
$(t) = g-~(1-1)al/(1t) [s/(p+\)J/(1L_£~ = const.

w kazdym momencie czasu t€ [“q»+00 )» gdzie s oznacza dowolny udziat
inwestycji w dochodzie narodowym, £ [oc®°,0n) < Z twierdzenia b.6 wiado-
mo, ze im dduzszy Jest horyzont czasu T*tyrr, dduzsza Jest pierwsza faza
wzrostu, w ktérej kapitatochtonnosé produkcji k*(t) zbliza sie Oo po-
ziomu (X1/ U+A), tzn. oo poziomu kapitatochtonnosci produkcji w 5 -réwno-
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wadze z mLksymalnym udziatem inwestycji w dochodzie 1 -c*1. Obserwujemy
wiec wolste zbiezno$¢ optymalnej trajektorii kapitatochtonnosci do
poziomu kapitatochtonnosci w (5-réwnoi adze z maksymalnym udziakjm i.nwes-
tycli w dochodzie: im dduzszy Jest horyzont czasu T*, tym dduzej optymal-
na trajektoria kapitatochtonnosci k*# przebiega w otoczeniu trajektorii
kapitatochtonnosci w S -réwnowadze z m,k9ymalnym udziatem inwestycji w
dochodzie narodowym (w otoczeniu magistrali , rys.6.14).

.6.14. Trajektoria kapii 4ochtonnosci produkcji w © -réwnowa-
d;:i ze statym mausymalnym udziatem Inwo~tycji w oochodzie i opty-
malna trajektoria w przypjdku nisKieJ pocsetkowsj kapitatochton-

nosci produkcji i dtugijgo horyzontu T*

O twierdzenle 6.7.62 (i) (/la dowolnej liczby t >0 ist-
niej* taka liczba 8" ™0, ze Jezeli dtugos¢ optymalnego horyzo.itu czasu
w zadaniu (6.30) - (6-31) spetnia warunek |t ,<]>2&-, to

w kazdym momencie czasu t€[to+ SAtj-sJ. gdzie >max- E(t) = oN/fp+A.)
Jest maksymalne kapitatochtonnoscie produkcji w 6 -réwnowadze( magistra-
le X - optymal ne trajektorie kapitatochtonnosci procukcji (rozwig-
zaniem zadania (6.30) - (6.3x)).

Warunek (i) otrzymujemy, zwazywszy na posta¢ optymalnej trajektorii
kapitatochtonnos¢ 1 k** . Wystarczy przyje¢ et . max U " 1 in(2 9 /£)
e}. gdzis {d1 .1.k-0-d™1} , f2 = min{(1-LtD)(p+A).,LI !
Oceny parametréw d1(d2 podaje twierdzenie 6.6, 6 J*st ocene d¥ugosci

P o"kcJICnanpé+0'i’\zasuiC+ TA~dobnl”™arSnki spAn~fropty-
/N\

r%un HEMSE Ak KO!: otz

k 0 $rednie stopy wzrostu tyc%rwyéllk§sdc+io+%éli—l

zaje sie do
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(ii/  Przy |T*j-*-+00 Srednia stopa wzrostu kapital ochtonnosci pro-
dukcji ~k~* w horyzoncie czasu T* maleje do “~era.#t

W rozwigzaniu zadania (6.30) - (6.31) nie pojawia sie Srodkowa faza
réwnomiernego wzrostu, ktdéra wystepowata w rozwigzaniach dwéch poprzed-
nich zadan (6.15) - (6.16), (6.20) - (6.21"). W poprzednich ,rozwieza-
niach wydajnosci pracy i techniczne uzbrojenie pracy oraz kunou-pcja na
osobf rosty w farie Srodkowej ze atopg v/(I-£j, a zatem teraz rostyby
one z zerowag stopa (przyjelismy bowiem statyczng funkcje produkcji Cobba-
-Oouglasa ze wskaznikiem postepu techniczno-organizacyjnego v= 0). Faza
Srodkowa bytaby zatem ,martwa" z punktu widzenia wzrostu konsumpcji na
osobe i wobec tego niekorzystna w $wietle kryterium mi.iimalizacji czbsu
dojscia do Jej ustalonego docelowego poziomu.



Rozdziat Il

OPTYMALNE TRAJEKTORIE WZROSTU W MODELACH
DWUSEKTOPOWYCH

Dotychczas zaktadalismy, ze dochéd narodowy mozna w dowolnych propor-
cjach dzieli¢ na inwestycje i konsumpcje. Zaktadalismy zatem implicite m.
in. pedny substytucyjnosé¢ doDr inwestycyjnych i konsumpcyjnych oraz moz-
liwos¢ dowolnego przestawiania aparatu wytwérczego z produkcji ob6br in-
westycyjnych na produkcje débr konsumpcyjnych (i tn odwrét). Zaane z wy-
mienionych zatozen nie J ,at prawdziwe. Wprawdzie przy danym uktadzie cen
aocndéd narodowy o-itataczr.ie wyraza sie o«res$lony kwote ztotéwek, ale zio-
téwek pochodzecych z réznych zrédet. Te rézne Zrodda pochodzenia dochodu,
to sektory gospodarki z okreslonym majytkiem produkcyjnym i zasobami pra-
cy

Dwusektorowe modele wzrostu sy najprostszymi modelami, w ktérych uwz-
gledni sie niepedny substytucyjnosc doébr inwestycyjnych i konsumpcyjnych
ograniczone mozliwosci przestawiania aparatu wytworczego z produkcji jed-
nych débr na produkcje drugich oraz ograniczony przeptyw sity roboczej
miedzy sektorami gospodarki. Zakkar‘a sie w nich, ze gospodarka jest po-
dzielana na dwa sektory (dziaty): sektor 1 wytwarzaiacy dobra inwestycyj-
ne (umownie bedziemy nazywa¢ yo sektorem inwestycyjnym) i sektor 2 <v/twa-
rzajycy dobra konsumpcyjne. Ze spotecznego punktu widzenia decydujece zna
czenie ma produkcja sektora 2 wytwarzajycego dobra konsumpcyjne. Tst-
nienie i dziatalno$¢ sektora 1 sy o tyle konieczne,ze jest on producen-
tem doébr inwestycyjrych niezbednych dla zwiekszenia potencjatu wytwércze-
go w sektorze 2.

Kjuczowym zagadnieniem tego rozdziatu Jest optynalny podziat inwesty-
cji miedzy sektory. W modelach, ktérymi zajmujemy sie w paragrafie 7 je-
dynym czynnikiem produkcji jest trwaty majetek produkcyjny (w podziale na
sektory). Zasoby pracy nie sy limitowane. Nie Sy taz uwzgledniane potrze-
by konsumpcyjne spoteczenstwa w oddzielnych momentach czasu, cho¢ kryte-
rium wzrostu, podobnie Jak dotychczas, jest maksymalizacja konsumpcji w
pewr.ym okresie czasu. ,Lokalne" potrzeDy spoteczenstwa w poszczeg6lnych
momentach czasu w postaci pewnycn ,norm" konsumpcyjnych uwzgledniamy w pa

t )r*enfBWHnrheA %38t V doPioro Pierwtzy ,zczetel dezagregacji z2rbodet

W3F§§{3{8W SFSSVUiEET? a w?éé do poastah8W98ﬁhLgﬁ;radeWBFEQH?g 88&umTW
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ragrafie 8. W paragrafie 9 zajmujemy sie zagadnieniom podziatu inwesty-
cji miedzy 9ektory w modelach dwuczynniKowych, w ktérych praca (w podzia-
le na sektory) etanowi drugi, obok majetku produkcyjnego podstawowy czyn-
nik produkcji. Przedmiotem paragrafu 10 Jest podziat Jt.weslwli miedzy

sektory w dwusektorow Kk modelu wzrostu wywodzgcym sie z dynamicznego mo-
delu Leontiewa.

§ 7. OPTYMALNY PODZIAL INWESTYCJI MIEDZY DWA SEKTORY
W JEDNOCZYNNIKOWYM MODELU WZROSTU

2
7.1. Podstawowe zatozenia

Ustalmy horyzont czasu T » [*0**1-! ~” ~mienr,ymi modelu se nastepujaca
niaujemrie, rzeczywiste funkcje czasu t6 T : trwaty majatek produkcyj-
ny »j(t) w J-tym sektorze (zas6b, wymiar: z4), dochéd narodowy yi(®)
wytworzony w j-tym sektorze (produkcja koncowa sektora), inwestycje pro-
dukcyjne (brutto) 1ij(t) pono-zone w J-tym sektorze i konsumpcja c(t)
(strumienie, wymiar: z#/R; J « 1,2). Ponadto w modelu wystepuje dodatnie
parametry.- wskaznik a" efektywnosci majetku produkcyjnego w j-tym sek-
torze oraz wskaznik p wycofywanej z eksploatacji czesci majetku produk-
:yJnerjo3 .

0 parametrach a ,p zaKktadamy, ze

Vzaiozenie 7.1. a >p. >0 g «1,2).T

Uzasadnienie tego zatozenia jest podobne jak uzasadnienie zatozenia
.2 na s. 54. \Wzrost trwatego majetku produkcyjnego w J-tym sektorze
pisuje réwnanie catkowe (por. réwnanie (4.1) na s. 5I):

t
() - mj) + J (1j(0) -p.mj(e;)de .0
n

C,t€T;t~t; J =1,2). Czynnikiem, od ktérego zalezy wielkos¢ dochodu
Srodowego (produkcji koncowej) w j-tym sketorze, Jest majatek produk-
ujny w tym sektorze, Dochéd narodowy w catej gospodarce jJest sun.e do-
lodéw wytwarzanych w obj rektorach. Dochody te se funkcjami (liniowymi)
ijetku:

Model, ktéry przedstawiamy ponizej stanowi dwusektorowg wersje mode-
i z paragrafu 4 punkt 4.1, por. takze np. R. S tone [47J rozdz.
punkt 3, Z. Czerwinski [12] rozdz. 4, punkt 4.2.

3 Dla prostoty Dedziemy zaktada¢, ze w obu sektorach gospoaarki wskez-
k ten jest taKi sam.

Naktadamy, ze funkcje j se takie, iz roéwnanie to jest okreslone

.a wszystkich momentéw t,t 6 T. Warunki ktére speiniaje te funkcje spra-
cujemy dalej.
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Vie - Vi ® -2

J « 1,2). Sektor 1 wytwarza tylko dobra inwestycyjne. Oego produkcja
przeznaczona Jest na inwestycje w obu sektorach:

yre) - +12(t) -3
ujd). i2(G) > 0), Produkcja koncowa sektora 2 w catosci kierowa-
na Jest na spozyci®.

(O - y.(6). (7.4

Oznaczmy przez m° « (nm°> m2” wektor majetku produkcyjnego w sektorach
w momencie poczatkowym t ,

«i(tQ) - m® > 0 , (7.5)
(m(*0) * *Pro»t«d*»y wskaznik
M 0 (7.6)

* jjt) +i2rt7

podziatu inwestycji miedzy sektory
(struktury sektorowej nak#adoéw inwestycyjnych; wielkoS¢ niemianowans).
W uktadzie (7..1) - (7.5) warunek (7.3) mozna zastgpi¢ nastepujecymi:

iA(L) - =(t)yl(D),
i2(t) - (1-af0Jy~t) .7

»(t) t Jo.l].

przy czym Jezeli a6 C°[tJ , wteay i » <il,i2) € C° [tJ (i na odwroét).

Pokazemy najpierw, ze dla dowolnej tréjki (m,y,i)T, gdzie m » (47,M).
1 (Li*i2)" y “ (yl.y2~- 1 £ C°[tJ, spedniajecej warunki (7.1) - (7.5)
wyrazenie (7.6) Jest okreslone wszedzie na T. Rozwiezanie réwnania (7.1)
z warunkiem poczetkowyir (7.5)

N A + J «" ANt _87Mij(e)de

J * 1,2) Jest dodatnie na T (zgodnie z (7.3) inwestycje 1 ae nie-
ujemne), a wobec tego na podstawie (7.2) oba sektory zawsze - w kazdym m»
menele czasu - wytwarzaje dodatnie wielko$¢ dochodu narodowego. W szcze-
gélnosci y~ft) > 0 na T 1 wobec tego wyiazenie (7.6) Jest okreslone
w kazdym momencia czasu t € T.

Oe/eli tréjka (m,y-1)T spednia warur>ki <7.1) - (7.5) 1 przy tym
1t C*[t}. wtedy m,y € C~[t], zatem s 6 C°[tJ 1 czwdérka (m,y,l,s)". spat*
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nia warunki (7.1), (7.2), (7.4), (7.5, (7.7). Odwrotnie, jezeli czworka

(m.y.i.sJ-j- speinia ten uktad oraz s £ C°[tJ, wtedy rozwigzaniem réwna-
nia
t
") =ml(x) + J (axs(e)-p) nijfejde
t
jest funkcja nastepujacej postaci:
t
n.\t) = m°exp J (@"9(8)-p)d6i 0
*0
Zatem yNE C17] , y™t) = iMt)+i2(t)> 0  (irt;,i0,,(t) N u) w kazdym

momencie czasu t£ T.Tzn.zachodzi warunek (7.3) oraz i1 = (i”ig) £ C°[t]-
V kolejn/ch punktach tego paragrafu nawigzuje.ny do warunkéw (7.1),
(7.2), (7.4, (7.5, (7.7)5.

7.2 Wzrost optymalny w modelu z przedziatami ciggtymi
trajektoriami inwestycji

7.2.1. 3FORMULCUANIE ZADANIA

Z rownania (7.1) zwazywszy na warunki (7.7) otrzymujemy nastepujacy
ukdad roéwnan wzrostu majetku produkcyjnego w obu sektorach gospodarki:

t
(t) - m~tH 3 (als(8)-p-)mi(e)de ,
* (7.0)
t
m2(t) » m2()+ j [a11-9(0);mI(e)-pm2(e)J de

*

(t"tj T,t£T). Roéwnoczes$nie z (7.2),:(7-4) otrzymujemy
c(t) m az2n2(0 (7.9)

w kazdym momencie cza9u t £ T.

Zat6zmy, ze funkcja podziatu inwestycji miedzy sektory 9 € C°[jJ.Wte—
dy uk#ad roéwnan (7.8) jest rownowazny z nastepujacym ukdadem réwnan réz-
niczkowych :

' Przyczyny .jrzeJbCia od ukdadu warunkéw (7.1) - (7 b) do uktadu (7-1),
(7.2), (7.4), (7.5, (7.7) 31 podobne do tycn. ktére jkionity naa do

przejscia od uktadu (4.1) - (4.5) do uktadu (4.1) - (4.3), (4.5 - (4.7
(zob. paragraf 4, punkt 4.1).



139

m~rt) = (als(t;-f*)ml (t)
(7.10)

[t m2 (e~ - p2 (o ,

Uktad ten spednia warunki twierdzenia 1.2, zatem przy ustalonym etanie
poczetkowym m =*(m°,m2) kazdej funkcji 8 6 ?J[t] odpowiada doktadnie jed-
no rozwiezanie mp=(nA,ntg)-} tego uktadu wychodzece w momencie poczagtxowym
tﬁ ze etanu m°

Uktad réwnan (7.10) opisuje przeksztatcenie stanéw wewnetrznych gtad-
kiego (dwuwymiarowego, stacjonarnego) systemu dynamicznego w sensie de-
finicji 1.1 - 1.3. Jego stanem wewnetrznym w momencie czasu t jest wiel-
kos¢ majetku produkcyjnego m(t) » (nft), m2(t))  sektorach gospodarki,
stanem wejScia (8lerowaniem) - wskaznik podziatu inwestycji miedzy sek-
tory o(t), stanem wyjecia - konsumpcja c(t). Przeksztatcenie wyjscia
ma posta¢ (7.9).

Rozpatrzmy nostepujece zadanie maksymalizacji konsumpcji w ustalony.."
horyzoncie czasu T:

max [ a.,m(t)dr , (7.11)
T
n® = @"f t)-pn, () , i
m2(t) » &1 (I-s( ) m (t."-pm? () (7.12)

s(t)€ [o.1] , s £ c°[t],

¢ t0),m2(tQ)) = (m°.m°)

gdzie m, m2 >0. Pare Tfunkcji (s,m)-p gdzie mj. m (m",m2)y, spedniajece
warunki (7.12) tradycyjnie nazywamy dopuszczalnymnm pro-
cesenm wzrostu, 9-p- sterowaniem dopuszczalnym, m7 - dopusz-
czalng trajektorie majetku produkcyjnego w sektorach, a odpowiadajgce im
zgodnie z (7.2), (@7.7), (7.9) funkcje yT> iT, Cj (gdzie yT - (yl(y2)T,
7 * <@l 712°TA ~ dopuszczalnymi trajektoriami dochodu i1 inwestycji(w sek-
torach) oraz konsumpcji. Podobnie pare (s*,m*)_j. bedece rozwiezaniem te-
go zadania nazywamy optymalnym procesenm Wzro s-
t u. s7 7 8terowanidm optymalnym, m* - optymalne trajektorie majetku
produkcyjnego w sektorach itd.

7 1
wierdzenle , 7N Rozwiezaniem zadania (7.11) - (7.12)

przy zatozeniu 7.1 Jest proces Is*,m*)y nastepujecej postaci:

6 Przypominamy, ze rozwigzanie rownpnia rézniczkowego pojmujemy w sen-
%Ie (I?tlkgwém zob. uwagi o rozwiazaniach réwnan rézniczkow eh w pj~aara >e
pun .

7 Dowo6d,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 7, twierdzenie 7.1
S. 262.
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dla t€ Tt .v) ,
*1t) - =

0 dla t6 Tt,tj] ,

dla te[to.D) .
i

dla te[t,t]

to™ dla t£ [t0,t) ,
[n*Iti+alu (X)) (t-t)je“,I(t° ) dla teft.tj.

Oezeli horyzont czaeu T Jest diugi, |t |]|>6, wtedy T»
gdzie 6 Jest dudatnim pierwiastkiem réwnania

1- 6 > *o

l+de - e”0

w ktér/m d = ar/ta”p) ~ 0. Oer-dli horyzont czasu T Jest krotki, |t]46,
wéwczas t- t .m

7 .2 2. charakterustyka rozwigzania

optymalne trajoutorie aocioau (produkcji koncowej sektoréw) y* 1 in-
westycji 1* otrzymujemy z (7.2), (7.7). Konsumpcja c*(t) « y"ft).

W krétkim okresie maksymalny wielko$¢ konsumpcji otrzymujemy przezna-
czajgc caly dochdéd sektora 1 na inwestycje w sektorze 2. wytwarzajacym
dobra konsumpcyjne. Majatek produkcyjny i dochdd w sektorze 1 maleje za
stope -p , w sektorze 2 - rosne gasneco. Oezeli horyzont czasu T Jejt dtu
gi, wtedy obserwujemy dwie fazy wzrostu. W fazie pierwszej - inwestycyj-
nej - dochdéd sektora 1 zostaje skierowany na inwestycje w tym suktorzs.
Przy zatozeniu 7.1 majatek produkcyjny i dochdd tego s>ekto-a rosng z do-
datnig stopg a™- p . Majatek produkcyjny i dochdéd sektora 2 (a zatem tak-
ze konsumpcja) maleje zs stope -p . W fazie drugiej - konsumpcyjnej - ca-
4y docnda sektora X sklei owany zostaje na inwestycje w sektorze 2. Ma-
jatek produkcyjny oraz dochdd tego 9ektore (konsumpcja) zaczynaje rosnaé
gasne o - z coraz nizsze stopg w miare zblizania sie do konca horyzontu
czasu T. Majatek produkcyjny i dochdéd sektora 1 malejg (rys.-7.1).Im dduz-
szy Jest horyzont czasu T, tym dduzsza Jest pierwsza, Inwestycyjna, faza
wzrostu.

Z ekonomicznego punktu widzenia rozwiezanie takie Jest, oczywiscie,
nierealne. Praktycznie ni nozllwe jest wstrzymanie inwestycji w zadnym
sektorze. Nienozlit Jest takze tak gwattowna zmiana w strukturze inwes-
tycji (epadek udziatu inwestycji z 1 do O w eektorre 1 1 wzrost
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Rys.7.1. Optymalne trajektorie majatki. produkcyjnego w sektorach -
- rozciaganie zadania (7.11) - (7.12) w d¥ugim horyzoncie cza-
su

z 0 do 1 w sektorze 2), Jakag sugeruje rozwiazanie zadania.

Fakt,iz otrzymalismy nierealne rozwiazanie zagadnienia podziatu inwes-
tycji miedzy sektory Jest konsekwencja jego niepoprawnego - z ekonomicz-
nego punktu widzenia - sformutowania. Warunki (7.12) dopuszczaja bowiem
zaréwno nieciagtos¢ funkcji podziatu inwestycji miedzy sektory, aw re-

zultacie nieciggtos¢ trajektorii inwestycji,Jak i1 Jej zerowanie sie, co
jest roéwnoznaczne z catkowitym wstrzymaniem inwestycji w sektorze 1. Oru-
gi mozliwy skrajny przypadek s(t; = 1 oznacza z kolei wstrzymanie in-

westycji w sektorze 2.
7.2.3. ROWNOWAGA I STABILNOSC OPTYMALNYCH PROCLSOW WZRLSTU

Interesuja nas procesy ze statymi stopami wzrostu dochodil a zatem i
majatku produkcyjnego w sektorach. Poniewaz caty dochdéd sektora 2 prze-
znaczony jest na konsumpcje, wiec procesom tym odpowiada réwnoczesnie
wzrost koisumpcji ze statg stopa. Innymi skowy,zwrécimy uwage na procesy
wzrostu spedniajace warunek

6 (m.c)::~, 6c) - const.,

gdzie
r /d 1 d 1 \
m “(HT ml - <W m2" - )
d ~ 1 d m 1
bc mHt- ¢ - = 3tV .

tatwo sprawdzi¢, ze procesy w S-rownowadze majg jedng z dwéch naste-
pujacych postaci (pomijajac trywialny przypadek zerowej trajektorii ma-
Jatku) .

(D)) Sterowaniu tozsamosciowc roéwnemu Jedno9ci odpowiada trajek-
toria majatku produkcyjnego w sektorach m..
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n/(*) - m?e
<7 -13>
t) = g8~ o]

w kazdym momencie czasu t£T, gdzie m°, m2 - dowolne dodatnie poczatko-
we wielkosci majatku produkcyjnego w sektorach gospodarki (konsumpcja
() = azm2(v)Jd .

(B) Statemu 8“erowaniu ST, z wartosciami. >(t) m s - const. < 1, odpo-
wiada w 0 -réwnowadz® trajektoria najatku produkcyjnego ml,

lit)' = .

m2(t) =

(7.14)

w kazdym momencie czasu t6 T, gdzie m° Jest dowolng dodatnig poczatkowa
wielkoscia majetku produkcyjnego w sektorze 2, m° m [1/(1-S)] S° (kon-
sumpcja c(t) = a2m2(t)). " "

Optymalna trajektoria majetku produkcyjnego m* jest tozsama w pierw-
szej fazie wzrostu z jedna z trajektorii majatku w 6 -rdéwnowadze typu(A)
postaci (7.13) - tym dduzej, im diuzszy jest horyzont czasu T (rys.7.2.a,
b). W fazie drugt-j nastepuje wyjscie z 6 -réwnowagi8.

Przy |TF »* oo $rednia stopa wzrostu majatku produkcyjnego w sektorze
1 w procesie optymalnym jest zbiezna do stopy wzrostu majatku w tym sek-

torze w @-réwnowadze typu (A).

Twierdzenie 7.2, Oezeli JT} i oo , wéwczas
i

ydzie Ji't Jest Srednig stopg wzrostu majatku produkcyjnego w sektorze 1
w proces: Z optymalnym w zadaniu (7.11) - (7.12), (a"“jj)- stopa wzrostu ma-
jatku w tym sektorze w 6 -réownowadze typu (A) (zob.(7.13)) =

| ]
Gdyby w procesie optymalnym wraz ze wzrostem ddugosci horyzontu T
rosta dtugos¢ fazy konsumpcyjnej, wéwczas z upd/wem czasu trajektoria ma-

jatku m* zblizataby sie do kazdej trajektorii rj.w G-réwnowadze typu
(B) postaci (7-14) odpowiadajgcej sterowaniu 8T z wartosSciami s(t) =
= const .6 [o,p/a)- rozwigzaniu nie obserwujemy jednak w tej fazie wzros-
tu zbieznosci trajektorii m” do trajektorii nT w 6 -réownowadze
typu (B), poniewaz d¥ugoscé fazy konsumpc,jnej Jest ograniczona,

Dowdd,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 7, twierdzenie 7.2 s.263.
Poniewaz w modelu naszym stopa wzrostu dochodu w sektoi ach jest réwna sto-
pie wzrostu majatku, wiec do tej samej gra,.icy zbiezna jest przy
Ik 1- >m+ oo trednia stopa wzrostu dochodu 6 * .

yiIT
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Rys.7.2. Trajektorie majat j prodi kcyjnego w 6 -réwnowagach oraz
optymalna trajektoria majerku >d¥ugim horyzoncie ckisu (a) w sek-
torze 1, (b) w sektorze 2
Srednia etopa wzrostu majetku produkcyjnego w sektorze 1 w O -réwno-

YPU r N const. Innymi stowy twierdzenie
glosi, ze réznica 167- 6; Srednich stép wzrostu majetKu w sektorze 1
w procesie optymalnym i w S-réwnowadze typu (A) maleje do zera przy

N+ °° *Waru"™”N 290 nie speidnia optymalna trajektoria majetku pro-
dukcyjnego w sektorze 2.

7.2.4. JEDEN PKZYHADEK SZCZEGOLNY { 0)

pr y zatozeniu, ze majetek produkcyjny me zuzywa sie (p. 0) moment
.przeteczenia- sterowania optymalnego s* w zadaniu (7 .11) - (7 .12) mozna

i i »
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okresli¢ explicire: 1= t~-2/a , jezeli |1]|>2/a” oraz X” tQ, Jezeli
|t)” fe/al . tatwo takze znalez¢ rozwiezanie nastepujgcego zadania mini-
malnoczasowego, w ktérym kryterium wzrostu jest czas niezbedny dla dojs$-

cia gospodarki do pewnego zatozonego docelowego poziomu konsumpcji c =
N0 5,0

min  tl1 ,
mr(t) = 8jS()mN (L) ,

"g(t) = I-s(n~ t) ,
s(t)6 [0,1] , s 6 C°[to.tJd
OF(Q) ,m2(tQ))=(m°,m°) ,

NN = m2

(m] » cl/a2 > m® = c°/a2). Jego rozwiezanie (s*,m*)T* (gdzie T* =

mA"tQ, t£ ", t* - najwczes$niejszy moment dojscia do docelowego poziomu
konsumpcji cl) ma postaé¢ podobng do rozwigzania zadania (7.11) - (7.12),
z ta tylko roéznice, ze obecnie moment ,przekgczenia" sterowania optymal-
n«go t- th-1/an jezeli |T>|>1/ai oraz X- tQ, Jezeli |T,fl<l/al. Drugj
faza staje 9ie nieco krétsza, niz w poprzednim rozwigzaniu, przy czym w
obu rozwigzaniach fazy te sg ograniczone.

7 3. Procesy wzrosiu z nieinalejagcymi trajektoriami
majatku produkcyjnego w sektorach

7.3.1. TRZY ZADANIA STFcROWANIA

W modelu przedstawionym w punkcie 7.1 niemaienie majatku produkcyjne-
go w aektoracn oznacza roéwnoczesnie niemaienie wytwarzanbgo w nim Docho-
du, a wiec takze niemaienie konsumpcji (produkcji koncowej sektora 2).

Z matematycznego punktu widzenia problem sproi idza sie do dodania do
warunkéw (7.12) Jeszczt Jednego:

m( > 0 (7.15)

(J m 1.2> podobnie Jak dotychczas przyjmujemy, ze dmj(t)/dt “

d*..(0/dt m kazdym punkcie T€int T. w ktérym pochodna traje-

- r+o -
ktorii produkcyjnego Jest nieokreslona, por.ods. 18 na s. 69).
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IK pewnycn szczegélnych przypadkach warunki (7.12), (7.15) moga okazfa¢
sie sprzeczne. Wyjasnimy to blizej. Aby majat6k produkcyjny w sektorach
n~e malak, potrzebne se (poczawszy od momentu poczgtkowego t 1 inwesty-
cje na odtwarzanie przynajmniej tej jego czedci p.(m t)+m2(t)), ktéra
zuzywa sie w procesie produkcji. Sektorem inwestycyjnym jest seKtor 1.
Warunki (7.12), (7.15) b~da sprzeczne, jezeli w momencie poczagtkowym t
dochéd (produlcja kohAcowa) tego sektora nie wystarczy na pokrycie po-
trzeb inwestycyjnych z tytutu zuzycia najetku w obu sektorach, tzn. je-
zeli zaistnieje taka sytuacja, ze >+m°® )<0. Aby uniknaé
sprzecznos$ci nalezy mie¢ co najmniej nieujemna inwestycje netto w momen-
cie poczatkowym tQ: me+me) ~.0.

Bedziemy zaktada¢ nieco wiecej, a mianowicie, ze dochéd sektora in-
westycyjnego w momencie poczatkowym pokrywa nio tylko minimalna potrzeby
inwestycyjne obu stktoréw (na ,,podtrzymanie”™ stanu majatku) lecz pozwala
takze na podjecie dodatkowych inwestycji przynajmniej w Jednym z sekto-
row (lub w obu réwnoczesnie).

VZ utozenie 7.2.13 a”~- pfm°+m]) > 0 .v

Interesujag nas procesy wzrostu spedniajgce wa-unki (7.12), (7-15) op-
tymalne z punktu widzenia nastepujacych kryteriéw:

(@) maksymalizacji konsumpcji w ustalonym horyzoncie czasu T, tzn.roz-
wigzanie zaa.inia

max J a2m2(t)dt (7.16)
T

przy ograniczeniach (7.12), (7.15)

(moment koncowy tj horyzontu (7;17)

czasu T - ustalony),
(b) neksymalizacji konsumpcji w momencie Koncowym horyzontu czasu T;
czyli rozwigzanie zadania

max a2m2(tl) , (7.1B)

przy ograniczeniach (7.12), (7.15)
(moment koncowy tt - ustalony), (7.19)

(c) minimalli *&gji czasu dojscia do zatozonego (tocelowego Doziomu kon-

sumpcji cl « a2m2 c° *“ az2m2 * a rozwigzanie zadania
min tt , (7,20)
przy ograniczeniach (7.12), (7.15)
i dodatkowym warunku: a np(ti) ~ c* (7.21)

(moment koncowy tl - nie ustalony).

Poniewaz m° e« (m°,m2) >0, =zatem Jezeli spednione jest to zatoze-
nie, wtedy spednione Jest takze zatozenie 7.1.
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7.3.2. ZADANIA TOWNOWAZNE

Sformutowane zadana nie jg 8tand»rdo*»yni ironiami ita O0*1 11. utore

przedstawilidmy w paragrafie 3.ze w:?yledu nu nieréwnos$¢ 15). Nie sto-
suje sie do nich wobec tego takze poaane tam warunki OO "ymulnosci V celu
przedstawienia zadan (7.16) - (7.17), (7.18) - ~7.19)*," (7.20) - (7.71) w

postaci standardowej skorzy tamy z naster-uj”oyo twierdzenia.

O T wierdzentie 7.3."7 Przy ..tJazeniu 7.2: (i) jeZeIi proces
(3,m)p spe#nia warunki (7 12), (7.15), to r.stnieja doktadnie jedna taka
funkcja a:T- -[o,1lj,at C°[t] ., ze

s(t) =p/Sj* oi (t) vinmlt* t),

gdzie >J>(in(t))= ( ja) (t)-p m2(t),

(ii) proces (s,m)T spe#nia warunki (7. XV.), (7.15) wtedy i tylkc wteoy

gdy para (a,m)-p spednia uktad réwnan

Noml(® = () A(m(r))
air m? (1) = (1- 0c(t)) A n(t))

gdzie oc(t) 6 0, 1j ,XEC° |'t]=B

Ukt+ad -iwnan (@) opisuje przeksztatcanie stanéw wewnetrznych gtadkiego,
dwuwymif. wego,SCacjona”“nego systemu aynamicznt 30, ktérego stanen wew-
netrzn/mw momencie czasu t jest wektor m(t) = (m~A't), ™ ~0) majetku
produkcyjnego w sektorach, stirowaniem - wska-.iik Oi (t) podziatu inwesty-
cji (netto) miedzy sektory, stanem wyjscia - konsumpcje c(t) (produkcja
koricowa sektora 2). Przeksztatcenie wyjscia ma posta¢ (7.9). Zbiorem ste-
rowan jest przedziat [0,1j.

Zadanie (7.16) - (7.17) jest réwnowazne z nasi<pujecym zadaniem staro-

wania optymalnego z ustalonym momentem korficowym tx :

max | a2m2(t)dt , (7.16%)
T

AamArt) =a(t) [(ax-p;m3(t)-um2(t)] ,

J- m2(t) = (1-(x(t))[(al-~;ml(t)-p.m2 ("1,
(7.177)
a(t)e[o,iJ ,exEc°[t],

(ml(t0).""2(to)) = (m°,.n2)

IT . ) ;
Dowéd zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 7, twierdzenie 7 3

3. 264.
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(nt~.nig >0) . koéwnowaznosé rozumiemy w tym sensie, ze proces (cx*,m*)T be-

dz .e rozwijaniem tego zadania wtedy i tylko wteoy, gdy rozwiezanienm za-

dania (7,”)) - (7.17) bedzie proces (s*,m*)T< w ktdér-ym s*(t)=
“3-/731+ B)(N-p) m()-pm M t)]/ajm M) . W tym samym sensie zadanie
"7.18) - (7-19) Jest roéwnowazne z zadaniem

max a2m2(tl) . (7.18%)

przy cgyrpniczeniach (7.17°)
(mo.nanr koncowy t~- ustalony). (7.19%)

a zadani« (7.20) - (7.21) - z zadanie

min t , (7.207)

przy ograniczeniach (7.17%)
i dodatkowym warunku:

a2H2**i) > c1(>02m°=c®) (7.21%)

(moment koncowy t~ - nie
ustalony, zmienna decyzyjna

zadania) .
Dwierdzenie 7.4.12 (i) Rozwiezaniem zadania (7.167) -
-(7.1/ ) przy zatozeniu 7.2 jest proces (a*,m*)T nastepujecej postaci:
) = 1 dla te Eto,t) ’
0 dla t€1T7.,t
dla f6 [*0wY)
NORS
A{%) dla te[t,re] ,

dla "

-n( t-t)

gdzie d =y/(al~".. Jezeli horyzont czaau T jest dfugi, J|]>b, wobwczas
ti-6>to" 9dzid 6 jest dodatriim pierwiastkiem réwnania

12

s, 265 Dow6d,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 7, twierdzenie 7.4
. e
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1 -K(_ “ETHR .

Oezeli horyzont czasu T jest krotki, |t]|<™, to Q.

(ii) Rozwigzaniem zadania (7.18°) - 17.19°) jest pro».e9 tej samej pos-
taci, lecz rdézniacy sie momentem ,przelgczenia" sterowania o*. (z 1 ra 0),
a wobec tego i oceng dtugosci horyzontu czaau F: przez krotki w zadaniu
(7.18") , (7-19") rozumiemy horyzont, ktérego ddugos¢ |t |<"6 =
= P=1In [1+fVa2 (Bj-p)] , przez dtugi horyzont, ktoérego dfugosé¢ |Je|> O.
Oezeli [ |”~6, to "= inaczej

%e tl-e > ro . m

W zadaniu (7.20%) - (7.21") warunek kgncowy a,m2(tl) ~ cl Jest wigza-
cy, tzn. w optymalnym procesie (a*,m*) ft t* 1spedniony Jest z row-
Lo *

noscig ~ . Oest to wiec typowa zadanie minimalnoczaeowe z ustalonym prawym
krancem trajektorii.Nie bedziemy Jednak powt arzac catej procedury docho-
dzenia do rozwigzania tego zadania. Interesujace nas whasciwosci rozwig-
zania wynikaja bowiem z rozwigzania zadania poprzedniego. Zadania (7.18%)
- (7.19") i (7.207) - (7.21*) sg dualne w tym sennie, ze Jezeli proces
(oc*m*)T Jest rozwigzaniem zadania (7.18") - (7.19%) (z ustalonym hory-
zontem czasu), to Je9t on rownoczesnie rozwigzaniem zaoania (7.207) -

- (7.21%), z docelowym poziomem konsumpcji cl réwnym poziomowi kon-
sumpcji c*(i ) osiaggnietemu w optymalnym procesie w zadaniu (7.18") -

- (7.19"). Odwrotnie, jezeli proces (Ot*,m*) {t t"i%]JeDt rozwig2aniem za-
dania (7.207)-(7.21") { t - najwcze$niejszy mogent dojscia do docelowego
poziomu konsumpcji cl), iw zadaniu (7.18 ) - (7.19%) przyjmiemy horyzont
czi uT = T* [t .tj i.to proces ten pedzie réwnoczesnie rozwigzaniem te-
go zadania.lnnymi stowy,jezeli optymalny horyzont czasu Tt ftQ$t’¥31potrzeb—
ny na dojscie do docelowego poziomu konsumpcji cl w zadaniu (7.20%) -

- (7.21%) jest krotki, |T*|48 -p_1lIn[l1+/a2(«1-n)], to rozwigzaniem tego
zadania Jest proces («,m*)™ | w ktérym

cx*(0 o,
() =m°, m2(t)= (T,°-d"1Im°)e "~ t" to)+d-:Im°

w kazdym momencie czasu t€ T*. Oezeli optymalny horyzont czasu T* jest
ddugi, |T*|>19, to rozwiazaniem zadania jest proces {a* m*)T*takieJ samej

13 Poniewaz m*£C° [t ,t*] , zatem gdyby zachodzita nieréwnosc¢
adn,g (t’i) > ¢ , wtedy znalaztaby sie raka liczba t">0, ze prawdziwa byta-
by takze nierdéwnoscé om2 (t*-1) , co Jest niemozliwe.
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postaci jak proces w (i) z momentem ,przelgczenia" sterowania X- t"-6,
gdzie 6 = In[i+]ya2(8-"a)] . Optymalny horyzont czasu T* wydtuza sly w
miare Jak rosnie docelowy Joziom konsumpcji cl, przy czym tmienii. sie
(roanie) tylko dtugo$¢ faa.y pia.-wazej (przedziat czasu [ to>t)) .

7.3.3. CHARAKTERYSTYKA ROZWIAZAN

Trajektorie dochodu wytwarzanego w sektorach goé&poJdarki 1 inwestycji
odpowiadajgco optymalnym procesom we wszystkich trzech zadaniach otrzy-
mujemy z (7.2). (7.7). Konsjmpcja c*(t)=yE(t). W stosunku do rozwigzania
zadania (7.11) - (7.12) otrzymalismy pewng poprawe - w zadnym rozwigzaniu
nie obserwujemy obecnie zjawiska zerowanie sie inwestycji w sekto-ach,Nie
wykluczylismy natomiast gwattownych ,,skokéw" w podziple inwestycji miedzy
sektory w momentach ,przekgczenia” sterowania. Tak Jak poprzednio,w krot-
kim horyzoncie czasu (a w zadaniu minimalnoczasowym - przy niskim docelo-
wym poziomie konsumpcji cl) cata nadwyzka inwestycji ponad te ich wiel-
kos¢, ktéia Jest niezbedna dla ,podtrzymania™ na wyjs$ciowym poziomie m®
stanu majetku produkcyjnego w sektorze 1 kierowana jest na zwiekszenie za-
sobu majetku produkcyjrego w sektorze 2. Oochdéd sektora 1 utrzymuje sie
ria statym, wejsSciowym poziomie, dochdéd sektora 2 (konsumpcja) ros$nie gas-
naco. W ddugim horyzoncie czasu (a w zadaniu ininimalnoczasowym - przy wy-
sokim docelowym poziomie konsumpcji) obserwujemy dwie fazy wzrostu. W fa-
zie pierwszej - inwestycyjnej - szybko rosnie najatex 1 produkcja sektora
1 wytwarzajgcego aobra inwestycyjne. Produkcja sektora 2 (konsumpcja)
utrzymuje sie a tym czasie na wyjsciowym poziomie, zdecydowanie wieksza
czes¢ inwestycji kierowana jest do sektora 1. Inwestycje w sektorze .2
umozliwiaja jedynie podtrzyganie” majatku na statym wyjsSciowym poziomie
(zerowe inwestycje netto). Mozna by rzec, ze rektor ten cz”ka na dogodne
warunki ,startu”, ktére przygotowuje sektor inwestycyjny. W fazie dru-
giej - konsumpcyjnej - zostaja zredukowane do minlmun, inwestycje w sek-
torze I(<io poziomu wystarczajacego jedynie na podtrzymanie tego stanu ma-
jatku, oo ktoérego sektor dochodzi pod koniec fazy pierwszej),natomiast ros-
ng inwestycje w sektorze 2. Majatek tego sektora oraz dochdéd (konsumpcja)
rosng - jednak gasneco. Warto zauwazy¢, ze na stope wzrostu dochodu w sak-
torza 2 w fazie drugiej nie ma wptywu efektywnos¢ majetku w tym
sektorze natomiast ma wptyw efektywnos$é¢ majetku w sektorze 1. od efektyw-
nosci m, etku w sektorze 1 zalezy bowiem m.in. wielko$¢ inwestycji pono-
szonych w sektorze 2 w drugiej fazie wzrostu, d wiec pos$rednio wzrost pro-
dukcji tego sektora. Przejsciu od inwestycyjnej fazy wzrostu do fazy kon-
sumpcyjnej towarzyszy Jednak, podobnie Jak w rozwiezaniu zadania (7.1i) -
- (7.12), natychmiastowy spadek Inwestycji w sektorze 1 i ich wzrost w
sektorze 2, cno¢ juz nie tak znaczny (zob.rys.7.3).



Rys.7.3. Optymalne trajektorie maje:ku produ® cyjn°go w sektorach -
- rozwiezanie zadania (7.16") - (7.1/") w d4ugim horyzoncie
czasu

7.3.4. ROWNO.7AGA 1 STAdILNOSC OPTYMALNYCH PROCESOW WZROSTU

Rozpatrzmy procesy wzrostu (cx,m) ktérym odpowiada stuta wielkos¢ kon-
sumpcji tzn. takie procesy, dla ktérych

b(m,c) = c (= a n) = const.

Mozna wskazaé¢ dwa typy takich proceséw. i
) Sterowaniu ocT tozsamosciowo roéwnemu jednos$ci odpowiacajaraiek-
torie majetku produkcyjnego mp 1 konsumpcji cT,

. { -m(et,)
m1(f) = (hij-d) 8 +
(7.22)
“p(t) a nip
¢(t) = a2m°
>
w kazdym momencie czasu t€ T, gdzie i, - dodatnie poczetkowe zasoby

majetku w sektorach spedniajgce warunek m" - dm°>0; d = p.(al-(i) .-
i

(V) Dowolnemu innemu sterowaniu (Xy odpowiadaje w G-réwnoweaze tra-

jektorie majetku mT 1 konsumpcji ¢T,
1

50(0=F°, TO(t)= m°, crt)= a2mj (7.23)

w kazdym momencie czasu t £ T, gdzie m° jest dowolne dodatnie poczetko
we nielkoscie majatku produkcyjnego w sektorze 1, mE « d_1Tp (Jest to

stan klasycznej roéwnowagi ,statycznej”, por.rozdz.l, paragraf 2).
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uptymalne trajektorie majetku produkcyjnego, rozwiazania zadan{7.16")-
“(7.17*), (7.18") - (7.197), (7.20") - (7.21%), w fFazie pierwszej - 1in-
westycyjnej - se tozsame z Jedne z trajektorii maje’ku w 6 -réwnowadze ty-
pu (A) - tym dduzej, im dduzszy Jest horyzont czasu T (w zadaniu minimal-
njczasrwym - tym dduzej, im wyzszy Jest zatozony docelowy poziom konsump-
cji ¢* rys.7.4.a,b). W fazie drugiej - konsumpcyjnej - nastepuje wyjscie
gospodarki z G -réwnowaqi*L4. Ponadto,po pierwszej wspodrzednej obserwu-
jemy zbieznos$¢ $Sredniej stopy wzrostu optymalnej trajektorii majetku pro-
dukcyjnego do Sredniej stopy wzrostu trajektorii majatku w 6 -réwnowadze
iypu (A).

Rys.7.4. TraJdektorie majetku produkcyjnego w 6 -réwnowagach oraz
opt/malna trajektoria majetku w ddugim horyzoncie czasi: (&) w se-
ktorze 1, (b) w sektorze 2

Gdyby w procesie optymalnym wraz ze wzrostem ddugosci horyzontu T
rosta dduunsé¢ fazy konsumpcyjnrj, wtedy w fazie tej z uptywem czasu p<
drugiej wspédrzednej obserwowalibysmy zblizanie n-e¢ trajektorii do

trajektorii w 5 -réwnowadz. typu (B) z wartosciami 5(t) =
-[(w~(X), d-1mE(t)) ,gdzie mE(t) Jest wlelkoscie majetku produkcyjnego w
maktorze 1 w konsumpcyjnej fazie wzrostu, d «p/(aj-p)-
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UT wlerdzenie 7.5.*~ Cheiell w zadaria-h (7..16") - (7.17%),
(7.18%) - (7-197), (7.-20") - (7.21") d¥jios¢ horyzontu czasu |T|- *-+o0 ,

to roznica |6_* - 6- | Srednich etdép wzroatu majatku produkcyjnego w aek-
1T 1T
torza 1 w proceuie optymalnym 1 w O-rbéwnowadze typu (A) caleJe asympto-

tycznla do zera (w zadaniu minlmalnocrasowym (7.20*) - (7.21*) nalezy ho-
ryzont cza9u T zastepie optymalny* horyzontom T*). m

7.4. Przykiad optymalnego procesu wzrostu z ciggta tralektorig inwestycji

7.4.1. SFORMULOWANIE ZADANIA

Przedstawimy prosty modyfikacje zadania (7.16*) - (7.17%) prowadzycy
do zadania sterowania optyralnego z clygtyml trajektoriami Inwestycji w
obu sektorach gc.poa ki. W tym celu postuzymy eie m<tody opisany w punk-
cie 6.4. Zauwazmy, za w ukJedzJB (7.177) trajektorie inwestycji >edy cly-
gta wtedy i1 tylko wtedy, gdy ciegta uedzia funkcja c*T podziatu Inwestycji
netto riiiedzy sektory. Nasuwa to mysl, aby wobec tego uzupednié ten uktad
o takie warunki, ktore zapewniatyby elygtosé¢ funkcji « T. Oznaczmy przez
||'1< 1 - maksymalny, a przez > 0 - minimalny udziat inwestycji (netto)w
sektorze 1 w UKkac icn inwestycyjnych ogédem. Oezeli przyjmiemy, ze funk-
Cji «T speknia réwnania (por.(6.28))

"J-cy() jE(t)-o(t)) (7.24)

(uj> 0) z warunkiem poczatkowym Ot(t )«Cx° € [p°. 1 funkcjy 0° wv1J,
(E[PO, (@], wtedy ot(t)e Lfi°. p\J ** kazdym uomencie czasu t£T,0ct 3 T],
Podobnie jak w (6.28), parametr u> ma wy.uar |/R; wska: pik (G(t) Jest
wielkoscly niemiar.owany.

Funkcja [b&C° [t] gra w (7-24) role sterowania.Trajektoria"10 OcT jest
ciygtym,przedziatami gtaokim przyblizeniem sterowania. Réwnanie (7.24)
okresla reguty ,nadgzania” trajektorii X ( za sterowaniem pT. O parame-
trach °, fil bedziemy ponaoto naktadaé¢, ze spedmajy nastepujyce warun-
kil7:

S 267Dowc’ad,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 7, twierdzenie 7.5,

Funkcje O traktujemy jako kolejny wspétrzedny trajektorii standw
wewnetrznych systemu .obok trajektorii majytku produkcyjnego w sektorach.

17 W realnej gospodarce warunki te sy w praktyce spednione. Omawiane

zadania sterowania optymalnego mozna rozwiyza¢ “Awniez aj tego zatozZenia
z tym, ze nalez*toDy wowczas kolejno rozpatrywa¢ przepadKi:

£ i «i “ P-e
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VZ atozanle 7.3. .ouj> (i1l- p.

Uzupetniajac warunki (7.17*) o dodatkowy warunek (7.24) zapewniajacy
ciggtos¢ funkcji podziatu inweetycjl netto miedzy saktory gospoti>rki(Krzy
zatozeniu, ze w momencie poczatkowym t podziat ten Jest um alony),otrzy-
mamy nod epujec* zadanie sterowania docelowego:

max ~2nZA 1A > (7.25)
37 "jf0 - a(t) [(al-p)ml(t)-pm2(t;J

m2(t) - (1-K())[(al-p)ml(t)-pm2(Ol ,
reix(t) -tj((i(D)-a(t)) , (7.26;
F(OEP°. @1 . pec® [1).
L (t0).m2(t0),«(t0))- (", h].00Q)

(mJ.-2 > °> ot°e [(3, A]). Wcelu rozwigzania te jo zadania pr~edbtawimy
Je w prostszej postaci redukujgc Jago rozmiary. WprowudZzoty nowe zmienny

J() - (aj-fomjfo-jjm~t) (7.27)

(inwestycje netto w gospodarce w momencie czasu t, strumien, wyulaf:
zl/R), Z (7.26), (7.27) otrzymujemy ukdad réwnpn

3j- J(0* (ujoffo-pJjft)
I-a(t)-u(*(t)-a()) ,
{fi- =1 (D)->x()j() , (7.28)

- «2()- (1-0(t))j(1),

w ktorym rozwigzania Iwé :h osi tnlch idwnart zaleze od rozwiezari dwoch
pierwszych, natomiast pierwsze dwa se niezalezne od pozostatych. Wystar-
czy jeszcze tylko zauwazyé, ze kryterium (7.25) mozna zaetepi¢ nastepuja-
cy*:

max / az2(l-a(t))j(b)dt (7.29)
T
1 dochodzimy do zadania sterowanie optymalnego

max J a2(l-a(t))j(t)dt, (7.25%)
;
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ANF o(B) -u(A(E)-(x(D) - (7>26<)
P(t)e Jjif.73J [€C°[t].
(I(t0).«Ff*0)>- (i°- « 0)
{(">0, ac°e [li0O,!*1]). Warunek j°>U (dodatnie inwedtycje netto w momen-
cii poczetkowya t ) odpowiada zatozeniu 7.2, Role sterowania w zadaniu

tym gra funkcja

(S£C°[t]z wartosclcni w [p°,

Para roéwnan ro6z-

@1dcf[o-1].

niczkowych w (7.26") opieuje przeksztakcenie stanéw wewnetrznych gtadkie-

go,

tora 2 (konsumpcji).

dwuwymiarowego systemu stacjonarnego (Inwestycji
ich podziatu miedzy sektory).
Przeksztakceniem wyjscia Jed9t funkcja

netto i wskaznika
Stanem wyjscie. Jest produkcja koncowa sek-

podcatkowa w

(7.25"). Zadania (7.25) - (7.26) i (7.25) - (7.26") se rownowazne w tym
eensie, ze proces (p*,m*,0l*)T bedzie rozwiez-jniem zadania (7.25) - (7.20;
wtedy 1 tylko wtedy, gdy rozwigzaniem zadania (7.25") - (7.26 ) oedzie

proces (p*.J*,oc*)T. gazie zwxezek trajektorii
trajektorie globalnych

- (7.28)

O Twlerdzenio

przy zatozeniach 7.2,

majetku produkcyjnego m* z

inwestycji netto j* usialaje réwnania (7.27) -

7.6. Rozwiezaniem zadD..ia (7.257) - (7.26%)
7.3 Jeet proces (p* ,J*,oc* )T nastepujecej tresci:

b» dla 1A [*o"n *
(CC
Ji° dla te [t.tj] ,
joe«(n £ dla t6 [to.t) ,
7“0
Jx()e9(T,r) dla te [t,tj ,
(cP-fil)a - (t-to H (il dli tt [tc.®)
«*(t)
p,Deu(t-x)+ p° dla te[t ,tj,
gdzie g(t) - -1(a°- pl)(l-e < t-to K (at lil-") (*-*,) ,
gftjt) . alwrv (t) - p (@-e’M G-z) )™ |S°-p){*-T)
Istnieje taka liczba 6 > 0, ze Jezeli horyzont ctasu T Jest dtugi,
|t]>6, to moment ,przetecrenla”™ ste>ow ila [t -b, t7). Jezeli hory-
zont czasu Jast krotki, |t]”6, wéwczas '"C» t i proces optymalny reduku-

Jja sie do postaci:

Dowdd,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 7,

twierdzenie 7.6
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f1*{0 - . J*(t)- Jrero*0

a*(t) -(a°- (&

w kazoym momencie czasu t £ T, gdzie dj-(Bj @¢1-")/(
-(1- M)/~ |i°). d2- Bjf dl- (*°)/(al p0-~.), g(to;t)- g(t jov) dla
X- tQ.1

Optymalr, trajektorie majetku produkcyjnego m sektorach otrzymujemy z
rozwigzania dwoch ostatnich réwnan w (7.28), optymalne trajektorie oocho-
du y* - (y*, y* )T - z podstawieni, y*(t)- Bj«<*(t) (j-1,2). Trajektorie
konsumpcji c£ my|Pr

7.4.2. CHARAKTERYSTYKA ROZWIJANIA

Posta¢ rozwiezanla zatozy i«in. od poczatkowego podziatu inwestycji
miedzy sektory. Mozliwe se trzy przypadKi.

) <x° e ( |i°. fL;. Oezeli horyzont czasu T Jest krotki, woéwczas tra-
jektoria o,* optymalnego podziatu Inwestycji miedzy sektory maleje (w
globalnych naktadach Inwestycyjnych netto rosnie udziat imwix tycji prze-
znaczonych dla sektora 2 wytwarzajgcego aoora konsumpcyjne). W ddugim ho-
ryzoncie czasu obserwujemy dwie 4azy wzrostu. W fazie pierwszej - inwes-
tycyjnej - rosnie udziat inwestycji netto kierowanych do sektora 1 wytwa-
rzajgcego $rodki produkcji. W fazie drugiej - konaumpcyjnej,podobnie Jak
w krétkim horyzoncie czasu - zaczyna eie zwiekszaé¢ udziat Inwsstycji net-
to przeznaczonych dla sektora 2. Optymalne trajektorie majetku produkcyj-
nego m* 1 dochodu wytwarzanego w sektorach y*, konsumpcji Cj i glo al-
nyih inwestycji j* se funkcjami rosnecyml, niezaleznie od d#ugoscJ ho-
ryzontu czasu T (rys.7.5).

Ry*$.7.5. Opt> elna trajektoria inwestycji netto - rozwiezanie zada-
nia (7.25") - (7.26") w d4ugim horyzoncie czasu

(i) Poczetkowy podziat inwestycji .korzystny" dla sektora 2 (oc°-(i°).
Jezeli horyzont cze9u T jest krotki, wtedy w optymalnym procesie wzrostu
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podziat ten utrzymuje die na wyjsSciowym poziomie w caktym horyzoncie cza-
su (ix*(t)- p° w kazdym momencie t € T). W dfugim horyzoncie czasu obser-
wujeay. podoDnie Ja* poprzednio, obie fazy wzroctu: najpierw inwestycyj-
ne, w ktérej w globalnych inwestycjach netto ros$nie udziat inwestycji kie-
rowanych do bektora 1, potem komumpcyjne, w ktérej zwieksza sie udziat
inwestycji przeznaczonych dla sektora 2. Majetek produkcyjny w sektorze 1
1 wytwirzany w nim dochdd oraz globalne in»abtycjd netto roone wolniej,
natoalast tejetek produkcyjny i dochdéd sektora 2 (konsumpcja) - szybciej
ni* w (i). Oednak, podobnie jak poprzednio, wszystkie trajektorie se
funtc “a-i rosnecyai niezaleznie od dfugosci horyzontu czasu T,

(iii) Poczetkowy podziat inwestycji ,korzystny" dla sektora 1 (oc°«
m (l). Ostali horyzont czasu T jest krétki, wéwczas w globalnych inwed-

tyejach netto maleje udziat inwestycji kierowanych do aktora 1 - ros$nie
udziat inwestycji kierowanych do sektora 2. w ddugim horyzoncie czasu po-
Jawiaj* sie dwie fazy wzrostu. W fazie pierwszej, inwestycyjnej, udziat

inwestycji kierowanych do sektora 1 utrzymuje sie na maksymalnym poziomie
(onMft)- ). * fazie drugiej, konsumpcyjnej, udzict ten zaczyna male¢ na
rzecz inwsstycji w skstorze 2. Majetek produkcyjny w sektorach oraz do-
chéd, konsuapcja i globalne inwestycje netto rosne,niezaleznie od odtu-
goioi horyzontu czaau T: majetek i dochdd bektora 1 o"az inwestycje

- szybciej, natoaibrt majetek i dochéd tektora 2 (koneurpcja) wolniej

nil w (i). Wszystkie trajektorie - rozwierania zadania (7.2V) - (7.267)
- se tunkcjaml clegtyai, przedziatami gtadkimi.

7.4.3. 10WNOWAGA 1 STABILNOSC OPTYMALNYCH PROCtSOW WZROSTU

Rozpatrzmy nastepujece dwa typy proc »6w wzrostu ( f+,J,0c)T ze stsie
stope wzrostu globalnych Inwustycji netto 1 statym ich podz~atem aledzy
sektory, tzn. procesy, dla ktoérych

0(J.«,¢) - (6, Ifi-o((D)- (@l-I(t)- 4ITJ gj-a(t))- const.

(A) Przsz (,3,3 « )T oznaczyay procesy z maksymalny- sterowanie* pT
{toisaaoiciowo rownym @). W O -réwnowadze odpowiadaje la trajektoria
irwestycji netto JT 1 podziatu inwestycji miedzy naktory &7T:

J(t) - 3°s(*l -p1 (7.30)

w kazdya aoaeoole czaau t € T,gdzie - dowolna dodatnia wielkos¢ po-
czatkowa inwestycji nstto w gospodarce.

(B) P tez ((S,J.«)T oznaczyay procesy z mlnimali ya aterowanlaa pT
(tolsamoMiowc Dwny* p°), ktéorym odpowiadaje w o -réwnowadze trajsk-
torie JT. ;Ti
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f(t)- 3°e(al @€_~")(t_to). 5.(0 - ¥ (7.31)

w kazdym nomencie czasu  t £ T (J° >0).

Nietrudno zauwazy¢, ze Im ddtuzszy Jest horyzont czasu T, tym bardziej

optymalna trajektoria Inwestycji netto j£ zbliza sie w Jego Srodkowy*
okrewlt. do trajektorii JT w O-réwnowadze typu (A) postaci (7.30) z
poczatkowa wielkosciag Inwestycji netto 3° m  °exp uyj-1(a 0- pl)} ,
gdzie J° - poczatkowa wielko$¢ nwestycji netto w zadaniu (7.25*) -
- (7.26%)e Trajektoria JT gra tutaj role magistrali . W miare Jak ros$-
nie dtugos¢ horyzontu czasu T, obserwujemy zblizanie sie optymalnej tra-
jektorii J” do magistrali - ty- wyrazniejsze, In dtuzszy Jest hory-
zont T (rys.7.6).

Pod koniec horyzontu czasu T, w Tfazie konsumpcyjnej, nastepuje ponowne
wyjscie optymalnej trajektorii z otoczenia magistrali

Rye.7.6. Trajektorie inwestycji netto w < -réwnowagach oraz opty-
malna trajektoria w ddugim horyzoncie C2ssu

Gdyby W procesie optymalny* wraz ze wzrostem ddugoocl horyzontu T
rosta diugos¢ T"azy konsumpcyjnej, wtedy w fez?6 tej z czasem obserwowali-

bysmy zblizanie sie trajektorii 3) d° trajektorii 3§ w O -réwnowadze
typu (B) pustacl (7.31) z warunkiem poczatkowym 3° m J°exp Ve - i
¢+a” (l- fi°)(t-t0)J , gdzie J° Jest poczatkowg wielkosciag inwestycji net-

to Wgospodarce Wzaduniu (7.25*) - (7.26), t-Jest momentem.przetaczenia®
sterowania optymalnego.
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O Twierdz nie 7.7. 0 (i) Ola Jowolntj liczby £>0 istnie-
je taka liczb** 6£ > 0, ze Jjzeli hor/zont czami T Jest dostatecznie
dtugi . T | >2 e£, to

1Ao - J(Oi< 4

Vv kazdym momencie czaau t £ t1"0£] . gdzia j* Jeet upiy i.ding tra-
jektorie inw.tstycji netto - rozwigzaniem zadania (7.25") - (7 *16%), JT -
- trajektorie inwsatycji netto w G-réwnowadze postaci (7.i0) z warun-
kiem poczatkowym J(tD) » j°exp [ak io-1(ot -f¥1)} ( magistrala ); j° -po-
czatkowa wielko$¢ inwestycji netto w zadaniu (7.25*) - (7.267).

(ii) lezeli dtuyo6¢ horyzontu czasu [t |-*-+oo , wtedy S$rsdnia stopa
inwestycji netto 6., w procesie optymalnym Jest reymptotycznie zbiez-
na oo stopy wzrostu Taj Hl— ji- inwestycji netto wo -rownow~dze typu (A).*

1
§ 8. OPTYMALNY PODZIAL INWESTYCJI MIEDZY SEKTORY
W JEDNOCZYNNIKOWYM MODELU UWZGLEDNIAJACYM LICZBE LUDNOSCI

8 1. Podstawowe zatozenia
t

Tradycyjnie zaktadamy, ze w horyzonci. czasu T - [t0"tl] luanoS¢ ros-
nie ze stope A>0, zatem Jej liczba w momencie cza3u t wynopi

1(D)- 1s™* 1) @G-

gezie 1° oznacza liczbe ludnosci w momencie poczatkowym t . Niech, podob-
nie jak w punkcie 7.2, wzrost majatku produkcyjnego w sektorach ~opisuje
para réwnan (por.(7.10))

ml(#) - (o”s(t)- jjImjfr)

gj- m2(t) = a.jl-sftjm.~t)-p,n2(L) 872

(m1(t0).m2(t0)) - (m°.m°; > 0O, s(t)e[o,l], s £ C°[t] ), gdzie

nijfo. "~(0 ” wielkos¢ trwatego majatku produkcyjnego w sektorach 1,2j
s(t) oznacza udziat inwestycji kierowanych do sektora 1 w naktadach in-
westycyjnych ogétem w mor. ncie czasu t. PodoDnie Jak w poprzednim para-
grafie zaktadamy, ze wytworzony dochdéd narodowy jest liniowg funkcjg ma-
jatku produkcyjnego w sektorach, !

0
. 70Dow<V ,zob_.Dodatek matematyczny do paragrafu 7, twierdzeni . 7>
Jj.- t .
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jB(o -v jC- (8.3)

o a caty dochéd (produkcja koncowa) sektora 2 przeznaczony zos-
taje. na koneurpcje: c(t) - y2(t). W peagr.fie tym Interesowa¢ nas bede
tylko takie procesy wzrot»"u, ktorym odpowiadaja niemalejice trajektorie
konsumpcji w przeliczeniu r.i osobe. Innymi stuwy, bede tc procesy, w kto-
rych stopa wzrostu dochodu wytworzonego w sektorze 2 bedzio nie nizsza od
ntopy wzrostu ludnosci:

it VEV'. yATEFA « @G-8

W warunkach (8.4), (8.5) w ewentualnym punkcie te int T nieokres$lonosci
pochodnej trajektorii dochodu wytwarzanego w sokrorach gospodarki pr ryjmu-

Warunek (8.4) Jednak tylko pozornie sprzyja konsumentom. Nie wyklucza
on t*>klej maksymamalnie korzystnej dla nich sytuacji, kiedy cata produk-
cja kefirowa sektora inwestycyjnego bedzie przez dtuzszy okres kierowana
wytacznie na doinwestowanie sektora 2 wytwarzajacego f*obrb Konsumpcyjne.
Na poczatku wywoda to nawet szybki wzrost produkcji w tym sektorze.Wzrost
ten odbywac¢ ssie bedzie Jednak kouztem sektora Inwestycyjrego.ktérejo pro-
dukcja zacznie spada¢. Po pewnym czasie sektor ten zubozeje do tego stop-
na, ze ni* bedzie w stanie dostarczy¢ nowet inwestycji na odtworzenie

zuzywajacego sie «a*gtku w sektorze 2, co uwidoczni sie, oczywiscie, w
ipadku produkcji row-lez w tvm sektorze.Nie poprawi istotnie sytuacji po-
stulat ( aby tak dzieli¢ inwestycje miedzy sektory, by przynajmniej nie

enalat majatek produkcyjny w sektorze inwestycyjnym. Odsuniemy tylko nlo-
co krytyczny moment, od ktérego zacznie sie epedek produkcji w sektorze
2. Na dtu>«jzj mere wz.-ost produkcji koricowej (dochodu) w sektorze 2 ze
stopa zapewnit, dopiero taki podziat inwestycji miedzy sektory, przy
ktoryn takze produkcja koricowa sektora inwestycyjnego bpdzie mogd#a ropner
przynajmniej ze Btopg A . Nawet skrajni* prokcnsumpcyjna polityka wzros-
tu preferujaca w catym horyzoncie czasu T maksymalne doinwtstowanie sek-
tora 2 nie spowodujs wtedy nigdy spadku stopy wzrostu produkcji koncowej
w sektorze 2 ponkzej \

wierdzenle 8.1.21 Oezeli w procesie wzioatu spekniajacym
warunki (8.2) - (8.3) stopa wzrostu produkcji koncowej w sektorze inwes-
tycyjny* bedzie niirze od rtopy wzrostu ludnosci, 6y (DI<. A- £, gdzie t
oznacza dowolnie maltg llczoe dooatniag, wtedy w dduzszym okresie czasu nle-
mozliwy bedzie wzrost prooukcji débr konsumpcyjnych ze stopg ~ A, tzn.
poczawszy oa pewnego momentu nie bedzie su<kniony warunek (8.4). U

_Zl_gowéd,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 8, twierazemle 8.1.
a. 271.
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Dalej interesowa¢ nas bede tylko takie procesy, ktére umozll-
wioje wzrost dochodu, a tyra samym wzrost majetku proaukcyjnego w odu Sek-
torach przynajmniej ze stopr X , a wiec prcceay spedniajgce warunki (8.2)
- (8.4) 1 warunek

*l<m)e yAFT- > A * (8"5)

Warunki (8.2) - (8.5) noge okazac¢ eie Jednak sprzeczne. Wyjasnimy to
blizej.

Aby byty spednione warunki (8.2) - (8,5), musze by¢ zapewnione inwes-
tycje na odtworzenie zu*>walecego sie majetku i wzrost produkcji w sek-
torach ze stope > A . * zatem w kazdym momencie czaiu t 6 T powinien za-
chodzi¢ warunek a~ft) > (p*A) (m" t)+m2(t)). W szczegblnosci. w momen-
cie pocretkowymt

(@j-p-- kHm*-Cp +A)m| ~ 0

poniewaz m°(«2 >0%* aby warunek ten byt spedniony, musi zachodzi¢
nieréwnosé¢ ~-p-A > 0). Jest to nie tylko konieczny, alo i wyatar-
craJ?cy warunek niesprzecznosci uktadu (8.2) - (8.5). Jezeli oowlem za-
chodzi powyzszy warunek, wéwczas warunki (8.2) - (8.5) spedniaje na przy-
ktad trajektorie mT,yT,

-t(t) - m°s *f"-*o0> , m2(t) - (ml-dje~r~r~o0~rde A(»-t0)

ye() - 7~ (0. y2(I) mma2"2(t) *

gdzie d « mMJaj-p- A)/(p+A), odpowiadajece sterowaniu ST z wartosciami
s(t) m (p +A)/al * kazdym momencie czasu t £ T. Jezeli warunek

(aj-p--\)m“ - (p-rA )m® A~ 0 epekniany 1 réwnosci*, wtedy powyzszy
proces jest Jedynym procesem spednlojecym warunki (8.2) - (8.5), przy cz/m
d « m. W tym szczeg6lnym przypadku warunki poc”etkowe determinuje po-

dziat inwestycji miedzy sektory w catym horyzoncie cza »u. Poniewaz Jeet
to sytuacja nietypowa dla realnej gospodarki, bedziemy zaktadaé, ze w mo-
mencie poczetkowy* tQ istnieje .rezerwa', inwestycyjna umozliwiajeca
wzrost produkcji w sektorach ze stope >

VZatozenle 8.1.22 (Bj-p-A)Im°-(p +A)mg > 0.7

W dalszym ciegu wygodne bedzie wprowadzenie zmiennych

f.(b) »iie n to"m\i}i(t)i|- majetekw iktorach w przeliczeniu na osobe
3 o

@ " 1.2; wymiari z#/L) , (8.6)

Warunek aj-~-A > 0 wynika z tego zatozenla.



Po oodstawianiu nowych zmiennych do (8.2) - (8.5) otrzymamy nastepujacy
ukdad roéwnowazny:

wfir fi(t) - (ajeftJ-p- } Ifjft).

PT fa(t> - =1(l-e(tj)fl (O-( p.+A )20 ,

3tvt)>°. |r f2(t)>o0. -0

s(t) e Jo.ij, ee c° [tJ,

(Fi (to)F2(to))-(F°. f\).

wtedy 1 tylko wtedy spednia warunki (8.7), gdy warunki (8.2) - (8.5) npet
nig trajektoria rT,yT ,8T:

«"J(O0 » fj(4) 10° Wt-“o>.

yi(t) * ajfj(ereen °
@ - 1,2). Warunki (8.7) maje taka samg posta¢ Jak werunkJ (7.12), (7.15)
z poprzedniego paragrafu. Funkcjom m odpowiadaja obecnie funkcje f.,

zamiast parametru jj. mamy teraz p +A . Zatozeniu 7.2 odpowiada obecnie
zatozi nie 8.1.

8.2 >'rocesy wzrostu z niemalejgcymi trajektor ami konsumpcji na osoby

8.2.1. TRZY ZAWANIA STEROWANIA OPTYMALNEGO

Rozpatrzmy naetepujjce trzy zadania sterowania optymalnego wzrostem:

@) maksymalizacji konsumpcji (produkcji koncowej sektora 2) na o=obe
w ustalonym horyzoncie czasu T,

T
przy ograniczeniach (8.7);
(I mak?pntilizacji konsumpcji w koncowym momencie t~ ustalonego ho-
ryzontu czasu T,

"aX *2f2ftIn *

przy ograniczeniach (8.7);
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(c) minimalizacji czasu dojscii gospodarki do ustbloneyo docelo».ugo po-
ziomu j produkcji débr konsumpcyjrych na osobe,

min tj ,
przy ograniczeniacn (8.7)
i dodatkowym warunki

agf2<U> > / <>f- az2fl> -

W zadaniu (c) moment koncowy horyzontu czasu T « |1 ,t~J rie Jest usta-
lony - Jest zmlenne decyzyjne zadania. W sensie matematycznym se to zada-
nia analogiczne do zadan (@) - (¢) z punktu 7.3. Prawdziwe pozostaje tak-
ze twierdzenie 7.3, Jeiell tylko zatozenie 7.2 zastagpimy zatozeniom 8.1,
zamiast pararstru p wezmiemy p +h 1 zamiast majetku prooukcyjr.ago w sek-
torach - majetek w przeliczeniu na osobe. Innymi stiwy,werunki (8.7) se
réwnowazne z nastepujacymi :

vy FE(D) «a(t) [(al-]A- K )2 (*)J

f2(t) - (- () [fat-jj.- \ )F1(t)-(p. +A H 2(0j ,

8.77)
ot(t)€ [o.ij.ae c°[r].
gdzie (f°,f2)>0. a zadania (a) - (c) z zadaniami
(@) max | a_f2(v) Jt (8.8)
przy ograniczeniach (8.7%) , (8.9
(b* max Sgfgftj) , (8.10)
przy ograniczeniach (8.7) , (8.11;
(cl) min tj , (8.12)[
przy ograniczeni a th (8.7¢)
1 dodatkowy.n warunku:
a2f2 ~ > S X{>S0) (87°13)

I(noreent t* - nie ustalony).

Réwnowazno$¢ rozumiemy w tym sensie, ze proces (O f*)j bedzie roz-
wiezaniem ktéregokolwiek z zad.n (a") - (c") wtedy i tylko wt.>dy,gdy roz--
wiezeniem odpowiadajecego mu zadania (a) - (¢) bedzie proces (s*,f*)T, w
ktérym s*(t) =p/a” «(t)[(a™ @g)Ff* (t)-p.f£ (t)JI/0jt*"t), por. twier-
dzenie 7.3; w zadaniach minimalnoczasowych (c), (c”) ho-yzont T m T*»
= [t ,tjJ , gdzie t* - najwczesniejszy moment dojsScia do poziomu konsump-
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cji na osobe jl. Sterowaniem w zadaniach (a*) - (c’) jest funkcja oT po-
dziatu miedzy sektory nadwyzki inwestycyjnej ponpd te ich wielkos¢, i (03]
re Jsst niezbedna, aby majetek produkcyjny w sektorach moégt rosneé¢ ze sto-
pe A. Para roéwnan rézniczkowycn w (8.7") opisuje orzekeztatcenie standw
wewnetrznych gtadkiego (stacjonarnego, dwuwymiarowego) syste-nu dynamicz-
nego. CJego stanem wewnetrznym w momencie czasu t Jest wielkos¢ majatku
produkcyjnego w przeliczeniu na osobe w sektorach gospodarki, Btanem wyjs$-
cia - konsumpcja na osobe ft) » a,i (P).

Znajec rozwigzaniu zadan (@) - (¢) z punktu 7.3, mozemy poda¢ natych-

miast rozwlezania sformutowanych wylaj zadan (a") - (c") (por.twierdzenie
7.4). 1 tak rozwiezaniem zadania (a) Jest proces (a*, f*)T:
1 dla té¢ [t ,t)
a*M
0 dla t6 [t.r] ,
(f?-d,)e +dl dla t6 [ ,%),
(o
q(u) dla t€ [t.tj ,
di& te[tQ %),
tZIt) -

-(p +A)(t- t)
(F]-d2(0)e rd2(t) dla te[t rfjJ,

gdzie dl - (p +A) f|/(ai-p-A). d?()-(a~p -A)D)F*()/(>+A).

Jezeli horyzont czasu T Jest ddugi, |t |>8 gdzie 0 Jest dodat-
nim pierwia8tkism réwnania

1-(p+ AX(- S e

wredy moment .przeteczenia“sterowania optymalnego T- p-g sy Jeze-
11 horyzont czasu T Jest krotki, |T] < 0, wtedy t« t proces opty-
wftlny rfcdukuje sie do postaci:

*(t) « 0, ff(t) fre-

w kazdy* momencie czeeu t£T (( (to) - d2(X ) dla t <o>

Rozwigzanie zadania (b") roézni ele od poprzedniego cylko momente
.przetaczenia* starowania (Xj. W rozwigzaniu tym X» t"-0>t , Jezeli
|TI>8-(p+A) Lnp+(p+A )/e2(Bj*p--A ) oraz Jezeli [T)"0.

Analogicznie wygleda rozwiezanie zadt>ni, (c"). Jezeli tylko zamiast
uataloneoo horyzontu czasu T wezmiemy optymalny horyzont T*» [t ,t*J f
gdzlhi  t* oznacza najwczesniejszy moment oeiegnlecia docelowego poziomu
konsumpcji £ (produkcji koncowej sektora 2 w przeliczeniu ne oaobe.por
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uwagi rcl temat rozwigzania zadania minlmalnoczasowtigo w punkcie 7.3).
Optymalne trajektorie Majatku produkcyjnego w sektorach i dochodu
otrzymujemy na podaiewld (8.6), (8.3).

8.2.2. CHARAKTERYS.T fKA ROZWIAZAN
1 -

W krotkim horyzoncie czasu, a w zadaniu (c*) - przy niskim docelowym
poziomie konsumpcji na osobe Jj1l, cata nadwyzka inwestycji ponad ich im»U
ko$¢ niezbedng dla zapewnienia wzrostu dochodu w obu seKtorach ze * topa
A skierowana zostaje do sektora 2. Majatek produkcyjny i dochéd tego sek-
torh rosng ze stopg>A . Konsumpcja na osobe ro-Snie gasngco. Majatek pro-
dukcyjny i dochdd sektoi a iriweetycyjnego ri »ng ze stopg A.

W ddugim horyzoncie czasu, a w zadaniu mlriimalrtoczasowym (c*) - przy
wysokim docelowym poziomie konsumpcji na osobe, pojawiajg sie dwie fazy
wzrostu. W fazie pierwszej - inwestycyjnej - ezyoko rosnie maJateK i do-
chéd sektora inwestycyjnego (ze sropp a -p.>A). Majatek i dochdéd sek-
tora 2 rosng tylko ze stopa A . konsumpcja na osob”™ utrzymuje sie na
wyjsciowym poziomie y°. W fazie drugiej - konsumpcyjnej - nastepuje zt.-
hamowanie szybkiego wzrostu majatku w sektorze inwestycyjnym. Majagtek i
ooch”d w tym sektorze rosng w tej fazie tylko ze stopg A < Wzrastaja in-
westycje w rektorze 2, rosnie szybko mtjatek i dochéd tego sektora,z uph”
"|ii czasu Jednak coraz wolniej Konsumpcja na osobe roér.-i.e gasnaco. In
dtuzszy Jest horyzont czasu T (w zadr iu minlmalnoczasowym - im  wyzszy
jest zaktadany docelowy poziom konsumpcji na osobe), *yr diuzsza Jdet *a-
za inwe3tycyjna« W momencie przejscia od fazy inwostycyjnsj do fazy kon-
sumpcyjnej obserwujemy gwaktowny spadek inwestycji w sektorze 1 i ich
wz-ost w sektorze 2 (rys.8.1).

Rys.8.1. Optymalne trajektorie ajstku produkcyjnego w sekto ach na

osobe - rozwigzania zawa (8.8) - (8.9), (8.10) - v8.1D), (U.12) -

- (8.13) w d#irim horyzoncie czasu (w zaoeniu minlmalnoczasowym ho-
ryzont T » T#)

r



165
8.2.3. ROWNOWAGA 1 STABILNOSC OPTYMALNYCH PROCESOW WZROSTU

W punkcie 7.3.4 interesowata ma gospodarka ze statym pod omem pro-
dukcji débr konsumpcyjnych. Obecnie rozpatrzymy procesy w G-roéwnowadze
ze statym poziomem konsumpcji na osobe, tzn. procesy dla ktérych

fefi) ” J" const.,
edzie ~(t) » Bgf2(t). Istnieje dwa typv takich procesodw,

(A) Sterowaniu «T tozsamosciowo réwnemu Jednosci odpowiadtje w ta-
kim procesie trajektorie . majetku produkcyjnego w sektorach na osobe:

_  (@-w-A)t-t ) _
fr(t) - (Ff-dre 1 ~ o+l . f2¢0) - fl 0.14)

w kazoym momencie czasu t € T () - az2f,,(v)), gdzie d. -

- (p-+ X)~f2/(at-p.- A), oraz f} f° - dodatnio poczatkowe wielko$ci ma-
jetku produkcyjnego w przelicza ilu na osobe u sektorach gospodarki sped-
niajece warune* alfli>( p.+A )(?“+ ?22).

(B) Drugi typ tworze procesy ($,f)T 2z dowolnym innym sterowaniem ?! i
trajektorie fJt

0 f2(t)* (FL"P-A)?°/(p. +A) (8.15)

w kazuym momencie czasu tt T (g (t)» a2*2(t)), gdzie ?°°> 0 ( stan
klasyczriel réwnowagi statycznej J.

Optymalne trajektorie majetku produkcyjnego w przeliczeniu na osobe -
rozwigzania wszystkich trzech zaaan (a") - (c’) pozostaje w pierwsze -
- inweslycyjnej - fazie wzrostu na jednej z trajektorii w G-réwnowadze
typu (A) postaci (8.14). W drugiej - konsumpcyjnej - fazie wzrostu naste-
puj j wyjecie gospodarki z e -réwnowagi (ryc.6.2.a,b)23.

Im dduzszy J'iet horyzont czasu T (w zadaniu minimalnoczaiowym - im
wyzszy Jest docelowy poziom konsumpcji na osobe), tym diuzej optymalne
trajektorie pozostaje na Jednej z trajektorii w G -réwnowadze typu (A).

Lot ~ PrOQr 8 0 optymalnym wtaz ze wzrostem dtugosci horyzontu cza
eu rosta diugtsc fazy konsumpcyjnej, wtedy w fazie tej z uptywem cza-

osobe A~ 28 Tiani0 8i1? trajektol ii maaetku w grze_liczeni na
osobe fT do trajektorii w u -rownowadze typu  (b) postaci (&.15% ,
wartoscia.i f(t)- F*U) ,(@a” p -A)Ff*U)/(p+A )), gdzie f*(t) oznacza war-
ton¢ majetku na osobe w procesie optymalnym w Konsumpcyjnej fazie wzrostu



166

+'ys.8.2. Trajektorie majetku produkcyjnego na osooe w 6 -réwnowagach
oraz optymalna trajektoria w ddugJdm horyzoncie czasu (a) w sektorze 1,

(b) w sektorze 2 (w zadaniu minlmalnoczasowym horyzont T =

OTwierdzenle 8.2.~ Jezeli dtugosé horyzontu czasu ]T]
- »*jo , wowczas roéznica 1 - 6* 1 Srednich stéop wzrostu majetku
1 1T Tir

produkcyjnego w przeliczeniu na osobe w sektorze 1 w procesach

optymal-
nych - rozwigzaniach zadan (a") - (c“) - iw

5 -réwnowadze typu (A) ma-
leje asymptotycznie do zera (w zadaniu minlmalnoczasowym (c") nalezy ho-
ryzont czasu T zastepie optymalnym horyzontem T*).m

Dowod pomijamy, przebiega podobnie jak dowdd twierdzenia 7.2.
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b.3. Wzrost optymalny z ciagta trajektoria inwestycji

8.3.1 SFORMULOWANIE ZADANIA

Postepimy analogi cznie Jak * punkcie 7.4, tzn. przyjmiemy, ze funkcja
«T podziatu nadwyzki inwestycyjnej miedzy sektory gospodarki ponad te
wielko$¢ inwestycji, ktora jest niezbedna dla zapewnienia wzrostu dochodu
w obu sektorach ze stopg A spednia - j-3ko druga wspéirzedna trajekcorii
stanéw wewnetrznych systemu - réwnanie

~mj-aftj =o.a(fi(t)- «{t))

z warunkiem ooczetkowym «x(t0) -<x°e[|J°, ~Jcfo.lJ , gdzie w - parametr
dodatni; Ik .@ - graniczne, dopusa c?aine wartosci funkcji o<T; pT - ste-
rowanie z wartosciami [j(t) £ rp°, ~jw kazdym momencie czasu te T. Uzu-
pedniajac o te warunki zadanie (8.10) - (0.11), otrzymamy nastepujace za-
danie sterowania docelowego (maksymalizacji konsumpcji na osobe w momen-
cie koncowym t~ ustalonego horyzontu czasu T):2%

max agf2(tf) , (0.16)

fI(t) »oc(t) L(ai-~- A)fL(t;-(p.+ A)F2(t)J
§7 F2(t) = (1- «(t))[(ai-~-A )FfFO)-(m+ A)f2(t)J

®(t) “w(rj(t)-cx(t)) , (8.j.7
P>(0e [I5°. 11, pt c°[t],

cx(t0))-(f°,f],00)

*-fg » ox £ [p°-]3*])» Zatozeniu 7.3 odpowiada obecnie
VZatozenie 8.2. pe > JLIL ,w>~ NX v

Pos:epujec analogicznie Jak w punkcie 7.4. 1 , tzn. wprowadzajac zmien-
ie
g(t) - (aj-p-A HFL()-(p+A )F2(D) (8.18)

inwestycje w przeliczeniu na osob” pozostajace po odjiczeniu tej ich
czesci, ktora jest niezbedna dla zapewnienia wzrostu majetku w sektorach
ze stope A i1 wymiar: zH#/R*L), otrzymamy zadanie

“ar
a por. zadanie (7.25) - (7.26) w punkcie 7.4,
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max j a2(1-<x(t))g( Hc.t (8.167)

g(t) « (oxodt)-p-\)g' v
3t« (O »uj(p,(t)y-a(t)).

p.(o e [p°. pl]. [it c°[t], (8.17 )

(g(t ). otftn)) - (9°.

gdzie <x°6 [p°, pl]. ¢° - {aj-y--A)Ffj-(p+ A)fg > O (przy natozeniu
8.1). Zadania (8.16) - (8.17) i (8,16") - (8.17*) sa réwnowazne w tyra sen-
sie, ze procoe (PMg*, c<¥)_ bedzie rozwiezanieir zaoania (8.167) - (8.17%)
wtedy i tylko wtedy, gdy rozwiezaniem zaoania (8.16) - (8.17) bedzie pro-
ces (p*.r*, M7, gJzie zwiezeK trajektorii i gf  okresta réwnanie
(8.18) oraz para roéwran: (

iff1(t) = of .
JffL( B 9(O (8.19)

FER2() - (1- O{t))g(t)

Zadanie (8.167) - (8.17%) ma posta¢ analogiczng Jak zadanie (7.25%)

- (7.26" 1 (zamiast parametru p mamy teraz p. +h). a jego rozwiezanie
ustala twierdzenie 7.6 (zatozeniom 7.2, 7.3 o”powiadaje obecnie zatoze-
nia 8.1, 8.2): Istnieje taka liczba 8 > 0, ze jezeli horyzont czasu T
Jest ddugi, 1t~S, wtedy rozwigzaniem zadania (8.16") - (8.17%) przy
zatozeniach 8.1, 8.2 jest proces (p*,g*,a*)T

dla te[tQ,r )

’

pflO
dla t€[t,tNJ ,
gt] Fre) dla t€ [WQ.Z) ,
9*()
g*("c)eP =+ A dla t6 [t t.]
1 dla t£ [tQ.X) ,
«*(t)

(ocl)- 8He" "~ T D die ALit.tjd,

gdzie t.6 [t1-0, t")
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f(t;t) - alod"1(oc*(t)- (i°;(l-e"oj(t-t))+(al |i®-p-A)(t- T).

W krétkim horyzoncie <czasu (]t |~ 0) proces optymalny redukuje sie
do postaci:

[f10O - P°. g*(t) - g°o
() - (- )@t AT A pe

w kazdym momancie czasu t6 T (»C ;) » C;t) dla x,» t ).
Optymalny trajektorie majetku produkcyjnego na osobe w sektorach

otrzymujemy z rozwiezanie ukdaau réwnan (8.19). Trajektorie majetku pro-

dukcyjnego m* i dochodu y* w sektorach otrzymujemy z (8.6), (8.3).

8.3.2. CHARAKTERYSTYKA ROZWIAZANIA

Niezaleznie od dfugosci horyzontu czasu T obserwujemy monotoriiczny
wzrost wszystkich trajektorii z wyjefkiem trajektorii a* (m.in, trajek-
torii majetku produkcyjnego i dochodu w sektorach, konsumpcji i konsump-
cji na osobe),Posta¢ trajektorii a* podziatu inwestycji miedzy sektory
zalezy od stanu poczatkowego <x° 1 dtugosci horyzontu.

O) ot0 6 ([, fil). -Jezeli horyzont Jest krétki, wtedy stale rosnie
udziat inwestycji kierowanych do sektora 2 wytwarzajecego dobra konsump-
cyjne (cx* malsje). Z czasom mHjetek produkcyjny i aochdédd sektora 2 (kon-
sumpcje) zaczynaje rosne¢ szybciej niz w sektorze 1. W ddugim horyzoncie

czasu, w fazie pierwszej - inwestycyjnej - rosnia udziat inwestycji w sek-
torze 1 wytwarzajecyn aobra inwestycyjne. Majetek produkcyjny i dochéd w
tym sektorze rosne coraz szybciej. w fazie drugiej - konsumpcyjnej - za-

czyna wzrastac¢ udziat inwestycji w sektorze 2 co powoduje przyspieszenie
wzrostu majetku produkcyjnego i dochodu w tym sektorze (konsumpcji). Ma-
Jetek 1 dochdd v sektorze inwestycyjnym rosne wolniej niz w fazib .pierw-
szej (rys.8.3).

o * £°  (podziat im.esrycji .korzystny" dla sektora 2). Oezeli
horyzont Jest krotki, wtedy * catym horyzoncie zachowany zostaje wyjscio-
wy podziat ot0. Majetek produkcyjny i1 dochdéd w sektorze 2 (konsumpcja)roa-
ne szybciej niz w sektorze inwestycyjnym. W dtugim horyzoncie czasu, w
pierwszej fazie, rosnie udziat inwestycji w sektorze 1, co wywotuje naj-
pierw powolny, potem coraz szybszy wzrost Jego majetku produkcyjnego i
dochodu. Majetek produkcyjny i dochdd (konsumpcja) w sektorze 2 rosne naj-
pierw szyo”o, porem nieco wolniej . W dru.j *J fazie zaczyna rosne¢ udziat
inwestycji w eektorze 2, co powoduje szybszy wzrost majetku produkcyjnego
1 dochodu w tyni sektorze (konsumpcji). Wzrost majetku 1 dochodu w sek-
torze inwestycyjnym staja sie wolniejszy niz w fazie pierwszej.
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Rys. 8.3. Optymalna trajektoria inwestycji na osobe po odliczeniu
czeici zapewniajacej ,vzrost ,lajatku produkcyjnego w oektorach ze
stope A- rozwigzanie zadania (8,16") - (B.17”; w przypadku, gdy

poczatkowy udziat inwestycji w dochodzie <* 6 (PP-[) i hory-
zont czasu Jest dtugi

(iii) o0 - @ (podziat inwestycji .korzystny" dla sektora inwestycy-
nego). w krotkim horyzoncie czasu rosnie udziat inwestycji w sektorze 2.
Majatek prooukcyjny i dochdéd w tym sektorze (konsumpcja) roang - najpierw
wolno, potem coiaz szybciej. W sektorze inwestycyjnym, odwrotnie, przy-
spieszony wzrost majatku 1 dochodu na poczatku zostaje nieco zahamowany
pod koniec horyzontu czasu T. W ddugim horyzorcie czasu, w pierwszej fa-
zie, dynamicznie rosnie majatek produkcyjny i dochéd w sektorze inwesty-
cyjnym, wolniej - w sektorze 2 wytwarzalgcym dobra konsumpcyjne. W fazie
tej zachowany zostaje wyjsciowy, korzystny dla tego sektora podziat in-
westycji. W drugiej fazie ros$nie udziat inwestycji w sektorze 2. Najpierw
wolno, potem coraz szybciej rosnie majatek produkcyjny i dochéd w sekto-
rze 2 (konsumpcja). Majatek i dochéd w sektorze inwestycyjnym rosne wol-
niej niz w fazie pierwszej .

Trajektorie majatku produkcyjnego, dochodu
gtadkie (rézniczkowalna), trajektoria inwestycj
przedziatami roézniczkowalna.

konsumpcji sa zawsze

i
1 jest wszedzie ciegta 1

8.3.3. ROWNOWAGA 1 STABILNOSC OPTYMALNYCH PROCESCW WZROSTU

W punkcie 7.4.3 wskazalismy na magistralne wkasciwosci procesow
wzrostu w (3-réwnowadze ze stalg stopg wzrostu globalnych inwestycji net-
to 1 statym ich podziatem miedzy sektory gospodarki. Postepujac analo-

gicznie, rozpatrzymy obecnie procesy ze stalg stopg wzrostu inwestycji, w
przeliczeniu na osobe, pozostajacych po odliczeniu naktadoéw zapewnia-
jacych wzrost majatku produkcyjnego w sektorach ze stopg roéwng stopie
wzrostu ludnosci i statym ich podziatem miedzy sektory:

6{g, oc>)=(&g." cx) > (p-g- i_ , ~.a) - const.
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(A) Przez (p , g9, «)T o0znaczymy procesy ze sterowaniem Jj tozsamos$-
ciowe réwnym p . Odpowiadajg Im w 6 -réwnowadze trajektorie gT,g

g(t) = g°e(@ai P H "~ “*ol.a(t) =pl (8.20)

w kazdym momencie czasu t£ T z dowolnym warunkiem poczatkowym g°>0.
(B) Przez (i .9, «)T oznaczymy procesy ze sterowaniem pT tozsamos-

giow,p rownym [i , ktéremu odpowiadajg w 6 -réwnowadze trajektorie

<. <t

g(t) - g° ef”l -{t) . po (8<21)

w kazdym momencie czasu t6 T z warunkiem poczetkowyi" g° 0.
Zwazywszy, ze w optymalnym procesie przy |Tj— ~ + .o ro$nie dtugoscé
fazy inwestycyjnej, widzimy, iz im dduzszy Jest horyzont czasu T, tym

bardziej optymalna trajektoria g* zbliza sie w jego Srodkowym okresie
do trajektorii gT w 6 -rownowadze typu (A) postaci (8.20) z warunkiem
poczatkowym g° = m?°exp [ajco (cx°- [il)} ( magistrali )tgStie g° jest

poczetKowym .zapasem"™ inwestycji na osobe ponad te ich wielkosé, ktoéra
umozliwia wzrost majetku produkcyjnego w sektorach gospooarki ze stope
réwne stopie wzrostu ludnosci. Pod koniec horyzontu (w fazie konsumpcyj-
nej) optymalna trajektoria gf wychodzi z otoczenia magistrali (rys.8.4)26.

t

Rys.8.4. rajektorie inwestycji na osobe po odliczeniu naktadéw z -

POWn«rheC wzro9t m letku w sektorach ze stope \ w G-réwnu, -
gach oraz optymalna trajektoria w ddugim horyzoncie c: su

26
v T’Gdyby w proces4.il optymalr,/m wraz ze wzrostem dtugosci horyzontu cza-
ddugosc fTazy Irnsumpc/jnej , wtedy obserw. lalibysmy z cza 9n

-bllzani si, trajektorii g* otrajektoii IT « 6 -réwnowadze typu
(B) z warunkiem poczetkowym g° , g°Bxp { w-A(0. .0, j H

160 V ? 8237- m “ 1 mOmentem P"gzenia sterowanil p** *

fazy wzrostu). * (momen,em Przej$cia od inwestycyjnej, do konsumpcyjnej
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O Twierdzenie 8 3."7 Wezmy proces (p,*,g*.en) - rozwiezanie
zadania (8.16*) - (8.17 L. (i) Dla dowolnej liczby £.>0 1iatnleje taka
liczba 0L > 0, ze Jezeli horyzont cza3u T Jest dostatecznie dtugi,

Imj> 23t, to

1g*(D-g(O " ¢

w kazdym momencie czasu t t [tQ+ OL,130Y . gdzie vy. Jeet magistra-
le - traJektorle postaci (8.20) z warunkiem poczatkowym ¢g° =m
mo°jgxp { uw 1(x°- pl;} .
(i) Przv |7 |- » + 00 réznica Srednich stop wzrostu 16g** 6- | maleje
asymptotycznie do zera.B T

§ 9. OPTYMALNY PODZIAL INWESTYCJI MIEDZ'! SEKTORY
W DWUCZYNNIKOWYM MODEuU WZROSTU

9.1. Podstawowe zatozeniaZ3

Wzorem poprzednich awéch paragraféw zaktadamy, 2zt wzrost trwatego mb>-
Jetku produkcyjnego w sektorach opisuje fara réwnan

ml(t) = ijft)- nmi (L)

©.D

8r m2(t) = i2(t)-pm2(t) ,

gdzie u (t), #ft) - wielkos¢ mpjetku produkcyjnego i1 inwestycji w sek-
torach goéspodarKi w momencie czasu t(j-*1,2), przv czym

1.(0 « a(t)y.(v)
-2
12(0 - (1-etOJy~o,

s(t) € [o,lj ,

~dNie  y~M(t) Jest wielkosciag dochodu narodowego wytwarzanego w momencie
czasu t w sektorze inwestycyjnym - produkcja koncowg sektora 1, s-funk-
cje podziatu inwestycji miedzy sektory (udziat Inwestycji w sektorze 1 w
logo produkcji koncowej, zob. punkt 7.1).

27
Dowdd pomijamy, przebiega podobnie, jak dowdéd twierdzenia 7.7.

“odele omawiane w tym | _aragrafle stanowie naturalne uog6lnienie
model, z paragrafu 7, zob. takzi np. Z. Czeiwino6kl fl2jrotc-.
4 punklt50;1_3, G. Had1ley, M.C. Kemp [22] rozdz.6, H. U z a -
w a .
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Jednoczynnikowe funkcja produkcji (7.2) zastapimy objcnle dwuczynni-
kowymi statycznymi funkcjami Cobba-Dout,laea (Jednorodnymi atopr>la 1) «

yi( - z}-tI (O]
y2(t) - a2dqj (t)z2« 2(v), 19 "J
gazie y2(t) jest wlalkoi“ci4 dochodu narodowego wytwer”anago w momencie

czasu t w sektorze 2 - w catosci przeznaczonego na konsumpcje, a (t) -
- zatrudnisniem w J-ty« eektorzn (J“i,2),

*J(o - c (9.4)

91,2 N °* ?21<2<1 (udziaty "atrudnionych w ssl torach w ogélne, liczbie
ludnosci  I°exp |A.(t-t0)}. A-etopa wzrostu ludnosci).

9.2. Optymalny proces wzrostu z przedziatami ciggtg trajeKturig inwestycji

9,2.1. SFORMULOWANIE ZADAnIA

Wprowadzmy oznaczenia:

u t) - aj(t)/Zj(t) - techniczne, uzbrojenie pracy w J-tya sektorze
(wyntluri z4#/L) : (9.5)
m y2(t;/I(t) - koitaumpcj na osobe “wymiar: z#/R-L).

Z (9.1) zwazywszy na (9.2) - (9.5) otrzymujemy roéwnania wzroatu technicz-
nego uzbrojenia pracy w sektorach

gj- uk(t) - ala(t)ull(r) - Aujlt) ,
| f (9.6)
HTu2ft} m «4€21?22 (L-«<tI)ubi(t)-("-A)u2(0
oraz konsumpcji na oeobe
£-
Jf() - a2 92u2 (v) . 9.7)

Réwnania (9.6) - (9.7) opisuje funkcjonowanie gtadkiego stacjonarnego
systemu dwuwymiarowego. Stanem wewnetrznym w mime.icle czasu t Jest wak-
tor uf*)A u.(t),u2(t)) technicznego uzbrojenia pracy, stanem wyjscia -

- konsumpcji, na osobe " (0O e Role sterowa nia gra funkcja a podziatu in-
westycji miedzy sektory. Oznaczmy przez u° - (u”,u])>0 poczatkowe tech-
niczne uzbrojenie pracy 1 postawmy zadanie maksymalizacji konsumpcji na
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osobe w momencie koncowym ustalonego horyzontu czasu T - Lto"tlJ™w kla"
sie C [t] funkcji podziatu inwestycji miedzy sektor/):

max g(tj) -8

przy ograniczeniach (9 6), :

a(t)e [0.i], afcC°[tJ,
(9-9)

(UIC**>_.»21*0>5

gdzie (ut.ug) = O, a funkcja y ma posta¢ (9.7). W proce-
sach wzrostu (s,u)T spedniajacych warunki (9.9) trajektorie technicz-
nego uzbrojenia pracy uT m (ul(u2)T, gdzi«> u~T - {(t,i .(0), t£T,10 «
ml,2) eg dodatnie i roéwnomiernie ograniczone, ileza)eznie od dfugo&ci ho-
ryzontu.

W punkcie tym rozpatrzymy sytuacje, kiedy mozliwy Jest wzrost tech-
nicznego uzbrojenia pracy w sektorach gospodarki w momencie poczetKowym
t . W warunkach (9.9) oznacza to, 2629

a,

Ll

- - 0>
Vzatozeni 9.1. <_71'?21|(>v

W optymalnych procesach wzrostu w modelach Jednoczynnikowyoh, zaréwno
Jedno- Jak i dwusektorowych, w d¥ugich okresach czasu obserwowalismy zpw-
sze - niezaleznie od kryterium wzrostu - dwie fazy wzrostu: poczgtkowg -
- inwestycyjna i koncowg - konsumpcyjng. w modelach dwuczynniKOwych Jed-
nosektorowych stwierdzilismy istnienie Jeszcze jednej fazy - Srodkowej -
- powolnego, roéwnomiernego wzrostu majelku produkcyjnego, dochodu narodo-
wego 1 konsumpcji. Faza ta wystapita, gdy postulowalismy maksymalizacje
konsumpcji na osobe w ustalonyn. horyzoncie czasu T (zadania (6.15) -

- (6.16), (6.20) - (6.21)), lecz .znikneta" w rozwigzaniu zadania mini-
malnoczasowego (6.30) - (6.31). Nie pojawia sie takze w rozwigzaniu zada-
nia (9.8) - (9.9).

OTwierdzenie 9.130 (i) Rozwiagzaniem zadania (9.8) - (9.9)
przy zatozeniu 9.1 jest proces (8*,u*)T:
dla *£ [t 2z)
8*(H)
dla tf£ [t.t]j

[d?e -(1-tD)(p+A) (t-to)+dill/(1. £D)dia tE[t~ )(

u*(0
ur(t;)e-(K +A ) (*-*) di* te[t.t1]>

Por.zatozenie 6.2 w punkcie 6.3.

Dowé6d,zob.Dodatek matematyczny do paragrafu 9, twierdzenie 9.1.
s. 272.
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uoe-( hl* A )(t-. o) dla te[-to>T)
uE(t)=
d2(t)e-" +2"(t- » Hd3()e-LtI *+ 2 )ft-~ dla tefc.tj
1-C
gdzie dj - Sj/fp.+ A), d’”» (u*) -0® < 0 (przy zatozeniu 9.1),

-3(C> m “i AL (GMFK)LV(i-ei)(p. +A). d2() - ul(§iJ-d3(@n).

(11) Istnieje tata liczba e”~0. zete Int T, Jezeli horyzont czasu T
Ipednia warunek |t]> et. Oezeld [T~, wobwczas %Jt t i proces optymal-
ny redukuje sie do postaci:

(0 -0, 4(0 - ue (PTAIETD

W kazdym momencie czasu €6 T (rtutaj: dj(tQ; - djft) dla X- tQ).

(i) Diugos¢ fazy konsumpcyjnej (przedziat czaau [r.tjJ ) Jest zawsze
ograniczona, tzn. Istnieje taka liczba 02> 0 ze L~ 02 dla horyzon-
tu czaau. T dowolnej dtugosci.!

9.2.2. CHARAKTERYSTYKA ROZWIA/AMA

Optymaine trajektorie korsumpcjl na oeobe, majetku produkcyjnego, do-
chodu 1 inwestycji produkcyjnych w sektorach otrzymujemy z (9.7) (9 5)
©.3), (9-2). .

W krétkim horyzoncie czasu techniczne uzorojenlc pracy, majetek pro-
dukcyjny 1 dochoa sektora inwestycyjnego maleje, Produkcja koncowa tego
sektora kierowana Jest wytecznle na doinwestowanie sektora 2. Techniczne
uzbrojenie pracy, majetck produkcyjny oraz dochéd sektora 2 (konsumpcja)
rogne - najpierw szybko, potem coraz wolniej.

Oezeli horyzont czasu T jest dbugi, wéwczas opryma]ny proces wzrostu
dzieli sie na dwie fazy. w fazie poczetkowej - inwestycyjnej - rosnie ma-
Jetek produkcyjny, dochéd i techniczne uzorojenie pracy w sektorze 1 .Ca-
+a Jego produkcja koncowa przeinaczona zostf/Je na inwestycje wydeczni”
w tym sektorze. Wskutek tego maleje majetek produkcyjny, dochdd i tech-
niczne uzbrojenie pracy w sektorze 2. W fazie drugiej - konsumpcyjnej -

produkcja koncowa sektora inwestycyjnego skierowana zostdje w catosci
na inwesiyCje w sektorze 2. Szybko zaczyna rosne¢ Jego majetek produkcyj-
ny, dochéd (konsumpcja) oraz techniczne uzbrojenie pracy. Z upd/wem czasu
wzrost ten staje sie jednak coraz wolniejszy. Kurczy sie rrajetek produk-
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cyjny w sektorze inwestycyjnym. Zmniej b/p sie Jego docndd, spaoa te-h-
rrlezne uzbrojenie pracy (ry. .9.1).

Rys.9.1. Optyaalne trajektorie techniczni ,iuzbrojenia pracy w sek-
torach - rozwigzanie zadania (9.8) - (9.9) w dtugim horyzoncie
czasu

9.2.3. ROWNOWAGA 1 STABILNOSC OPTYMALNYCH PROCESCW WZROSTU

Rozpatrzmy procasy, ktérym odpowiada stdta stopa wzrostu konsumpcji na
osobe:
G(u-. £) - 65- Jjf* —- - const.

(A) Przy T} ~+o0o0 , w Irmestycyjnbj fazie wzrostu, optymalna tra-
jektoria technicznego uzbrojenia pracy Jest asymDtotycznie zbiez-ta do tra-
jektorii Gt w nastepujacym procesie (i,u)T w O-réwnowadze:

5(0 -1. v t ) - ( - ! i1 a 2@ - <9-10)
t2

(y(t) » a,<2(u2) sxp{ -t2@j+K)(t_t0)} ) w kazdym momencie czaou
t £ T, gdzie 5 oznacza poczatkowe techniczne uzbrojenie pracy w sek-
torze 2 w zadaniu (9.8) - (9.9); po drugiej wspédrzednej trajektoria
u* w fazie .LnwodtycyJdnej Jest tozsama z trajektorie uT w (3-réwnowadze.

(B) W drugiej, konsumpcyjnej, fazie wziostu po pi“rwszej wspétrzednej
optymalna trajektoria technicznego uzbrojenia pracy uf Jest tozsama z
trajektorie 3 w nastepujacym procesie (S,u)T w 6 -réwnowadzs:

5(0-0. u (t) - ajerHtA >**-*)
1 (9.11)
u2(t) - u“a“fi(~+A)(t-to)

(JIM ¢ I<ixP {" £ +2(p* * N(t-t0N ™ w kazdymme.-encie czasu t£T,
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gdzie u°® - ufit)exp | (p»\)(1-tQ)j ,X - moment ,przedgczenia” sterowania

ootvnalnego. D eaLnr <2 (ub) L1/{ - po drugiej wspotrzednej ob

serwujemy tendencje do zblizani* sie optynalnoj trajektorii u¥ do uT (riie
itchodzi asymptotyczna zbieznos¢, ponien az ddugosé¢ fTazy konsumpcyjnej
Jpst ograniczona, rvs.9.2.a,b).

Rya.9.2. Trajektorie technicznego uzbrojenia pracy w  -réwnowagach
oraz optymalna trajektoria w ddugim horyzoncie czasu (a) w sektorze 1,
(b) w sektorze 2

Twierdzenie 9.2. (i) Dla dowolnej liczby i >0 istnieje

tak>. llcroa 6t>0, ze Jezeli horyzont czasu T Jest dostatecznie dtugi,
IT|> 20t, to

1~(0 - ()<t , U*(t) = u2(®

w kazdym mon.sncle czasu t6 ”®e]” S~zie u* Jeat optymalng tra-
jektorie technicznego uzbrojenia pracy - rozwiezaniem zadania (9.8) -

- (9.9), uT - trajektorie technicznego uzbrojenie pracy w <S-réwnowadze
typu (A) postjci (9.10) (magistrale).

0 méd,zob.Dodatek natematyczny do paragrafu 9, twierdzenie 9.2. Po-
dobne w#aanoaci maje trajektoria konsumpcji na osobe



(tl) Przy ITj- Ktoo Sredni, stopy wzrostu technicz ,4go uzbrojenia
pracy w sektorach w procesie optymalnym 3§ zbiezne do Srednich stép wzros-
tu technicznego uzbrojenia p*acy w 6 -réwnowadze tyiiu 1 i):

Lim

9.3 proces wzrostu z trzema fazami

9.3.1. SFORMULOWANIE ZADANIA

W rozwigzaniu zadania (9.8) - (9.9) faterowtriii docelowego wzroku, w
got .od Tc- dwusektoroi ej z dwuczynnikowymi funkcjami produkcji w sekto-
rach) nie wystepuje nigdy Srodkowa faza zrdéwnowazonego wzrostu. NJe poja-
wia sie takze w rozwiazaniu minimalnoczasowego zadania (6.30) - (6.31)
sterowania wzrostem w gospodarce Jednosektorowej z dwuczynnikow? funkcja
produkcji. Dotychczas faza zréwnowazonego wzrostu pojawita ale tylko w
rozwigzaniach dwéch zadart: zadania (6.15) - (6.16) ,i zadania (6-20) -

- (6.21). W obu zadaniach kryterium wzrostu byta maksymalizacja konsump-
cji na osobe w ustalonym horyzoncie cz:psu T. Czy mozna wobec tego wnios-
kowoe¢, ze W mooelach dwjczynnikowych wysteoowanie fazy zréwnowazonego
wzrostu uzaleznione Jest od kryterium, za pomocg ktérego oceniana Jest Ja-
koS¢ proce ow wzrostu? 0g6lnie rzecz bioragc - nie. Dogodzi tego por”~zszy
przyktad zjdania sterowania docelowego z kryterium 9.8) i warunkami
wzrostu nieznacznie rézniagcymi sie od (9.5). Réznica sprowadza sie do
zmiany dwéch zatozen dotyczacych wzrostu majatku i zatrudnienia w sekto-
rze 2. Bedzieipy mianowicie zaktadaé¢, ze

(i) majatek produkcyjny w sektorze 2 nie zuzywa 1iie, oraz

(ii) zatrudnienie w tym sektorze utrzymuje sie na statym poziomie,
z2(t) b i a const. >0.

Nie obowigzuje natomiast zatozenie 9.1. Réwrania (9.1), (9.4) wzrostu
majatku produkcyjnego i zatrudnienia w sektorach przyjmg obecnie postacé
nastepujaca:

mli(t) - Ijft)- piml (L),

m2(t) = i2(1). ©-1%

(9.4>)

gdzie > 0 - wskaznik wycofywanej z eksploatacji czesSci majatku pro.
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dukcyjnego w sektorze Inwestycyjnym. z2 - state zatrudnienie w sektorze 2.

"""nterpretacja pozostatych zmiennych i parametréw nie zmienia sle.Z(9.1%),
9.*.. (9.3), (9.4") otrzymujemy roéwnania wzrostu majetku w sektorach

Tj- () = al(VI1°)1"tl 8(0mit I(t)e"VFI-LI A 7 tor-MLml (L),

{9-12)
ge- «2(t) - alFIX0)1- th(1-3(t;)mitl(t)e?(1-LI ~ t-to)
oraz konsumpcji na osobe
S(t) - al(l°)-1B?£2(t)z2 £V X h'to)- (9.13)

Ustalmy poczetkowe wielko$s¢ majetku produkcyjnego m°« (m°,m])> O i
rozpatrzmy zadanie maksymalizacji konsumpcji na osobe w momencie koncowym
ustalonego horyzontu czasu T « ﬁo t1} s

max n (9.14)
przy O3raniczeniach (9.12),

s(tfc[o,I] , s 6C [T1J, (9 .15)
m(to) = m°

gdzie m s 0, a funkcja ® ma posta¢ (9.13). Poniewaz"moment koncowy t
jest ustalony, zatem kryterium max (. w zadaniu (9.14) - (9 15) Jest

réwnowazne z kryterium max mgft’) To ostar.ie jest za$ réwnowazne z
kryterium
max J bl @@to8"()?mjl<tIePI(t"ioNdt , (9.14%)
1—61T
gdzie bj « ) , Pj “All-tj). Innymi stowy (zadanie (9.14) -

- (9.15) Jest réwnowazne z zadaniem (9.14-) - (9.15). Za"wazmy, ze drugie
réwnanie - (wzrostu majetku w sektorze 2 - niczego do zadania (9.14%) -

(9.15) nie wnosi. Cata niezbedna informacja o warunkach wzrostu majet-
ku w sektorze 2 implicite zawarta zostata bowiem teraz w kryterium (9.14").
W zadaniu (9.14 ) - (9.35) rownanie to staje sie ,zbyteczne". Po rozwie-
zanlu zadania umozliwia natomiast odtworzenie optymalnn-J trajektorii mo-
Jetku proaukcyjnego w sektorze 2. Ostatecznie wiec otrzymujemy nastepu-
jace nadanie sterowania (maksymalizacji przyrostu wielkosci trwatego ma-
jetku produkoyjrego w sektorze 2 w ustalonym horyzoncie czasu T) rowr<-
wazne z zadaniem (9.14) - (9.35) (maksymdlizacji konsumpcji na o0sooe w
momencie koncowym t ):

max J brl-aft))~)* Pl 0 dt< (g>16)
r

32
/ * *wnowainos$¢ ki * -léw A,b  rozumiemy w tym sensie, ze proces
*m )j Jest rozwiezanldm zadania z kryterium A wtedy i1 tylko wtedy, gdy

Jest on roéwnoczes$nie Jego rozwiezanlem z kryterium B.
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m~t) = bl8(t)nll(f)e, tl 0 -"m~t)

8 e [o.i], se c’[t] . 9.17)

@%>0, bl = o.-tl o MI-£j))» 2 matematycznego punktu widzenia
zadanie to nie rézni sie od zadania (6.15; - (6.16, . Zatozeniu 6.1 od-

powiada

Vzatoz«nle 9.2. Elastyczno3C dochodu narodowego wzgieaem »o-
Jjatku w sektorze inwestycyjnym spednia warunek

Przy tym zatozeniu rozwigzanie zadania (9.16) - (9,17) podaje twier-
dzenie 6.1 (twierdzenie jest stJszne bez zatozenie. 9.1).

{L Oezeli poczatkowe techniczne uzbrojenie pracy * seUtorze Inwesty-
cyjnym u° = @/<€il® Jedt wysokie, u°>(alfl/pl;m 1_£J , woéwczas roz-

wigzaniem zadania Jest nastepujacy proces (s*,m*)T:

0 dla [t0 .7r1),
8*() = , s dla t . [tj-tg) ,
0 dla
(9.13)
gazie 3 = + (G.1) tprzy zatozeniu 9.2). Ocpowlada mu trajekto-

ria mgT majetku produkcyjnego w 3ektorze 2:

53 lezeli w zadaniu (6.1-5.) - (6-16) przyj mierny (> 1, parametry a, V,
£, p.+A zastgpimy parametrami b, fi®, £j. ~ , a zmienng u(0 - zmiennag
mjft), to otrzymamy zaaanie (9.16) - (9.17).



181

d1i(t2) = bimiC®)/{pi- Hj t1), bj = ) % Pi = ACI-Lj). Oezeli
horyzont czasu T je9t kroétki,” wtedy znikt faza Srodkowa (przedziat ~.%a-

8u LMi»"2)" w ktorym s*(t) = a) 1 proces optymalry redukuje sie do pos-
tac? .

s*(t) - 0, m*(t) - m°e to\
(9.19)

m”:cér;\ * mg + 0, (t_to)-l)

v kazdym momencie czasu t£ T. Oezeli horyzont czasu T jest dtugi, wow-
czas pojawiaja sie trzy fazy wzrostu (Tj.I1%eint T, ti< X2). Im dtuzszy
jest horyzont czasu T, tym dfuzsza je3t faza Srodkowa. DHujosc poczagtko-
wej 1 koncowej fazy wzrostu (przedziaty [tQ.T,), [tg-tj ) jJEst zawbze
ograniczona, tzn. istnieje takie liczby Sj, S2, ze ei.

t,- T2 ~ 02 niezaleznie od dtugosci horyzontu czasu T.

(i) Oezeli poczetkowe techniczne uzbrojenie pracy w sektorze inwes-
tycyjnym u° = (a™tj/ wtedy rozwiezaniem zadania Jest proces
(s*,m*)T:

s d.a te [tO,t ) ,
+* (0
0 dla ten.tj],
(9.20)
o

dla te[t0.T).

e )
mi(r)a dla te fc.tj,

ktéremu odpowiada trajektoria n2T>

"2+a2(tu)(o N tQ dla tt [t0.T)
()

dl. 16 [t.tj .

gdzie d2(to) - d2(tl;dla %l - tQ, drt) . d~~) dla t2 -1 .

Oceny d¥ugosci horyzontu czasu T pozostaje takie same Jak w
twierdzeniu 6.1, jezeli tylko dokonamy podsiawleh, o ktérych *">owa w ods.
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W krotkim horyzoncie czasu znika fjza pierwsza (przedziat czasu [tQ.t)) i
proces redukuje Bie do postaci (9.19). W dtugiti horyzoncie czasu poJawin-
je Sie dwie fazy wzrostu (t 6 int T). Przy |t F »-+o00 ros$nie dtugosc
fazy pierwszej. Dtugos¢ fazy drugiej (przedziat [t i 1 ) Jest zawsze ogra-
niczona, tzn. istnieje taka liczbha 0 > 0, ze t B dla horyzontu
czasu T dowolnej dtugosci.

(i) Oezeli poczetkow techniczne u.-orojeni* pracy w sektorze inwes-
tycyjnym Jest niskie, u°<(al Lj/pM)I™ "“"i", wtedy rozwigzaniem zadania
jest proces (s*,m"IT:

dla te [t0,T1) ,
s*(t) dla t€ [tj.tj) ,

dia te[r2,tj ,
(9.21)

- H1(i-i1)(t-t8) PI(t-t ) U (1-4)
+ J

I(bo_d3 d3 e dla t
mJ (O n 1 dla tef~.tg) ,
-p (t-T))
mltT2)e dia teftg.tj ,

ktéremu odpowiada trajektoria oT

dla t€[tro .X1).

U *-\
mi( ) m2 + dpftjjfe ) -1) dla  te[T1(X2),

(PI"PI £i) (*<27?

M (%2) + djftgMe i) dla te[r2,tj.

_ n I_ti R R o
gdzie b. (n®) d3 m bj/(\+ pj). Jezeli hor/zont czasu T Jest
krotki, wtedy proces redukuje sie do postaci (9.19). Jezeli horyzont cza-
su Jest $redniej dtugosci, woéwczas znika faza Srodkowa (przedziat czasu
Ti«T2). W dfugim horyzoncie czatu pojawiaj,* Ple trzy fazy wzrostu
(Tj-~eint T , tjOg), przy czym przy |Jt]- - +.. rosni" dJugos¢ fa-
zy Srodkowej. D¥ugos¢ poczatkowej i koncowej TFazy wzroetu Jest zamsze
ograniczona, tzn. istniejg takie liczby e1,02>01 ze X,-t0 < 0~
t"-t2 ~ 02, niezaleznie od dtugosci horyzontu czasu T.
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9.3.2. CHARAKTERYSTYKA ROZWIAZANIA

Optymalne trajektorie dochodu wytwarzanego w sektorze 2 (konsumpcji)
otrzymujemy z (9.3) pamietajac, ze zatrudnienie w sektorze 2: z2(t) =
» z2 * const., optymalna trajektorie konsumpcji na osobe - z (9.5). Pos-
ta¢ rozwigzania zalezy od poczatkowego technicznego uzbrojenia pracy w
sektorzt inwestycyjnym i ddugosci horyzontu czasu T.

) Przy wysokim poczet owym technicznym uzbrojeniu pracy w tym sek-
torze, w krotkim horyzoncie czasu T, maksymalna wielko$¢ konsumpcji na
osobe w momencie konAcowym t otrzymujemy, wstrzymujac catkowicie inwes-
tycje w sektorze 1. Majatek produkcyjny i dochdéd tego sektora maleje.
przaznaczanie produkcji koncowej sektora inwestycyjnego w catosci na in-
westycje w sektorze 2 powoduje wolny “wzrost majatku produkcyjnago i do-
chodu w tym sektorze - zawsze z dodatnie, choé¢ malejacg stopa(z zatozenia
majatek produkcyjny w sektorze 2 nie zuzywa sie 1 wobec tego nie maleje
nawet przy zerowych inwestycjach). Praktycznie rosnie roéwniez powoli kon-
sumpcja na osobe™" . W ddugim horyzoncie czasu, po pierwszej f*zie - kon-
sumpcyjnej - Jak wyzej, pojawia sie Srodkowa faza réwnomiernego wzrostu
majatku produkcyjnego i dochodu w sektorze inwestycyjnym.

Majgtek w sektorze 1 zaczyna rosna¢ w tej fazie ze stopg X réwna sto-
pie wzrostu ludnosci, w sektorze 2 ze stopg asymptotycznie zbiezng przy
1rl-» ¢00 do X (od dotu lub z gory - w zaleznosci oa wartosci parame-
trow zadania). Utrzymuje sie staty podziat inwestycji miedzy sektory
**(t) = ~(1+k/j”~). wobec statego zatrudnienia w sektorze 2 Jego produk-
cja ,,nie nadgza" w tej fazie za wzrostem ludnosci, co uwidacznia sie z

czasem w spadku konsumpcji na osobe. W koncowej fazie wzrostu - ponownie
konsumpcyjnej - wstrzymana zostajag inwestycje w sektorze 1. Ich zwieksze-
nie w 4+ktorze 2 powoduje poczatkowo szybki, potem coraz wolniejszy

wzrost majatku produkcyjnego i dochodu w tym sektorze oraz (wolniejszy)
wzrost konsumpcji na osobe w tej fazie (rys.9.3).

Rys.9.1. Op*-yma."ne trajektorie ajatku produkcyjnego w sektorach -

- r zwigzanie zadania (9.1b) - (9.17) w przypadku wysokiego po-

czatkowego technicznego uzbrojenia pracy w sektorze Inwestycyjnym
i dtugiego horyzontu czasu

Praktycznie - poniewaz mozna .ztosliwie" ustali¢ takie wartosci pa-
fecnetri | (np. wzigé nienaturalnie wysoka stope wzrostu ludnosci), przy
ktérych konsumpcja na osobe zacznie z czasem malec.
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an) Jezeli poczetkowe techniczne uzbrojenie pracy w sektorze Inwesty-

cyjnym u° = ( ) (@"ki", wowczas w krotkim horyzoncie czasu mamy
znowu sytuacjg podoone do poprzednio opisanej (wstreyman.ie inwestycji W
sektorze 1, spacek majetku produkcyjneqo w tym sektorze wolny wzrost ma-
jetku produkcyjnego i aochodu w sektorze 2, oraz konsumpcji na osobe)e

W dluyim horyzoncie czasu T pojawiaje sie dwie fazy wzrostu: pierwsza

- faza roéwnomiernego wzrostu majetku produkcyjnego i dochodu w sektorach,
w ktérej obserwujemy jednak z czasem spadek konsumpcji na osobe(wobec za-
mrozenia zatrudnienia w sektorze ?), po niej - faza konsumpcyjna, w Kkto-
re) rosnie irajetek produkcyjny i1 dochdéd sektora 2 oraz konsumpcja na osu-
De natomiast maleje majetek produkcyjny i dochdéd sektora 1 (wobec braku
inwestycji w tym sektorze, rys.8.4).

Rys .9.4. Optymalne trajektorie majetl u produkcyjnego w sektorach -
- rozwiezanie zadania (T-16) - (9.17) w przypadku, gdy poczagtkowe

tecnniczne uzbrojenie pracy w poktorze inwestycyjnym u." =

= [at i / kI W/ n 1 horyzont czasu J63t dtugi

(i) przy niskim wyjsciowyn tecnnicznym uzbrojeniu pracy w soktorze

inwestycyjnym obbe-wujemy trzy typy procesow wzrostu w zaleznosSci od dtu-
gosci horyzontu czasu T. Jezeli horyzont jest krotki, wtedy wzrost prze-
biega podobnie Jak poprzednio - zbrowe inwestycje w sektorze 1, a wobec
tego spadek majetku produkcyjnego i dochodu w ty»i sektorze, wzrost majat-
ku produkcyjnego i1 dochoau w sektorze 2, powolny wzrosr konsumocji na o0so-
be. Oezeli horyzont czasu T Jest $redniej ddugosci, wtedy proces wzrostu
rozpoczyna sie od fazy inwestycyjnej. produkcja koncowa sektora inwesty-
cyjnego kierowana Jest wydecznie na inwestycje w tym sektorze. Jego ma-
Jetek produkcyjny i dochéd szybko rosne. Majatek produkcyjny i dochéd tek-
tora 2 utrzymuje sie na wyjsciowym poziomie. Konsumpcja na osobe maleje.
W fazie drugiej, konsumpcyjnej, nastepuje wstrzymanie inwestycji w sekto-
rze 1. Majetek produkcyjny i dochdéd tego sektora maleje. Rozpoczyna sie
proces szybkiego inwertowania w sektor 2, co powoduje wzrost jego majetku
i dochodu. Powoli rosnie konsumpcja na osobe. Jezeli horyzont jest dosta-
tecznie diugi, wtedy obserwujemy wszystkie trzy fazy wzrostu: inwestycyj-
ng, roéwnomiernego wzrostu majetku 1 dochodu w sektorach i1 konsumpcyjne.
Im ddjzszy Jest horyzont c.p,su T, tym dduzsza jest faza Srodkowa - réwno-
miernego wzrostu majetku i1 dochodu w sektorach (rys.9.5).
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Rys-9.5. Optymalne trajektorie majat-ku produkcyjnego w rektorach -
- rozwigzanie zadanie 9.1.6" - (9.17) w przypadku niskiego poczat-
kowego technicznego uzbrojenia pracy i diugieg. horyzontu cza9u

W optymalnyn procesie przy ITJ *m+ oo ros$nie tylko diugos¢ fazy roéw-
nomiernego wzrostu. W tej dominujacej w dtugich okresach fazie obserwuje-
my tymczasem spadek konsumpcji na osobe (w procesie optymalnym 2z punktu
widzenia .konsumpcyjnego"™ kryteriuml). Poaoonego zjawiska nie obserwowa-
lismy dotad w zadnym ,trojfalowym” optymalnym procesie wzrostu. Wyjasnie-
nie Je3t proste. O spaJku konsumpcji na osobe w fazie roéwnomiernego wzich-
tu w rozwiazaniu zadania (9.16) - f9.17) zadecydowato zatozenie o =zamro-
zeniu zatrudnienia w sektorze 2 W rozwigzaniu uwidacznia sie to w niz-
szej stopie wzrostu Jeno produkcji koncowej (dnchodu) w fazie “eowno«ier-
nego wzrostu, niz prodjkcji koncowej eektora inwestycyjnego. Poniewaz
dochéd w sektorze inwestycyjnym w fazie tej rosnie ze stope réwng stopie
wzrostu ludnosci, zatein dochéd sektora 2 w przeliczeniu na osobefkonsump-
cja ria osob0 - maleje36.

9.3.3. RFIWNOWAOA 1 STABILNOSC OPTYMALNYCH PROCESCW WZROSTU

W zadaniu (9,16) - (9.17) roéwnanie wzrostu majetku produkcyjnego w
sektorze inwestycyjrym opisuje przeksztatcenie standw wewnetrznych gtad-
ciego (jJednowymiarowego, niestacjonarnego) systemu dynamicznego. Prze-
ksztatceniem wyjScia jest funkcja podcatkowe w (9.16) (prodjkcJa konco-
ia sektora inwestycyjnjgo .-wychodzaca"™ z tego sektora i kierowana ns in-
(estycje w sektorze 2)37. "

20

,»,Rozsadniejsze" rozwigzanie otrzymalibysmy, zaktadajac wzrost za-
rudnionj.6 w sektorze 2 (wymagatoby to Jednak sformudowaria nowego =zada-
ia - eewierdzenia 6.1 nie mozna wprost przenie$¢ .m taki przypadel ), albo
sktadaj ec statg liczby ludno$ci W tym ostatnim przypadku w okresie zréft-
owiji.oneg® zrostu ,lielibysmy reprodukcje prostg majatku w sektorach,cze-

u odpowiadatby staty poziom dochodu i konsumpcji na osobe (stan klasycz-
ej rownowagi .statycznej").
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Réwnowaga, ktorag zajmiemy sie krotko obecnlo, dotyczy de facto sektora
inwestycyjnego, a P"e catej gospodarki..

Rozpatrzmy procesy wzrostu (s,m.)_ ze stele stopg wzroatu majetku p~o-
dukcyjreyo i1 stalg stopg wzrostu Inwestycji ig(t) - I (I-sftijmj (t)x
«xp|pi(t-tQ)> kierowanych do sektora 2 (stan wyjscia systemu,zob. funkcje
podcatkowg w (9.1b)), tzn. procesy dla ktérych

6 (r.12) = (5, 6°) - (37 mi" e ge- i2-1J-) - const.

Beda interesowa nas trzy typy takich proceséw: ze sterowaniem s(t) =0,
«(t) =11 s(t) =s (= t.(1+ A/pjJina T.

) Sterowaniu »j z wartos$ciami I(t) = 0 na T odpowiada V. (3-réwnowa-
dze cata wigzka trajektorii majatku mlT ze statg stopg wzrostu:

mtt) = S?e xXn 9.22)

(2(0) - ~(S™i™i’” #VFi<r-»0*

w kazdym momencie czasu ttT, gdzie jest dowolng dodatnia poczatko-
wg wielkoscia majetku produkcyjnego w sektorze 1 (G- » - Joj 0) .

(6) Sterowaniu sT z wartosciami $(t) - 1 na T odpowiada w ©-row-
nowadze tylko jedna trajektoria

Sjft) “ m°e 0 ; (12¢() » 0) (9.23)
w kazdym momencie czatju t £ T, gdzie = ai(9jA°) "tI/(A+p)),
(5» =A). Przy [T+ - +00 kazda trajektoria majatku produkcyjnego
m~y wychodzaca z dowolnego stanu poczatkowego r° > 0 ,odpowiadajgca ste-
rowaniu tozaamosciowo rownemu jednosci. Jest asymptotycznie zbiezna
Ci0 M-
1 1
© Sterowaniu s. z wartosciami s(t) » s na T odpowiada w 6 -réw-

nowadze tylko jedna trajektoria majatku m, . (ze stopa wzroatu réwng X ),
m,(t) - m?e
1 (9.24)

(2() - bid-a)(m°)LV vV "\ )H{t-t«))

w kazdym momencie czaau t £ T, gdzie Aj « ™1°(* .



Rys.9,6. Trajektorie majetku produkcyjnego w sektorze inwe»tycy,1n/«
w -réwnowagach oraz optymalna trajektoria majetku w dfugim hory-
zoncie czasu w przypadku, Qdy (@) poczetkowe Techniczne uzbrojenia
pracy w sektorze inwustycyjnym Jest wysokie, (b) poczetkowt tech-

niczne uzbrojenie pracy w sektorze inwestycyjnym u? -

m fa. t*/uL.\ (c) poczetkowe techniczne uzbrojenie praoy
.t sektorze inwestycyjnym jest niskie

187
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Analiza podobna do przeprowadzonej w punkcie 6.2.4 prowadzi do nas-
tepujacych wnioskéw (ograniczamy sie do dtugiego horyzontu czasu T).

(i) Oezeli poczetkowe techniczne uzbrojenie pracy w sektorze inwesty-
cyjnym jest wysokie, a zatem dybponuje on znacznym majatkiem produkcyjnym
wte"lv w pierwszej fazie wzrostu trajektoria jest tozsama z Jedng z
trajektorii w 6 -réwnowadze typu (A). Po przecieciu sie z trajektorie

( magistrale ) pozostaje na niej w fazie Srodkowej, a nastepnie w fa-
zie trzeciej oadala sie od magistrali znowu po Jednej z trajektorii w
6-réwnowadze typu (A) (rys.9.6.a)

(ii) Oezeli w momencie poczatkowym sektor inwestycyjny znajduje sie
na magistrali ( = m°), wtedy optymalna trajektoria majetku m". po-
zostaje na magLstrali w fazie pierwszej, a nastepnie oddala sie od niej
znowu po Jednej z trajektorii w 6-réwnowadze typu (A) w fazie drugiej
(rys.9.6.b).

(iii) przy niskim poczetkowym technicznym uzbrojeniu pracy majetek pro-
dukcyjny sektora 1 startuje z poziomu ponizszej magistrali po jednej z
trajektorii asymptotycznie zbieznej do trajektorii m. w 6-réwnowadze
typu (B) . Dochodzi do magistrali ""u" pozostajac na niej w fazie Srod-
kowej, a nastennie oddala sie od niej po jednej z trajektorii w 6-réwno-
waaze typu (A) (rys.9.6.c).

We wszystkich trzech przypadkach przy |t F » +oo wydduza sie okres,
w ktérym optymalna trajektoria m*T pozostaje na magistrali (analog
twierdzenia 6.2).

Q

.r
O Twierdzenie 9 3. (1) Istnieje taka liczba 0 > 0, ze Je-
zeli horyzont czasu T Jest dostatecznie dtugi,|t]> 28, to

mN(t) = mAt)

w kazdym momencie czasu tfk It + 8,7-6 , gdzie T Jest optymalna tra-
jektorie majetku produkcyjnego w sektorze inwestycyjnym - ro“ezanie za-
zadania (9.16) - (9.17), mlT - ,magistrale”™ postaci (9.24).

(i) Przy T]- * +o0 S$rednia stopa wzrostu majetku proaukcyjnego w

procesie optymalnym jest zbiezna do stopy wzrostu majetku na magistrali

1> 6 * =A .=
|T|- +oo mIT

Dow6d pomijamy, przebiega podobnie Jak dowdd twierdzenia 6.2.
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9.4 Proces wzrosiu z ciagta trajektorig inwestycji

Oba poprzedni., iozwlezanit. zagadnienia optymalnego podziatu inwestycji
miedzy sektory nakazuje okresowe wntrz/mbnie Inwestycji (w inweatycyjnaj
faziis wzrostu - w sektorze 2, oraz w konsumpcyjnej fazie wzrostu - w afch-
torze 1), co J*ft niemozliwe w reainej gospodarce. Moina co prawda .za-
wezic¢" zakres dopuszczalnych znian w strukturze inwestowania, unti Ii -Jac
np. przedziat dopuszczalnych wartosci wskaznika podziatu inwestycji mie-
dzy 3ektory [e°.slJc [o0,l], vjdzle s° oznacza minimalny, a tl - maksyma]?
ny udziat inwestycji kierowanych do sektora 1 w nak#adach Idwebtycyinych
ogotem, i tym samym nie dopusci¢ uo caltkowitego wstrzymania Inwestycji w
zadnym z sektoréw. W rozwigzaniu uwidoczni sie to rf Mclnlejszym wzroscie
(spadku) majetku produkcyjnego 1 dochodu w aktorach “ospodancl w po-
szczeg6l iych fazach wzrostu. ldac te droga, nie wykluczymy Jadnak gwat-
townych _skokéw" w podziale inwestycji miedzy sektory przy przejsciu od
jednej fazy wzrostu do drugiej . Bede one wystepowaty dopdéty, dopoki w sa-
aaniu sterowania optymalr.ego wzrostu role .steru" bedzie grata funkcja
podziatu inwestycji miedzy sektory.

W punkcls tym sformutujemy przyktad zadania, w ktérym funkcja podziatu
inwestycji miedzy uektory nie bedzid sterowaniem, lecz kolejng wspotrzed-
ng wektora etanu wewnetrznego gtadkiego systemu dynamicznego. Zadania ata-
nowi szczeg6lny przypadek zadania (9.14) - (9.15). Po pierwsza zatozymy,
ze w horyzoncie czasu T utate Jest nie tylko zatrudnienie w sektorze 2,
lecz takze zatrudnianie w sektorze 1 oraz ogolna liczba ludnoscisl(t)

» const.> 0, Zj[t) m ij m const.>0, z2(t) « z" « const.> 0, z"Zg < 1~
Po druyie, przyjniemy, ze unkcje s.. podziatu ihwestycji miedzy sektory
3e ciagtymi, przndzirtami gtadkimi rozwigzaniami réwnania r(’)zniczkoweg039

wt-* (0 «w(cx(t)-s(t))

z warunklea poczatkowyr a°£ w. .aJC O0,1]. O funkcjach O<T (sterowaniach)
zaktadamy, ze nalezg do klasy C°[t 1 przyjmuje wartosci z przedziatu
[oc0 ,*1] - dopuszczalnych wartosci wskaznika podziatu inwestycji miedzy
sektory. Przy tycn zatozeniach zadanif (9.14) - f9.15)tiak3ymalizacJi kon-
sumpcji na osobe w momencie koncowym horyzontu czasu T przyjmie posiac
nastepujacai

maAj-ftj) (9-25)
3t CF A EL EO)-LEI(D)-Filml(Y),
|-m2(t) - alzj"£l(1-aft)).I1*I1(t), (9.26)
Interpretacja tego roéwnania Jest podobna, Jak interpretacja roéwna-

nia (7.24) w purki.Lm7.4.
/
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~ra(0 mw(ex (t)-s(1)),
o{t)€ [0 .al], ae C°[T],

- (mj.inf.s0)

(m°,mE>0i su€ [a’,of ), gdrie ~(t) = a2z2 ~f0/1. tatwo wykazaé, ze

zadanie to Jest réwnowazne z zadaniem ndstepujecym (w tym samym sensie, w
Jakim rozumiemy réwnowazno$é¢ zadan (9.14) - (9.15), (9.1t) - (9.17)).
max j  bl(l-s(t)),nl¥(t)dt (9.27)
T
) “ bls()mll (B)-p.Im1(t) ,
(9.28)
ge- s(t) =to(a(t)-s(1)),
«(tjerotd, ~ , cx6C°[tJ
(mI(to)"s(co)) w (r"s°)
(mj~0.s €M0Q,0t'J, bj = a £1). WprowadZzmy nowe zmienne:
(9.29;

Ki(t) = ~(0/y~r)

(kapitatochtonno$¢ produkcji w sektorze 1, wymiar: R). Podstawiajac je ao
zadania (9.27) - (9.7e;.zwazywszy na posta¢ funkcji produkcjl(9.3),otrzy-

mujemy ostatecznie zadanie;

r £1
max J bl(1“8®I'1l (t)dt , 9.27%)
d T
222 Kt(t) - (t1-1)piki (t) +(I-£1)B(t)

Ft 8«> muj&(t)-s(t)) (9.28 )
ut(t)€ [0 .wl] , ott C°[tJ ,
(klI(to).s(to)) . (k°.8°).
1 £ 1 1-E
**1 =81 zi > 8°F [otO™ 1]). Znajec rozwiezanie tego zadania,

moz«my odtworzy¢ optymalne trajektorie majetku produkcyjnego w sektorze 1
z (9.29), w sektorze 2 - z~druglego réwnania w (9.26; itd. Magistrale

Jest obecnie trajektoria KI1T,

kj~t) mij/y.r mconat.

MJeca podziatowi inwestycji miedzy sektory sT,
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s(t) » ty » cor.st.

w kazdym morr.encle czasu tt T. Przypuszczalny posta¢ rozwiezanie zada-

nia llustruje rys.9.7 (pirzy k° <k1(s°< it (~.al)). DowiesS¢ tego jednak
na razie nie pctrafluy

*ys.9.7.

§ 10. OPTYMALNY DODZIAL INWESTYCJI MIEDZY SEKTORY
W DWI(SEKTOROWYM DYNAMICZNYM MODELU 1EONTIEWA

10.1 Podstawowe zatozenia

"““ozpatrzmy gospodarke podzielone na n >2 sektory i oznaczmy przez
V1" wielko$¢ produkcji k-tego sektora w momencie czasu t (strumien
wyiiar: z4#/R). Natézmy, ze w celu wytworzenia Jednostki proaukcji,np.war-
tosci 1 mld z#, sektor J-ty zuzywa akJ>0 Jednostek produkcji sektora
k-tego (k,J o 1 (2.... . wéwczas blezece zuzycie produkcyjne w sektorach

Q Posta¢ rozliczania zalezy od kombinacji poczatkowych wartosci
kl.» .e<l.«» Rysunek ilustruje eytuacje, kiedy trajektoria Kk*T dociera do

magistrali Ki1T wczes$nJej, niz e* do T, przekracza Jg, a nastepnie

"I a 3ie tak, by powréci¢ na magistrale w tym samym momencie, w ktérym
8" aocnodzi do sT.
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/X170 \

gotpodtrki wytwarzajacych wektor produkc.1l x(t) 4 i Jwynitaie Ax(t),
\xn («)/

gdzie A » kJ-12 n * Ni8U3en,n°. kwadratéw- macierz A nosi
nazwe aaclerzy wspotczynnikow nakt+tadow
bielagcych (wspétczynniki macierzy A re wielkosciami nien.ia-
nowanyai). Réznice x(t)-Ax(t) nazywamy wektoremnm produk -
cji koncowej sektoréw gospodarki w momencie czaou t (atru-

alen, wysiari z4#/R).

Zat6zmy, ze ta <k produkcji koncowej rektoréow w momencie cze®iu t kie-
rowana jeet na spozycie c(t), a czeA¢ na inwestycje i(t) fatrumlenio,
wyaiar«z4/R):

t
x(t)-A, x(t) - c(t)*i(t). (10.1)
I c2 (E)\
g0zie c(t) N [(9) Niech
° L.(t)
k()
i-1

gdzie oznaeza przeptyw inwestycyjny produkcji z sektora k-tego
dej J-tego. Oezeli wielko$¢ przepdywu inwestycyjnego jeet propor-

cjonalna do ezybkoécl, z jaka wzrasta produkcja w eektorz* J-tya w ic-
mencie ozaau t,

wtedy
AK(t) m 2 Dbkj xj(t) -
M

(k m 1,2,...,n) lub inaczej

*->1(0 - B I x(t). (10.2)

g«lzik< B - (bAj)N j-l.fc,

\
Kwadratowa, nleujeana macierz B noel nazwe aaclerzy

,ap6élczynnikow inwestycyjnych (Je} wspot-
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czynniki maj; wymiar czasu: R,. Z (10.1), (10,2) otrzymujemy ukdad réwnan
dynamicznego modelu Leontlewa4l:

x() - A x(t) - B r-x(t) = c(b). (10.3)

Nas Inttrasowa: bedzie szczeg6lny przypadek ukdadu (10.3), kiedy w gos-
podarce wyréznione se dwa sektory: sbktor 1 - inwestycyjny - wytwarzajecy
tylko Srodki produkcji i sektor 2 wytwarzajecy tylko aobra konsumpcyjne.
Rozpisuj ec réwnanie (10.3), otrzymujemy: °“m

x1(t)-aiixi(t)-al2x2(t) - bll A~ XI(t) - bl2 A x2(t) = CI(D)

x2(t)-a2lx1lft)-a22x2(t) - b2i jy x1(t) - b22 ~ x2(t) = c2(v).

Poniewaz sektor 1 wytwarza tylko S$rodki produkcji, zatem c¢ (t) « o.
roaukcja sektora 2 nie wystepuje ani w bie”ecym zuzyciu produkcyjnym,ani
w naktadach inwestycyjnych, czyli a2l . a,2 = bgj = b22 . o, sted otrzy-
mujemy x2(t) « c2(t) 1 nasz uktad rowna-i redukuje sie oo Jednego rowi.a-
nla.

XP(t> " allxl(t5 - al2x2(t) = bn Ht *I({) + °12 37 x2(v).

0 parametrach an <ai2.bn <bi2 zaktada.ny, ze se dodatnie oraz all(

“iz 1 (warune|< .produktywnos$ci'™ gospodarki). Lewa strona réwnania przed-
stawia wielkoSci inwestycji w gospodarce w momencie czasu t réwnych pro-
dukcji koncowej sektora inwestycyjnego, od ktérych zalezy wprost produk-
cji w obj sektorach. Ustalmy noryzont czasu T = [tO.tl] i oznaczmy pr=ez
h(t)€ [o.1j udziat inwestycji ponoszonych w sektorze 1 w nak#adach mwes-
tycyjnych ojo6tem w odu sektorach gospodarki w momencie czasu t6 T. Funk-
cje hT - {(t,h(t)),t6 t] -z wartosciami w [o.lj w kazdym momencie t £ T
nazywamy tradycyjnie funkcje podziatu inwesty -

cji miedzy ssktory . Poniewaz na inwestycje przeznaczony
Jest caty produkt koncowy sektora 1, zatem warunki wzrostu produkcji w

obu sektorach gospodarki mozna zapisa¢ w postaci nastepujecego ukdaau réw-
nan

xk(t) - n(t)b.r [(I-all)x1(t)-al2x2(t)J
(10.4)
3FEXx2(t) - (I-h(t))b-£ [(I-au )x1(t)-al2x2(t)J.

Bedziemy ponadto zaktadaé¢, ze w momencie poczetkowym t gospoaarka
dysponuje dodatnimi inwestycjami (dodatnie produkcje koncowe sektora 1).

41 Por.np. z. Czerwinski [12] rozdz.5.
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Oezeli przez x° »[ o )>0 oznaczymy wektor produkcji w momencie poczet-
\ 21
kcwyn, wtedy warunek ten oznacza, ze

Vz atozenie 10.1. (1-al1)x®-«jl2x° > o. v

Przy tym zatozeniu kazoej przynajmniej przedziatami ciggtej funkcji
podziatu®™ inwestycji miedzy sektory hT odpowiada niemalejeca trajekto-
ria produkcji w sektorach xT - [(t,x(t)),t £ t} - rozwiezanie uktadu roéw-
nan (10.4) (rozumiane w sensie eatkow/m).

10.2. procesy wzrostu z przedziatami ciggtymi trajektoriami
inwestycji w sektorach

10.2.1. SFORMULOWANIE ZADAN

Przy zatozeniu, ze funkcja podziatu inwestycji miedzy sektory htC°[Tj
ukdad réwnan (10.4) opisuje przeksztakcenie stanéw wewnetrznych gtadkie-
go, dwuwymiarowego systemu siacjonarnego. Oego stanem wewnetrznym jest

wektor x(t) «8(( EQ}Jprodukcji w momencie czasu t, stanem wyjscia - kon-
sumpcja c(t) - x2(t)(-.ieot to rownoczejnxe przeksztatcenie wyjscia sys-
temu). Sterowaniem (trajektorie sterowan) jest funkcja podziatu inwes-
tycji miedzy sektory hT. Rozpatrzmy nastepujace trzy zadania sterowania
optymalnego42

(@) maksymalizacji konsumpcji (produkcji sektora 2) w ustalonym hory-
zoncie czasu T,

max ! x2(t)dt, (10.5)
T
przy ograniczeniach (10.4),

h(t)€ [o0,1], hCCO[T], (10.6)
x(to) = x°;

(b) maksymalizacji konsumpcji w momencie koncowym tj horyzontu T,

max x (O,

2 1 (10.7)
przy oqranlczeniach (10.4),
h(t)e[o,1], h€C°[T], (10.8)

x(tQ) » X

42 Por. Z. Czerwinski [m3J.
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©) minimalizacji czasu dojscia do ustalonego, docelowego poziomu kon-

sumpcj i » X2>c° m x° ,

min tl , <1079)
przy ograniczeniach (10.4) ,
h(t)e[o,1J, h ¢C°[td.

x(to) = xc (10.10)

1 dodatkowym warunku: Xg(tl) x*

(moment tj - nie ustalony).

Zadania te maje podobne pcsta¢, jak zadania (7.16*) - (7.17*) -
- (7.20%) - (7.21*) z punktu 7.3. Zatozeniu 7.2, przy ktérym dowodzllidmy
twierdzenia 7.4 odpowiada obecnie zatozenie 10,1 (zatozenie 7.1 Jest obeo-
nie spednione zawsze). Rozwiezama dwéch pierwszych zadart se nastepujece.
L

OTifierdzanie 10.1. ~ (i) Rozwiezanlem zadania (10.5) -
- (10.6) przy zatozeniu 10.1 -lest proces (h*,x¥).j.:

1 dla t£ [t0,1),
h* (t)
0 dla t£ [t.tjd ,

(x?-d1l) «v(t"to)+di dla te[tavr*
xFlr)
**(1) dla tejjl.tj.

x2 dla tr[to<Ch °

-2 () )e-3t T Kd2(z) dla tejt,”

gdzie dj = ai2x2/™_allr dp (™ = x*(t)x°/di , e= (l-all)/b1lx%,

0= jz' horyzont czasu T Jest dtugi, |t]>9, woéwczas X-

« t -8 t , gdzie 9 Jest dodatnim pierwiastkiem roéwnania

-69

1-e "
o'l -1

Jezeli |T|" e, wbwczas t0Q.

biega podobnie jak dowéd twierdzenia 7.4; zob.
[231 rozdz.3 ounkt 3,

N
N @
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(I1) Rozwiagzanie zadania (10.7) - (10.8) rézni sie tylko momentem
.przeteczenia" sterowania h* (z 1 na C) i wouec tego ocene diugosci hory-
zontu T. przez krétki rozumieny w zacaniu tym horyzont o d¥ugosci
|TI<6 =6 In(I+ Ge-1), przez diugi - horyzort o dtugcici |t |>8.B

Rozwiezanie zadaria minimalnoczasowego (10.9) - (10.10) ma posta¢ po-
dobne, jak rozwiezanie zadania sterowania docelowego (10.7) - (10.8). Za-
dania te se bowiem wzajemnie dualne w tym samym sensie, w jakim dualne eg
2ddarla (7.18*) - (7.19°, (7.20") - (7.-21")44. Przez d+tugi w zadaniu
(10.9) - (10.10) rozumiemy horyzont czasu T*= [t,,t?l o dtugosci |T*\)8 «
:6_i In[rI+Ge_ﬂj , przez krotki - horyzont o dtugosci iT*|"6. Optymalny ho-
ryzont czasu T* jest tym dtuzszy, im wyzszy jept zato2ony docelowy poziom
produkcji sektora 2 (konsumpcji).

10.2.2. CHARAKTERYSTYKA ROZWIAZAN

Posta¢ rozwigzania zalezy od ddugosci horyzontu czasu T (W zadaniu mi-
nimalnoczasowym - od zatozonego docelowego poziomu konsumpcji). W krotkim
horyzoncie czasu (w zadaniu minlmalnocraeowym - pizy ni«.»ysoKim docelowym
poziomie konsumpcji) produkcja koncowa sektora 1 wytwarzajecego Srodki
produkcji dla obj sektordéw przeznaczona J,at wykgcznie na inwestycje w
sektorze 2. Wskutek tego produkcja sektora 1 utrzymuje sie na wyjsciowym
poziomie X1. Produkcja sektora 2 (konsumpcja) rosnie gasneco.

W d#ugim horyzoncie czasu (w zadaniu minimalnoczasowym - przy wysokim
docelowym poziomie konsumpcji) obserwujemy dwie #4azy wzrostu. W fazie po-
czatkowej - inwestycyjnej - sektor inwestycyjny cate produkcje koncowe
zuzywa na wzrost whasnej produkcji. Jego piodukcja szybko rosnie. Produk-

Rys.10.1. Optymalne trajektorie produkcji w sekto.ach - rozwiezania

zadan (10.5J - (10.6), (10.7) - (10.8). (10.9) - (10.10) w  przy-

padku dtugiego horyzontu czasu (w zaaanlu minimalnoczasowym hory-
zont T » T*)

Por. punkt 7.3.2
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cja sektora 2 (konsumpcja) utrzymuje sie na wyjsSciowym poziomie X',
W fazie drugiej - konsumpcyjnej - zreaukowane zostaje oo zera inwestycje
w sektorze 1, natomiast cata produkcja tego sektora skierowana zostaje na
inwvestycje w sektorze 2. W rezultacie zaczyna rosne¢ jego produkcja (kon-
sumpcja) - najpierw szybko, potem jednak coraz wolniej. Wzrostowi produk-
cji nie towarzyszy bowiem niezbedny wzrost inwestycji - na skutek zamro-
zenia dziatalnosci inwestycyjnej w sektorze 1 dostarczajgcym Srodki pro-
dukcji dla 9ektora 2 (rys.l10.1).

Prz_.Jsclu od fazy inwestycyjnej towarzyszy gwattowny spadek inwestycji
w seKtorze 1 i ich wzrost w sektorze 2.

10.2,3. ROWNOWAGA 1 STABILNOSC OPTYMALNYCH PROCESOW WZROSTU

W Swietle otrzymanych rozwigzan interesujace se procesy wzrostu w
5-réwnowadze ze statym poziomem produkcji sektora 2 (Konsumpcji):

6 (X,€) « Xg “ const.

(D)) Sterowaniu z wartosciami h(t) *1 na T odpowiada w s —réwnowa-
dze trajektoria produkcji xT,

10.11
x2(t) = x° ¢ )
X?
(c() » XxE£, “ 0) w kazdym momencie czasu t 6 T, gdzie ( * ~.0
2
oznacza poczatkowy wektor produkcji spedniajacy warunek
(#-all)x°-al2x® >0 natomiast dj = al2x°/(l-a”) .
®) Dcwol”~mu innemu sterowaniu w G-réwnowadze ze staty ok
wzrostu konsumpcji odpowiada trajektoria XxT,
>ife> " *?0 X, (t) = - — i1 x°, (10.12)
. 12

(c(t) « x2(t), ~g(r) “ °) w kazdym momencie czasu t£ T, gdzie -
- dowolna dodatnia poczatkowa wielko$¢ produkcji w sektorze inwestycyj-
nym (stan klasycznej réwnowagi statycznej).

Optymalne trajekrorie produkcji, rozwlazania zadan (10.5) - (10.6) -
- (10.9) - (10.10), w fazie inwestycyjnej pozostajg na jedne] z trajek-
torii w G-rdéwnowadze typu (A), w fazie konsumpcyjnej wykazuje tendencje
do przyblizania sie do jednej z trajektorii w G-réwnowadze typu (B)
(rys.10.2.a,b).

Im dduzszy Jsst horyzont czasu T (w zadaniu minimalnoczasowym - im
wyzszy Jest docelowy poziom konsumpcji), tym dduzej gospodarka pozostaje
w 6 -réwnowadze typu (A).
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OTwierdzenie 10.2.45
I5* -
X1T : :

optymalnych - rozwigzaniach zadan (10.5) - (10.6), (10.7) - (10.8),

(10.9) - (10.10) - i 6 -rownowadze typu (A) maleje asymptotycznie do ze-

ra (w zadaniu minimalnoczasowym (10.9)

zastepie optymalnym horyzontem T*). M

Przy lt |- .-+ oo réznica
| $rednich stéf- wzrostu produkcji w sektorze 1 w procesach

(10.10) nalezy horyzont czasu

45 Dowod pomijamy, przebiega podobnie Jak dow6éd twierdzenia 7.5.
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10.3. Przyktad optymalnego procesu wzrostu z ciagta Trajektorig
inwestycji w sektorach

Prosty przyktad zagadnienia podziatu inwestycji miedzy sektory z cig-
gtymi trajektoriami inwestycji w sektorach otrzymujemy, postepujac podob-
nie Jak w punkcie 7.4, tzn. przyjmujac, ze funkcja hT podziatu Inwes-
tycji miedzy sektory Jest rozwigzaniem roéwnania (por. (7.25), (6.28))

H(r) =ir(s(t) - nit)) (10.13)

@>0) =z warunkiem poczatkowym hf"~) = h°e[s®, s1]”[o,1] i funKCje
s€C°[t], s(t)6 [a0,s1J w kazdym momencie czasu tf T; L8°,S\ " prze-
dziat dopuszczalnych wartosci wskaznika podziatu inwestycji miedzy sek-
tory. Rozpatrzmy zadanie (10.7) - (10.8) maksymalizacji konsumpcji (pro-
dukcji eektora 2) w momencie koncowym ustalonego horyzontu czasu T, (za-
danie sterowanie docelowego) z dodatkowym warunkiem (10.13) ,wymuszajacym®
ciggtos¢ funkcji hT podziatu inwestycji miedzy sektory, a tyin sa.nym
ciggtosé¢ trajektorii inwestycji w sektorach (11,12)T.

i4(0 - h(B)j(L).
i2®) - (-hMHiO1

(10.14)

gdzie
J(t) - (I-all)xl(t)-al2x2(t) . (10.15)

Zadanie to po podstawieniu do (10.8) zmiennej J(t) zgodnie z (10.15) Jest
réwnowazne z nastepujacym zadaniem sterowania optymalnego gtadkim dwuwy-
miarowym systemem stacjonarnym:

ma* J bl2(I-h(t))j(t)dt, (10.16)

r1J(1 (t*hfO-bgJjft),

h(t) =1to(s(t)-h(t)), (10.17)
J(t,,) - J°.
h(tD) * h°,
s(t)c.[*°.sfj , s e c°[t] ,

gdzie bt - (l-all)/e41 + b2, b2 - M2/ bXZ' J° ™ {1_all)xl"al2x2 ~ °~

h°£]*°, s1J . Role sterowania gra funkcja « .Sten wewnetrzny systemu
charakteryzuja inwestycje j(t) or »z wskaznik h(t) Ich podziatu miedzy sek-
tory. Stanem wyjicli Jbst konsumpcja (produkcja Bektora 2). Znajac roz-
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zania (s*,J*,h*togo zadania, mozemy odtworzy¢ optymalne trajektorie
inwestycji w sektorach z (10.14) orsz produkcji z rozwigzania rnAwnan

(10.18)
mge x2(t) = bi2i2" -

Rozwiezanie zadania (10.16) - (10.17) przy zatozeniu, ze 9° > bg/bj,
j>b 37-b2 podjje twierdzenie 7.6 (obowigzuje zatozenie 10.1) Jest ni«
proces (s*,i* ,h*)T nastepujacej postaci:

sl dla t£ [T02* «

8° dla te [i.tj

(h0-sl)e- <t-to)+81 dla t e [t0,T)

dla te [t.t]j
10eg(t) dla  te[tc.t)
i*(t)esf >t dla te[t.tJ

gdzie g(t) = bj oo _1(h°-sl)(l-e-to"t-"0 ")+(blsl-b2)(t-tQ),

;) = bly 1(h"ANJ-s0) (1-e tt-1"NH+(bls0-b2) (t-T) . Istnieje przy tym ta-
ka liczba 6 > 0, ze jezeli horyzont czasu T jest dtugi, |t |9, to
16 [t*-8,t, . W krotkim horyzoncie czasu (T | 8) proces optymalny reduku-
je sie do postaci:

s*(t) = s°
h*(t) m (h°-s°)e M t +t.°,
() =j VvV (to "

w kazdym momencie czasu t£T, gdzie g(t ;t) = g(t;t) dla X=> tQ.

Posta¢ optymalnej trajektorii produkcji w sektorach jest podobna. Jak
optymalnej trajektorii majetku produkcyjnego w zadaniu (7.25*) - (7.26%),
a przebieg optymalnego procesu wzrostu - podobny do opisanego w punkcie
7.4.2 (zamiast trajektorii majetku produkcyjnego m* mamy obecnie tra-
jektorie produkcji w sektorach x*). Prawdziwe pozostaje takze twierdze-
nie 7.7 ,,0 magistrali”, jezeli tylko dokonamy podstawienia zmiennych, o
ktérych mowa w ods.46%7

Nalezy tylko w miejsce parametrow a®, a?,p podstawi¢ parametry
bj, b~2, b2, a funkcje @,ot zastepie funkcjami s,h.

47 Inne wersje twierdzenia ,, o magistrali” w dwusektoro/vym modelu Leo-
nitiewa omawiamy w pracy [39] -



ZAKONCZENIE

Sedi-e¢, ze daJezy rozwdj teorii ekonomii nie bedzie mozliwy bez zasad-
niczego ponTepu w dziedzinie ekonomii matematycznej. Nie oznacza to, iz"
spodziewam sie, ze cata ekonomia matematyczna, czy chocby szczeg6lnie in-
teresujacy mnie jej dziat zwany matematyczny teorie wzrostu, osiegnie
szybko stadium poinej sksjomatyzacjl, soedniajec rownoczesnie itawlane
naukom opisujecym rzeczywisto$¢ warunki weryfikacji empirv znej zatozen 1
wprowadzanych twierdzen, jak to ma miejsce np. w niektérych gateziach fi-
zyki .

0d zaranla irozwoju ekonomii matematycznej wiekszy nacisk ktadziono w
nLeJ na aksjomatyczne ujecie przedmiotu charakterystyczne dla nauk lo-
giczno-matematycznych niz na weryfikacje zatozen. Nie twierdze, ze ekono-
mista matematyczny buduje swdj system aksjomatyczny, catkowicie pomijbjec
etap konfrontacji przyjmowanych zatozen z rzeczywistoscig. Stara sie on
bowiem w miare mozliwosci przyjmowa¢ zatozenia zgodne z obserwacje proce-
s6w zachodzacych w realnej gospodarce. Trudno$¢ polega na tym, ze ta ob-
serwacja nie daje mu pr-.ewaznie podstaw do wyciggania wnioskéw tak Jas-
nych 1 Jednoznacznych, Jak doswiadczenie w naukach przyrodniczych.

Nie bez znaczein® < Jest réwniez to, ze wspétczesna matematyka uksztak-
towata aie pod przemoznym wpdywem. Jaki przez rieki wywieraty na nle na-
uki przyrodnicze z fizyke na czele. Oak doted, bardzo znikomy udziat w
jej rozwoju miaty nauki ekonomiczno-spoteczne. Do nielicznych gatezi ma-
tematyki, o ktérych mozna powiedzieé¢, ze len rozwdj zainspirowany zostat
przez okreslone problemy efconcmomiczne nalezy m.In. programowanie matema-
tyczne, ana>iza wypukta oraz szybko w ostatnich latach rozwijajgca sie te-
oria zbioréw rozmytych. ‘

Aksjomat/ka wiekszosci tsorii matematycznych w istocie rzeczy jest od-
biciem zjawisk zachodzacych w otaczajacym nas $wiecie fizycznym. Oedne z
takich teorii, ktdéra powstata Jaka narzedzie badawcze obiektéw fizycznych
i roéwnoczes$nie od lat wzbudza zainteresowanie ekonomistéw matematycznych.
Jest tejria sterowjr.ia optymalnego. Bedgc gatezie matematyki, teoria ste-
rowania optymalnego zajmuje Li”®, oczywiscie,nie realnymi obiektami, lecz
ich ttodelani Tatematycznymi. Zakdada m.In., ze na obiekty mozna w czasie
oddziatywac¢ ,z zewnetrz" (obiektami mozna sterowaé¢) za pomoce okreslonych
wielkosci wejsciowych zwanych sterowaniami. Pod wpiywem sterowan obiekty
ioge zmienia¢ swoje tzw. stany wewnetrzne, a ich reakcje na sterowania
mozna obserwowaé¢ na .wyjsciu". Zaréwno s.any wewnetrzne obiektéw. Jak" i
ich stany wyjscia moge zmienia¢ sie wraz ze zmiane sposobu oddziatywani.,
tzn. sterowania.
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Teoria sterowania optymalnego dostarcza aparatu matematycznego umozli-
wiajacego znajdowanie sterowania optymalnego z punktu widzenia okres$lone-
go kryterium w zbiorze wszystkich sterowan dopuszczalnych

W mocelich wzrostu znanych w ekonomii matematycznej role ste-owan gra-
jJja zazwyczaj Tunkcje opisujace wielkos¢ naktadéw inwestycyjnych w pewnym
okresie czeo.J, ewentualnie udziat inwestycji w dochodzie lub ich podziat
miedzy sektory gospodarki. 3uz z najprostszych przyktadéw mozna wywnios-
kowa¢, ze etosujac w takich przypadkach aparat teorii sterowania optymal-
nego, otrzymujemy nierealne rozwiazania nakazujgce np, gwedtowne zmiany w
poziomie, a takze itrukturze, inwestycji i konsumpcji, do ich caltkowitego
wstrzymania wkacznie. Celem pracy byto m.in. pokazanie, ze te oraz im po-
dobne nie lalne rozwigzania nie dowodze nieprzydatnosci teorii sterowania
mko narzedzia badawczego zjawisk ekonomicznych, lecz sa wynikiem niepo-
prawnego, z ekonomicznego punktu widzenia, sformutowanie problemu, teorie
mterowania optymalnego moze staé¢ sie dla ekonomisty, zajmujacego sie pro-
blemami wzroa.u gospodarczego, pozytecznym narzedziem badawczym, jednak
same zadania sterowania wzrostem nalezy stawia¢ inaczej, niz to czynili
dotad ci ekonculsci matematyczni, ktérzy podejmowali préby ,mechaniczne-
go* wykorzystania tej teorii do celéw ekonomicznych. Do wniosku takiego
sktania przeprowadzona analiza azeregu zadan sterowania optymalnego wzros-
tem, poczynajac od zadan znanych od bez mata dwudziestu lat, posiadaja-
cych rozwie tania eleganckie matematycznie, lecz nierealne z punktu widze-
nia ekonomicznego 1 konczgc na ich daleko niekl dy posunietych modyfika-
cjach, prowadzacych do rozwigzan w p idnl realnych w Swietle naszej wiedzy
o wzroscie gospodarczym. W rezultacie przedstawiona zostata nowa klasa
moiell wzro»tu spedniajacych niezbedng warunki mat”matyczne stawiane w
teorii sterowani.l optymalnego, a réwnoczes$nie trafniej niz tradycyjne
modele ujawniajacych izereg generalnych prawidtowosci, ktéryn, podporzadko-
wuja sie optymalre proce* wzroetu.

Fundamentalng wkasciwoscia optymalnych proceséw, ujawniong w rozwig-
zaniach wrzyrtkich zadan sterowania optymalnego wzrostem (w modelach Jed-
no- 1 dwusektorowych, zero-. Jedno- 1 dwuczynnikowych, stacjonarnych i
niestacjonarnych, z kryterium nuksymallzacji konsumpcji w ustalonyr okre-
sie, maksy-allzacjl koneumpcjl w momnncie koricowym ustalonego okresu, mi-
ni-iwllzacji czaeu dojecia gospodarki do zatozonego,docelowego poziomu pro-
dukcji doébr konsumpcyjnych) X‘st tendencje do przebiegania optymalnych
trajektorii wzrostu w .poblizu" pewnych wyréznionych trajektorii zwanych
magistralami, charakteryzujacych gospodarke w okreslonej réwnowadze (lub
po takich trajektoriach). Otrzymane rozwiezenia sugeruje, Zzs wzrost gos-
podarczy powinien przebiega¢ wedfug schematu: najpierw przejscie w pobli-
ze magistrali (lub dojsci do niej), nastepnis rozwéj w otoczeniu magi-
strali (lub ns magistrali), wreszcie oddalenie eie oo niej pod koniec in-
teresujacego na* horyzontu czasu. Im rozpatrywany horyzont czasu bedzie
przy ty* diuzszy, tym dduzszy powinien by¢ takze pobyt optymalnej trajek-
torii wzrostu w poblizu magistrali (lub ni» niej), zawsze z wyjatkiem co
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najwyzej pewimyu uyi anlczonego okresu >ia poczatku 1 pod koniec horyzontu
czasu.

Aczkolwiek problematykg magistral zajmuja sie ekonomi$ci matematyczni
od ponad dwudziestu lat (szczeg6lny rozgtos zyskaty udewoamont " m.in,
przez M.Morishlme, R._Radnera, H.Nikaido, W.L.Mukarowa oraz O.Teukul twljr
dzenia o magistralach w modelach wzrostu typu Neumama-Gale’a-Leonliewa,
por.np.prace [31], [35 , [36J),"Jednak twierdzenie nagistralnych wkasci-
wosci optymalnych trajektorii w modelach wzrostu zaréwno stacjonarnych.
Jak 1 niestacjonarnych, gospodarek rozpatrywanych w taj ktiazcj bydoby ni*
mozliwe bez sformutowania nowjj djfinicji roéwnowagi (dynamicznej) uogol-
niajagcej powszechnie przyjeta m.In. w technice definicje roéwnowagi (sta-
tycznej) w systemach stacjonarnych. Dzieki nowemu epcjrzenlu na istotg
réwnowagi mozliwe bydo ujawnienie nie tylko normatywnego znaczenia ma-
gistrali "aso wzorca, do ktérego w dtugich okresach powinna zaierzaé¢ gos-
podarka, lecz takze - a moze przede wsz/stklm - uznanie aktywnej roli wiar
dzy gospodarczej w inlcjower.iu lub zmianie okres$lonego typu réwnowagi .

Dochodzimy w ten sposéb do faz wzrostu - inwestycyjnej, konsdmpcyjn*J
oraz fazy rownomiernego wzrostu - na ktoére dzieli sie optymalne proceay.
We wszystkich rozpatrywanych modelach, w d#ugich okresach, w praktycznie
ciekawych sytuacjach Jako poczatkowa w opt/malnych procssach wzrostu wy-
stepuje zawsze faza inwestycyjna, w ktdérej - w modelach Jsdnossktorowych
- nalezy ograniczyé (w granicach, ktére okreslajg zatozenia modeli) stru-r
mieA doébr przeznaczonych na konsumpcje na rzecz strumienia inwestycji, a
w modelach dwusektorowych - strumien Inwsstycji Kkierowanych do sektora Z
wytwarzajgcego dobra konsumpcyjne na rzecz zwlekszor®ych inwestycji w sek-
torze 1 wytwarzajacym $rodki produkcji . we wazy*tlich modelach, nie-
zaleznie od ddugosci horyzontu czasu T, "optymalne procesy wzrostu koncze
sie fazg konsumpcyjng, w ktérej - w modelach Jednosektorowych - nalaty
maksymalnie zwiekszy¢ strumien débr konsumpcyjnych kosztem zmniejszone-
go strumienia inwestycji, natomiast w modelach dwusektorowych - strumien
inwestycji kierowanych do sektora 2 wytwarzajacego dobra konsumpcyjne.

Dlaczego we wszystkich praktycznie ciekawycn sytuacjach optymalna pro*
casy wzrostu powinny rozpoczyna¢ sie od fazy inwestycyjnej 1 konczy*4
fazg konsumpcyjnag (pomijamy na razie spraw? ewentualnego wyuifpowania
miedzy jedng faza a druga Jakich$ Innych faz wzrostu)? Gdyby kryterium
wzrostu byta nls maksymalizacja konsumpcji, lecz na przyktad aakeymall®
zacja dochodu narodowego, wtedy w modelach jednosektorowych w .radnym pro-
cesie optymalnym z punktu widzenia tegc kryterium nie pojawitaby alf fa~
za konsumpcyjna. Niszaleznie od ddugosci horyzontu ozaau w rozwigzaniach
mieliby$my tylko faze inwestycyjna. W modelach dwusektorowych podobng ey-
tuacje obserwowalibysmy, postulujac eaksyaalilzacji produkcji sektora in-
westycyjnsgo. Natomiast w przypadku makaymallzacji sumy wartosci produk-
cji w obu sektorech istnienia 1 charakter fazy zaletatyOy Juz od dtugos-
ci horyzontu czaru oraz od wYj-iclowed struktury majatku. Samo wystepowa-
nie fazy konsumpcyjnej zwigzane Jast z _konsumpcyjnymi¥ kryteriami watro*-
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tu, co oczywiscie nie wyjasnia jeszoze, dlaczego w optymalnych procesach
wzrostu faza ta zawsze zamyka interesujacy nas horyzont czasu.

Wyobrazmy sobie ,,typowe"™ gospodarke z mezDyt wysokim technicznym uz-
brojenia,.! pracy. Zatézmy, ze faza konsumpcyjna nie konczy procesu wzros-
tu, lecz pojawia sie wczes$niej. Tak wiec po fazie konsumpcyjnej powinna
wystepie Jeszcze inna, nie koonumpcyjna, faza wzrostu, w ktérej oozra by
zwiekszy¢é prouukcje dobr konsumpcyjnych, ale rie czyni sie tego (mniej-
sza o to, z Jakiego powodu). W Swietle ,konsumpcyjnych"” kryteriéw wzrostu
faza ta nie bedzie w pedni wykorzystana, a proces taki nie bedzie opty-
malny,

Z kolei brak w ogoéle fazy inwestycyjnej oznacza na diuzsze mete kur-
czenie sie majetku, a w konsekwencji spadek dochodu narodowego i1 konsump-
cji. Nieoptacalne jsst rowniez przesuniecie tej fazy, a wiec poprzedzeni
jej Jakakolwiek inng fazj wzrostu. Oznaczatooy to bowiem rezygnacje z
mozliwoSci szybkiego doinwestowania gospodarki w okresie poczetkowym i
stworzenie wysokiego potencjatu wytwérczego pozwalajgcego m.in. na zwiek-
szenie produkcji dobr konsumpcyjnych w przyszdosci

W niektérych modelach dwuczynnikowych przedstawionych w paragrafach
6,9 w optymalnych procesach wzrostu w dfugich okresach czasu miedzy po-
czetkowe - Inwsstycyjng a koncowg - Konsumpcyjna Tfaze wzrostu pojawia sie
trzecia faza - roéwnomiernego wzrostu majetku, aochodu, inwestycji 1 kon-
sumpcji odpowiadajgca tzw. zdotej regule akumulacji Phelpst. (Scistej
rzecz biorgc - jej zmodyfikowanym wariantom). Gdzie pojawia sie ta faza
wzrostu, tam tylko ona ros$nie wraz ze wzrostem diugosci catego horyzontu
czcisu. Na jej wystepowanie w optymalnych procesach wzrostu ma na pewno
wpdyw postaé¢ funkcji produkcji. Z przeprowadzonych badan wynika m.In., ie
faza ta nie pojawia sie w optymalnych procesach w Jednoczynnlkowych Mo-
delach z liniowymi funkcjami produkcji, a takze przypuszczalnie w tych mo-
dniach jednoczynnikowyoh, w ktdérych zaktada sie nl?nialLejece krancowa wy-
dajnos¢ majatku produkcyjnego. Wzrost majetku w takich przypadkach wywo-
+uje bowiem co najmniej proporcjonalny wzrost dochodu. W Swietle -kon-
sumpcyjnych®® kryteridéw wzrostu zawsze beazle optacalny poaziat ewentual-
nej fazy powolnego, réwnomiernego wzrostu majetku, dochodu i konsumpcji
n dwie i pierwsze - inwestycyjna, w ktorej szybko wzrosnie majatek. 1 do-
chdd. (w gospodarce dwusektorowej - produkcja sektora inwestycyjnego) 1
druga - konsumpcyjna, w ktérej wzrosni- konsumpcje (w gospodarce dwusek-
rorowej - produkcja sekcora wytwarzajacego dobra konsumpcyjne). Przy nie-
malejecej krancowej wydajnosci majatku kazde ogruniczenla strumienia kon-
aumpcji (zwiekszenie strumienia inwestycji) dzlblaj, owocuje w przysztos$-
ci, powodujac taki wzrost produkcji débr konsumpcyjnych, ktérego nie uda-
toby sie w zadnym razie osiagna¢ wczedniej.

Srodkowa faza réwnomiernego wzro itu w procesach optyaalnych pojawia
alag w modelach z funkcjami produkcji charakteryzujacymi sie malejacymi
krancowymi wydajnosciami czynnikéw produkcji. Z analizy rozwigzan zaJar
etarowania optymalnego wzrostem z kryterium catkowym(maksymalizacji kon-
aumpcjl w ustalonym okresiejwynika, ze w zadaniach z tym kryterium,w dtu-
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gicn okresach,faza rownomiernego wzrostu wystepuje zaw9ze-nlezaleznie od
tego. czy sa to zadania stacjonarne, czy niestacjonarna. Charakter fazy
zalezy od poziomu technicznego uzbrojenia pracy. Znajac techniczne uzbro-
jenie pracy, mozna w kazdym momencie ustali¢, w jakiej fazie wzrostu znaj
duje sie gospodarka.

Zasadnicze whasciwosci optymalnych proces6w wzrostu nie zmieniajg sie
Jednak niezaleznie od tego, czy kryterium wzrostu Jest maksymalizacja
konsumpcji w ustalonym okresie, w momencie koncowym ustaloneqo okresu czy
minimalizacja czasu dojscia gospodarki do zatozonego, docelowego poziomu
produkcji doébr konsumpcyjnych, co rzuca pewne $wiatdo na spér o kryterium
wzrostu. Takze przejscie od tradycyjnych zadan terowania wzrostem dopu-
szczajacych nieregularne rozwigzania, w szczeg6lnosci ,skoki” trajektorii
inwottycji 1 konsumpcji, do zaaan z regularnJe przebiegajacymi procesami
wzrostu nio zmienia takich generalnych wkasciwosci rozwigzan. Jak okres-
lone nastepstwo faz wzrostu czy przebieg optymalnych trajektorii w pobli-
zu magistral (z wyjatkiem, ewentualnie, pewnego OKresu poczgtkowego i kol-
cowego). Zmieniajag sie Jedynie konkretne postacie trajektorii,usytuowanie
magistral itp.
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Emil Panek

OPTIMAL GROWTH PATHS IN AGGREGATED ECONOMIC MODELE

S5ummary

The booK is concerned with the problems of the mathematical growth
Cheory which are aolvable by meana of thra Pontryagin®s principle. In the
book the optimal patha of growth are caiefully cnalyzed from the point of
view of equilibrium ind 3tability of an economic system. The analysls *is
based on aggregated one- and two-sectoral (one- and two-factoral) growth
ntodels. Di8CUB8ing sone propertiea of the path3 derived from ,traaitiona-
1ly" fornulated problema by means of the control theory apparatus the aut-
hor showe the contradiction between propertiea of the patha and our know-
ledge of economic growth.

Employing an original meihodological principle the author propoaea hie

own approach tc the conatruction of growth models providing the solutions
(the paths) to be fully economicaily acceptable.

The conciusiona drawn from the analyais of the growth paths take a
form of mathematical theorema. Some of them coricern the existence of pha-
ses of optimal growth, aome - the relationahzpa between the phases and the
dynamie equilibrium (6-equilibriura), and some - the staOility of optimal
growth proceases.

The book consiats of three chaptera ano ot mathematical appendix. In
Chapter 1 (Par jrapha 1-3) aome fundamentala of the tl.eory of optimal
control are gtven and the definition of dynanieiequilibrium(6-equilibrium)

is introduced. Thj.3 dafinition ia uaed in the following chaptera. In
Chjpter 11 (Paragrapha 4-6) the optimal growth patha in one-8ectoral mo-
dels are analyzed from the view-point of the relationshipa between the

optlaal and the equilibrium growth patha. In Chapter 111 (Paragrapha 7 -
- 10) the problems of optimization of growth proceas as well as the pro-
blems of equilibriu4 and stability in two- sectoral models # « considcred.
In the Mathematical Appendix the theorems preaented in previous parts of
the book are proved.
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SuHJIb IlaH3K

OnTM.AJIbB itE TPAEKTOPHM POCTA £ ATPETUPOBAKiI ta
SKOHGrfHM"ECKHi MOfIEJM
r

P e 3 jom e

B pafiOTe H3JioxeHi/ npo<5jieMH MaielJiaThiiecKHft reophK 3KOnOiiHgecKOi'o pocia,
pamaeuue ¢ nowombB npnHiiHRDNaAa uattCHM.yMe noh=®*pa-
r h h a .2]. OcooeHHoe  bhhmaHHO yaelibHO b Hern aHajiH3y oniHMajibHhcc Tpa-
eKTOpHi! pOCTa C TOKH 3peHHB paBHOBSCHB 9KOHOMHMeCKOH CHCTeUU H ynofiMH -
bocth ee pa3BHTHa.

AHaJiH3 $yHKunoHHpoBaHHfl 3KOHOrfH<teckOa chcTeMti c norfumbt npHHmina UaKCH-
kyua npHBOAHT k hhTepecHUM bubo”sim, <}>opMyjiHpyeMUM b paCoTe b Bk,ne pasa
TsopeM,b tom rtHCJie TeopeM 06 cymectboltlhmh cBoeo6pa3Hux $a3 b npoi;e2ce on-
THMaJlbHOr0O SKOHOMHMeCKOr0O POCTa, HX CBH3H C BBeaeHHHMH aBTOpOM NOHHTHeM
AHHaMHUeCKOr0O paBHOBecHa, yCTOFt~AHBOCTK) OnTHMajlbHUi; 11pOUeCCOB H fip.

HccjieflOBoHHa Esayica Ha ocmBe arpernpoBaHHbix o*ho- h ,nByxceKTopHnx mo-
AeJietd 3KOHOMHKH. KpHTHlecKH OHHBewi  TpdAHUHOHHbie pemeHHa 60A=« OuTHUCIJIh-
Horo ynpaBaeHHJJ SKOHOMHueCKHM POCTOM, HeiipheuaeMtie O 3KOHOHmechOtt TOWKH
3peHHa, aBrop npefljiaraeT HOBhifl no”xo” * pa3pa6oTice h nocTpoeHHi MO,nelie{t
npHBOfIfImHft k OKOJOMHwecKH pa3yMHUM u ijejiecooCpas bum pemeHHau.

PalSoTa coctoht H3 ipex rJiaB h Ma-ieMaTH”ecKoro aonojiHeHHa. B 1 rJiaBe (na-
parpa$u 1-3) H3jiuxeHn Heo&xoflHiiue cBe”eHHH no TeopHH onTHMGJibHoro ynpaB-
JieHHa HenpepUBHbIMH AHHaiHWeCKHMH CHCT&MaMtie B OTIH”He OT OCiaJlbHHX rjiictB,
OHa He coflepsHi opHrHHajibHtix, canocTOfliejibHtix pe3yjibiaTOB aBTopa, aa hc-
KJiBHeHHeu iipe,nJioxeHHoro bo btopom naparpaijje onpejiejieHHa "HHaiiH"ecKoro paB-
HOBecHH (&-paBHOBecHA) Hcnoldib3yeMoro Bnocjierctbhh bo Bcex jajibHeftmHX wuia-
Bax. Ko IX rjiaBe (naparpa<t>H 4-6) npoBe”eH aHajiH3 onTHiiajibHnx TpaeKTopntt h
HCCJie"OBaHH yCJIOBHfl pabHOB6CH* H yCTOfIMHBOCTH pa3 BHTHH 3KOHOMHQgeCKOfl CH-
CTfeMhi na O0CHOBe oflHoeeKTopHHX uo,neliett pocTa. Il raaBa (napartaifu 7-10)
nocBameHa H3Jio*eHH» pe3yjibTaTOB aHannaa oniHMarbHhDC ipaeKTopHtt pocTa, bo-
npocaM paBHOBPCHa h ycToimHBocTH skohcMH”eckott cHCTeMt)) Ha ocMBe ee “ayx-
ceKTopHBDt MOfICjiei!. MaTenaiH”"ecKoe aonojiHPHHe coflepiHT ,noKataTe;ibCT8a ieo-
peu $opMyjiHpjeMUX b =111 rjiiaBax.
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DODATEK MATEMATYCZNY DO PARAGRAFU 1

Twierdzen.i.i.e 1.2. Zatézmy, ze (i) w réwnaniu rézniczkowym

x(t) = f(x(r),u(c).t) )

funkcje f, 6f/ox 6 CO[EI']XUXTj, (li) Jezeli u Jest ciegte 1 ograniczong
funkcje na otwartym przedziale ( .Bj). to przez kazdy punkt (t°,x°) £

(S0 ,8jJ)xEn przechodzi doktadnie Jedno rozwigzanie roéwnania

3T *(H = g(x(H),t) , ()
w ktérya g(x,t) - f(x,u(t),t), okreslona i ograniczone na catynm prze-
dziale (8 ,87. Oezeli spe#nione se warunki (i) - (ii), wtedyl
Vx°£ E1V u€f£cC°[t] 31 x €,CO[t]: x(t0) = x° i fFfunkcja X j"3St prawie wsze-

dzie ra T rozwigzaniem réwnania (#).

Dowo6d . Wezmy funkcje u€ (1[Tj(nieci.eytewpunktach , Jer,

"t oTk Nto<- 127 " x<"tk<™ *1~ * Na ca4Vm przedziale T funkcja ta Jest
ograniczona, a na [to"~1~ c:*-9g4a - Przy zatozeniu (i) prawa strona row-
nania (* *) i jej pochodne czastkowe wzgledenm X sa zatem na En x(tc, X, !
ciggtymi funkcjami zmiennych x,t.. Przyjmujec j(x,t) = g(x,tQ) dla t < t
otrzymujemy g, 6g/ d x € C°[Enx(8, T1l) 71Q < to. Zgodnie z (ii) istnieje wiec

dok#3dnie Jedna (ciggta i ograniczona) funkcja XjO v " spe#niajagca row-

nanie (**) i warunek x(tQ) = x°. Na przedziale 1 0>7"") funkcja ta jest
réwnoczes$nie rozwigzaniem réwnania (*) . Przyjmujec x("t.) = Jinm x(t)
1 t- 1 -0

(granica ta istnieje i jest skonfczona) i rozpatrujagc z kolei réwnanie (#*m)

n* [A""® zt <t,nf 1poczetkowym x( tj) otrzynaay doxtadnie 1 dne, tl1*Tig

funiccje X n soedniajec* rownanie (*) na prz-jdzlale Tg9) (przy-

poaioaay, :a TFTunkcja u jest w punktach nieciegtosci ciegta prawostron-

nie) .Biorgc x(t ) . Ha x(t), otrzymamy funkcje x r. spednia .aca
t- t2-0 1o 2]

warunek x(to) - x, cisgte na przedziale [t0>X2] i prawie rzedzie (poza

1 Stosujemi nastysujnce symoolikv®: V oznacza_,dla kazdego (kazdej)"luD
.kazdemu(kazdej)"; 3 czytamy ,,istnieje" lub ,odpowiada"™; ,jl - Llstnie-
ie (odpowiada) doktadme Jeden (Jedi .jedno)". Np. Va6E 3l b€t-1:
a+tb = 0 czytamy ,kazde | liczbia rzeczywistej a odpowiada doktarl'ie Jedna
taka liczba rzeczywista b, ze ich suma wynosi 0".
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punkteml spedniajaca r-Swnanie (*). Postepujac analogicznie dalej,
otrzymamy doktadnie Jednag funkcje x € C°[rJ, prawie wsz>j lzifc na T spet-
niajaca réwnanie (*) (wszeazie, poza punktami , T2 .eee/t™) oraz wtrur.ek
poczagtkowy x(t0) B x°*

DODATEK MATEMATYCZNY OO PARAGRAFU 3

Twierdzenie i.l. jezeli speinione oh “~atuzonla 3.1, 3.2 i
proces (u\x*) [ *>_3jest rozwigzaniem z"Jania (3.4) - (3.5), to istnie-
°F 1 t

Je taka stata y* > 0 orjz takie rozwigzanie y jt t*J réwnania

J dH(YE.
HF Y (t) “ —memmemmemeee- d* X - x*(t) 1

ze

max HQurJ.iAt) ,x*(t) ,u) - H(w* w*(t),x*(t),u*(t)) -
J

u€ u 70 7
-0 vte[to.t«J.
a ponadto w mtmencie konhcowym t*
< L2(t»),x-x*(tf;)> - o Vxe Px*{t#j
gdzie H(yo,y,x,u) - KTfQu+< . f(x,u)> , Px*(i*) Jedt Ptasz-

czyzne styczng do gtadkiej rozmaitosci X1 w punkcie x*(t* ).

Dowédd. Niech @W,X)r.. r bpdzie procesem dopusz-zalnym w zada-

L« 1J r
niu (3.4) - (3.5). Wezmy dowolny moment czasu t£ LtO"tl" 1 liczc,e At>0

spedniajaca warunek t+At < t” Woéwczas

t+At
3x().t) > J fo(x(e),u(6))dfi + O(x(t+At),t+At). @
t
Rzeczywiscie, zgodnie z zatozeniem 3.1 istnieje rozwigzanie
(u*,x*) + t*J zadania (3c6) - (3.7) z momentem poczgtkowym t+At i

warunkiem poczatkowym x*(t+At) = x(t+At)

o(x(t+At),t+At) = | Toye),ul)e))de . (@)
tHAL
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W warum acn (1) - (2) wektory x(t),x(t+At) sg stanami wewnetrznymi sys-

temu w momentach t,t+At w dopuszczalnym procesie (u,x)r i w zadaniu
Lo iJ

(3.4) - (3.5). Weimy sterowanie u o

u(6) dia 6 £ [t,t +At) .
0(6)
u*(e) dla ef [t+At,t*J ,

otrzymane ze ,sklejenia” £t,t +At) - 9egmentu sterowania dopuszczalnego
uc W zatJaniu - (3.5) i opt/malnogu sterowania U*Et+At t*J

zadaniu (3.fa) - (3.7) z momentem poczetkowym t + At i 9tanem poczet-
kowym x(t+At) (sterowanie u” j moze by¢ nieciggte w punkcie t+Al).

Odpowiada nu trajektoria x”~ t*J |,

x(e) dla 6€[t,t+ At) ,
5(9)
As) dla ee [t+ At,t* J,

bedeca na przedziale *:;,t+ At) segmentem trajektorii stanéw wewnetrznych

w procesie dopuszczalnym (u,x)rt ( i w zadaniu (3.4) - (3.5), a na prze-
r N Lo iJ

dziale [t+ A t,t*J - oplymalne trajektorie w zadar.iu (3.6} - (3.7) z no-
mentem poczatkowym t+ At 1 stanea poczetkowym x(t+ At). Poniewaz
u€C jjt,t*]1 , x £ C/Njt.t* J, x(t) » x(t),x(t*)€ XL, zatem para (u,x)Et t»j
Jest procesem dopuszczalnym w zadaniu (3.6) - (3.7) z momentem poczetko-
wym t i 9tanem poczetkowym x(t), czyli

3(*(t),t) ~ J fO(x(e).,li(e))de , (3)

t
z (2), (3) otrzymujemy nieréwnos¢ (1) zwazywszy, ze
t* At t
\] fo(J(e),u(e))de - J fQ(x(e), u(e))d& + J fo(x'(e),u*(e))de

Z (1) wyni a netomiast, ze

y*at

Ar-[a(x(t+At),r+At)-j(x(t),t)d J fo(x(e),u(s))de,

a po przejsciu do granicy przy At—"0O!

STT X > FO(<(0.u(t)) ()



Tbk wiec kazdy proce* dopuszczalny (u,x)r r w zadaniu (3.4) - 3.5)
Lo 1)

w dowolnym mombncie t£ 8P®4nia warunek (4), Zatézmy teraz, ze
proccs (u*,x,)r *ijest rozwiezaniem zadania (3.4) - (7.5), a wi.c pro-
Llo* 13

ceaem optymalnym. Rozumujec podobnie Jak poprzednio, otrzymamy

AL

3 Kfr,t) = ¥ fo(x*(s),u(e)de ¢ o(x*(t+ At),t* At) )
czyli

- JOF(+AY) , FAD-JC?2(D), ) 1 ° [ fo(x*(9),uf0))de

t
i po przejsciu do granicy przy At-——-0:
- g 3{xW.t) = fo(x*(t).u*(1)). ®

Warunek ten zachodzi dla wszystkich monienl 6w t€ )=
Zauwazmy, ze

d_3(X(t).t) = < N~ n v=x(t), d_x(t)> +MxitLti, @
gdzie ©0/dx = (dJ/c™j--... £53/6xn), dx(t)/dt = f(x(t),u(t))2. Ponadto w

stacjonarnym zadaniu sterowania z ustalonym stanem poczetkowym X funk-
cjonat J(x,t) = const. we wszystkich momentach t, czyli

S3(x.t) = o
dt

Z (4, (), uwzgl.dniajec (7), (8), otrzymujemy nastepujace warunki (ko-
nieczne) optymalnosci.
Jezeli proces (U, x¥j"'t t*Jjest rozwiezaniem zadania (3.4) - (3.5),

to
< 237X, tF Ix-x*(t) = FC*(0.u*(t))> ¢ FO(x*(L).u*(t)) - ©)

= UE*U t< SIEXHtA  Ix-x»(t)* F(**(0.u)> +FO(x t).u)} =
=0 V t6 [t ,t*).

..obec tego, sScisle rzecz biorec, w warunkach (4), (6) w punktach nie-
ciggtosci sterowania okreslona Jest tylko pochodna prawost ro.tna funkcji J
wzgledem t (por.uWBgi do twierdzenia 1.2 na s. 26).



215

Réwnanie (9) w programowaniu dynamicznym nosi nazw*, réwnania Bellmane®,
Funkcja O nazywa aie funkcje Bellmana.
Wprowadzajgac oznaczenie

D(*.u.t> ,F(x,u) > + fO(x.u)
réwnanie Bellmana (9) mozemy zapisaé¢ kroécej:

BO(B) ,u(D ) = max  BOA(D,U,1) « 0 Vee[t .9 . (10)

Zauwazmy dalej, zo an

B(x,u*(t),t) < 0 VXCEn,Vt£ [t0,tj).

Rzeczywiscie, z zatozenia istnieje rozwigzanie zadania (3.6) - (3.7) z
dowolnym momentem poczetkowym t€ E i dowolnym etanem poczetkowym
x£E . Ustalmy moment t. Za#dzmy, ze w momencie tym system znajduje sie
w stanie x. Oznaczmy przez u*(t) optymalne wartos¢ sterowania w momen-
cie t. Wéwczas

B(x,uE(t),t) = 0

oraz B(x,u,t) 0 Vut u, W szczegdlnosci
B(x,u*(t),t)<0,
gdzie u*(t)6u Jest wartoScia sterowania optymalnego w momencie t w
zadaniu (3.4) - (3.5).
Z definicji funkcji B 1 whasciwosci funkcji F,f (przypomnijmy, ze

f(e.u)»fQ(*.u) € Cl1[ehd Vuf U) wynika, ze ma ona przy zatozeniu 3.2
ciegta pochodne czastkowe wzgledem zmiennych x1,x2....>r wektora X:

3 <Tj(x ©) F(x u)d ~3(xit) £IL*ad | dfn (*.») . (12)
dX X i>X 0 x dx

gdzie

3 Zobnp. M. Intriligator [24] s.398.
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lezeli {E£**)" t*J jest procesem optymalnym w zadaniu (3.4) - (3.5), to

w kazdym momencie te t,,.**) funkcja B(-,u*(t),t) zmiannej x ma w
otoczeniu punktu x*(t) pochodne czestkowe wzyledem wspotrzednych
x1,x2_....xn> Z (10), (11) wynika, ze w punkcie x « x*ft) osiega - ona
maksimum lokalne,tzn.

Ox* &x Ox x*(t)

dfo(x.u*(t))
ax x=x*( t) as)

Zwazywszy, ze

> («) 6> X=X*{t)

OX dt x=x *(t)
oraz (zob.(8))

<23(x.t) = 023(x,t) _ 0
dx ot <t 6x

z (13) otrzymujemy”

d 03( <,t) » _ d3(x.t) df(x.u*(t))
37 d X=X*(t) 6 x 6x x»x*( t)
& X, u*(t
T ( ) VtE [tQtN ). 14
6X X-x*(t)

Po wprowadzeniu oznaczen

*(t _
m( ) OX X:X*(t)' = (/\ (V .. e

H dlix»u) “ fQ{x,u) +<1lJ f(x,u)>
W réwnaniu tym, podobnie Jak w warunkach (4), (6), w punktach nie-

ciggtosci sterowania okreslona jest- tylko pochodna prawost ronr- funkcji
W(x,t)/ Ox| *jtj po t. Uwaga ta dotyczy takze roéwnania (15).
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réwnania (14) p-zyjmie posta¢ nastepjjece:

HF * " M « X«u 1 Vtt[t t*), 15
0x Ix=x*(t) L ) (12

gazie dH/ £x » (QW/<L,..., &H/dxn) . Funkcje H nazywamy funkcje Ha-
miltona (hamiltonianem).

Wektor y*(t) nazywamy wektorem zmiennych sprzezonych z x#(t) w mo-
mencie t. Roéwnanie Bellmana (10) przyjmie teraz postacé

max,, H(o () . - H \'\7/*(t) XD L,u*()) = u L% tJ) (16)

Zauwazmy, ze ani w réwnaniu Benmana, ani w réwnaniu (14) nigdzie nie

wystepuje expiicite funkcja 0, tylko Jej pochodne czestkowe. Oezeli pro-

ces (U’ X9t ~ajjest rozwigzaniem zadania (3.4) - (3.5), to zgodnie z

zatozeniami 3.1., 3.2 funKCJa ta oraz Je] pochodne czestkowc wzgledem
zmiennycn X. ,X,,,,--,Xn istnieje 1 se ciegtymi Ffunkcjami czasu. Istnieje
wiec takie ciegle (przedziatami roézniczkowalne, poza punktami nieciggtos-
ci sterowania u* t, Drozwiezanie W% réwnania (15), ze zachodzi
warunek (16)~. Warunek ten zachodzi dla monentéw t < t*. Réwnoczes$nie,

poniewaz funkcje ~*,x*,u* se ciegte (i ograniczone) w pewnym lewostronnym

t-otoczeniu punktu t* (w punktach t: t*-t<t<” t* , gazie | jest pew-
ne liczbe dodatnie¢), zatem przyjmujec u/(t?) = lim w*(t) (granica ta
T - - t*-0T
istnieje) mozemy warunek (16) rozszerzy¢ na caty przedziat Tak
wiec, jezeli proces (u*,x*)jt jest rozwiezaniem zadania (3.4) -
(3.5), to istnieje takie rozwiezanie t,, roéwnania (15) okreslone
na cat™m przedziale w kazdym momencie czasu tf [t .t

chodzi warunek (16).

Przedstawione warunki optymalnosci nie zmienie sie, jezeli hamiltonian
w uktadzie (15), (16) zdefiniujemy jako nastepujece fFunkcje zmiennych
vj/(0,x(t),u(t) 1 zmiennej rzeczywistej PpQ>0 (niezaleznej od czasu)6:

HC*VY (0. x(t),u(t> mqcfo<x(t) u{t))-<f(t).f(x(),u(t))> . (AN

5 Rozwiezanie roéwnania (15) pojmujemy w sensie catkowym,por.uwage
do twierdzenia 1.2 na a. 26.

Wystarczy dokonaé¢ zamiany zmiennych, przyjmujec np. £(t) »if/(t)/ui
i otrzymamy warunki optymalnosci z hamiltonianem postaci (17).

1°
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Warunki optymad nos>ci procesu (u*~*)”~  t«j w stacjonarnym zadaniu

stnrowania (3.4) - (3.5) przyjme zatem posta¢ nastepujece.

Jezeli spednione 9¢ zatozenia 3.1, 3.2 i proces lu*,x*) r m just
Lo"iJd
rozwiezaniem zadania (.3.4) - (3.5), to istnieje taka stata y*> 0 1 ta-
kie rozwiezanie réwnania (15) (okreslane na catym przedziale

| o | “
[*o "*1J " ze w kazdym momencie czasu t£ [tQ,t*j zachodzi warunek (16),

gdzie hamiltonian H ma posta¢ (17).
Funkcja H”~t t*] 8Pe*nia ponadto pewien warunek w momencie koncowym

t* zwany warunkiem transfersalnojci 7. bezposSrednio z definicji funk-
cji J wynika, ze

J(x.t)>0 VxE£X1, \TteE1l.

Niech proces (u*,x*)™ t bedzie rozwiezaniem zadania (3.4) - (3.5). -

Wtedy

JOXK(EY),t%) - 0

Rzeczywiscie, poniewaz x*(t/)£Ex1l, zatem J(x*(t*);,” o, Zatbézmy,ze
o(x*(t’),1*) > 0. Ittnieje zatem taki proces (u,!)"* ~j(ze

x(t*) = x*(t*), x(t)£ X1 ,

t
J fQ(x(tj,u(t))dt > O.
0

»Sklejajac" ten proces z procesem (U*,)?)”. t*j, otrzymujemy proces do-
puszczalny (u.x)jt ~j, ktdéremu odpowiada wskaznik Jakosci
o T *
JFO(x(t).S(t))dt >0(x°.to).
©

co Jest niemozliwe. W punkcie x*ft*) funkcja O ma wiec minimum warun-
kowe ,

3(x*(t*),t*) = min o(x,t*), (18)
1 1 p(x)-0 1

~ Warunki tranewersalnosci pcjawiaje sie w tych zadaniach sterowania
optymalnego, w ktérych zbiér standéw docelowych (lub zbidér stanéw poczat-
uwych) Jest atadke rozmaitoscie Méwimy wowczas o warunku transwersal-
“kc*ci w p-«*»yn(luwy») krancu trajektorii stanéw. W zadaniu (3.4) - (3.5)
gtadka rozmaitoscie Jest zbidr standéw docelowych, zatem rzecz p6jdzie o
warunku transwersalnosci w prawym kralcu trajektorii. etandw.Jezeli”etadka
ozmaitos¢ redukuje sie do punktu (zbioru jec .loeiementowego;, wtedy zni-
ka warunek transwersalnosci, natomiast pojawia sie warunek przejscia tra-
jektorii przez ten punkt.
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czyli funkcja Lagranga®a zadania (18) ma w tym punkcie Zzarowa pochodna
czgstkowe.

d3(x,t™) ~Adp(x)
~ X=X*(t*)+ dx x=x*(tj)

lub inaczej
a9
gdzie
Adp(x)/dx » (2 Alopi(x)/6x1.... > AL)PL()/Oxn
H i1
Mrozec obie strony réwnania (19) przez nektor JJ-x*t*), gdzie

X 6Px*jt<j , otrzymujemy nastepujacy warunek transwersalnosci (w prowya

krancu trajektorii stanéw ntwnetrznych):

<Y * (D) x-x*(t?)>=_-<Ai 4 N | x=x+((t:rx.x(tr)>.

B0 VXEP*(t*) . i2c;

keasumujec, Jezeli spednione se zatozenia 3.1, 3.2 1 proces
(u\**) { tI}Jeet rozwiezaniem zadania (3.4) - (3.5), to istnieje takim
o" i

srata Yo >° 1 takle rozwiezanie y*[t t*Iréwnania (15) z hamiltonia-

nem (17), ze w kazdym momencie czasu t£| 1 illspeiniony Jest warunek

maksimum hamlltonianiu (16), a w momencie koncowym t* - warunek trans—
wersalnosci (20).

Twierdzenie 3.3. Oezeli proces (u*,x*)r ~l jest roz*
10" 1J
wiezaniem zadania (3.33) - (3.34), io istnieje stata > 0 * takie
rozwigzanie —--Ownania
d . bH(to f
Hf Ox
ze
Q) tyj.ysrojc vte[to, t*j,

P) max H(y*. "(t),x*(t).u,t) = RAJ:;*;"JNO),x*(),u*(t),t) V »£[t0.t J.
ut u
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© } =0
O) <y*(t* ), x-x*(t*)> = 0 V. *E£Px*(t?)
gdzie Hlj<O " .x, u,t) = f0(x ,u, t)+<vjj, F(x,u,t)> ,

- 1
P> L*) jest ptaszczyzne styczne do gtadkiej rozmaitosci X w punkcie
x*(t*)

Dowod . Skorzystamy z tego, ze zadrnie (3.33) - (3.34) Jest roéwno-
wrzne z zadar.iem (3.33*) - (3.34"), tzn. proces (U*,x*)"t t§ wtedy i

tylko wtedy bedzie rozwiezaniem zadania (3.37) - (3.34), gdy rozwigzaniem
zadania (3.33*) - (3.34") bedzie proces (u*, X*,x*+1) £t t*jfgdzie

X*+1(t) = t-t0" Hamiltonianem zadania (3.33") - (3.34") jest funkcja H,

"tyo"H" "V n+1"x,xn+l’u) "m4"ofo(x5,,"xXn+" +
+ <y, fF(x,u,xn+l) >+ (n+1
Oezeli proces (UF,x*, x*+1) *1Jest rozwiezaniem tego zadania,

Lo* 1J
to zgodnie z twierdzeniem 3.2 istnieje st&ta I1j7*NJ.0 1 takie rozwieza-

V &o0-*J3J
SHA<IIEE ~ 1 () "X " xAFI<t) "u* 1 1))
arr(t) - — - T TTTTTTTTTsomT e x=x*(t) ~’
QIKIF* . ACE), HnH 1 (L), xE (1), xnk 1, u*(t))
h w < O
n+l
@
ze
(Yo /7 (t)-fn+l1 (‘P * O <3)

Ky i (AY () L < A1) XF(E), XE+1(E) . u) -

- h oIy QAR FIHL(F) xXHEFA+L(0 1A L) » 0 Vte [tot*] (@)

V(x.xn+1) € P(«*(tf).x*+1(t*)) > ®)
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gdzie P(X*(t*),x* (t*)) w08t PHa3z”zyzn9 styczne do gtadkiej rozmai-
tosci X w punkcie (x*(t*),x*

Wréémy do zadania (3.33) - (3.34). Zauwazmy, z* &H/dx «=c)H/EX
OH/c)xn+1l » 5H/6t, zaten ukdad réwnan (1) - (2) Jest roéwnowazny z naste-
pujacym: - )

d A dHfw* W(E),x,u*(t),t)
A TVE T o R — X-X*(t) " s
d ,\ ESHU /% ,0/ (1) .X*(E) .u* (1), ©)

3F #n+l (> -—————- J4 ~ - et - @7

(

Z (4) oraz definicji funkcji H, H wynika, ze

max H(y£, *(t),x*(t),u,t) - HAJE, (L), x*(t) ,u*(t), t) VeE"[t ,t*J.
ut b

4*)

W warunku transwersalnosci (5) zmii nna xn+l przebiega®cate ot rze-
crywiste, zater “ 0 1 wobec t"go:

<y*(t*),x-x*(t*)> =0 V xePx*jtYj, (5>

gdzie Px*jt*j Je9t plaszczyzne- sryczne do gtadkiej rozmaitosci X1 w

puniccie x*(t*). Poniewaz vy, +1(tf) * 0, wiec

0 Vt€-[t-.tiJ

(zaktadajac, ij (y*, ip*(t)) » O w pewnym momencie t otrzymalibysmy
trywialne rozwiezanie uk#adu (1) - (2) nie tpekniajece warunku (3J).Z te-
go samego powodu w momencie kohncowym t*

HC ipj. F(E*) , x*(t*),u*(t*),t*)
- HC %, 10td) . FII+1 ()M (%) , x*+1(t*),u*(t*)) - 0. =
4%)
Tak wiec. Jezeli proces (u*,x*)"t ~t*jjest rozwiezaniem zadania (3.33) -
- (3.34), to istnieje stata y* ~.0 i rozwiezanie e | réwnania
(1*) spedniajgce warunki: nietrywialno9ci (3"). maksinum (4%), transwer-

eolnosci (5#) 1 zerowania sie hamiltoniana H w momencie koncowym (4°%).

Twierdzenie 3.4. Jezeli proces (U*,x*).j. Jest rozwieza-
niem zadania (3.35) - (3.3b), to istnieje stata ~*>0 i takie rozwig-
zanie i) roéwnaria
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d - - Mooy Foy()axeu() |
3T ¥ () ———————— - |x=x*(t) -

z warunkiem koncowym
») JAtL) -0
ze i

@ max H (ip*,y* (t),x*(t), u) = HC ip*, y"(t) x*(t),u* {)mconat .Vt 6 T,

gdzj e HC Lpo< w1 ,x,u) = iRfo(x,u)+ <y, F(x,u)>

D uné d. Postuzyay sie metode podcbne do tej, ktore zastoeowaliamy
przy dowodzie twierdzenia 3.3. Wprowddimy dodatkowe zmienne xn+i 1 réw-
nanie

Tt Xn+l(®) 1 ° xn+l1(to) “ ro- (€D)

Wtedy zadanie (3.35) - (3,36) bedzie roéwnowazne z nastepujacym zada-
niem z nie ustalonym momentem korncowym:

max J fQ(x(t)*u(t))dt
*0

~ox(®) - F(D,u(t))

xn+l(t) * 1

U(E)E U , ufC® [0,tj] ®)

x(*oJd**n.1“t6”~ “ (x0"Co;
X)), xn+1(t"))€ X - ((X,xn+1l): x€E .*n+l1l" “i] =

W zadaniu (2) - 3 Jest n-wymj.arowe gtadke rozmaitoscie w En+l.
rloment t£ nie Jest ustalony (Jednak kazda trajektoria stanow wchodzi
do X1 w momencie t£ - t%). Zakdézmy, ze proces (u*,x*,x*+1)”" <t,-ijest

rozwiezaniem tego zadania. Oczywiscie czyll [tQ non dla-
tego dalej bedziemy méwi¢ o optymalnym procesie (u*,x*,x*+"-p. Rozwieza-
niem wyjsciowego zadania (3,35) - (3.36) bedzie procea (U*,x*).p.

Z twierdzenia 3.2 otrzymujemy nastepujece warunki optymalnosci proce-
su  (u*,x*,x*+1)T . Istnieje stata i takie rozwiezanie (y* HA+L)f
uktadu roéwnan

dH( I~ A(t), Wn+1(t),x,u*(t)) @
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ot n+l1" ' ~ ;X - - - -

n+l
ze
(4*. if*(t). y*+1(b) / o v'tef | (s8)
max HF >0, Dn+l() t),u) =
ueu
- HCy*, y*(©), Fn+tl(D =0 VvV te1l, )
<l|rttk>. =° )
v (X,xn+1l)e p(x*{Ci) (ti) ,
gdzie <4 W "4'n*1'x-u> =4Vo{x"u)+ <Y fx"u>+Yn+le
A(X*(tl)lt ) Je3t rPiaszczyzne styczne do gtadkiej rozmai-toéci -W punk-

cie (xy(tl).t1l).

Z definicji funkcji H, H wynika, 2z° ukdad réwnan (4) - (6) Jeet réw-
nowazny z ha.tepujecy»:

d ,-S *MyV th(t).xsi»x.t))

AN () e p - XXR() ¢ {A)

71 Yn+ 175 = °> ; cC5-)
natomiast warunek maskimum (7), wobec tego, ze = const.,
z warunkiem

max H( If/*().x*(t),u) = H(yQ, 4F(t).x*(t>,u*(t>) =

ut u

=cond9t, vVt £ T. a")

Wektor x w warunku transwersalnoaci (8) przebiega cale przestrzen En,
za™em

/(tl) » O. (e))

Ponadto z (7), (8*) otrzymujemy, zwazywszy na (6), ze y* / C "i wobec
tego Iy >0. Tak wiec. Jezeli proce9 (u*,r*-)t" jest rozwiezaniem zada-
nia (3.35) - (3.36), to istnieje stata >0 i takie rozwiezanie
réwnania (4¢), za spednione se warunki (77), (8%).
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DODATEK MATEMATYCZNY DO PARAGRAFU 4

Twierdzenie 4,1. (i) Oezeli speinione ee zatozenia® 4.1,
4.2, to rozwiezaniem zadania (4.12) - (4.13) jest proces (s*,m*)T naste-
pujacej postaci:

1 dla t € [tQ,t) ,
s*(t) - =m
0 dla t € [t.tj]

m°e9(t) dla t€ [tQ,D),
rit.)

n"lje-~ t-T ~dla ~"[t.t]
gdzie g(t) - (@Vy) (eVvrt_tor-1)- Ja(t-cg);tQ* t-< fj
(D] 3ei>0j: |T] - t4-t0 > € u - |Tl<e >1r t
Dowdéd, (i) ZadanLj (4.12) - (4.13) Jest niestacjonarnym za idhiem

sterowania z kryterium catkowym, ustalonym horyzontem i swobodnym prawya
krance* trajektorii stanéw.7 twierdzenie 3.5 otrzymujemy m-stepujece wa-

runki optymalnosci. Oezeli proces (sA.m*)”. J=&t rozwiezaniem zadania
(4.12) - (4.13), to istnieje takie rozwiezanie réwnania
g- (1) « - (@()s*(t)-pi) y(t)-a(t)(I-e*(t)) (J)

z warunkiem koncowym

Zs

max  [(a(t)s-" ) y*(t)+ra( t) (I-s>)} @ (t) -

« e [o,i]

- {a(t)(s*(0 -p04 /(0 ta(t)(I-s*())~*(t) VLET . (3)
W punkcie 4.2. pokazalismy, ze wszystkie trajektorie najetku produkcyj-

nego w zadaniu (4.12) - (4.13) se dodatnia.jPonlfwaz a(t) >0 na T,
hamiltonian H postaci

H(ip,m,8,r) = a(t)(I-s)m+iri(ait)s-p)«

Jest linlowe funkcje sterowania (zmiennej a), zbidr sterowan - przedziat
0.1J - prostopadtoscianem w E oriz



h aCtm*(t){ ~*(0-1)

S*(t) = 1, JBieli <p*(t) >0,

s*(t) = 0, Jezeli ip*(t) < O,

gdzie =t]/*t)-1. < momencie konhAcowy™ t» mamy i]i*(®) =C
(warunek transwersalnosci (2)), wiec » - 1 1 wobec tego - zwuzyw"
szy, ze C°[tJ - otrzymujemy: s*(t) =0 VtEL"] C;t]J) ,gdzie Lt jfcst
pewng liczbe dodatnieO. Podstawiajgc ~*(t) do réwnania (1), otrzymujemy
nastepujace roéwnanie, ktdére prawie wszedzie spednia ciegta funkcja

Yt :
gi- vp*(t) - - a() I+ <p*())»(t) + H («F*(r+1).

Mozliwe se trzy przypadki:
@) ~(t) <[ 0. We»dy s*(t) » O,

= -a()+n +|PIP(L) < 0.
) - 0. Wtedy
-TTf*(0 - -a(t)+ p. < O.
(c) ip*(t) > O. Wtedy s*(t) ml
gry*(t) » (p-a(t))(~*(t)+i) < O .

Ciegta, przedziatami roézniczkowalna funkcja maleje wiec monotonicznie
n- T do zera (warunek (2)), zatem maleje takze funkcja i ~M(tj)yno.
Albo wiec ~*(t) <0 Vt e Int T, albo funkcja ip* zmienia doktadnie
raz znak na j.nit T (z dodatniego na ujemny). W ren sposéb w zbiorze tra-
jektorii stei owan

K[TJ- |ST: s e c°[t], s(t) € [o,1J vt e T|
wyréznilismy podzbiér
1 dla t6 t ,t"),

KOLrj-“"r: e(«)-. N te [V ti3}-
O dhi t€ 1It", 1],
8 Symbolem U(k;t) oznaczaay C-otoczenie punktu t (w k ):

ut;r) - [t"6F: Jt-t-1<EJ ; U-((Jt) - lewostronne t-otoczenie punktu
t " U-(t,t) -{t"6U(tjt>: t < tj
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do ktérego nalezy sterowanie optymalne (jezeli istnieje). Zadanie staro-
wania optymalnego (4.12) - (4.13) zredukowalis$my wiec do zadania ustale-
nia optymalnego momentu przedgczenia sterowania z 1 ne <. Wazmy ste-
rowanie s£K°[t]. Odpowiada mu trajektoria mT?’

meexp f (@@)-"Mti9 dla t 6 LtO, t >
m(t) =9 * (4)
mt Mexp |- p(t—=*)] dla t € 1t*t~].

Zadanie ustalenia optymalnego momentu przedgczenia sterowania ma postacé
nastepujaca:

max NEe),

®
£ T
gdzie
T
01 exp /(*(0 -pi)dt J a(tyexp f- jjl(t-t ")1dt
o t
jest wielkoscig, konsumpcji w horyzoncie czasu T w dopuszczalnym procesie
(s,m)T ze sterowaniem s£K°[t] (trajektoria mT pa posta¢ (4)), przy
czym funkcja "£C*|T oraz
cTT ~ M t'=tl » - a(tl)m(tl) <0 . )
Nietrudno sprawdzié, ze warunek d e(t’)/dt” - 0 moze zachodzié co

najwyzej raz na T, zatem funkcja ta ma co najwyzej Jeden punkt przegie-

cia na T. Oezeli istnieje taki punkt przegiecia T°€ T, wtedy na podsta-

wie (6): tQ* t° < tj* Inaczej max ~(t*) = ~(t0) (rozwigzanie zadania
t6 T

(5) istnieje, poniewaz A"EC° J, a zbidér T Jest zwarty). Zatem optymal-

ny moment przedgczenia

t= arg max ~ED o,
(7)
o {v*°}
gdzie X° jest punktem przegiecia funkcji “~na T (o ile istnieje). Pro-
ces (s*,m*)T ze sterowaniem
1 dla t€ [tQ.t) ,
s*(t) - < ®
0 dla t€ [t ,g§J ,
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odpowiadajgcg mu z rozwigzania réwnania roézniczkowego w (4,13) trajek-
torig ™ (po podstawieniu aft) « a®exp |W t-tQ)} ),

»°«9(0 dla .
m*(t) = ®
*U)e-P(t-"C> dla 4[t.t~"

gdzie g(t) - (a°/v’)(e * *0n-1) -~(t-tjj), 1 momantem przetaczenia ste-
rowania (7) Jest jedynym procesom dopuszczalnym spedniajacym warunki op-
tymalnosci (1) - (3). Zgodnie z hipotezg (h) proces ten jest wiec roz-
wigzaniem zadania.

(ii) Poniewaz

gp Mt") - a(t®)m(te) je tll' 1 a(t)e" + dt - 1 (

a po podstawieniu aft) - a®exp |v(t-tc’|

8§(-) = a%e V(-~to)m{i.)
y-y.

wiec w szczeg6lnosci

3t- ~A(t,)|t-t0 * [~ -{e("P)(tl to)-1)-1J. (10)

Przy zatozeniu 4.2 prawa 9trona réwnania (10) staje sie dodatnia przy

T —»-+00 (wystarczy wzigé¢ IT|> e - (v-p)-1lIn[lt(v-")/a°d).

Oezeli horyzont czasu T bedzie dostatecznie ddugi, wtedy funkcja £ nie
osiagnie maksimum na T w momencie t , poniewaz w momencie tym bedzie
miata dodatnig pochodng. Zwazywszy na (7) otrzymujemy

T- arg max ~(t’) » 1° > tQ ,
t*E T

Jezeli [T] > 6. Podobnie #atwo wykazaé, ze funkcja ~ maleje na T, Jezeli
horyzont T bedzli dostatecznie krotki (wystarczy by |T] ~ 8). Wtedy

*0_
Twierdzenie 4.2. Oezeli jT)»-+o00 , to (i) T -tQ-*+o00 ,
(ii) |6*t“ 0~t]|- -0, gdzie funkcje om#, &- sa postaci (4.18) -

-(4.19), V jest momentem”przetgczenia*bterowania optymalnego w =zadaniu
‘“4.12) - (4.13).
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Dowoéd (i) W twlerdznniu 4.1 pokazalismy, ze Jezeli horyzont cza-

su T Jest dostatecznie atugl, to optymaTny moment T przekgczenia ste-
rowanie s* spednia warunek

d
ETt
(gdzie a(t) - a°«*xp V(t-«t)J), skgd po przeksztatceniach otrzynujemy

1 e(v-F*Ctl -<) - -#fa=£- e

Zwazywszy, ze 0<(™x-v)/ac < 1, mamy wiec T-»+ 00 Przv

(ii) Poniewaz

gdzie X Jest momente,," przetgczenia sterowania w procesie optymalnym w
dtugia horyzoncie czasu (warunek ten wynika z (I)). oraz tj- % — »-0
przy tj—- »+o00 , wiec

X M
ISm»- S s 1« FfTF J (a(t)-p)dt - J Hdt - f (a(t)-]|a)dt
T 1 *0 t L)
piy J a(®)dt < yl|j e~tl7"®) —» O przy |t |—--

Twierdzenie 4.3. (i) Kozwigzaniem zadania (4.26%) - (4.27
Drzy zatozeniu 4.3 jest proces (b*,m*,1*)T nastepujacej postaci:

i dla t £ [tc.T) ,
h*(t)
£ dla te [t.tj.
(m0-d°)e_H(t-to)+ -~-(t-to) ¢ d° dla t£ [tQ,t).
m*(t>
<*PY-a)N -Mt-T) + d(c) dla te [t .tj
ivit-tJ dla t£ [to,x)
(D
Hx)~ t(t-t) dla te [x, ttJ
gdzie d° - (@ /lyC) > 0, d(-©) - (i*(x)/"0+U//-?) > O

moment X spednia warunek t ~ X < t.
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(ii) 30 > o*|TI> 6 li-8 > V M

0 ow 6 d. Zadanie (4.26%) - (4.27") Jest stacjonarnym zadaniem
stepowania z kryterium catkowym, ustalonyrr horyzontem i swobodnym prawym
krancem trajektorii. Z twierdzenia 3.4 otrzymujemy nastepujace warunki
optymalnosci. Oezeli proces (h*,m*,i*;T je9t rozwiezaniem zadania (4.26%)
- (4.277), to rozwiezanie y* m ( , "FAT u®racu r<Genan

Tt YI() “W 0 Ta

Q)
3T Yzt*> »-<fJ*)+I
ze stanem korcowym
y*(t4) - IfE(tL) = 0 (2)
spednia warunek
h*{t) -t , Jezeli 41*(t) > C
(©)

h*(t) - -t . jezeli ip*(r)< C

Rozwiezanie ukdadu réwnan (1) z warunkiem (2) Jest Jednoznaczne, przy
tym

y*(t) - a N2e” t-tI”~(a H_1-1) (t-tl)-a p~2.

Poniewaz » 0, dip*(t)/dt t-t > 0, zatem ~ 0

t£E U_(EJFtN)\Et"J , gdzie t. Jest pewne liczbe dodatnie, 1 wobec tegc

h*(t) »-+t VvVt 6 U (t/jtj) zwazywszy, ze sterowanie moze by¢ nieciegte
tylko w skonczonej liczbie punktéw wewnetrznych horyzontu T. Funkcja y?
zerujfc sie co najwyzej raz na Int T, przy tym (t) < 0 VtET, Je-
zeli |TI' ~ 8 1 zmienia doktadnie raz znak (z dodatniego na ujemny) w oto
czeniu punktu %m ti-6" Jezeli IT |> 6, gdzie 8 Jest dodatnim pier-
wiastkiei” réwnania

(réwnanie to ma dw pierwiastki: 01=0 1 e6 (O, a- jj-)))- Zgodnie
z (3) ste-owanie h* ma wiec \asi epujece postac:
£dla t£ [t X) ,
h ft)
-tdla t£ Q*t ,tl1].
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gdzie % t -8>to, Jezeli |t]”"9 oraz h*(t) m -t VYtfeT, jezeli
|t | >8. Rozwiazujac uktad réwnan rézniczkowych w (4.27%) z pov.yzszyir> ste-
rowaniem, otrzymamy zadany proces (h*,m*, ktéry Jskc jedyny w naszym
zaoaniu spednia warunki opcymalno>ci (1) - (3). Zgodnie z hipoteze
(h) Jest on rozwiezaniem _adania.

Twierdzenie 4.4, (i) 0

|T]>26t = > [m*(t)-m(«) |<t V t6 [tQ+et.tj-Bj] , gdzie m?
Jest optymalne trajektorie majetku produkcyjnego w zadaniu (4.26%) -
- (4,27"). ™ - trajektoria majetku produkcyjnego postaci (4.28) z wa-
runkiem poczetkowym m(tQ) » ( (*1°-t)/ yi~ 0 (i°® - poczatkowa wielkos¢
inwestycji w zadaniu (4.26%) - (4.277))*

(ii), |é#— 5- 1———-'0 przy |t]- »+oo,gdzie 6_’_|‘_. G:T - Srednie stopy
wzrostu aajeticu iT zdefiniowane w (4.18), (4.19).

Dowéd, (i) W twierdzeniu 4.3 (ii) wykazalismy, ze d¥ugosé fazy
konsumpcyjnej w optymalnym procesie wzrostu Jest ograniczona, tzn.
36 >0: ~N 6 horyzontu czasu T dowolnej d+ugosci. WeZmy-
liczbe 0. Oezeli m° - d° - (I°/)J)-C 1/ y?), wtedy m*(t) = m(t)

Vt £ [t0.t3-0]» lezeli «° > d°, wtedy [m(t)-m(t)i<tVt€ [to-+9; ,tt-8J ,
gdzie G “ ~ |(h°-cJ0>/e | . Teze (1) otrzymujemy, biorec St =
m max 6 ,8"}.

(11) Z definicji Srednich stép wzrostu otrzymujemy

a zatem
1 < 9 J Is*(t)-5(t)lde,

przy czym s*(t), T(t) £ (0,1) Vt € T. Zauwazmy, ze s(t) »"./a < 1,
Je*eli t »»o00 oraz s*(t)- - pu/a, Je;:eli t- »m+ 00

, t *1%®;
gdzie 8 Jest ocene diugosci fazy konsumpcyjnej w procesie optyaal-
nyn(nienalezng od dfugosci horyzontu czasu T). stedVt>03 SE O:
t£ [t ==>|*V")-S(D)] <+ (ocena nie zalezy od dtugos-

ci  horyzontu T). Tak wiec

lent” K ITT [ ' <*(*)- 5(t) |dt + J |e*(t)-s(t)|dtj <
T t Ve

< pirf J ©)-»(O)] dt+ ) kdt+ | Is*(t)-5( ) |at | <
1 % te
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<7YrLe+v L (ti-to"e-~0

] 8+8L ) (1- L)+8C .

Ocena tn pozostaje prawdziwa dla dowolnie matej liczoy £>0, Jezeli tylko
horyzont T jest dostatecznie dkugi, a zatem

“mj1-0-0 przy |t]- - + oo

Twierdzenie 4.5. Jezeli spednione Jest zatozeni) 4.37,
woéwczas t (i) wszystkie procesy (i,y)T w uktadzie (4.32") ag rosnace,
(i1) warunek

aHF y(t) < HF 1 (t>< TT y)
Jest rownowazny z nastepuJdecym: 9
i(H) »ex(B[ai()- Jry(D]
™
alt)f ta -1] = « + £°Lt] -

O owd 6 d. (i) Poniewaz 16 Cl t], wiec y£EC t], tzn. para
(i,y)T spednia prawie wszedzie na T réwnanie

->y(® - a 1) y() . (O]
Poniewaz prawa strona tego roéwnania Jest nieujemna na T, zatem

HE yk) > HF y(1) tut “ai®" My°>° Vit 6T

(przy zatozeniu 4.3*) oraz

HF i() > a~ HT" > 0 Vvt e T

(i1) Oezeli para (1,y)T spednia uktad (4.32*), to di(t)/dt > O,
dy(t)/dt >0 na T na podstawie (i), tzn.3 p65° tJ: |j(©) € [o,1] ,

Oezeli w pewnym punkcie t ,ochodn- funkcji 16 C [tJ Jeet nieokre-
Slona, wtedy przyjmujemy a i (0/dt ~ . Hm d 1 (tj/dt.

- t +0
U,,dga ta dotyczy wszystkich rozpatrywanych OaleJ funkcji z klasy C1 [t]-
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i(t) - [i(t) y()+(i- ~oy(t) -
- [GiC- - ) £-JFr /0.

Przyjmujec oznaczenie «(t) - (1- p./a) otrzymujemy (*).

Odwrotnie, wezmy dowolne funkcje cc£ C°£t] : Wbrtoiciami w [}A/atid.
Po podstawieniu roéwnania wzrostu inwestycji (*) 1 rownania wzrostu do-
chodu do (1) otrzymujemy réwnanie

2—2 y() - (@cx(D-p.) y( - @
't

ktérego rozwiezaniem Jest trajektorie dochodu narodowego spe#niajgca wa-
runek

gi- y( - -Ify(t) t-t »xp

X
J (aa(e)-(i)de> o Vt e t.
° 10

Zatem a i(t>- "y(t)> 0, d2y(t)/di >0 na T. Zwazywszy na (1), poa-
tac roéwnania wzrostu dochodu narodowego w (4«32%) oraz réwnani® wzrostu
inwestycji (tH) otrzymujemy

f 3t v(t)<iri{t;< "y(t) vt e t.

Twierazenie 4.6. Rozwiezaniem zadania (4.31”7) - (4.32")
przy zatozeniu 4.3 Jest proces (of.y*, i*)T nastepu |acej postaci:

1 dla t£ [tO,©) ,

£ ala tf£ [x,t] ,

(y°-ad°)e(a“>1)(t-t0)+ado dla te[tQ,t)
y*(t)

y*(t) +[(a-K )yIT(x)-ac°J(t-X)dla t€ [r ,tj.

(i°-pd0)e{a“™ (t"to)+fAdp ala tf£ [tO.t) ,
*(0

1*(t)+ £ [(e- pOi*(t)- p.c°J(t-T ) dla t£ [t ,t1].

gdzie d° - c°/(a- p0> 0,c° =y°-i°>0, yJ> ad®°, L°> pd° . Przy ty«
t = tj-6 > tQ, jezeli T | >0 » 2/(a-p.) oraz X- tQ,Jezeli |t] < 6.
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Dow 6 d. badanie (4.31"*) - (4.52"*) Je9t rtacjonarnym zadaniem ste-
rowania z kryterium catkowym, ustalonym horyzontem i 9wobodnym prawym
krancem trajektorii. Z twierdzenia 3.4 otrzymujemy nastepujace warunki
optymalnosci. Jezeli proces (oc*y*.i*)T Jest rozwiezaniem zadania
(4.31") - (4.32"), to istnieje takie rozwiezanie = (AP, ~2)T uMacu
réwnan

IF B - -p~M>* Luy*(t) H2(D)-1 ,
(1)
“mij;2(t) - -ayl(t)-sa*(t) H2()+i

z warunkiem koncowym

A 1 ) I *0 . (@)
te
ot*(t) « 1, Jezeli y*(0 vy
©))
cx*(t) = , Jezeli if2(t) < O.
Poniewaz y~ftj) *“ d&S2(*)/dt Jt,r * 1 oraz <x*£ C° [u"(¥+;tx) ,
gdzie t Jest pewne liczbe dodatnie, wiyc 3(J >0: Ip*(t) <O
vVt € U“ ("t , tzn. o*(t) » p/a vVt 6 U”&";tl) .Rozwiezujec uktad
réwnan (1) ze strrowaniem c*J, 0(*(t) «p/a w lewostronnym otoczeniu
punktu t~ 1 warunkiem (2), otrzymujemy ~0 € (TT.Y), tzn.

o*(t) -p/a  Vt £ LANi] e Jdzie t * tl-2/(a-p).
Zat6zmy, ze horyzont T Jest dbugi (Jt] > 2/(a-p)). Wtedy Tfcint T.

W punkcie X funkcja t/g Jest rdéznlczkowalna, *(O - 0,

d Y2(t)/dt | tm¥% — 1. tzn. y*(t)>0 Vtfe U‘(tjt) \ (t } . gdzie t Jest
pewne liczbe dodatnie, czyli ox*(t) » 1 Vt6e U-(L;t) \ . Rozwiezujec
uktad rownan (1) z warunkiem Hyfi;) « HAHET) i starowaniem o<*, gdzie

x*(t) - 1 w lewostronnym otoczeniu punktu t, otrzymujemy 1J/t) > 0(tzn.
a*(t) » 1)Vt £ [t ,t). Oezeli zatem |t]|>S, to warunki optymalnosci
() - (3) spetnia proces (oc*,y7i*) ze sterowaniem

1 dla te to.t)
ore(t)
dla t £ [t .tj]-

gdzie Xm 1 -0 Pt , 8»2/(a-jJ".). Trajektorie dochodu narodowego y* 1
inwestycji i* otrzymujemy, rozwiezujec ukdad réwnan rézniczkowych w
(4.32"). Oezeli |T|”b, wtedy warunki optymalnosci spednia proces ze
sterowaniem <Xj. w ktorym ot*(t) «p./a VtE£T. Poniewaz otrzymany pro-
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ces JO9t Jeaynym procesora dopuszczalnym w zadaniu (4,3i"") - (4.32*")
pelnlajecyr warunki optymalnosci (1) - (3), zater.., zgodnie z hipoteze
(H), Jest rozwiezaniem -adania.

T i i 4.7. 16* - 6-_I-——- T +
woi rdzenia 6Y—I 6yT 0 przy |T |} »m+o00
gdzie
4,; -ttt J ar 77N dE -
V I+ T u

y* Jeat optymalng trajektorie dochodu narodowego w zadaniu (4.31) -
-(4 .32) , trajektoria yT ma po9ta¢ (4.33).

Dc w 6 d. Mamy

5. i< L] fi i1 h1 _ ULIL 1dt

yT yT Joys() WD

przy tym y*(t)-i*(t) xc° Vt € [to.*!-6) oraz y(t) - I(t) »
mc° "Vt £T, tzn.

6 *- 6- | < ~jY 1x3~.21i2=§£]dtt f LilILII _ILLIldt1-
>T yT  T*T 1 1 y*(t) y(t) i *y*(t)  y(®
0] Vs

ti

/é dtt r| 'd i.
m Lbly t) y(t) 1 *bl y*(t) y() i

gdzie b « 2/(a~n). Funkcje y*,y rosng do + oo przy t-— - + 00
czylivty 03 > O: t>t0*8t=" | cO/y*(t)-¢°/y(t) |<t

UdziaJ inweatyc Ji (koneumpcji) w dochodzie narodowym w obil procesach
Jest zawsze dodatni i mniejé&zy od Jedncacl, zatem Jezeli horyzont T Jrst
dostatecznie ddugi, |t]>0+64 , to

6l "G/ kifr [ | ¢+ Jdt+ JdJ
*0 V et tl-e
JYJCr+ ) + M -([t]-e - eb)

Teze twierdzenia otrzymujemy zwazywszy, ze 6 moze by¢ dowolnie mate
liczbe dodatnie.
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DODATEK MATEMATYCZNY DO PARAGRAFU 5

Twierdzenie 5.1. Przy zatozeniu 5.1: (i) warunki (5.9*)se
nlesprzeczne dla pewnego horyzontu T wtedy 1 tylko wtedy, gdy q° >
>J, (1) jezeli qg°> ay/(a-p-A), to warunki (5.9") se nlesprzeczne
dla horyzontu T dowolnej d¥ugosci.

Dowo6 d. (1) Koniecznosé. Niech T » [tO-tiJ bedzie horyzontem cza-r
su, na ktorym okre$lony jest dopuszczalny proces "~ rg4j spekniajecy wa-
runki (5.9"). W szczeg6lnosci o Zatbzmy, ze q°-"y
Wéwczas otrzymamy (° « . Trajektoria T z warunkiem poczetkowym
g(t ) > j n postaC nastepujace:

t
q(t) - je~r-P-~~r"rgArg Je(a-r"(t-S)j(e)de,
0
czyli
q(t)< £fe<a-P-*>(t-to)-ay j e(a"”~ X5(“"~de
*0
a sted

dla t > tQ, co przeczy zatozeniu, ze para (¥ ,q)T Jest procesem d}
puszczalnym na T.

Dostatecznos¢. Oezell ¢g°> ~ , to tatwo sprawdzié, ze proc* (G-,q)T,
w ktérym

H-® -3 ., q() = (S0-a. *)e(a-""A)(C ~ <

speinia warun i&.Q’) na przedzgale = SxAN z m°mentem " ’b
-, - KA/ E - PP
(1) Oezell a°~. ~/(a-p-A), to zdefiniowany wyzej proces (£ ,qiT
spednia warunki (5.9%) na horyzoncie T dowolnej dtugosci.

Twierdzenie 5.2. Oezeli para funkcji (» ,q)T sp“dnl« wa-
runki (5.97), to 31«6C°[tI: O<(t)€ [0,1] , £(t) -£ +ex(t)(@Q(t)-g-)
Vt eT.
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Dowédd. Z nieroéwnosci ~ooglt; Vt 6 1 otrzymujemy
y(t)- e £ [o,q(t;-"- Vt £ T, zatem Vt 6 T 3cx(t): Oc(t) € [o0,l] ,
J (B)-£ -<x(®)(@(t) -). Poniewaz 5£C°[t] , qf C° [t), q(O0>£ na
T\ |t } dla dowolnego procesu dopuszczalnego ( /»iec 0(6 C  [tJ.

Zat6zmy, ze istnieje dwie funkcje a:T - "-[o,! , ot":T- -[fJ.1J
z klasy C°[tJ, n

£(t) -£+o((){q()- fi) - jetoc™()(q(t)-£) VEET.
Wéwczas (o< {t)-a"(t))(q(t)- £) =0 na T. Poniewaz q(t)>" na T\{t1l],
wiecoc(t) =cx"(t) VteT\jtl]. Zwazywszy, 2€ o(,o("£CO[t] otrzymujemy
«(t) -<(t) VvVt 6 T.

Twie rdzenie 5.3. Rozwiezaniem zacania (5.13) - (5.14)przy
zatozeniach 5.1, 5.2 Jest proces (cx*.g*)T:

0 dla t£ [t ,Z) ,
HO
1 dla t£ E:,tl .
(q°-dy dera“ A"~ If +0£ dla tf£ ~Q.X)
4% (1) ‘
ge(t)e- (K +T~(t" dla t€ [C.tj.J -

gdzie d = a/(a-p--A); t” tj-8 > 1), Jezeli |t]|>8 « (jj1+A) 1l In d
oraz tmt , Jezeli |t]-"8.

Dow6 d. 7adanie (5.13) - (5.14) jest -Jtacjontrnym zadaniem ste-
rowania z kryterium caltkowym, ustalonym horyzontem i swobodnym prawym
krancem trajektorii. Z twierdzenia 374 otrzymujemy nastepujece warunki
optymalnoéci. Jezeli proces (ot*,gK)T Jest rozwiezaniem zadania (5.13) -
- (6.14)., to istnieje takie rozwiezanie Iy roéwnania

gff(t) - [a(<x*(D-D) +7 + Aly(D)-«*(t) (1)

z warunkiem koncowym

«*(t) w1, Jezeli (q*(t)- ~) VP (@) > O,
(©)
oc*(t) - 0, Jezeli (g*(t)-y) >F(@®) < O,

gdzla y*(t) m 1-a ~(t). A lenacie 5.1 pokazemy, ze w procatle optynal-
nyii trajektoria dochodu narodowego na osobe spednia nieréwnosé
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gq*(t)J>7 £ T, a zatem w poszczegdlnych momentach czasu warto$¢ ete-
rowania optymalnego zalezy od znaku funkcji < . W momencie koncowym L
mamy ~*(*3) "1 i wobec tego a*(t) » 1 vVt 6 IT(E; t7), gdzie + Jeat
pewnv liczbe dodatnie . Rozwlezujec réwnanie (1) z warunkiem (2) 1 ste-
rowaniem ot* z wartos$ciami oc*(t) = 1 w lewostronnym otoczeniu punktu t
otrzymujemy: ifR(t)< I/a (a wl$c <p*(t)> 0) na przedziale (X ,t oraz
y*(1) « I/a (czyli §j*(t) = 0), gdzie X= t%- (jj+A)-1 In V(a-pi-A)]
Zat6zmy, ze X > tQ. Funkcja y* maleje w otoczeniu punktu X , czyli

1I/a (tzn. «p*(t) < 0) VvVt £ U_{LtiX) \ } . gdzie | Jest pewne
liczbe dodatnie. W ten spos6b otrzymuj tmy, ze CX*(t) = 0 w pewnym lewo-
stronnym otoczeniu punktu t . Rozwlezujec réwnanie (1) z warunkiem
(i) « I/a i sterowaniem o* z wartosciami Cc*(t) - 0 w lewostronnym
otoczeniu punktu X , otrzymujemy: t/*() > I/a (cz>li ip*(t) < 0) na prz»

dziale Proces (£¥*,0*)T za sterowaniem
0 dla 16 [t0,X)
0?(t)
1 dla t€ [t ,tl)

1 odpowiadajgce mu z rozwiagzania réwnania i-6znicikoweyo w (5.14) trajek-
torie q*- gdzie t» tL - 6 > tQ (8 m (~+A)-1 In [a/(a-p-A)J , jezeli
IT]> & oraz X» tQ, Jezeli |T|™8 (wtedy x*(t) =1 V t£ T) - Jest
jedynym procesem dopuszczalnym w zadaniu (5.13) - (5.14) spedniajecym
warunki optymalnosci (I) - (3). Zgodnie z hipoteze (H) Jest procesem op-
tymalnym.

Lemat 5.1. Optymalny trajektoria g* w zadaniu (5.13) - (5.14)

spednia warunek g*(t).> V t£ T
Dowod . Zakézmy, ze qg*(t) »” w pewnym punkcie t'6 T. Wtedy
funkcja g* monofonicznie maleje na prz dziale t",t . Z zatozenia

q° > aj/(a-p-A), zatea t° > tQ.

(©)) Oezell t* » t», wtedy g*{t)>"- ~t £T \{t"]| . Rozwiezanie roéw-
nania (I) z twieidzenia 5.3 Jest funkcje clegte na T, ip~ftj) » O a
funkcja - dodatnia w pewnym lewostronnym otoczeniu punktu t*, zatem
ox*() -1 vVte U'(tjtj), gdzie t Jest pewne liczoe dodatnie. Poste-
pujec dalej analogicznie JaK przy dowodzie twierdzenia 5.3, otrzymamy
rozwiezanie (ot*,q*)T:

o dla t£ _t ,t),

dla t£
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(@°-d\ Ye* , K" 1~ t-torvdy dla

a*(O .
g*(t)e-K+A~t-T ) dlg tt [t ,tj.

gdzie d - a/(a-p-~A), t» *1*®. jezeli |t]|>8 = (™A) In d oraz
t* t , jezeli |t]|”8. tatwo sprawdzié, ze w obu przypudk.ch (zaréwno
[t]>Q. Jak i M < 6; warunek g*(tj) m~pocigga za solq gq°< a0/(a-"i-A),cc
przeczy zatozeniu 5.2.

(b) "_akdzmy, ze qg*(t*) =j w punkcie t" 6 int T. Wtedy <}*(?)"£3$"
przedziale (f.t~"J oraz 0¢*(t) =0 Vt 6 U-(st ), gdzie £ Jest pewne
liczby dot™atnie. Rozwiezanien roéwnania roézniczkowego (1) w twierdzeniu
5.3 z warunkiem (2) Jost wowczas funkcja ty*z wartosciami y*(t) -0 na
przedziale [*".* ] 1 wobec tego oc*(t) m O ~7t £ [t",tj <= Poniewaz

q*(t)> £ na [tO,t") oraz y*(t“) m O, wiec ro”umujec podobnie Jak w (d@),

otrzymujemy, ze na przedziale ["to,t”)

dla t€ [t0,t) ,
a *(t)
dla t€ [t ,f)

gazie Z» t’-6, jezeli t"-t0>8 oraz le- tQ, jezeli t"-tQ"b. Tak
wi”c sterowanie <X* Dedzie nastepujacej postaci:

dla t€ [t0,t) ,
i*(b) dla t£ [t ,t7) ,
dla t€ -

Jezeli t"-to”™ 6, wtedy z

a*(f) - g°e-(M")(F-10)
otrzymujemy g°” aj-/(a-p.- A). Oezeli t"-to_>8, wtedy

g*(f) - Lig0® Ha(-K-
*f *
Po podstawieniu t"-C» O m ((atA)”* In d, gdzie d«a/(a-]J.-"), i prza-

Kk aicifiach otrzyaujeay q° « a”™ /(a-jj--A ). w obu przypadkach docho-
przacznonci z zatozenie- 5.2.

Twierdzenii 5.4. Jezeli”™proceu (cx*,g%)-| Jest rozwie uniem
zadania (5.13) - (5.14), a proces (y*g*)T, w ktorym

y*(t) +a* () (a*()-£ )

na
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spednia warunki 15.9” to proces (£*,q*)T Jest rozwiezaniem zadania

(5.87) - (5.97).
Dowoéd. Oznaczmy przez a| | zbiér dopuszczalnych na T procesow
wzrostu (©,q)T spetniajgcych warunki (5.9'). Niech
B[T]“ + VIET,

V(o0i.,q)-j. - dopuszczalnego procesu w zadaniu

(5.13) - (5.14)]

Wéwczas AfTJ —bltJ na Podstawie twierdzenia 5.2. Zatézmy, ze proces
(oc*,q't)T Jest rozwiezaniem zadania (5.13) - (5.14) oraz (je-*,g*)™A tJ,
gdzie funkcja .spetnia warunek (*).
Wtedy

[ird-? Lst]“ f 2 [<a-d>T]

vV(jf,q)6 B [t], V(cx,q):(y,q) 6 b[t], j(t) -J +o0Ot(t)(q(t)-£) ,

gdzie $1[~TJ m J j(t)dt. Pp2[_(a,q)T]- J [y +x(t)(g(t)~g)]dt
T T
Poniewaz ~LTJ ~ B[t], wiec tym barazlej

[xrd vV(,™,q) € A [r]

Tyn samym para (j*.q*)-j Jest procesem optymalnym w zadaniu (5.8') - (5.9%i
Twierdzenie 5.5.16q#-é|—_|t|—*-0 przy |T|—«+o00 |,

gdzie

sq; -TT J 3t g*(t) 777)dt "

5qT “FF / A(t) qITrdt -

g* jest optymalny trajektorie dochodu narodowego na osoDe w zaaanlu
(5.8*) - (5.9'), trajektoria qT ma posta¢ (5.15).

Oo w6 a. Jezeli noryzont czasu T Jest diugi, |[t]>8, wtid/

IV T- 6qT| mTTII - H (uttt- -~y ) - .

/W fr-)* =
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<yl 2™ A t-todtta(tl-t )J -
*0

.Ap[ 2ad°f(a-p- A)"1(l-e"(FI-P “ ¥ )(t_to))+a(t~T)] -

- -I'+= 2ado™ ( a - n - n 1® """ Y+«b I - » O
1

przy |[TR.+ 00 , gdzie b - *1-Xx - (p+t+A)-1lIn[a/(a-p.-A)J ,
d° - [g-a~/(a-p- \)]-1 , g = minjg®,q0} .

Twierdzenie 5.6. Niech spednione bed<* zatozenia 5.1,5.2.
(1) Oezeli para funkcji (©,9)T spednia warunki (5.19*"), to 3101G co [t J:
cx(B)€ [°1)] = y(t)»y +a(t) [(1—Vt6eT . (ii) Oezeli

CXECO[t] , w :T—-[0,11 = J(*) '$* «(t) [(1- J47~)q(0-~j VteT,
q(tc) - q > n™{a-p-\),

gj q(® * (a-p--X)Hq(-a "~ , ™M

to para (*.<1)7 Jeet procesem dopuszczalnym w zadaniu (5.18"") - (5.19"*).
Oowod. (i) Poniewaz ~(t)E [XE(- -)q(t)J VtET

(1-7~)q(*)>y na T (przy zatozeniach 5.1, 5.2), wiec «T:E(t) m

- (I-X(D)E + oc(t)(I- tr-)q(t), a(t)6 [o0,1] VEET.

Sted otrzymujemy ~(t) =j-+oc(t) (- " *)q(t)-yj . Poniewaz Cc° [t]1.
g 6 C° [t], wiec »£C°[t].

(ii) Wezmy dowolne funkcje ot€ £°[t] 2 wartosciami ~ [0O,L . Po poasta-
wieniu ~(0 mg" +<*(t) _(I~ Ja(t)- do (*) otrzymamy réwnanie

a() - (I-oc(t))[(a-p- A)a(t)-j~J ,

ktére Ju rozwiezanie T przy zatozeniach 5.1, 5.2 spetnia waiunek

q(t) > a£/(a-p-A ) VtE T, tzn, (1---Fi-)q(t)-y >0 na Tc Woéwcret
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< tF(0 < (1- -~-)q(t) V&tET

oraz jJE€C°[tJ, tzn. para (ft,q)T speknia warunki (5.19").

Twierdzenie 5.7. Rozwigzaniem zadania (5.18"") -
- (5.19"") przy zatozeniach 5.1, 5.2 Jest proces (a*,q*)T:

0 dla te [to>T).
cx*(t)

1 dla t€ [t.tjJ ,

(q°-dE Yer*-(i kA ,(,“*0)+dy dla te[tQ.t)
g*(t) -

g*(t) dla  t£ [t.tj] ,

gdzie d - a/(a-p.-A ). 3ozeli [ |>6 - I/(a-p--A), to f- tj-8 > tQ,
inaczej X» t .
0

r

D ow 6 a. Zadanie (5.18"")-(5.19" *) Jest atacjonarnyn zadbnlem
sterowania z kryterium catkowym, ustalonym horyzontem i swobodnym prawym
krancem trajektorii. Z twierdzenia 3.4 otrzymujemy nastepujece warunki
optymalnosci. Jezeli proces (<x*,q*)T Jest rozwiezaniem zadania) 5.18""")
- (5.19""), to istnieje takie rozwiezanie ip* réwnania rézniczkowego

st M - (a-p- A)] @()-1) i () - -2iLLl d)

z warunkiem koncowym

ip**) -0, (2)
ze

oc*(t) « 1, Jezeli iffy > O,

3

X*(t) » 0, Jezeli vp*(H)<C O, ®

gdzie f*(t) -[(1- "i.)g*(t)-yj<l-a w{D)"i
Poniewaz
(1- )gq(t)- 2 > 0 VEET.

dla dowolnego procesu dopuszczalnego (ol .q)T, oraz f*tC°[T], yA tx) -

-0, wltc f*(t) > 0 Vt€ iTfc*;n), czyli <X*(t) - 1 w pewnym Le-
wostronnym & -otoczeniu punktu tj, gdzie £ jeat liczb* dodatnia.
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Rozwiezujec réwnanit (1) z warunkiem (2) i1 sterowania* ot* z wartosciami
«*{) o1 na iTJI+;”) otrzymujemy

v () - (-»a* -ft(t-tj

ozyli y*(t)< I/a (tzn. <p*(t)> 0) na przeazlale (T-tjj , 't-
« tj-1/ta-p-A ). Zakézmy, ze "Seint T (Jezeli 1 < t0, to oc*(t) »

i Vt6T),W punkcie X funkcja y* Jest roézniczKowelna, ij/~() - 1/a,
dy*(t)/dt | « -1+(p+X+/»<0. tzn- y*{t)> I/a (czyli P® < 0)
Vt 6 u“(£;t ), gdzie +t Jest pewni} liczbe dodatnie. Rozwiezujec roéwnanie
(1) z warunkiem ~*(t) - I/a i utorowaniem &\J. z wjrtosciami oe”t) -0
w lewostronnym otoczeniu punktu % otrzymujemy

1 wobec tego tf*(t) > if* (f*(t) < 0. czyli oc*(t) - 0) na przedziale
[tO,t). Dozeli horyzont T Jeet d#ugi, |t]|>0 - 1/(a-p-A), wtedy
warunki optymalnosci (1) - (3; spednia Jedynie proces (a*,q*)T, w ktérym
.terowanie ma postac

0 dla te [tO,t),

i dla te |t -tj] ,

moment przeipczjnla sterowjnia !m tj-®. trajektorie qE otrzymujemy =z
muzwiezaria roéwnania rézniczkowego w (5.19°"7). Oezeli |t~ 6, wtedy
proces ten redukuje sie do bardzo prostej postaci oc*(t) - 1, g*(t) - q
Vt € T. Zgodnie z hipoteze (H) proces ten Je-it rozwiezaniem zadania.

Twierdzenie 5.9. W uktadzie (5.24) warunek (5.2i1) Jest
rownowazny z (5.26),

O ow 6 d. Oezeli zachodzi warunek (5.21), to 3cxfc C°[T]
gf—- y{t) - a(t)(i- N og(t), «(t) e [o.i]VtE€ijo.

Zwazywszy na (5.22) otrzymujemy
gi-~(t) - oc()d- -iiiA) [(a-" - X)q(t)-a fI(O] ,

a po podstawieniu

10 Z zatozenia e€Cl[Tj.
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- p (O)[(a-p- A>ql0-«. y(t)J ,
gdzia p(L)EFD.i- P€2°[tJ.

Wezny z kolei dowolne funkcje pt C°[t] =z wartoiciaMi p(t)€~0Fl -

- - = Pokazeay, ze istnieje dopuszczalny procee QFf.Q)T spetniajecy
warunek (5,21). Po podstawieniu

o - Jact) ~ qg(t) - cx(o)(d- tili) qt]
do
oA - (@-p-A) g-a(t)-a”r (O

otrzynujeay rownanie

ir-FIIt) - (1-*(t))(a-p- \) 4- q(t).
dt r at

cx(t)e [o.ij - «e c°[t],

gdzie dq(t;/~t t-t > 0 (przy zatozeniach 5.1, 5.2%), ktérego rozwija-
nie (wzgledem dq(t);)dt)
- t
q(®) - qg(OL»t exp / U-<*feWa-p-A )de

Jeat dodatnie i nienalejece. W szczeg6lnosci
G- 42y | qp>0  vteeT .
Wéwczas
°<3t at- NEET

Twierdzenie 5.10. Rozw”.azamea zadania (5.27) - (5.28)przy
zatozeniach 5.1, 5.2" Jest proce*

0 dla te [tO,T;)
plt) -
1 dla t€ [t .tj]
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(q0-djj°)o(,- A" X)(t"to) tdj° dU

q* ()
[(=-M -X)<?*(c)-a$°](t-C)V(t) dla

f al« te[t0.1)
“(0
g*(t;).(a-H - X) 50J(t-t)+y0 dla te[t,tj,

gdzie d « a/(a-fl. - A). Oezeli IT|> 0 - 2/(a-p-X), to "E"tl1“ e ~>t0*
W pozoat«tych przypadkach 't« tQ.

Dowéd. Zadaniu (5.27) - (5.28) Jest .tacjonarnym zadaniem stero-
wania z kryterium catkowym, ustalonym horyzontom i swobodnym piawym Kkran-

cem trajektorii. Z twierdzenia 3,4 otrzymujemy r.astepujece warunki op-

tymalnos$ci. Oezeli proce* (ft*.g*.€*)T J“8t rozwigzaniem zadania  (5.27) -

- (5.28), to lotnieje takie rozwiezanie u,thadu réwnan

Tt 470 - -(a- VLAY (Y1 (D) +p.ID) y 2(1)),

Y2 » alr 0+ [P y2m-i

z warunkiem korncowyn

yJuj) - n2n1n s oer (2)
ze
@ - 1- . jezeli <B*@® > 0
€)
P*(t) -0 , Jezeli  vp*(t) < O,

gdzie ~*(t) - [(a- B A)g*(t)-a t1] " 21§~
Poniewaz (a-p.- X)g*(t)<a (t)> 0 Vt 6 T (zob.dowéd poprzednia

go twierdzenia), wiec znak funkcji if~AJest takt sam. Jak znak funkcji yz
Z ukdadu réwnan (i) z warunkiem (2) otrzymi/Jamy
vy - a- M(O-t+tj)

a rted, po podstawieniu do drugiego réwnania w (1)i

1"-yl1(®) - aviE® [ IO+ - J-a(l- J~) (t-tx)-I. (O
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Poniewaz dyl(t)/dt je_t* _1. Y2&C°LT]"

wiec 1)A*5 > 0 (a.Tatom @(*(®) - I-(JatA)e) Vit e UT(t;t)),

gdzie t ject pewne liczbe dodatni,. Ro.«i .zanic réwnania (4) z warunkiem
‘0 1 9t8rowaniem (¥ z wartoSciami p*(t) - I-(JatA)/a w le-
wostronnym otoczeniu punktu tt Jest dodatnie na przedziale ("C.tj),
N tj-2/Ja-p- A). Jezeli horyzont czfou T jeat krotki, [e|l<r £ »
- 2/(a-p-A), wtedy p*(t) » I-(p+tA )/a Vt £ T. Jezeli ITlI> 8,
wtedy p*(t) » I-(p*A)/a VtE( "t,tlJ. W punkcie % funkcja iJ/£ jest
rézniczkowalna, @*(t) - o oraz d4"t)/dt] t,t=2, tzn. I}/E£()< o
VtEU {tj , czyli  (#(®) = 0 w pewnym jewostronnyro £ -otoczeniu
punktu t . Rozwiezujec réwnanie (4) ze sterowaniem I3 z ...irtosSciami
-0 V t£ U (L; X\ {t} 1 warunkiem %(C) m 0 otrzymujemy
iJi£(0< 0 nj przedziale *,-%). a zaterrf [I*(t) - O Vi £ [tQlt).
Tak wiec. Jezeli horyzont czasu T Jest dtugi, |t ]|>8 , wtedy

0 dla t£ [to,t)

#F®
1_hii dla tS [t .tj.

Proces 1p7,q",”M)T z powyzszym sterowaniem i odpowiadajacymi mu z roz-
wiazania ukfadu réwnan w (5.28) trajektoriami g*, Jest w zadaniu
(5.27) - (5.28) Jedynym procesem dopuszczalnym upewniajgcym warunki op-
tymalnosci (I) - (3). Zgodnie z hipoteze (H) Jest wiec rozwigzaniem tego
zadania.

DODATEK MATEMATYCZNY DO PARAGRAFU 6

Twierdzenie 6.1. Przy zatozeniu 5.1 rozwiezanie zadania
(6.15) - (6.16) t nastepujace.
M) Jezeli > [ak /(p+A)]“ 11_t , wtedy rozwiezaniem zadania Jest

proces (s*,u*)T:

0 dla  t£ [t,,.”)
«*to dla te [z/°r?)
0 dla  t£ | 2*tjJ
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uoo-("X) (t-to) dla tf£ [to> ti) f

ur(t) =< uMty) al_t 1 dla te [t4, 12)

u*(t2) roo.
dla t€ LM.tJ >

gdzie 9 ot 4+ w/(1l- L)(p-+A)] £ (0,1). Jezeli horyzont czasu T Jest
krétki, |T] 7P n d4 + "P2*n d2° wte<y i “ ~2 (™wczaB o*(t) = O,
u*(t) - u°exp M"-(p+ A)(L_t0)] Vte T)11. Jezeli |t] >~1In dj +

+7£21In d2, wtedy t0 < I<” A1l “ ro+ FlIn dI* ~2 “ *1*f2In d2¢
gdzie ~ » (- £) [\M1- c)(y-*A)] > O, « [(p-+A)-v] -1>0, d4*“
- u°[(+ A)/a+ ] 1/,1_+)> 1, d2 - (p+tA)/ [v? (- b)(p- +A)] > 1.

(11) Jezeli £at /(pt A) 1 *"~, wtrdy rozwiezaniem zadania
Jest pr )ce9 (e*,u*)T:

dla tt€ [tQ,X)
*(t)
dla t£ [t .t

u % ~ @O ya o 6 Fe L0,

u*(t)

przy czym X» to, jezeli |t |” >2in d2 (wtedy s*(t) =0, u*(t) =
» u°exp [- (p +A Vt £ T) oraz X= tj- "R2In d2 ~ ro" Jezeli
ITI>vp2In d2> Oci ny parametrow s,” ,d2 ee analogiczne Jak w (1.).

(lii) Jezeli u° < [at/fp +A) 11/ (1~-L-)| wtedy rozwiezaniem zadania
Jaat proci 8 (8*,u*)Ts

dla  t£ W -
S*(t) dla  te ~t1(t2) ,
dla  te ., -

11 przypominamy, ze przyjelismy, iz \T° tg) m fi, Jezeli
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{[(O Vi.-C)

dla  t 6 [t0.Ti).

u*(t) - unr-tj) eln * A dla te[t1>t2),

ur(t2) ,FiH+A) (t-V  dia te[x2.tj.

Jezeli |TI?ip3In d3 , wtedy Ww*wcz"9  «*(t)»0, u*(t) -
-~ucexp {-(p+ X )(t-tQ;j Vt 6 T). Oezeli Ff3In d3< |T|< ~2In d2+
+ ¢ in d4, wtedy -T £ (t~-tj- ~2In 9dzle moment T Je»t

pierwiastkiem réwnania =

1+d(t)s*“ » e w21(C _t:". ™

w ktorym d(t) » [v- t( +AY Qux(v)f' & at , u*(t) Jest technicznym uz-
brojeniem pracy w momencie t m procesie (s".uM)”. ze sterowaniem

s*(t) » 1 na przedziale "0"’H) * warunkiem u*(t0) » u

Oezeli |Tj > >2In dg + "I n dA, wteay tc < %l < t2 < t°, 1 Xo +

* f4ln d4, t2 - ta- >2In d2, gdzie: ~3 - [#( |]a+A )-vj-1>0, it4 -
- [v+(I-£)( M+X)]-1> O, d3 - at(u°) +°1/L»¥{u°)+ 1-4(k+A) +~>1.
d4 -[c-(u°)l-t3/[c-at/(p+X)JI>l. ¢ - -(1- t)/ [v* (fx+ A){1- £)J.
Oceny pozostatych parametréw nie zmienlaje sie.

Dowod. Zadanie C6.15) - (6.1&) Jeut niestacjonarnym zadaniem ste-

rowania z kryterium catkowym 1 swobodnym prawy krancem trajektorii.
Z twierdzenia 3.5 wynikaj? nastepujace warunki optymalnosci. Oezeli pro-

ce< {s*,u*)T Jest rozwiezaniem zadania, to istnieje takie rozwiezanie
réwnania
gt y(t) - -[et s~t) u*(i)t_le V*t_to*-~-Aj ~(t) -
: (1
-a<jt (I-s,((t))u*(t)L_leV(t-to)
z warunkiem konhAcowym
ij/tfj.) - 0. * (2)
76
* t) » 1, Jezeli vB*(M®) > O,
(©)

o"x(t) » 0, Jezeli ~*(0 < 0,
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gdzie f*(t) - y*(t)-e.
Ponl-swaz y *(t”~) - O, C°[t], wiec ~*(0 < O (tzn. s*(t) - O)

Vt€ U"(L;tl)1l gdzie + Jeat p-inj liczbo dodatnig.

Rozwiezujec ukdad réwnan

gi-u(t) » ia(t)ub(t)e” t-tor-¢ p + XHu(t)

3fip(t) - -[Me(t)t.L-1(UeVn_ttP-~-A] vp(t) - (4)

—agE, {l-s(t)>ut”1{t)ev™ _Co"

na pétoei [tQ, +o00 ) z funkcje sEt + ~ ) z wartu-Sciarri s(t)« 1 na

[tQ,+ oo }, i warunkiem poczetkowym (u(t ),jp(t )) > O stwierdzamy, ze

trajektoria urt +~ j Jeet wypukta do dctu i dodatnia Vu(tQ) > O

oraz u(t)- »-+ 00 przy t-—* +o00 . Przy z&lozenlu 6.1 funkcja

y rt +o00 ) z warunkiam ~(*o) ™ O ma n*° wiecej niz Jeden punkt prze-
*

giecia (dy(t)/dt - 0) oraz iy(t)— » + oo przy t- + 00 . Zatem40
je-fo ft.t. > 0 ==» y(t)s Y'Yy vrst, (5)

Zak6zmy, ze funkcja D~ w warunkach optymalnosci (1) - (3) Jeat ta-
ka,iz y*(t0)> (czyli s*(t) » 1) Vt € U+(£.{to) 5, gdzie ¢t Jest
pewne liczbe doajtnie. Poniewaz 4/*£C°[t], Hif(t 1 « 0, zatem istnieje
punkt® X£ int T, w ktéorym uM(O » ¢, ip*(t)>» Vt<l , oraz takie roz-
wiezanie (u.yjr ,+ oo ) uktadu réwnan (4), to t<aje«torla lyrt 4Co

. e’ R rm L o"
Jest tozsama z I n przedziale tQ,XJ .

Jednoczes$nie d iy*(t)/dt jt-t ™~ o i y*(t)<e VtfcT,t>T Rze-
czywiscie, zaktadajec, ze d iy*(t)/dt 0 otrzymalibys$my y*(t)>">
Vt 6 T, t /Z (zob.(5)), co Jest niemozliwe zwazywszy na (2). Dezeli
d y*(t)/dt Jt=x O i if*(t)>e w pewnym punkcie tC T,t>t ,wte-
dy i]/*(e)>e ,s*(8)-1, d y*(t)/dt g0 >0 dla pewnego 6 £ (t,t] 1
zgodnie z (5) IPP(tY> VteT, t~O, co znowu Jest sprzbczne z (2).
Reasumuje c, Jezeli funkcja ij;* w warunkach optymalnosci (1) - (3
Jest taka, ze ip*(10)> ‘Y .wbéwczas istnisje punkt Z€£ int T, w ktérym
iy*(t) -f . yt t)>p Vte[tO,t) oraz t)<? Vte(x,tlJ. Na przedziale

t0 .t) sterowanie s*(t) - 1.

Zamiast warunku dy (t)/dt]t=tf > 0 wystarczy stabszy warunek
lim du (t)/dt > 0.
t- ~t*+0 1
13 U+(L;to) oznacza prawostronne £ -otoczenie punktu t , tzn.

U+U ;t0) - {t€U(t,t0) : t > tO} .
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Zakb6zmy teraz, ze if*(to)dL 9 . Wéwczas aibc y*(t)<<j na AJtJ ,

czyli s#() =0 £T, albo I™(t) »9 w pewnym punkcie tE int T,
ip*{t)<J Vi<t .Przypadek d HA( )/tft ) > 0 Jest niemozliwy,

poniewaz wtedy y*(t)>o0 (czyli a*(t) - 1) VtET, t>t . Podobnie
niemozliwy jest przypadek d 4/ t)/dt] ~ < o, #(t™>> 9 w pewn/m
punkcie t"LT, t’>C . Zatem, jezeli funkcja w warunkach optynal-
nosci Jest taka, ze 1ij,*(t0><9 ,to albo y*(t)<9 (wéwczas s*(t) =

» 0) Vvt £T, albo istnieje taki punkt X £ int T, ze |I|/*(t) * 9,

y*(t)< 2 (czyli s*(t) =0) Vt £[to,t) oraz )< » vVt £ (t.tj
Zatézmy wreszcie, ze I™(tQ) =0 . Rozumujec jak poprzednio, otrzymamy
1J/7(tKe VtET.
Pokazemy, ze Jezeli funkcja w warunkach optymalnosci (1) - (3)
Jest taka, ze > =9 \<A2), to  iye) -9
Vt £ LV\j* w ty" celu rozpatrzmy rozwiezanie uktadu réwnan (4) na pot-
osi [t\+ 00 ) z dowolnie wybranym punKtem t*, funkcje s 2z wartoSciami
s(t)= 0 V te[t”,+ 00 ) i warunkiem u(t’) > 0. Trrjektoria
u[t",+ oo ) Jedt wypukta do doku i maieject,, fFfunkcja 40, +7" ) ma nie
wiecej niz Jeden punkt przegiecia, przy czym Jezeli punkt taki istnieje,
to I|/® »-00 przy t--+00 .Z Dtychcza3owych wywodéw wynika,ze
Y*(t)<9 VtE Zaktozmy, ze y*(X'$<9 , t"e U 1,XZ). lIstnie-
je zatem punkt X° £ (tj.1?"), w ktérym dy*(t)/dt 11=%a = 0, W*[X°)<O
oraz takie rozwiezanie uktadu réwnan (4) okreslone na pétosl [rj , + 00 )

z punktem ,t2) i funKcle s =z wartosciami s(t) =0
VtE[t<,+ 00 ) , ze na pewnym przedziale (T",TE)C (%x,r2) zawierajecym
punkt % funkcja vy. Jest tozsama z U>?,

[r 00) tt

dA(t)/dtL to - or dy(t)/dt 1 x. >0, lim w(t) - -00,
1 2 t—-%+cC

a wiec na co najmniej dwa punkty przeglecia na pétosi oo ),

J.st niemozliw* +4.Zat*«i, albo If*(t) -9 tylko w jednym punkcie X6T,
<tl( albo IS*®) -9 na pewnym przedziale [tj.TgJCT" ~2< W

Rozwiezujec uk#ad réwnan (4) z warunkiem y*(t) -9 na przedziale
[i~"2) ¢ T, otrzymujemy

u*(t) - uel_t ~ N

®
s*(t) - s - E[H+v/(i-e ). * AN ,
gdzie u»[at/C ,IKA D) 1 £/,
14 -
Na przedziale (T~"Tg) sterowanie s*(t) - 0, ~.atem (z T~

5
Przejscie od domknietego przedziatu AT #T~Jdo poétotwartego prze-
dziatu zwiezane Jefct z whasciwoscle sterowania, ktori w punk-
tach nieclegtosci Jest clegte prawostronnie.



Tak wiec: (@) jeze-li funkcja ij* w warunkach optymalnosci M-

spednia wa. unek §|*™(t0) ~ . to odpowiada jej sterowanie S\ ,
dla t 6 *o_V
S*(t) dli t €
dla t £
gdzie £ iInt T, ¢t "ty (b) Jezeli iy * ( .wledy sterowanie

-J na postac

0 .dla t £ UV YV e
**(t) i S dla t e J1*C2N "
0 dla t 6 Tg-tjJ ,
int T, A mpe (c) Jezeli , 0] -
e dla t 6 *0"N) -

s*(t) m<
(0] dla t £ <11J <

gdzie ttT, t< *ie

Pogota¢ stertowania zalezy od poczgtko*> igo technicznego uzbrojenia pra-
cy u° i dhugosci horyzontu czasu T.

1°. u°>[at/(H.*A ) . Zat6zmv najpierw, ze horyzont czasu T
Jest dtugil6. Nierdownosé¢ ty niezaleznie od dfugosci horyzontu nie
moze zachodzi¢, poniewaz z (a) wynika wéwczas, ze d IPD*(i)/dt | Q
co Jest niemozliwe zwazywtzy na (5) i warunek (2). Zatem ,sked
otrzymujemy, ze s*(t) -0 Vvt ftlio,1”), gdzie

X1 -V flIn di vV
jest punktem, w ktérym nastepuje ,,sklnjenie* ” ee9n*ptu trajek-
torii u* odpowiadajacego irtowanli e*(t) - 0 z jej [t1,®) - seg-

mentem postaci (6), ~-(l-t)/ V +(1- ©)(j>+A)I>0,

A“HeFY W UL E)p I

Ocene d¥ugosci noryzontu poatmy pézniej.

*7 Uu° oznacza poczeMowe techniczne uzbrojenie pracy w zadaniu (6.1%) -
- (6.1b).
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Podobnie nozna oceni¢ diugos¢ drugiej fazy konsumpcyjnej (przedziat
[t2>t ), w ktérej ponownie s*(t)«0 zwazywszy, ze w fazie tej funkcja
spednia réwnanie

i]/(t). - art (ur(B)) the v(t-to)+( X) y(t)

otaz warunki ~"*(zz) m< . 1|/A()«0, gdzie u*(t) =
- u*(I2)fxp(-Cu +X ) (t-X2)} . u*(X2)- u exp [ & - (t2-tOv},

(um [at/(FA+A)JI1-LN). Rozwiezujec powyzsze roéwnanie,po przeksztat-
ceniach otrzynujemy

Z2 " *1" f2In d2 * n

gdzie ~2- [t(pi+A) - -1 >0, d2»(n+X)/ v*(1l- £)(p +A)] > 1.
W fazie Srodkowej (przedziat [tj.t?)) 8*(t) » s,

ur(t) - ux( t1)exP{i r r * U mu °xp{ * Jezeli wle® p°~
czetkowe techniczne uzbrojenie pracy u°> [at/( p-+\1 Ii-£) ~  hory-
zont czasu T Jest dtugi, |t]> d3* \fR1ln *2° wtady warunki optymal-
noscl (1) - (3) speinia proces "**,u*)T ze st-erowaniem typu (b) i nomein—-
taml Jego przetaczenia zdefiniowanymi w (7), (8). Jezeli horyzont czasu T

Jsst kroéotki, |T "Pilo di + ~2~"° d2* wéwczas warunki optymalnosci spek-
nia proces ze sterowaniem tozsamo$¢lowo réwnym O. Im dduzszy Jest hory-
zont, tym dduzsza Jest taza Srodkowa tj. przedziat [t". t2).

2°. u° m[at/tp+Al Rozumowanie podobne do opisanego szcze-
gétowo w 1° prohalzl do wnlot>ku, ze warunki optymalnosci (1) - (3) spet-
nia proces (s*,u*)T ze sterowaniem typu (c) 1 momentem przekaczenia

t- tx- f2In d2

Jezeli IT |=>>2In d2, oraz sterowaniem tozbamosciowo réwnym O, Jezeli
ITI< wW2In d,,. Jrzy |t]—-+ uo rosnie dtugos¢ przedzl-+tu [10,%€C)-
3°. u°< JalL/( Wtedy d A*?*)/dt It_to <01 wo-
bec tego -jterowanii b* Jest tvpu (a) lub s*(t)= 0 VEET. Drugi
przypadek zachodzi wéwczas, ydy |t|» d3< gdzie
h m -vj -1 > d3- a t(UO)L“V[«k.(u°)L“1- #(Ju+A) +v] > 1.
Ocena d#ugosci horyzontu przebiega podobnie, Jak ocena d¥ugosci przedzia-
u [2°213 w 10" n“lezy zamiast tg, u*( 12) wziic tff, u°.
Jezeli | T|>73In dj, to sterowanie s* Jest typu la), przy czym faz

Srodkowa (przedziat ti# T2)) pojawia sie dopiero wéwczas, gdy
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ITI > f2In d2 + "?24In d4 “ "~dzde f4c (v @+A)(A-L)]-1,
d4 » [c-(u°)1_t] /7 [c-at/(p-+A)JI> 1, c =a(l-L)/ v+(p.-+A-t-)].

Oceny parametrow *®2, ~2 nie zmlenlaje sie. Wtedy

A~ -V fe1t d4 .

*2 7 tf f2In d2 *

r <
gdzie Jest punktem przeciecia [tQ. Uj) - segmentu trajektorii u*
z warunkiem poczetkowym u*(tQ) » u°(oopowiadejacego sterowaniu s*(t) -
n 1) z JoJ T, Xz) - segmentem postaci (6); ocena momentu t2 przela-

czenie sterowania z s na O pozostaje taka sama. Jak w 1°. Przy
ITEF-too rosnie dhugos¢ fazy Srodkowej (przedziat czasu [ Xx»,

Jezeli fr 13 P2 °2 + d4 " woéwczas znika faza Srod-
kowa,

Ty mt2 *t e int T ,

gdzie x Jest pierwiastkiem réwnani? (*). Ocene momentu X przekgczenia
sterowania z 1 na O otrzymujemy podobnie, Jak ocene momentu X2 w 1°,

nalezy tylKo przyjac X,u*[X) zamijst T2, u*(t2), gdzie u*(T) Jeet
technicznym uzbrojeniem pracy w momencie X w proceeie (s*,u%).j. ze ste-
rowaniem s*(t) - 1 na przedziale [t ,t ) 1 wkrunkiem poczgtkowym
ur(to) “ u°*

Jezeli znane Jeet poczatkowe techniczne uzDrolJenie pracy oraz d¥ugosé
horyzontu czauu T, wtedy prorbs {**, u*)T spudnlijacy warunki optymbl-
noscl (1) - (3) Jeet okreslony Jednoznacznie. Zgudnle z hipoteza (h) pro-
ces tan jest rozwiazaniem zadania.

Twierdzenie 6.2, (i) ou* ——«\2/(1- +) przy

1T j— -+ 00 , gdzie

Sa -W J « “*(,)NTT * m

u* Jeet optymalng trajektoriag technicznego uzbrojenia pracy w zaaaniu
(6.15) - (6.16).

Dowéd . Jezeli |T]>2 9, to

5u* < ] T rt( tAt (ItN 2e'J— irr

przy |T|- *oo . gdzie o”. max {~ AA A ACE)} .
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<V m“;{irr -9up _6u*(t)} - S5urt) C {iru, (D) -"rr *
te [tre.t]

Twierdzenie .. “BZEL.. vaod
VO=-KOEH)O -

r(the [o,w(t)J ,
g- u(® > 0. je(® > 8" w(H

™

w uktadzie (6.21) se réwnowazne z nastepujacymis

CUURED (o AQ).

o) « Ps® &Cw(+-e(D)W)-{f.+xM0) ] , )
e(t)ef[o,1J ,ee C°[tJ.

Dowod . Koniecznos$¢. Oezell funkcje (u,w, g <r)j apekniaje wa-
runki (6.21), wéwczas po prostych przeksztakceniach otrzymujemy

u(t)« w(t)-(p +A)u(t)- " JIfU) . @

6(0< HI® VOEAVD . g

Poniewaz £6 C°[t] oraz wu,w 6 ~[t], wlec Istnieje taka funkcja
s: T—-[0.i] , se C°[t], ze

"O-HEOEOOCG )0 o

Po podstawieniu (3) do (1) otrzymujemy rownenle

" Q- - HOGAN], 0

ktére spedniaj; funkcja (e,u,w)T. Zatem jezeli funkcje (u,w,jj-,r)T spet-
niaj; werunki (*-), to istnieje take funkcja 8", ze czwdérke (s,u,w, )T
~pednia warunki ().

Oostatecznos$¢. Zatoézny, ze funkcje (s.u.w, M) T spedniaje warunki (#).
Pokazamy, ze funkcje (u,w, ,r)y , gdzie r(t) = w(t)-( "y(t), eDeinia-
je warunki (rt).

Wezmy HowoLne funkcje siT - — [of& , s € C° ” . Rozwiezaniem réwnanie
(4) z werunkiem poczatkowym u(to; m u° 0, po podstawieniu w(t) «
» auk(t)exp ~v(t-tQ) Jest przy zetozcnlu 6.2 dodatnia, przynajmniej

stebo roeneca funkcja uT, tzn. du(t)/dt 0 VtET, przy czym zawsze
(1- uc)w(t)-(p-+A)u(t) > 0. Wéwczas
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0 < @Yow(t) < E£(0< <0 VFET.

Poniewaz r(t) «w(t)- wiec r(t) £[o,w(t)] V t€T oraz
r 6 C° 1 . Natomiast z (4), zwazywszy ze

r(H-Cp +AJHUC) - e(HLA - 6°Hwitj-1p +AHu()] ,
otrzymujemy

u(® - r(o-( pI_AU(t)

Twierdzenie 6.4, Prk.y zatozoniach 6.1, 6.2 rozwiezanie
zadania (6.20") - (6.217) Jest nuetepujece.

) Oezell wyjsciowe techniczne uzbrojenie oraé¢/ u°£ (u>umax) gdzie

u»[af{1- 6°)/(p+A )j1/(1" C) . umax - wtedy rozwiezaniem

zadania Jest procee (@*,u*)T;

da te6 [tQ tj) ,
a*(t) m dla t€ [tj. t2) .
da t£ 2%l

N tTfa *c(*o.y =
_ TT "HWTi/ r
u*(t) uMtjJe r 1 dla tE [~.Tg) -

u*(T2) dla te [tfc.y ,

gdzie a « VL/( p+ A)(1-t) £ (0,1). Jezeli horyzont cz.tu T Jeet krét-
ki, |Tl<v®-In oj + d,, to » t2 (wtedy s*(t) » O u*(t) -

- u° VtT). Jezeli |T|>V-1In dx + a2, D m-g.\ =

m t0+ V™1llIn dj, X2 Jeet pierwiastkiem réwnania
1+ N +V(tk- X2) -e (21”7 J ™*
gdzie dj . (u)"Ig=X)/*#(1- <) > d2 " o1t xz N
(ii) Obleli wu° - u, wtedy rozwiezaniem zadania jeet procee (s*,u*).pi
dla te[to,T),

s*(H)
dla te [X .tj ,
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- - (-t )
j°o 1-t 0 dla ite [to,X),
u*(t)
u*(r) dia
przy czym X » tQ, jezeli |T]<. d2 oraz N N ti> ¢ pierwiastek
réwnania (*) (po podstawieniu X zamiast tg), jezeli It] > d2. uceny

<o tttedy rozwigzaniem zadania Jest proces

! dla’ € 145 TIne
8*(t) *es dla tf X1,1z2)
0 dla te

(% X )(1- £)(E-to)+ctV(t-t0)]jV ( -t )
dla te~r~Tj)

u*(t) (t- tx)
dla t£ [£1,T2)

u*(12) dla te6 IT2"*I1"
gdzie c = a(1l- L)/ [v+(P+tA)(@-E)I = Jezeli |T|™ dj, to

« X2 “ *0 (wtedy e*(t) m 0, u*(t) m u° VtET), gdzie

dj » X -tQ> 0, moment z Jest pierwiaetkiem rdéwnania

fi+ + *<-Fe> to>- («*)
w Ktorym ot(l- 6°) (uHL“L/(ijin+ A)e Jezeli d3<]|T|” d2 +~2In dM,
wtedy -t2 -X € ~to,ti"d2] ' 97zie PR -[v+(p+X)(1-L)”l, <A m

« [ c-Cu°)1_t(1- 6°)-13 / [c-ac (p.+A)-+J > 1, moment t Jeat plern-last
kiem réwnania

i
i|-[i+(P + A) (t1-t)](u>,(t;))1-t - (67F,i-to)-.v(t-to))(i- 6™),
C#%)

w ktorym u*(T) Jest technicznym uzbrojeniem pracy w lonncli X m pt™s
ceeie (e*,u¥).|. ze sterowaniem e*(t) m 1 na przedziale i menmv
kie* poczatkowym u**(tQ@ m u°. Jezeli B t> d2+ >p2™n "4 *tedy

to < Xz < t2 < tiIf m tQ+ ~2In d4, x2 Jeet pitmliitkl** r4w+

nania (x).Oceny pozostatych peraaatréw nie zaieniaj* elf*
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Dowod przebiega podobnie. Jak dowéd twierdzenia 6.1. Zaaanle
(6.20) - (6.21) Jest niestacjonarnym zadaniem sterowania z kryterium cat-
kowyii 1 swobodnym pranym krancem tiajektoril, a wiec tego samego typu, co
zabanie (6.1S>) - (6.16). Z twierdzenj.3 3.5 otrzymujemy nastepujace W~
runkKl optymalnosci. Oezeli proces (s*,u*)T jest rozwigzaniem zadania, to

istniejj takie rozwiezanie réwnania
gf ~(t) - [RQUA-L*@®))+B*() y (DI = [at (1-~Ju* (B)L_leV t_to®
-K-A] (D)

z warunkiem koncowym

/(tl) -0, (2)
ze
a*(t) - 1, jJezeli iy*(t)>e ,
1 (©)
s*(t) o, jezeli ily(t)<@
Poniewaz y*(tl) m O, C°[t], wiec wnioskujemy, ie

s*(t) m O vVt €U-( E.tj), gdzie t - pewna liczba dodatnia.
Rozpatrzmy kolejno trzy przypadki, zaktadajgc rézny poziom wyjsciowe-
go technicznego uzbrojenia pracy u°.

1°. u° £ (u,u")BX) (nieréwnos¢ u° < U0« odpowiada zatozeniu 6.2).
Rozwigzanie ukdadu réwnan

[fUCL) - s(b) [(1- 6°)aut(t)eV(t-to)-(K +A)u(t)] -

(4)
yf*) - " [N1-8(«))+=(D) y(t)}[ae (1- 6°)ut"1(t)ev(t-to)-".-Xj

z warunkiem poczgtkowym u(to)fclu'“ma-x)’ Ui>(t0)> 0 1 sterowaniem toz-
eaaosclowo réwnym jednosci na pétosi [tQ.+ oo ) spednia nastepujace wa-
runki: fjnkcju u jt +o00) Je,t dodatnia 1 rosnaca, u(t)- » + 00 przy

t---- + oo , a funkcja t +ot, , 18 nte wl9ced nlz Jeden punkt prze-
giecia (di];(t)/dt » O), iy(t)—»-100 przy t- *t oo , czylil0

y(t)>y(t) VvVt > t*x. Jezeli y(t)Jt.t. > o. (5)

Por.oda. 12 do analogicznego warunku w twierdzeniu 6.1.
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Zatozmy, ze * Przy utt ) =u° > u z otrzymuje-
my d A(t)/dt |t,,t > 0, zatem y*(t)>~> Vt6T, zgodni 2z (5),co Jeat
niemozliwe zwaiywszy(/) na (2). Tak wiec y*(t0)<(j> i wobec tego s*(t) =0
nu pewnym przedziale [tj,*1'!) ¢ T> albo s*(t) » O VtET. Oezell

“e w punkcie , to dy*(t)/dt|jt ~ o ( zaktadajec
g iy*(t)/dt n 0 otrzymalibysmy i/ (t)'s fVt>T,co Jest niemozliwe
Ponadto (&) Jezeli ~(Cl) - Ip*("™ »<L , gdzie X 1< 12 to y*(t) -
- e Vte ,t2].(b) 1f*7) <? . F(t")«; " pur.kcic ©
t*>t . to  dy*(t)<r VvVt > t” (dowdéd przebiega podobnie, jak w twier-

dzeniu 6.1, s. 249). Rozwiezujec uktad réwnan (4; z Ffunkcje IJ/4(®) ="
na przedziale , %2) otrzymujemy

s-~t) - s -Vt /(p +tA)(1-t)2
\ ft-t 1 n
u*(t) - uel-t o,
+
gazie u - [aL (I- 5°)/(p.+A)]*~1_+t ~. »t (0,1) (przy zatozeniu 6.1
Zt,tem, Jezeli techniczne uzbrojenie pracy u°r (u, umax), to funkcja
w warunkach optymalnosci sped#nia naatepujece warunki; "*(t )<9

« 0, y*(t)-<~ VtET oraz Jezeli Ip*(t) »> w  pew.iym
punkcie t € int T, to istnieje takie punkty N, 1 21™.t)~9, ze
tp*(t) - < Yt e [t1,T2]j , y*(t)y<n> Vit E£TN\ [tj.tg ] . Sterowanie

Sj ma wiec nastepujece poutac:

(0] dla t £ ['0.Tj),
s*(t) - a dla t € [rL,\2z). (?)
(0] dla t € (tg.tj

Pozostaje ustali¢ momenty t",X2. Zakbézmy, ze horyzont czasu T Jest diu-
gi20. Moment poczetkuje $rodkotye faze wzroatu, tJ. przedziat [tt™.Tg)

w ktérym procee (s*,u*)T ma postaé (6). W fazie poczetkowej (przedziat
[to. X)) sterowaniu s*(t) - 0 odpowiada segment trajekrorii u* ze eta-
+ym technicznym uzbrojeniem pracy u*(t) » u° V F € [*0*1)* Zatem w
punkcie Xy nastepuje ,sklejenie" (przeciecie) [*0*"1) “ segmentu tra-

jektorii u* z jej “ 8e9mentem postaci (6). Po przeksztatce-
niach otrzymujemy

h mv -T Indi =

19 Nie jeet wykluczony przypadek X-- X0

20 Ocene dtugosci horyzontu podamy dalej*
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gdzl.3 dj - (uO)1-+t (p-+K)/at (1- 6°) > 1. Moment %2 musi byé taki, by

funkcja vlj. z ozwiezanib réwnania (1) ze sterowaniem tozsamosciowo
réwnym O na 1 warunkami
Y*(T2) .ou*(t2) =[.6 (1- 6°)/(K+\)J 171~ L>

przyjmowata wartos¢ O w momencie ktfficoym ¢ (warunek (2)). Po prze-
ksztatceniach docnodzimy do réwnania (*). ROwnanie to ma rozwigzanie
f < tj, przy czym tj- t2 » const. Vtl& E1. Przez diugi rozumiemy ta-

ki horyzont, w ktérym pojawiaje sie wbzystki“ trzy fazy wzrostu, tzn.
ITI> V-1In d® + d2, gdzie d2 « tj- T-"~jiast pierwiastkiem réwnania (*).

Tak wiec, jezeli wyjsSciowe techniczne uzbrojenie pracy u°f ~u,umax™ 1

horyzont Jest dtugi, wtedv warunki optymalnosci (1) - (3) bpeinia proces
(«*, &1 ze sterowaniem postaci (7), w ktérym moment X~ (.pednia warunek

(8), a moment Xz Jest pierwiastkiem réwnania (-*). Przy IT }-*-+ 00 ros$-

nie dtugos¢ fazy Srodkowej (przedziat i

2°. u°« u. Wéwczas d4 *(t)/dt |t»ta* °* zatB' Jes* przy-
padek . czyli 4*(t)"<j VtET. Rozumujec. podoDnie jak po-
przednio, dochodzimy do wniosku, ze warunki optymalnosci (1) - (3) spet-
nia proces (s*,u*)T ze sterowaniem

dla te[to,t),
s*(t) -
dla te [f ,t],

jezeli |T|> d2, ktéry redukuje sie do po*l [I s*(t) -0, u*(t)« j°
VteT, jezeli |t]< d2, gdzie d2» tj-t, X Jest pierwiastkiem réw-
nania (*) - po podstawieniu X zamiast t2. Przy t]- *+ oo rosnie

tylko ddugosé przedziatu )e

3°. u°< u. Mozliwe se wszystkie trzy przypadki: 4;*(t0) | &€ < Przy
czym zawsze d>f*(t)/dt |t-t <O0. Wnioskujemy wiec, zi sterowanie sT
0

w warunkach optymalnosci (1) - (3) powinno mie¢ naetepujece postac:

1 dla t£ [to-tj).
s*(t) s dla te [t1.t2).
o] dla ted[t2,th]".
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Jezeli Jtl< d3> wtedy e*(t)-0, u*(t)- u° Vt€T, gdzie d3 -t-toO0,
t jest pierwiastkiem [* * ). Réwnanie to ma pierwiastek X > to» ocena dtu-
gosci horyzontu przebiega podobnie, Jak ocena diugosci przedziatu [x2
W 1° - nalezy tylko wszedzie zamiast X2,uf¥x2) przyja¢ to>u°. Jezeli

d3< |Tj < d2+ >f2In d4, wtedy

R i Yo |

gdzie X Jest pierwiastkiem réwnania (***), &2 ~ podobnie Jak w 1°- Jeet
oceng dtugosci przedziatu rB k*6rym e*(t) *0)

natomiast ~,In d4 - oceng diugosci przedziatu n* ktorym

Y*(t)><J (fj* s*(t) - I™.0ceng tego przadziatu otrzymujemy postepujac
analogicznie, jak w twierdzeniu 6.1. Przy JjTJ m + o0 rosnie dtugosé
przedziatu [>"*m?) e

Przy ustalonym poczatkowym tschnicznym uzbrojeniu pracy 1 dane] ddu-
gosci horyzontu T procsa (e*,u*)j. »/»eknlejcy warunki optymalnosc]
(1) - () Jest okreslony Jednoznacznie. Zgodnie z hipotezg (H).proces ta-
ki Jest rozwiagzaniem zadania.

Twierdzenie 6.6. (i) Rozwigzaniem zadanie (6.30) - (6.Si,
przy zatozeniu 6.3 Jest proces (a*,s*fk*)T nastepujacej postaci:

1 dla tf [t0,X),
Q)
0 dla te [t ,t*] ,
(e°- <a)e"u" t_to™+ ock dla tf£[to.x)+
e*(t)
(**(X)-<x0)e"u (t_t)+ oc® dla te [t.tj J,
(k~-dg)-"1-t
k*(t) dlat e [t0.x).
(k  )-d,@®)-d je-(1" £> 5(t-t) w e(t- T >+d»
du t€ [t.t*] ,
gdzie dt - (e°- ofM/tp+A - d2 “aV(n+A), dj(t) -

m (e*(T)-a°)/(p*A - & *). dA - ot°/( A)» T*. , t* - -ortos¢
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kryterium (6.30). Istnieje taka liczba 6 > 0, z« Juzali |T*| 6, to
tQ< X < t* oraz X- tQ, Jezeli IT*i< 6,

(1) Jezeli t* t* oznaczaja najwcze$niej sza monerity dojscia do po-
ziomu konsumpcji Jl <, j1 . to t* < t* , przy czym istnlej< taka
liczba 6" > 0, ze t* -T < e* nlazaleznl* oa d¥ugosci horyzontu T*.

Dowod (1) Zadanie (6.30) - (t.3J) J«»t etacjonarnya zadaniem ml-
nimalnoczasowym, zatem z twierdzenia 3.8 otrzymujemy nastepujace warun-

ki optymalnosci. 3ezeli proce* (oXi**"\U*T Jeat rozwlszanlem zadania,
to istnieje takie rozwiazanie y*T* « (T i* ukdadu réwnan

(D)

ze
c**(t) «otl. Jezeli ifij (0 > °.
(2]
ot*(t) - oc®°, Jazeli y* 1t)< O,
a wektor "(tj*) Jest ortogonalny do ptaszczyzny etycznej do gtadkiej

rozmaitosci X1, 1 i

X1 - 1(k.s): 2(1-8)ar/"1_t ~kt/ 1

w punkcie (k~tp.s”t*)) . tzn. r
J a-1/n  fv*(td)-1/(1-£),-i).

Poniswaz yE(tj) < 0, wie"! cx*(t) - Oi° VEEL™ " (tl]t)), gdzie

£* Jest pewna liczbe dodatnig. Rozwigzujac ukdad 1 réwnan (1) z warunklea
koncowym (3), otrzymujemy

>0 dla
m Q0 dla t -T
kK O 1dni te (r-tjJ,

@ < 0 Vtfcint T*, jezeli I N e

gdzla T> tJ-6, 6 JF t dodatnia plerwinstkiai roéwnanli
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(O]

(parametr ~(t*) spednia warune. (i)). Zgodnie 7 (2) sterowanie s** na

wiec postac

1 dla t e [to,x ),
a*(t) -
0 "1» t
Jezeli |T*]|>0 (X- t*-0 > tQ) oraz e*(t)- O vt t T*, Jezeli

IT*|<e. Rozwiezujec uktad roéwne* w (6.J3) z powyzszym sterowaniem otrzy-
mujemy zedany proces (<x*,e* ,k*) .

(li) Wezmy dwa docelowe poziomy konsumpcji n 1 g< jil. Niech
@, ,s*,k*)T# bedzie rozwi»?ani«« zadania z poziomem konsumpcji

(a= . ) 8 8*,k*)"# - rozwiezaniem zadania z poziomem konsump-

cji X (T* “ [*0**1] )= w*@dy T*C. f*. Rzeczywiscie, zatdzmy, ze

t}*~ tj . Istnisje zatem proces prowadzecy do (wyzszego) poziomu kon-
sump .Ji 311> J]]‘ & cza*»le nie dtuzszym od t. - tQ. Trajektoria kon-
sumpcj i €C° Fj (|I3*(0J - j-* (to) < j), zatem istnieje taki mo-
ment t*< t , ze zatozeniu, ze (@& ,u* ,k*)T Jeet

procesem optymalnym.
Pozostaje wykazaé, zs przy |t*]|]- +00

Jest zawsze ograniczona. Poniewaz wezystkle trajektorie kapilatochtonno-
scl oraz udziatu Inwestycji w dochodzie se roéwnomiernie ograniczone na ho
ryzontach czasu T dowolnej dtugodci, zatem wszystkie pierwiastki roéw-
nania (4) z parametrem ij/fit*) spsiniajecym warunek (3) odpowiadajaca
réznym pezlomom konsumpcji Vvl tworze zbidr ograniczony. Oznacza to,
ze ograniczona Jest réwnlbz dtugos¢ przedziatu [T.t, Jw optynalnych pro-
cesach wzrostu, tzn. istnieje taka liczba e* > 0, ze t*-T<8" dla kaz-
deco optymalnego horyzontu czasu- T* odpowladajecego dowolnemu docelowe-
mu poziomowi konsumpcji j1, przy ktérym zadanie Jest niesprzeczne.
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DODATEK MATEMATYCZNY DO PARAGRAHJ 7

Twierdzenie 7.1. Rozwigzaniem zacfanin (7.11) - (7.12)przy
zatozeniu 7.1 Jeet proces (s*,m*)T!

1 dlae t € [tQ,T)
<* (1)
0 dla- t e [x,tf3 ,
dla t6 [t T),
m*U)
dla t€ [t .tj ,
me e-~(t-to) dla t £ [tQX)
m$(t)

[al»E£(t) (t-T)+m*(t)]a-~t-T) dla t6 [t .tj

Oezeli 1T |> 8, wtedy t- t~S >tQ. inacz.J X« t0. gdzie 8 Jest
dodatnia pierwiastkiem réwnania

Hdb m e
w ktorym parametr d - alfj./(Bj-f-0 -«
Dowod . Zadani* (7.11) - (7.12; Jest stacjonarnym zadaniem stero-
wania z kryterium catkowym, ustalonym horyzontem i swobodny* prawym krart-
oem trajentocli. Z twierdzenia 3.4 otrzymujemy nastepujace warunki op-

tymalnoici. O*teli proces (s*,m*)T Jest rozwigzaniem zadania, to istnie-
je takie rozwigzanie y* - (~ . ~"~T ukdjdu ré""*n

o
7t >2 "),

z warunkiem koricowym

2
*PICEl> < F2(tl* " 0 @
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tt

e*(t)« 1, jezeli 0 >

(©)

s*(t)« Or Jezeli <f*(t)< O,

ydzie vF*()» y*(t)- ipE(t).
Poniewaz f*e C° [tj. ~(t~. 0. d f»ft)/dt1l > 0> ,iec

Vp*(t) <0 vVt e U'( , tzn.  e*(t) =0 VEEIT(fc ;tl),
gdzie t - pewna liczba dodatnia. Rozwiezujec uktad réwnan (1) z warun-
kiem koncowym (2) i sterowaniem z wartosciami s*(t)= 0 w lewostronnym
otoczeniu pjnktu t*, otrzymujemy “"p*(t) < o vte (X *FE(T) * o

Jezeli |T|>S, gdzie €* tj - 6. S Jest dodatnim pierwiastkiem réwnania
1+dd - e”"6, ()

d « axp./(a”™ p) > 0, oraz >{>*C0 K 0 VteT, Jezeli |I"|™ 6.

W punkcie X funkcja \J?* Jest rozniczkowalna, dwW*(t)/dt | < 0, za-
tem 8*(t) » 1 VtE U'( € gdzla | jeat pewng liczbg dodat-
nie. Rozwiezujec ukdad réwnan (1) z warunkiem iy(l) « ~(T) ( Jest to

wartos¢ rozwiezanla ukdadu (i) w punkcie X ze sterowaniem s*(t)= 0 na
(X i warunkiem koncowym (2)) oraz sterowaniem z wartosciami
8*(t)» 1 w lewostronnym otoczeniu punktu X otrzymujemy ip*(t).> 0
(wobec tego s*(t)- D Vt 6 [to>t ), jezeli |tJ>0. Rozwiezujec wresz-
cie uktad roéwnan roé2niczkowych w (7.12) ze sterowaniem s?,

dla *e [Mo*t )>
s*(0 =

dla t€ [X ,tl1],

jezeli |T|> S 1 s*(t) » 0 NLET Jezeli |T|~ 0, otrzymujemy

zadany proces (s*,m*)T, ktéry Jako Jedyny spednia warunki optymalnosci
() - (@B). Zgoanie z hipotez. (H) Jest on rozwiezaniem zadania.
Twierdzenie 7.2. i 5 % m a,- , dzie
IT -»+ 00 1'I_'r 1 F g
dt
m*(t)

Jeet optymalng trajektorig majetku produkcyjnego w sektorze 1 w za-
daniu (7.11) - 7.12).
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Dowod jest natychmiastowy. Oezeli |r] > 0, ,«bwczas

5T = TFT /£ 1B,Ss*(t)- \A)dt =ttty T (al~ fpde- ,J u.d
. M a t _l;-eu 't
- | t]-etF-*aK

przy |T]- - + oo , gdzie 0 Jest dtugoscig konsumpcyjnej fazy wzros-
tu w procesie optymalnym w zadania (7.11) - (7.12).

Twierdzenie 7.3. (i) Jezeli speinione Jest zatozenie 7.2

1 proces (s,m)T spednia warunki (7.12;, (7.15), to istniaje doktadnie
jedna taka funkcja ot:T- ,CxE C #Tj, za

s(t) = +cx(t) - ™

gdzie A~A(nHt))= (a”™ j-mi(t) -p.m2(t) , (hi) Proces. (s,m)T wtedy i tylko
wtedy bped#nia warunki (7.12), (7.15), gdy pira (a,m)T speinia uktad
réwnan

dr-m () - <x(t) vp(m(t)Jd
dat X f

N-m2®) = (1- X®) vp((D),

(Gio)

gdzie® a(t)£ LO-1]. <°<FfeCO[T]. m(tQ)- m® > O.

Dowéd, (i) Zwazywszy na (7.15) mamy

Sit)€ f (n(D))/ainl ()] VEtT,
g tBT ' mu s(O = 0((-D/(m(t)3/a’\f t) .Pod-

stawiajac (*) qo uk¥adu réwnan roézniczkowych w (7.12), otrzymujemy (**).
KézniczkuJdec funkcje iYXm(.)E ([t] po t, mamy

=r'P(m())« (aja (H-p.) G2(mCo),

wobec czego f(m(t))> O vt 6 T (P(°) > 0 - przy zatozeniu 7.2).
Poniewaz s£ C°[t], fMCHECIk]. ~(m(t))>0 VEET wiec
m.£C°[t], przy tym funkcja of Jest okreSlona jednoznacznie.

(ii) Konieczno$¢. Wykazalismy Juz faktycznie w (i) . Oezeli para (s-m)”
spednia warunki (7.12) , (7.15), to istnieje taka funkcja tx:T—
<£C°[t], ze para (<x,m)T Jeet rozwiezaniem uk#adu réwnan (**).
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Dostatecznos¢. Wezmy funkcje X:T- - 0,1 , <X€C°[t] 1 odpowiadajace
jej rozwiezanie ny » (mwAn2) . ukdadu (**) z warunkiem m(t0) = m° =
n > 0. Pokazemy, ie para (s,m)T spednia warunki (7.123, (7.15),

gdzie funiccja a ma poctac , .
Poniewaz >f(">(t))>0, m(t) > 0 oraz x(t)ft[o,1j VvVt CT, zatem

s )e [ . F- } N teT

oraz « € C°[t |- Podstawiajac funkcje a =zamiast ty do (**), otrzymujemy
ukdad rowr.an rézniczkowych w (7.12) 21 , hatoiri”st warunek (7.15) wynika

z ().
Twierdzenie 7.4. Rozwiezaniem zadan (7.16*) - (7.17%),

(7.18*) - (7.19*) se przy zatozeniu 7.2 procesy (ot*,m*)T nastepujacej
postaci:

1 dla t€ [t0,X ),

‘(0 -
0 dla t€ [t ,t1],
(m°-dm°)e (81" ~)(t"to) +dm2 dla te[tO0.T).
mj(t)
m*(T) dla ™
me dla ,tE [tQ, %),
mE£(t)
(n°-d_1n] (X ))m +d-1Hj(x) dla
gazie d«pV( p). przy tym T- tj-8 >tQ, Jszsl: t]>8 oraz t-tQ,

Jezsli |T|”8, gdzie w zadaniu (7.16") - (7.17") 8 Jost dodatnim
pierwiastkiem réwnania

1- p(l- 3=-)e - e"HS ()

natomiast w zadaniu (7.18%) - (7.19*) 8 mp.” ILn I+p/a2@ -p-1]

Podstawianie taKla jast dopuszczalne, poniewaz przy m(t) 0
przeksztatcania (*) Jest wzajemnie Jednoznaczns.
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0 ow 6 d. Zadanie (7.16") - (7,177) Jest stacjonarnym zadaniem ste-
rowania z kryterium catkowym i swoooiinym prawyn krancem trajektorii sta-
néw. Korzystajac z iwieruzenia 3.4, otrzymujemy nastepulece wari-nki op-
tymalnosci. Jezeli proces (ot*,n«*)T Jest rozwiezaniem zadania, to istnie-
je takie rozwigzanie Wy m (y u<”act réwnan

= -Ocy(t)(a”™ p )( ipjfo -
N mww@mn@a

z warunkiem koncowym

=AE(N3-0, (2)
ze
&*(t) « 1, Jezeli )> 0, a@l

«*(t) » 0, Jezeli "~*(t)< O,
gdzie ~(t) - y~(t)- 1yE(Y).

Poniewaz ip*(tl) -0, dip*(t)/dt |t > 0, wiec «*(t)-0

vVt ¢U"(t in), gdzie +t Jest pewne liczbe dodatnie. Tak wiec albo
<x*(t)= 0 VtfeT, Jezeli <p*(t)< O na int T, albo istnieje punkt
t6 int T, w ktérym - 0. f*(t)< O vV tE£ (t ,t~ . Pozwlezujec
ukdad réwnan (1) z warunkiem (2) i sterowaniem a* z wartos$ciemi «*(t)» O
w lewostronnym otoczeniu momentu koncowego t~ otrzymujemy y*(t)<. O

Vt £ (t,t ,, F*Q)- 0, gdzie I- t.-e, e Jest aodatnim pierwiastkiem
réwnania (#*)e Zatézmy, ie [|t] 0. Wéwczas \ t~ i w punkcie X Tunk-
cja ip* Jest réznlczkowalna, 0 t)/dt1 ° tzn. oc*(t)=1

vteU “(t it)\{t} i gdzie t - pewna liczba dodatnia. Rozwiezujec uktad

réwnan (1) z werunkiem y(t)- if~rt) 1 sterowaniem a¥. z wartosciami

cx/(H)« 1w lewoetronnym otoczeniu punktu T, otrzymujemy *p*(t) > 0 czyli
1 Vt € [tQ, t) Jezeli [B) >6. Tak wiec Jbiell |T|> 6, to

1 dli t€ [t0.T),
a*(t)
c dla t€ LTitjJ,

gdzie X ti-e. 8 Jeet pierwiastkiem réwnania (**) . Jozeli |t] < e,
wtedy o<.*(t)» O Vt£T. Rozwiezujec uktad réwnan w (7.16*) otrzymujemy
proces (*).

WarunKi optymalnos$ci procesu (ot*.m*j. w atacjonarnym zadaniu stero-



ftlania docelowego (7.18*) - (>.*9*) wynikaj; z twierdzenia 3.6. Jezeli
proces (ot*,m*).j jest rozwiezaniem tego zadania, to istnieje takie roz-
wiezanie ty* = (y T-py uktadu réwnan

§jr 1)~(0* —(al-fJ t) y1(o)f(l-ock(t))(a2+ i (t))Jd ,

TT H"2(t)* IPi (*)e(1- ot*(t))(tal, y2(t))J.
z warunkiem koncowym

" o>

ze
<x*(1)- 1, Jezali f*(t) > 0,
d*l t)= 0, jezeli _p*(®) < 0O,
gdzie ip*(t) = gr(t)-y2(t)-a2. Korzystajac z tych warunkéw i powta-

rzajac procedure dowodzenia zastosowang uprzednio, otrzymamy proces ™)
z momentem przedaczenia sterowania T= t" - 6, gdzie

6 =p--1lIn[jL+ p/a2( p ;1.Jezeli | >0 oraz sterowaniem (X*(t)« OVt £T,
Jezeli |t [< 0. Otrzymane procesy sa Jedynymi procesami dopuszczalnymi
spedniajacymi warunki optymalnosci, zatem zgodnie z hipoteza (H) sa roz-
wigzaniami zadan.

Twierdzenie 7.5.
. T
I&ﬁﬁT <Sn | 0 Przy
gdzie
n2(t) = 3t, S- = TAT -m.(0 —i-— qt
) o Ty F B Aier:

m*T Jest optymalng trajektorig majatku w sektorze 1 w zadaniach(7.16%) -
T@*17T). (7.187) - (7-19%), (7.20%) - (7-.21°J3, miT - trajektorie w sek-
torze 1 w O -réwnowadze typu (A) postaci (7.22) (w zadaniu minImalno-
czasowym (7.20") - (7.21") nalezy horyzont czasu T zastepie optymalnym
horyzontem T*).



Dowdd, lezeli [t | >6, wowczas
t9
I 5m*T" 5S1TI1 “ ITT | | m*( t) >« -/
L) /W o
fTF|“M-/ ™ — dt+ p - fT77dt - (aj-p) e 1<
To T
L
"(Bi" dt]
* *
<fr[7 -/
B (o] i}
+ ITT ~ai” =
I>d1 11 - e) Kai , -(ai-p)(|T]- e)
rvpirr (1-e Y oe»T-M) |t ] fl-° >+
+J7[ (al-p-)e - ~ 0O przy IT1-—-- too ,

gdzie w m2/ {m-di “), 3 = m2/(n*arng), a *jj./(ar-fj.); 6 Jjest ocene

dfugosci konsumpcyjnej fazy wzrostu w procesie optymalnym.

Twierdzenie 7.6. Rozwigzaniem zadania (7.26%) - (7.27%)
przy zatozeniach 7.2, 7.3 Jest proce9 ([ .,J*, EDT:

i di te
G*(
l¢] dla t6 [t ,th
jce9 (o0 dla te [LtQ.T ),
(3] ™
dla te€ [t ,t1].
(©E10- |JL)e" w] t_to™+ p,l dla te[tQ.r),
(D -

- (#)e-Uj(t-t)+ h° dla t£ Qe .tj,

gdzie g(t) - at o-1(cb- pl)(l-exp [ -w (t-tQ)j +(az pl-p.)(t-tQ), g(Hjv)-

« 0-1 (<. *(D)- ((°) (I-exp{- y(t- t)ja” p,0- () (t- X ). Istnieje taka
liczhi e>0. ze te (th-e.tj). Jezeli ITI> e. Oezeli |t]< 0, to

X «t i proces rtdukuje sie do postaci:
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- @° . J*(D)- J°e 9" 0Jt)(
(G

oc™Mt) - (x°- (irerno** . (°
w kazdym momencie t 6 T, gdzie d(tQjt) « g(T;t) dla t» tQ.

Dowodd. Zadanie (7.2b*) - (7.27") Jeet stacjonarnym zadaniem staro-
wania docelowego. 2 twierdzenia 3.4 otrzymujemy nast”pujece warunki op-
tymalnosci. Je.’ii proces (p* ,j*,0?)T Jest rozwijaniem zadania, to ist-
nieje takie rozwiezanie y* » ( y,* )T uk#adu réwnan

@
[0} ~No(E). - 81J(t) 17M(0 + w2(t)+a2d(t),
dt 2
z warunkiem korncowym
YAIt)) " 1F3ft)) m P - n
ze
()« B . Jezeli y*(t) > 0 ,
. o (©)
fi*(Y)= p° , Jezeli y*(t) < O.
Poniewaz in~ttj) “ °* d"2* i~ dtIr=tx & 0O (funkcja ti [W),
zatsm (o Vt €U (£;t ), gdii t Jest panne liczbe dodatnie.
Biore druge pochodng funkcji AT 2 otrzymujemy roéwnanie 4

j2 d

52 H.2(D)TCISF €2(t j2(al”

ktérego rozwiezanie wzgledem ¢t])(t)- d ~ 2(t)/dt ma postaé¢ na9tepujece

f(t)- enr1"**1 Al )-a2(»i- p) / e U){e"tl" J(6)de J .

Funkcja podcatkowa w (4) Jest zawsze dodatnia, zatem wyrazenie w nawiasie
kwadratowym Jest funkcje rosnece i 1ip rosnie na T. Rosnie wiec takze

funkcja ip*, gdzie i]?2(®=d £ (t)/dt, czyli istnieje nie wiecej niz
Jeden punkt t € int T (poza momentem t*), w ktérym O. Tak wiec;
albo y~ft) < O Vvteint T i1 warunki optymtlnosci speinia proces
(**) ze sterowaniem - & V t€T, albo XE£ int T i warunki

optymalnosci (1) - (¥) spednia proces (#) ze sterowaniem
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p dla t6 [t ,t),

p dla t6 |T.tjJ

Przy zatozeniach 7.2, 7.3 rozwiezanie ukdadu réwnan

Tt si(t)c- (ai 51tt)-,2,1' iI*5 =
Ir y<>- - n>; saio.-yt;.._, I"_"*1
/
z warunkiem koncowym §2~*1~" 0 spednia warunki!
5i(t) ~ VI*0 VLET. A(to)-——e* + 00 przy |t|—- +o.o (1=1,2).
Zatem 36> 0 , 3t> t-S {X<tj : |T]>9 => y2(tQ)>0, y2(t)=0.

Warunki optymalno$ci spetnia woéwczas proces () z momentem przetaczenia
sterowania TE [t™-9,t~). Oezeli |IT|™. 6, wtedy y* (t) O Vt€ int T

i warunki optymalnos$ci tpednia proces (#*). Otrzymany proces jako jedyny
spednia warunki optymalnosci (I) - (3) 1 wobec tego, zgodnie z hipotez;
(H), jest rozwigzaniem zadania.

Twierdzenie 7.7. (i) V Oo 30£ > 0:|T|> 28% >

=>1 J*(t)-J(t) |<6 Vt € [to+Of ,tl-ee] , gdzie J* jest opty-
malng trajektorig inwestycji netto w zadaniu (7.25")-(7.26%), JT jest
trajektorig inwestycji netto w O-réwnowadze postaci (7.30) z warunkiem
poczagtkowym j° » J°xp [ a™ GJ_1¢ °= p1)} " (J° - Jest poczatkowa wul-
koicia inwestycji w zadaniu (7.25")-(7.26%)).

(i) lim 57 p -
Jt | -»+o00 jt
gdzie
5jt ° T/r | 7t7rM

Dowéd, (i) Zakbézmy, ze horyzont czasu T Jest diugi. W fazie in-
westycyjnej (przedziat [t %)) j*(t) > J(t) i nietrudno zauwazy¢, ze
J*(t)-J(t)- “m0, jezeli t- - +00 ,t~A"X e Zatem \/L">0 36j>0:
t€ [tQ* et -t].-0] ~ [|I*(©)-3(1D) |<t . wystarczy przyja¢ ef£- max{et ,e],
gdzie 6 jest oceng dtugosci fazy konsumpcyjnej w optymalnym procesie
wzrostu w ddugim horyzoncie czasu.

(i1) Poniewaz

J (alo#t(t)-p)dt m |Tj  J oc*(t)dt- p.
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oraz
Vi>o 3et>0: |T|>et+et = * 0 < ph-tx*(t)<k Vte[*O+ekL,M-e]
wiec
t,-e
J (p e=e )dt<jro?(t)dt < p*|T]|
to+% r
jezeli tylko |t ]>8 + . Zatem

(PL-+ )( 't]-6-04)" J<*«(t) « < plin
T

SJ* » -ppi- f <x*(t)dt- p.e at+ = jNiyi- (pl- £)(lt |- e - st -p., at pl-~.

Przy iT|—».+ 00 przedziat Af---[a” pl-t)-p, ab pl-3J - Teze twier-
dzenia otrzymujmy zwazywszy, z. t moze by¢é aowolnle maka liczbe dodat-

nie.

DODATEK MATEMATYCZNY DO PARAGRAFU 8

Twierdzenie 8.1. Niech funkcje ($,"1ly)T spedniaje warun-
ki (8.2) - (8:3), M. - (m1,m2)T, yT -(yl.y2)T. Zetozmy, ze

Ny (E)-y7TtEr < VteT- &3}
gdzie t Jeet dowolnie mate liczbe dodatnie. Istnieje taka llczlba etL>o0.
za jezeli e ]> 6£ to dl* t> tQ + 6 nie bidzie speiniony wa-unak (8.4),
0 ow 6 d. Zwazywszy na (8.3) uk#ad réwnan (8.2) mozomy zapisaé w “eOw-
rowaznej postaci
4 YHtI- (ml«(t)->*)v1('tH: (1)

y2 (- a2(1-s(t))y1(t)-p-y2(t)

Przyjmijmy oznaczenia: ¢ (t)» m1Q yi(t) exp [- A(t-to)j ,
il - i

gq2(t)« -i- /2(1) oxp [- ACt-tD)} . Przy ;ych oznaczsnlacli ukdad (I) jest

réwnowazny z nai tepujac ym
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gl(0-(«1*(0-|j-A .
@
prO-agU-sfOorUM jjiL*x A )g2(L),
a warunek (- z warunkiem
3tV D*ATTT < L1 ©)

Z (2), (3) otrzymujemy s(t)< (p-+A -+ )/«j. qx(tX qg°exp { - e (t-tQ)]

VvVt > t.

Zatem
ir g FET <» 2F1-9<t™ “rrr

Vvt >t0.

Zat6zmy, ze zachodzi warunek (8.4). wtedy q2(t) > fj n N *o* R*"no"
czesnls

JET?T czyli & V "V y~rrr <° V t > v et -

Jezeli fT|> 6f , gdzie €& - Bax[o, i In [a29°/(ptk.)*F1J . co przeczy
zatozeniu.

DODATEK MATEMATYCZNY DO PARAGRAFU 9

Twierdzenie 9.1. (i) Rozwigzanie m zadania (9.8) - (9*9)
przy zatozeniu 9.1 Jeet procee (e*,u*).j.!

1 dla te[tO0,t).
«{t)

0 dla t6 [t ,tj
A =(i- V(AA) (- to)+djjl/(i-tl) di> ten fti<

uj (v (*)
uJ(-c)a-( ™ +X dia
ule"* > +M(t-Fc#) di, tCLtQT),

-ttt) =

R(1)* N + XA T XADE(D)* i * XA A dla té .t
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gdzie dj - w1/ (p vA), d° « (u°)1-& di< O = d2(Ct» M2~ " d3~zZV

d37AP* BL 21 2;2% (UM) ) b*AU- LAY P+~

(ii) 3el> 0i ITP ex => T.€int T, IT| < 01=>t- to.
(iii) 3e2> Oi rt-t < e2 Vt.
Dowédd (i) Ponitnaz kryterium mfcxM-(tl)“ max a2 9" u2*~*i)

przy warunkach (9.9) Jeet réwnowazne z kryterium max u2(t. 22, wiec

wystarczy rozwigzaé¢ nastepujecs zadanie eterowanla docelowego:

max u,(t.)
4 1 @
przy warunkach (9.9).

W celu rozwigzania tego zadania postuzymy sie twierdzenien. 3.7. Wynikaj;
z niego nastepujace warunki optymalnosci. Oezeli proces (s*,u*)" Jeet
rozwiezaniem zadania (1), to istnieje takie rozwiezanie ££ » (», f2)T
uk#adu roéwnan

it S[*i £19>10(ud(t)) "1-1-p-A J ~(t)-
(@3]
-b171?_2 £1(1-0*(0)(u*(t)) 1 ~ (0O =
3t ( S21t) "
z warunkiem korncowym
SE(*I»- (°.1> . A
zs
e*(t)» 1, jezeli N*(t) > O,
O]
e*(t)- O, Jezeli >f>*t) < O,
gdzie f,(tJf-~ (0 - ~ ). Poniewaz ,p*(tj)< 0. f *fc C°[u“(e,”™)] .,
z*:em e*(t)» O V11 6 U‘( £,-tj), gdzie & Jeet pewne liczbe didutn: e.

Zatéz*y, 1ze 3t£int T: ~(t)- O.
Zwazywszy, ze

$£(0- e r
TT Réwnowazno$é rozumiemy ,w ty* aenele, ze proces (e*,u*)T bedecy ro»>

pifzanlti zadaniu z “<|flnyii z kryterium Jest réwnoczesnie Jego rozwieza-
ni» z drugim.
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otrzymujemy dr10/7dt \fm%< 0 (f*e ~[uU; D]).. istnieje nie wie-

cej niz jeaen punkt te Int T zerowanie sie funkcji 4.".Przy tym. Jezeli
punkt taki istnieje, wéwczas funkcja zmienia znak z aoaatniego na ujemny.
Starowanie e* ma wiec postaé na> tepujece:

dla t£ [tO0,1)

3*(0

dl? tE [t '*1 -
Odpowiadajece mu trajektorie u* otrzymujemy ? rozwiezanie pary réownan
rézniczkowych (9.6). Poniewaz tylko proces postaci (*) speinia warunki
optymalnosci (2; - (4), zatem zgodnie z hipoteze (H) posta¢ te ma réwniez
proces optymalny.

(i) Wszystkie rozwiezanie ukkadu réwnan (9.6) z warunkiem poczagtko-

wy* u(t )> O je roéwnomiernie ograniczone na [tQ,+ )= T.akkadajec, ze
w proces?# optymalnym tj-t - +00 " przy|T]- - ¢ otrzymujemy

u#(t )-----0. Wezmy dowolne liczbe B>0 i sterowanie s,
|
dla t6 [tO.tj-e),
9 (M
1 ala t6 [tj-0,tjJ.

Niech uT bedzie odpowiadtjece mu trajektorie technicznego uzDroje-
nia pracy. Wtedy

Vv
li»
t,— +00
I.tni.J, zatem liczby £ .«f>0 i takie procesy (s.u)T. ze
u #t ), u?(tx) >t VTs |T]> 6t, co przeczy temu, te w procesie op Yy
ftalnya u~t*)-—- 0 przy ITEH - +>» - s
an Dow6éd wynika z (iii) oraz faktu, ze s*~)- 0. niezalezni. o0

dtugo*ci horyzontu czasu T.
Twierdzenie 9.2. (i) VE >0 370,
IT]>26L= 72 Juj(e)-31(E)|<F . u$(t). n2(t) Vte[tO+eL .tl-eJ.

gdzie u? jJest optyma-ne trajektorie technicznego uzbrojeni. pracy -
- rozwiezaniem zadania (9.8) - (*.9). ST - magtetrale postaci (9.10
i) lim 6u* -0, Ii" 6u2 T *W5jJIL+V *

= ITi , , 1
It - +00 m — - +0°
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gdzie

S5«lit ' * { « e

Dowodéd, (i) Oezeli t<d~r~1-tI\ gdzie dt » al/(p.+X), wtedy wye-

tarczy wzied Ot = max {82>6" , gjzle 02 Jest ocene dtugosci kon-
sumpcyjnej fazy wzrostu w zadaniu (9.8) - (9.9),

% - (1-£1)-1K+X)-1m d ; d -[d*fu®) "J/[d1-(dN/ (1-L1)-t)1"Ll].
Ocena ta pozostaje stuszna dla t~-dJ~ " 1N
(i) Poniewaz
T i-i
6u* mttt / 8i(u*t)) 1 dt-(rx) Mo m

- (D) 1 dt-(p.+X)

wi”c wystarczy wykazac¢, ze

o* \ -1
lim "PT”  f 1 dt= ~+ n
IT| - +00 tg

gdzie X Jest momentem przetaczenia sterowania optymalnego, t4~ X" 02

« const. £ -1

Przyjmijmy oznaczenie vp(t)« al(u*(t)) 1 . Funkcja maleje na
[t0O.t), 1j?2()— = d”1 przy t--—- + 00 , t~ X . gdzie

dl © ai/(K+"- tzn* V £>0 3et>0: | T|>b2+et = 5 £>~(t)-d“1>0

v*e[V 8L.tJ.
Zatem
ITT J f(t)dt< -TT- [ Jft*0)dt + J <d31l+ e)dt ] -
w t, oot
przy |T |---= + o0 . Réwnoczes$nie
z X

fodlidt * ffr™ttw *1-x)
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przy T |--—-_ +o00 . Wai unek (1) otrzymujemy zwazywszy, ze moze
dowolnie mate liczbe dodatnie.

Po drugiej wspo6drzednej mamy

S'+*_I - - Mriirtnh- 04
gdzie
f(x;») = F1('t;t)/f2(t;t), La2(X)e" (K+A) (" T) +
+ tjdjUde-

N2(r;t) - d2(D) e (+ X)(t.x) + d3(X)e_tiN+M (t-T>

i funkcja » jeat ograniczona, zatem 3ip™>0:] >3 oraz
f
| 6u*t + Sff* '~o~l = <5ur + ANMT' m A-T)I < f "ATrr (ti-x)<*
~ fe2 MU
przy |r] - -+ 00 , aked otrzymujemy:
Lim S5 * - (p-tA)m

27
1Tl
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