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PRZEDMOWA.

o
L\iniqjszy wyklad poczatkéw planimetryi, przeznaczondj dla
uczgcedj sig mlodziezy klass nizszych, osnuty jest na wzér trze-
ciego wydania szkélnéj ksigzki niemieckidj, ulozondj przez
L. Kambly, prof. przy gimnazyum Sw. Elzbiety w Wroclawiu.
Mimo praktycznéj strony téj ksiazki, polecanéj przez pisma
pedagogiczne i zaprowadzonéj w skutek tego po wielu szkolach
szlazkich, poczynitem jednak w polskiém jéj przerobieniu liczne
zmiany, zachowujac wszakze gléwny rozklad tresci przez nie-
miccki oryginal podany. W obec opinii oryginalu wymagaja
zmiany przezemnie poczynione szczegblowego usprawiedliwienia.
Pomijajac drobne i bardzo malo znaczace zmiany we wste-
pie, przystepuje do wazniejszych. W rozdziale pierwszym za-
trzymatem linie réwnolegle w bezposredniém nastepstwie po
katach powstajacych przez dwie przecinajace sie linie, gdyz
takie byé powinno ich miejsce w wykladzie systematyeznym;
uwazajac jednak zasadnicze twierdzenie teoryi o liniach réwno-
leglych przez pana Kambly podane za niedostateczne, postawi-
lem na jego miejscu twierdzenie professora Bertrand z Genewy,
ktore zdaniem mojém nie tylko jest scigle umiejetne, ale za-
razem dla ucznia nawet poczatkujacego nie zbyt trudne, jak
sig w tym wzgledzie do swego doswiadezenia odwolaé moge.
Procz tego caly teorya linii rownoleglych rozszerzytem.
W  rozdziale drugim zmienilem znacznie szyk twierdzen
o_tréjkagtach. Twierdzenia o przystawaniu stanely blizéj sie-
bie, poprzedzone, o ile porzadek tego dozwolil, jak najwicksza
iloscig twierdzen, ktérych przedmiotem sa pojedynczego trojkata
wlasnogci; twierdzenia zas o rownoramiennym tréjkacie, tudziez
kilka innych, ktére tylko za pomoca przystawania udowodnié
mozna, zajely szereg dalszy, w ktérego koneu dopiero umiesci-
tem zbiér odpowiednich zagadnien, w niemieckiéj ksiazee
wsréd innych twierdzen o tréjkatach umieszezony. 7 twier-
dzen o rownoleglobokach zestawilem obok siebie cztery, za-
wierajace warunki, pod ktéremi kazdy czworobok jest réwno-
leglobokiem, z powodu ze te nierozerwang tworzg calos¢, przez




I'V

co mnietylko powstal szyk naturalniejszy, ale takze jedno twier-
dzenie dos¢ wazne si¢ przylaczylo, pominione przez oryginal
niemiecki.

Rozdzial trzeci o kole ulegl prawie zupelnemu przerobie-
niu i rozszerzeniu, mianowicie przez zestawienie czterech twier-
dzen o prostopadléj ze srodka kola na cigeiwe spuszezond;
1 jéj stosunku do odpowiedniego kata srodkowego, oraz czte-
rech odpowiednich twierdzen wyrazajacych stosunek stycznéj
do promienia; wrescie wymienilem w koncu tego rozdzialu
pie¢ twierdzen o kolach przecinajacych sie i stykajacych z do-
daniem jednak tylko skazowki do ich udowodnienia, z powodu,
iz dla pobierajacego pierwsze poczgtki planimetryi, zdaniem
mojém, podrzednéj sa wagl.

W rozdzialach nastgpnych odstapilem tylko w podrzednych
bardzo przedmiotach od oryginalu niemieckiego, zkad tez ich
wyszezegolnienie uwazam za zbyteczne.

W koncu tych uwag usprawiedliwiajacych winien jestem
dodaé, iz zabierajac si¢ do ulozenia niniejszéj ksigzki, a pra-
gnae zarazem oprzeé¢ me zmiany na pewnéj powadze, poddalem
projektowane poprawki pod rozstrzasnienie towarzystwa pedago-
gicznego pozn: iskiego, gdzie wigksza ich ilos¢ przychylne
pozyskala zdanie; pomyst jednak nicktérych powstal dopiero
wsréd wykonania pracy, sadze przeciez, 1z ich doborem mysl
praktyczna kierowala.

Gdy przeznaczeniem niniejszéj ksiazki podreeznéj jest wpro-
wadzenie ucznia w nauke geometryi pod przewodnictwem
nauczyciela, wybér przeto materyalu z obfité) tresci zebranéj
ostatniemu jest pozostawiony; wazniejsze wszakze twierdzenia
jako konieczne w ukladzie, juz samym drukiem rozstawionym
uderzaja oko, gdy przeciwnie podrzednicjsze we formie zwy-
czajné) odbite zostaly. Dowody wredcie nie sa szezegdlowo
wykonane, gdyz majac zapobiedz wszelkiemu mechanicznemu
przyswojeniu nauki przez ucznia, tylko przez ciagle pobudzanie
do wyszukiwania lgczacego watku pomiedzy prawdami fancuch
dowodu stanowigcemi, celowi ksiazki najstosowniéj odpowie~
dzie¢ moga. Ztad tez forma dowoddéw przedstawia czesto tylko
szereg prawd kreskami poziomemi przedzielonych. W koncu
uwag dotyczacych zewnetrznéj strony niniejszéj ksigzki pomi-
na¢ nie moge zaslugi nakladzey pana Zupanskiego, ktéry do-
daniem figur wsréd textu umieszezonych a wykonanych przez
p. Belowa w Poznaniu, do istotnéj wartosci ksiazki dla uzytku
w szkolach przeznaczonéj, znacznie si¢ przyczynil.

Poznan, dnia 28. Lutego r. 1857.

\\\,\;t\,\\f Xakorom .



WSTEP.

Okreslenia.

§oels
Przestrzmi w nieskonczonos¢ we wszystkich rozeiaga sie kie-
runkach. Czes¢ jéj ze wszech stron ograniczona zowie sie
ciatem czyli bryla matematyczng. Ciala matematyczne,
Jjako i wszelkie ksztalty przestrzeni przedmiotem sa nauki geo-
metrya zwanéj.

§. 2.

Kazde cialo matematyczne uwazamy tylko ze wzgledu na
Jego ksztalt i wlasnosci rozmiarowe, majac zas takze wzglad
na materya dotykalna, wypelniajaca przestrzen, przechodzimy
w zakres fizyki, badajacéj ciata fizyczne, pod zmysly pod-
padajace.

ek

Trzy rozmiary czyli rozcigglosci wlasciwe sg kazdemu cialu

matematycznemu, jako to: szerokosé, wysokoséi dlugose.
§. 4.

Kazde cialo matematyczne ograniczone jest powierzchniami,
majacemi tylko dwa rozmiary, t. j. szerokos¢ i dlugosé; gra-
nice powierzchni moga tylko byé liniami, czyli ksztaltami prze-
strzeni o jednéj tylko rozeigglosci, t. j. dlugosci; krance wre-
seie czyli granice linii stanowia punkta, z ktéremi wyobrazenie
rozeiaglosci weale sig nie lgczy.




WSTEP.

Cialo matematyczne nie sklada sie¢ z powierzchni, réwniez
jak powierzchnia nie jest zlozona z linii, linia nie jest zlozona
z punktow; poruszenie jednak punktu wykresla linig, poru-
szona linia utworzy¢ moze powierzchnia, a ta wrescie stoso-
wnie poruszona nawet bryle matematyczna.

§. 6.

Punkt poruszajgcy si¢ zawsze w tym samym kierunku, wy-
kresla linig prosta. Ze wszystkich linii, jedyna tylko li-
nig prosta obroéci¢ mozna tak okolo siebie, ze zaden
jéj punkt nie zmienia miejsca w przestrzeni.

Linia krzywa, lamana, linia mieszana.

e

Powierzchnia, na ktorédj mozna w kazdym punkeie i w ka-
zdym kierunku pociggnaé¢ linig prosta, zowie si¢ plaszezy-
zng. Czesé ograniczong plaszezyzny zowiemy figurg plaska.
Przedmiotem planimetryi sa figury i ksztalty na plaszezy-
znie wykreslone, przedmiotem zas stereometryi ksztalty i fi-
gury, ktére w calosci uwazane, tylko w przestrzeni wyobra-
zi¢ sobie mozna.

§. 8.

Zgodnosé pod wzgledem wielkosci zowie si¢ rownoscig
(=), zgodnosé pod wzgledem ksztaltu zowie si¢ podobien-
stwem (o), zgodno§é wrescie pod wzgledem tak wielkosci
jako i ksztaltu, nazywa si¢ przystawaniem (=). Znakiem
nierdwnosci jest maly kat (= albo <<), ramionami zawsze ku
wickszdj ilosci zwrécony.

a>b oznacza, ze a jest wicksze od b,
a<_b za§ oznacza, ze a jest mniejsze od b.
S 9,
Pewnik. Kazda ilos¢ do siebie saméj przystaje.
a X a.

Whniosek 1. Ksztalty przestrzeni przystaja do siebie, jezeli
polozone na siebie jedne tylko tworza figure.

Wniosek 2. Calosé réwna si¢ wszystkim czesciom, z kto-
rych si¢ sklada, razem wzietym, sume zatem czgsci wszedzie
zamiast calosei i odwrotnie calosé w miejsce wszystkich czescei
polozy¢ mozna.
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Whiosek 3. Kazda czesé mniejsza jest od calosci, w kto-
réj sklad wechodzi.
Whniosek 4. Dwie ilosci réwne trzeciéj, takze miedzy soba
83 rowne.
Jezeli a=—b
4 =D

0 ae.

Whiosek 5. Réwne ilosci do réwnych dodane, daja
rowne sumy, od réwnych odjete, réwne reszty; przez
réwne rozmnozone, daja réwne iloczyny, przez ré-
wne wrescie podzielone, daja réwne ilorazy.

Jezeli a=b
e

to a-fc=b-d

:lﬁ(f:l)—d

2 0=

a b
b

Tid




PLANIMETRYA.

0ZDZIAL PIERWSZY.
1. O liniach prostych i katach.
§. 10.

Pewnik. Polozenie linii prostéj od dwoch tylko jéj punktéw
e : B zalezy, ktore w razie gdy sa jéj kran-
cami, takze dlugosé jéj dokladnie ozna-
czaja. Migdzy dwoma punktami jednatylko linia pro-
sta jest mozebna.

Whniosek 1. Dwie linie stykajace si¢ w dwoch punktach,
jedne tylko linia prosta stanowi¢ moga.

Whiosek 2. Dwie linie proste tylko w jednym punkcie prze-
cina¢ sie moga.

511

Zagadniente. Polacz dwa dane punkta linia prosta. — Prze-

dtuz dana linia prosta o ezesé réwna innéj dandj linii i t. p.
812,

Pewnik. Linia prosta najkrétszém jest polacze-

niem dwéch punktéw. AB<<AmnB

ol i < ApB. Linia prosta wyraza prze-
4= ™ Bto takze odleglosé wlasciwa dwdch
& T punktow.

§. 13.
Okreslenia. 1. Jezeli z jednego punktu wyprowadzimy dwie
linie proste, powstanie kat. (Winkel).
B 2. Kat wyraza wzajemne rozchyle-
P nie dwoch linii prostych z jednego punktu

o wychodzacych. — Punkt ten zowie sig

5 . . 1 . . .

i/ wierzcholkiem (Scheitelpunkt), linie
a

za$ ramionami (Schenkel).
3. Kat dany oznacza si¢ albo tylko jedna litera migdzy
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ramionami w bliskosci wierzcholka wpisana, albo tez trzema
literami, z ktérych dwie przy koncach ramion, trzecia zas
przy wierzchotku si¢ kladzie; w tym razie jednak wymawia-
jac kat, wierzcholtkowg liter¢ zawsze w srodku polozy¢ nalezy.
W razie jednak, gdy pomylka zajsé nie moze, nawet tylko
wierzcholkowa litera wystarcza, n.p. / BAC albo / a, albo / A.
§. 14. ,
Whniosek. Wielkosé kata zalezy '
nie od dtugosci ramion, lecz od / AT
wielkogci ich wzajemnego roz- et Todusag ol Al
chylenia, n. p. /a> /b. \
LY
Okreslenie. Kat, ktérego ramiona W przeciwne strony zwro-
cone, tworza jedne linig prosta, zo-

¢ v
wie sie katem pélpetnym (Gestreck- }
ter Winkel), n. p. /DEF.
Kat mniejszy od polpelnego zowie B 5

si¢ wklestym (hohler Winkel), n. p.
/ 0; wigkszy za$ od pélpelnego wypuklym (erhabener Win-
kel), np. / p-

Rozchylajae ramiona kata polpel-
nego tak dalece, ze ostatecznie si¢ na-
kryja, jedne tylko linig tworzac, otrzy-
mamy kgt pelny, (voller Winkel), wy- /0o /Y ..
razajacy rozwartosé calkowita okolo i
jednego punktu pomyslana (plaszezyzne nieskonczona).

Kat prosty (R), (rechter Winkel) jest polowsa kata pot-

pelnego, czyli czwarta czescia kata pelnego, n. p. / DEG.
Ramiona kata prostego stoja na sobie prostopadle.
B D
szy, kat rozwarty (stumpfer Winkel) \
wiekszy od prostego; n.p. / ACB <1R, 9 /
A ROD 5 R, \/
Wniosek. Kat pédlpelny réwna 4 —Np

sie dwom katom prostym, kat pelny = 2 katom pol-
pelnym, czyli czterem prostym (4 R).
§. 16.

Twierdzenie. Wszystkie katy pélpelne sa sobie ro-

Kat ostry (spitzer Winkel) jest mniej- g
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wne, bo tak polozy¢ mozna jeden na drugi, iz zupelnie sie
nakryja.

Whiosek 1. Wszystkie takze katy proste sa sobie réwne
(jako potowki réwnych cakosei).

Wniosek 2. 7Z punktu danego linii prostéj tylko je-
dne prostopadla wyprowadzié mozna.

Bo gdyby z jednego punktu dwie prostopadle wychodzily,

s
powstalyby dwa katy proste nieréwne.

UWAGA. Pewnik wyraza prawde matematyczng, ktéra sama przez sig
tak jest przekonywajaca, iz zadnego dowodu nie wymaga, twierdzenie za$
takze zawiera prawde, ale wymagajacg koniecznie dowodu za pomocs innych
twierdzen juz udowodnionych, lub tez za pomocg pewnikGéw. Ostatecznie
przeto cala budowa umiejgtnodci matematycznéj zasadza sig na pewnéj maléj
liczbie pewnikéw. Wnioskami zowiemy prawdy, ktérych prawdziwoéé bezpo-
grednio z udowodnionego twierdzenia wyplywa; wnioski sg przeto tez tylko
pomniejszemi twierdzeniami. Kazde twierdzenie lub wniosek sklada sig z dwéch
czgdei, t. j. z zalozenia, cayli czedei stanowiacéj przypuszczenie i z wladei-
wego twierdzenia. Te dwie czgéci uczen dokladnie rozréznié powinien w ka-

zdém twierdzeniu.

§. 17,
Okreslenie. Katy przylegle (Nebenwinkel) zowia sie ta-
¢ kie, ktéore maja wierzcholek i jedno
rami¢ wspolne, a ktérych dwa inne ra-
miona tworzg linia prosta, n. p. / ABC

4 £ i / CBD. Przedluzajac ramig jedno
TR IR T R Jakiegokolwiek kata, otrzymujemy katy
przylegle.

Okreslenie 2. Rowne dwa katy przylegle sa zarazem tez
proste. Kat prosty jest wigc taki, ktéry swemu przy-
legtemu jest rowny.

Twierdzenie. Dwa katy przylegle waza dwa katy
proste.

/ ABC-+} / CBD=2R.

Tworza bowiem razem kat pélpelny ABD.

Whiosek 1. Wszystkie katy okolo jednego punktu z jednéj
strony linii prostéj lezace, waza z tego samego powodu 2 proste.

Whiosek 2. Wszystkie katy okolo jednego punktu
wazg 4 proste. Bo przedluzywszy jakiekolwiek ramig poza
wierzcholek, otrzymamy z obu stron linii prostéj dwie niejako
wigzki katow, z ktorych kazda réwna sie dwom prostym.
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§. 18.
Twierdzenie. Dwa katy sasiednie wazgce razem dwa katy
proste, sg zarazem katami przyleglemi. ¢
Zalozenie. / ABC -+ CBD=2R. /

Twierdzente. / ABD jest linig pro-
sta, czyli BD jest przedluzeniem AB.
Dowéd. Przypusciwszy, ze nie BD R
tylko inna jaka linia, n. p. BE, jest
przedluzeniem ramienia BA, otrzymujemy:
/ ABC+ CBE=2R jako katy przylegle, podl.
zalozenia zas jest / ABC++ CBD=2R; ztadby wyniklo, ze
/ ABC+ CBE= / ABC + CBD podlug §. 9
wniosek 4., odjawszy za$ po obu stronach / ABC, otrzyma-
libysmy / CBE=CBD podlug §. 9. wniosku 5., co jednak
podlug §. 9. wniosku 3. jest niepodobienstwem; przypuszcze-
nia wiec, ze BE jest przedluzeniem ramienia AB uczyni¢ nie
mozna, twierdzenie przeto jest prawdziwe.
UWAGA. Twierdzenie powyzsze odwroceniem jest twierdz. §. 17., spo-

s6b za§ dowodzenia, ktérego teraz uzyliSmy, jest dowodem nie wprost
przeprowadzonym, w takim razie dowodzi sig, ze inaczéj byé nie
moze, gdy przeciwnie dowdd zwyczajny okazuje bezposrednio, ze tresé twier-
dzenia musi byé prawdziwg czyli ze tak byé musi.

§. 19.

Okreslenie. Dwa katy, ktéorych suma réwna si¢ dwom pro-
stym, zowia si¢ spelniajg-
cemi (Supplementwinkel) n. p.
S

Katy za$ dwa, ktorych su-
ma réwna si¢ jednemu pro- —
stemu, zowiag si¢ dopelnia-
jacemi (Complementwinkel),

np /xi/y

§. 20.
Olkreslenie. Przedluzywszy oba ramiona kata poza wierz-
cholek, otrzymamy dwie pary katow
zwanych wierzcholkiem przeciw-

legle (Scheitelwinkel); n.p. /i /s, : a0 =2

/oi/a. /////V"\
Katy wierzcholtkiem pl)tcll’m iy

zatem takie, ktorych mnnon&é.‘;ﬂﬁo? 2 \1(; przecinajacemi liniami.
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Twierdzenie. Katy wierzcholkiem przeciwlegle sa
sobie réwne.
Zalozenie. /v1i /s sy katami wierzcholkiem przeciwleglemi.
Lumerdzentess /e ve= b
Dowéd. / r+ q=2R jako katy peczylegte,
réwniez +/ s + q=2R
~ /r+q=s-+ q podlug §. 9. wniosek 4.

odciagajac zas / ¢ z obu stron, otrzymamy / r=s.

§. 21:
Twierdzenie. (Odwrécenie §. 20.) Dwa katy réwne mozna
4 p W dwa katy wierzcholkiem przeciwle-
e I _—— gle’ zestawié.

Zalozenie, / ABC=DBE i CBD

\E jest linig prosta.

¢ 7 Twierdzenie. ABE jest takze linia
prosta.

Dowéd (nie wprost). Przypusciwszy, ze nie BE tylko BF

jest przedluzeniem ramienia AB, otrzymalibysmy
/ ABC=DBF podlug twierdz. poprzedz.
podl. zaloz. zas jest / ABC=DBE
zatem / DBF =DBE, co by¢ nie moze,

bo czesé nie wyréwnywa calosei, zatem twierdzenie jest pra-
wdziwe.

2. 0 liniach réwnolegtych.
§. 22.
Okreslenie. Liniami réwnoleglemi (Parallel-Linien) zo-
wig si¢ linie na plaszezyznie pocia-

A- eealdie i : ) e e
gnigte w nieskonczonosé i nigdzie sie
¢— 7 nie zcinajace. Czeéé plaszezyzny po-

miedzy niemi zawarta zowie si¢ pas-

kiem. Pasek z dwdich stron w nieskonczonosé sig rozciaga,

kazda za$ czes¢ plaszezyzny katem objeta tylko w jedne strone

w nieskonczonosé si¢ rozszerza. Znak réwnoleglosei jest ||,
n. p. AB | CD.

§. 23.

Twierdzenie 1. Kazda cz¢sé nieskonczondéj plaszezy-

zny, jakimkolwiek katem objeta, wieksza jest od ka-

zdego paska.

———

e —————

e e e
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Dowéd. Ze kazda czesé nieskonczondj plaszezyzny katem
objeta, czyli po prostu, ze kazdy kat wigkszy jest od kazdego
danego paska, wynika ztad, Ze bardzo nawet malym katem
oblozy¢é mozna calkowita nieskonczong plaszezyzne, kladac
tenze kat okolo jednego punktu. Kladac zas pasek obok pa-
ska, nigdy nie wylozymy nieskonczonéj plaszczyzny, otrzymu-
jac wtenczas zawsze tylko pasek, chociaz nieco szerszy. Pe-
wna liczba katéw nakry¢ moze nieskonczong plaszezyzne, gdy
przeciwnie zadna oznaczona ilosé paskow jéj mie nakryje.

Twierdzenie 2. Przez punkt zewnatrz linii prostéj

lezacy tylko jedne do niéj ro- i

\vno_leghy poprowadzi¢ mozna. \0 B
Dowid. Gdyby przez punkt O li- e

lini AB réwnoleglé) do CD jeszeze p’ Y .

jedna linia réwnolegla, n. p. linia NS
byla mozebna, toby musiala linia OS
w nieskonczonosé leze¢ w pasku objetym liniami AB i CD,
ztadby wyniklo, ze czes¢ plaszezyzny katem BOS objeta, od
paska mniejsza byé musi, bedac tylko czescia jego. To jednak
byé¢ nie moze podlug §. 23.; linia NS nie moze zatem by¢ ro-
wnolegla do CD. Na podobng sprzecznosé naprowadziloby nas
przypuszczenie, ze inna jaka linia przez punkt O przecia-
gnigta do CD réwnolegta byé moze.

Twierdzenie 3. Linia prosta przecinajaca jedng
z dwoch réwnolegltych, przecina takze i druga. (Fi-
gura poprzedzajacego twierdzenia).

Dowéd. Gdyby linia NS przecinajaca linia AB nie prze-
cinala takze linii CD, musialaby czesé jéj, t. j. OS w nie-
skonczonosé przedluzona leze¢ pomiedzy AB i CD, zkadby
wyniklo, ze kat BOS jest mniejszy od paska zawartego liniami
AB i CD jako cze$é jego; co jednak byé nie moze podlug
§. 23. Gdy wiec OS nie moze w nieskonczonosé leze¢ tylko
w pasku, musi przeto linig CD przecinaé.

Twierdzenie 4. Dwie linie, z ktérychudkazda rowno-
legla jest do trzeciéj, takze mie-

, SRR,
dzy soba sg réwnolegle.

Dowéd. Jezeli ' AB i CD sa réwno- 0 — i D
legle do EF, to AB jest takzeréwno-z___ = p

legla do CD, bo gdyby AB i CD nie
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byly rownolegle, musialyby si¢ przecinaé, a w takim razie
Vi 216, G s

mieliby$my przez punkt jeden dwie linie pociggnigte i zara-
zem do EF réwnolegle, co podlug drugiego twierdzenia jest
niemozebném.

§. 24.

Okreslenia. Dwie linie nieréwnolegle zowia si¢ ze wzgledu
na kierunek, w ktorym dostatecznie przedluzone, si¢ przeci-
najp, schylajacemi si¢ (convergent), ze wzgledu zas na
przeciwny kierunek rozchylajacemi sie (divergent). Prze-
cinajac dwie linie trzecia, otrzymujemy 8 w ogéle katow, ktore
parami uwazajac (nigdy jako przylegle) na nastepujace ga-
tunki podzieli¢ mozna:

1. Katy odpowiednie (correspondirende Winkel) lezg

7, z té San?éj strony linii przecinajacéj
m/n______ tak, ze jeden zawsze lezy zewnatrz,
ITE e a drugi wewnatrz i ku jednéj stronie
b BN e zwrocone, n.p. /mi /q,nir,01is,
7[\ s
2. Katy naprzemian legle

(Wechsel - Winkel) sa katy albo wewnatrz albo zewnatrz linii
roéwnoleglych potozone, zawsze jednak z obu stron przecina-
jacely nv pis A0 Ty pri gitmntinia s

3. Katy jednostronne (entgegengesetzte Winkel) sa albo
zewnetrzne albo wewnetrzne 1 zawsze z téj saméj strony prze-
cinajacéj polozone, n. p. Loiq,pir, mis, nit

§. 25.
Twierdzenie 1. Jezeli jedna para katéw odpowie-
dnich jestréwna, wiecparyinne
» katéow odpowiednich i wszystkie
pary katéw naprzemianleglych
7 8a sobie ré6wne, a katy jedno-
stronne waza 2R.
7 Zaloznie. m=q.

Twierdzente. 1. o=s,n=sr, p==t; I ox=plp s qsMm=t,

n=g; Il o4+q=2R, m+4s=2R, p+r=2R i n-}-t=2R.
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1. Dowody na katy odpowiednie.
m-+o=2R
q-+s=2R jako przylegle
m -+ o0=q -+ s podL. §. 9. wniosk. 4., rowne od réwn.
odjawszy m=q
otrzymamy /o= 8.

W podobny sposéb dowodzimy, ze n=r, Ze zas p=t,
wynika latwo ztad, ze te dwa katy sa wierzcholkiem przeciw-
legtemi do katow réwnych m i q.

IL. Dowody na réwnosé kqtéw naprzemian leglych.

Ze / o=/ r dowodze tak:

I:; iz —:_: Z.ﬁ } zatem m--o0==q-}r, a poniewaz podlug zalozenia

T =i
zatem o=T.

Ze /p=q wynika ztad, ze" p = jest m jako katy wierz-
choltkiem przeciwlegle, a gdy m bylo réwne q, przeto tez q
jest rowne p.

Ze n=s, wynika ztad: m+n=2R

q-+s=2R jako katy przylegle,
zatem m -+ n=q-}s podl. §. 9. wniosek 4.
rowne od réwnego odjawszy m=—q
otrzymuje S=— A8

Ze m =t wynika ztad, iz t= q jako katy wierzcholkiem
przeciwlegle, a poniewaz m=q, przeto tez m=t.

II1. Dowody na kqty jednostronne.

Ze o+ q=2R, wynika ztad, iz m+ 0=2R, zamiast m moge
polozyé ¢, zatem o-+q=2R.

Ze p+r=2R wynika ztad, iz q+4r=2R, zamiast q po-
I'OZy.é moge m, a zamiast m kat p, zatem p-4-r=2R.

Ze m-+-s=2R wynika ztad, ze q-+s=2R, zamiast q po-
Yozyé moge m, zatem m-s=2R.

Ze n+4t=2R wynika ztad, ze m+n=2R, zamiast m po-
tozyé moge q podlug zalozenia, a zamiast q polozyé moge t,
bo sa katami wierzcholkiem przeciwleglemi, a poniewaz m--n
=2R, wiec tez n+t=2R.

Twierdzenie 2. Jezeli jedna para katéw naprzemian
leglych jest réwna, wigciinne pary katow naprze-
mian leglych i odpowiednich sg réwne, akaty jedno-
stronne wynosza 2R.
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Zalozenie. o=r.

Twierdeentes Lip—q; m=—t; n—g5 HEm==qu0=—8a—T,
p=t; IIl. o4 q=2R, p4+r=2R, m+s=2R, n|t=2R.

L. Dowody na réwnosé kqtéw naprzemian leglych.

& Ze p=q, wynika ztad, ze
; e gebip=gR
o [P q “+r=2R
b 9/ P L zatem o +p=q-r, odjawszy
S/t rowne od rown. o=r
7 otrzymuje p=q.

Ze m=t i n=s takze dowies¢ nie trudno.
IL. Dowody na réwnosé katéw odpowiedmnich.
Ze m=q wynika ztad, ze m-+o=2R
q+r=2R
zatem® m+o0=qr,
odjawszy réwne od réwnego o=r
otrzymuje m= (.
Ze o=s, n=r i p=t, takze okaza¢ nie trudno.
II1. Dowody na kaqty jednostronne.
o+ q=2R, bo q+ r=2R, zamiast r klad¢ o, zatem
o+ q=2R.
p+r=2R, bo o+p=2R, zamiast o klade r, zatem tez
p+r=2R.
Ze m -+ s = 2R, wynika ztad, ze m 4 o= 2R, zamiast o
klade r, a zamiast r klade s, zatem m-s=2R.
Ze n+t=2R, wynika ztad, ze t-4r=2R, zamiast r klade
0, a zamiast o klade n, przeto n+4t=2R.
Twierdzenie 3. Jezeli jedna para katéw jednostron-

nych wazy 2R, wigc i inne pary katow jednostron-
nych wazg dwa proste, a katy odpowiednie i naprze-
mian legle sg sobie réwne.

Zalozenie. o+ q=2R.

Twierdzenie. 1. p+r=2R, m+4 s=2R, n-+ t=2R;
I m=qino=—8, 0 ba=tsudll od=nbip==q ;m=st m==8.

I. Dowody na kqty jednostronne.
Ze p+r=2R wynika ztad, ze o+p=2R
q-+r=2R jako przylegle

rowne do réwn. dodawszy, otrzymuje o4 p 4 q+r=4R, a po-
niewaz o--q podlug zalozenia=2R, przeto p-+r=2R.
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Ze m-+4s=2R dowodzi si¢ zupelnie w podobny sposéb.
Ze za$ n-+t=2R wynika ztad, ze n=o0 1 t=q.
1I. Dowody na katy odpowiednie.
Ze m=q wynika ztad, iz o+ q=2R podlug zalozenia
m-o0=2R jako przyleglte
zatem o-q=m-o0
odjawszy 0=0

otrzymuje ¢q=m.
Ze o=s udowodnia sie zupelnie w podobny sposob.
Ze n=r, wynika ztad, iz q+r=2R
q+o=2R
zatem q-+r=q-o
odjawszy q=¢
otrzymuje r==0, a poniewaz
o=n jako naprzemian legle
przeto r=n.
Ze p=t udowodnia si¢ w podobny zupelnie sposéb, wy-
chodzac ztad, ze o4-p=2R, o4+ q=2R i t. d.
1. Dowody na réwnosé kqtéw naprzemian leglych.
Ze o=r, wynika ztad, iz 0+ q=2R podlug zalozenia
q+r=2R jako przylegle
zatem 0-q=q-7T,
odciggnawszy po obu stronach q=q
otrzymam o=—r.

Ze p=q, wynika ztad, iz o4-p= 2R

o+q=2R
o+p=o0+q

odciggam 0=0

zatem p=—(.
Ze m=t wynika ztad, iz m=q podlug poprzedzajacych
dowoddéw II., a q=t, przeto m=q

b=
m=t.
Ze n—s, wynika ztad, iz podlug IL. n=r, r zas =s
jako katy wierzcholkiem przeciwlegle, przeto n=r
f—
==y

UWAGA. Trzy te twierdzenia zawierajg mndstwo rozmaitych zagadnief,
jezeli zamiast danych zalozen postawimy inne, do ktérych uczeh dowody sa-
modzielnie wyszuka.
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§. 26.
Twierdzenie 1. Jezeli jedna para katéw odpowie-
x dnich, albo naprzemianleglych
g mA njest rowna, albo wrescie jedna
a/p parakatéw jednostronnych wa-
¢ g/r __pZy 2R, linie te katy tworzace
V’t muszg byé réwnolegle.
7 Zalozenie. m=q, albo o=r, albo
o+4+q=2R i t. d.

Twierdzenie. AB || CD.

Dowid. 7 twierdzen poprzedzajacych wynika, ze jezeli
m==q, i inne takze katy odpowiednie i naprzemian legle r4-
wne byé musza, i ze jednostronnych pary wazg 2R. Wy-
stawmy sobie cala figure przecigta tam, gdzie prowadzi linia

EF, wtenczas odwrécona prawg strong przelozyé mozemy tak

na lews, ze kat t padnie na / m, / r na / o it. d., linie

wiee dokladnie si¢ nakryja. To nakrycie zas dowodzi, ze mu-
szy takze by¢ réwnolegle, bo gdyby si¢ przecinaly, to tez mu-
sialtyby w takim razie z obu stron linii CF si¢ przecina¢, co

Jjednak sprzeciwialoby si¢ temu, Ze dwie linie proste tylko w je-

dnym punkcie scinaé si¢ moga. Gdy wige jest niepodobien-

stwem, aby AB i CD si¢ przecinaly, musza przeto byé tez
rownolegte.

UWAGA. W jakim razie moznaby w dowodzie powyzszym przelozyé bez
odwrécenia tak praws strong na lewa, aby sig nakryly podobnie jako jedna
karta ksigzki przelozona na druga?

Twierdzenie 2. (Odwrécenie przeszlego). Dwie linie r6-
wnolegle przecigte trzecig, tworza réwne katy od-
powiednieinaprzemian legle, aich katy jednostronne
waza '2R.

L Ziadozenie. AB || CD.

’; Twierdzenie. / AGE = / CRE,
% JAGR= / CRF it 4.

——D  Dowdd. Gdyby / AGE nie byl =
/ CRG, musialby od niego byé albo
mniejszy, albo tez wigkszy; w pierw-

szym razie, t. j. gdyby / AGE byl mniejszy od / CRG, do-

da¢bysmy mogli do niego taki kat, zeby KGE bylo = CRE,

w tym razie za$ podlug poprzedzajacego twierdzenia KG by-
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taby réwnolegla do linii CD, i mielibysmy, poniewaz z zalo-
zenia jest tez AB || do CD, przez punkt G poprowadzone dwie
linie do linii CD zarazem réwnolegle, co byé nie moze podiug
§. 23. twierdzenia 2. Do podobnéj sprzecznosci doprowadzi-
toby nas przypuszezenie, ze / AGE jest wigkszy od CRG.
Gdy zatem / AGE ani > ani << byé nie moze od / CRG,
wiec tez musi by¢ réwny. Dowibdlszy zas, ze jedna para ka-
tow odpowiednich jest réwna, podlug §. 25. twierdzenia 1. wy-
prowadzam réwnosé par katow innych odpowiednich i naprze-
mian leglych i ze jednostronne waza 2R.

§. 27.

Twierdzenie. Jezeli suma dwdch katéw jednostronnych we-
wnetrznych mniejsza jest od 2R, linie schylaja sig¢ z té]j strony
przecinajacéj, po ktéréj sa polozone. (Fig. §. 26. 2.)

Zalozenie. / KGR+ CRG <2 R.

Twierdzenie. Linie KH i CD schylaja si¢ po lewéj stronie.

Dowéd. Do kata KGR dodaje taka czesé, izby kat / AGR
byt spelniajacym do / CRG, wtenczasby linia AB musiala
by¢ réwnolegla do CD, podlug §. 26., 1. KG za$ przecinajge
linia AB, przecina¢ tez musi linig CD do téjze réwnolegla
i to po lewéj stronie, bo z wykreslenia wynika, iz przediu-
zona K@, t. j. linia GH poza linia GB lezy.

UWAGA. Zatozywszy, ze kat KGR -+ CRG << 2R, mozna dla wprawy
w dowodzeniu okazaé, ze HGR-GRD >2R. Co wyniknie z przypuszczenia,
ie /KGE > od CRG i t. d.

§. 28.

Twierdzenie 1. Linie prostopadle stojace na téj sa-
méj linii prostéj zarazem s3 rownolegle.

Zalozenie. AB 1 CD stoja prosto- A ¢
padle na MN. i
Twierdzenie. AB || CD. Y I
Dowéd. / ABD=CDN jako katy §
proste, a poniewaz sp zarazem katami ¥ L W

Riho oo o : B )
odpowiedniemi, przeto linie muszg by¢

réwnolegle podlug §. 26. tw. 1.

Twierdzente 2. (Odwrécenie) Jezeli jedna z dwdch linii
réwnoleglych na trzeciéj linii stoi prostopadle, to i druga musi
takze sta¢ prostopadle.
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Zalozenie. AB || CD i AB prostopadta na MN.
Twierdzenie. CD stoi prostopadle na MN.
Dowdd. / ABD=CDN jako katy odpowiednie
/ ABD=R podlug zalozenia
przeto / CDN=R.

8:429.

Twierdzenie. Dwie linie stojace prostopadle kazda na je-
dném ramieniu kata wkleslego, dostatecznie przedtuzone prze-
cinaé si¢ muszg.

7, Ja i p  Zalozenie. EG prostopadla na AB
1 \ i DF prostopadia na AC.
i ~ Twierdzenie. DF i EG przecinaja sie.
Dowdd. Poprowadziwszy AL || do
g DF, a wigc prostopadle na AC, otrzy-
mujemy: /LAE<R, poniewaz zas /
AEG=R podlug zalozenia, przeto
/LAE+ AEG <<2R
zatem AL i EG przecinaja sie podlun §. 27.
zatem takze DF 1 BGr przecinajy si¢ podlug §. 23., 3.

UWAGA. W razie gdy kat BAC jest katem rozwartym, rysujemy jego
kat przylegly i dowdd zupelnie w taki sam sposob sie odbywa. Jezeli jest ka-
tem prostym, twierdzenie bezposrednio wynika z §. 28., 1.

ROZDZIA£ DRUGL
1. O plaskich figurach w ogélnosci.
§. 30.

Stésownie do figury obwodu, ktory skladac si¢ moze z pro- ¢
stych lub krzywych linii, rozrézniamy figury prostoliniowe i krzy-
woliniowe. Pierwszy rodzaj zawiera znéw stésownie do ilosci
bokéw: tréjkaty (Dreiecke), czworoboki (Vierecke) i t. d.

a w ogéle wieloboki (Vielecke, Polygone). Dwie linie badz

przecinajace si¢ (kat), badz réwnolegle (pasek), nie ograni-

czajy dostatecznie plaszezyzny, do ktérdj zupelnego obwiedze-

nia czyli ograniczenia najmniéj trzy linie proste sa potrzebne.
§..31.

Okreslenia. Katy wklesle wieloboku zowia sig, uwazane
ze srodka figury wzgledem niéj wychylonemi, czyli wyska-
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kujgcemi (Ausspringende Winkel), wypukle zas katy jéj
katami wsunietemi (Einspringende Winkel). Kat powstajacy
przez przedluzenie jakiego boku ficury i zewnatrz wieloboku
lezacy zowie sie jéj katem zewnetrznym (Aussen- Winkel).
Przekgtnig (Diagonale) nazywamy we wieloboku kazdg linia
dwa wierzcholki przeciwlegle ze soba laczaca.

§. 32.

Jedyna figurg krzywoliniowa nalezaca w zakres nizszéj
planimetryi jest kolo (Kreis).

Okreslenia. Kolo jest figurg ograniczona r
of /s . 30 . . e 7
linig krzywa jednostajnie w téj saméj od- | = =
leglosci od jednego punktu zakrzywiona. | S i
. ’ . 2 e ¥ /
Kolo powstaje w sposéb taki, ze linipg AC | /

okolo nieruchomego punktu C poruszajac, 7
kat pelny okreslimy. Granice kola zowiemy
obwodem (Peripherie), punkt zas srod-
kowy srodkiem (Mittelpunkt). Przez po-
fyczenie srodka z jakim punktem obwodu za pomoca linii pro-
stéj powstaje promien (Radius) n. p. AC, a przedluzajac
promien poza srodek az do obwodu, otrzymujemy srednice
(Durchmesser), n. p. AD. Cig¢ciwa (Sehne) nazywamy linig
taczaca 2 punkta obwodu, a nieprzechodzaca przez srodek kola,

7

n. p. AB. Przedluzajac z obu stron cigciwe, otrzymujemy
sieczng (Secante), n. p. AF. Styczna (Tangente) jest linia,
ktéra zewnatrz kola polozona, tylko jeden punkt z obwodem ma
wspolny, n. p. AG. Kazda czes¢ obwodu zowie sie Yukiem
(Bogen), n. p. AmB.

Whniosel: 1. Wszystkie promienie w tém samém
kole potozone sa sobie réwne, réwniez i wszystkie
srednice:

AC—BC—ECa AD—BE

Whriosek 2. Punkt, ktérego odleglosé od srodka kota mniej-
sza jest od promienia, lezy w kole, skoro zas odleglosé ta wie-
ksza jest od promienia, zewnatrz kola, a jezeli jest promie-

. 5 ’ ’ 5 s

niowi rowna, 6w punkt lezy w samym obwodzie.

Zagadnienie. Jak si¢ wykresla koo danym promieniem za
pomoca cyrkla?
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§:338.

Okreslenia. Cieciwa dzieli koto na dwie czesel, odeinkami
(Kreisabschnitte) zwane; sa one ograniczone tukiem i cigciwg,
n. p. =~AmB.

Wycinkiem (Kreisausschnitt) jest czesé kola otoczona dwo-
ma promieniami i fukiem od tychze zawartym, n. p. A AmBC.

Kat, ktorego wierzcholek jest srodkiem kola, zowie sie
katem srodkowym (Centriwinkel), n. p. / ACB; kat za$, kté-
rego wierzcholek lezy w obwodzie, a ramiona sa cigciwami,
zowie sie katem obwodowym czyli wpisanym (Peripherie-
winkel), n. p. ABC.

Kola ten sam srodek majace wspdlny, zowia si¢ wspdl-
srodkowe (concentrisch), w przeciwnym razie rozdzielno-
srodkowe (excentrisch).

Wykreslajac w kole wigkszém kolo mniejsze, ale z niém
wspolsrodkowe, otrzymujemy pierscien (Ring).

2. 0 trojkatach.
§. 34.
Okreslenia. Rownobocznym tréjkatem (gleichseitiges
Dreieck) zowie sig ten, ktorego wszystkie boki sa
rowne; rownoramiennym (gleichschenkliges

/ Dreieck) taki, ktérego tylko 2 boki sa réwne,
L——  a ktérego trzeci wigkszy lub mniejszy zowie sig
o\ podstawa (Basis); nieré6wnoboczny (un-
/" \ gleichseitiges Dreieck) ma wregcie wszystkie boki
/ \ nieréwne.
L— §. 35.

Twierdzenie. W kazdym tréjkacie suma

8 / dwéch bokéw wigksza jest od trzeciego.

/ i Ze AC-+CB=>AB, wynika bezposrednio
Z 812,

Whriosek. W kazdym tréjkacie jest rdéznica dwdich bokéw

mnuiejsza od trzeciego.

r Dowid. Wiemy, ze AC+CB=>AB;je-

4 i S zeli zag od ilogci nieréwnych odciggniemy

~__ilodci réwne, otrzymaiy znéw nieréwne,

A B takze tam, gdzie bylo wigcéj, takze pozo-

stanie wigcéj:
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AC+4CB>AB
odejmujae CB=CB
otrzymuje AC>AB— CB.
§. 36.
Twierdzenie. W kazdym trojkacie suma wszystkich

katéw wazy 2R.
Dowdéd. Poprowadziwszy przez punkt ;

C linia DE réwnolegla do AB otrzy- e N

mamy : :

Zn+o+p=2R podl. §. 17. wniosk. 1. 2
N Al
Vi p=B/

a zatem / A+ o- B=2R, bo zamiast n mozna polozyé A,

a zamiast p klade B.

podlug §. 26. 2. a T

Whriosek 1. Suma dwéch tylko katéw w tréjkacie jest mniej-
sza od 2R; t. j. o kat trzeci

Wrigsek 2. Jezeli dwa tréjkaty maja po dwa katy réwne,
i trzecie katy sa sobie réwne.

Whriosek 3. W tréjkacie tylko jeden z katéw moze by¢ pro-
stym lub rozwartym.

§. 37.

Okreslente. Trojkaty dziela si¢ podlug katéw na prosto-
katne (rechtwinkliges D.), o jednym kacie prostym, na roz-
wartokgtne (stumpfwinkliges D.), o jednym kacie rozwartym
i na ostrokatne (spitzwinkliges D.), o trzech katach ostrych.
W trojkacie prostokatnym zowie si¢ bok prostemu katowi prze-
ciwlegly przeciwprostokatnia (Hypothenuse), ramiona zas
kata prostego przyprostokatniami (Katheten).

§. 38.

Twierdzenie. Kat zewnetrzny tréojkata réwna sie su-

mie dwoch katéw wewnetrznych

jemu przeciwleglych. ¢

Twierdzenie. / CBD=A +-C. /\

Dowdd. , CBD -+ CBA = 2R jako / A
przylegle. YA O p== 2R jako ALl ol uvieNp /G
katy w tréjk. / CBD+o=A+C+to
odejmujac zas 0=0

otrzymuje CBD=A1+C
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Whniosek. Kat zewngtrzny wtréjkacie wigkszy jest
od kazdego wewnetrznego jemu przeciwleglego.

Zagadnienie. Ile waza wszystkie 3 katy zewnetrzne w trdj-
kacie?

§. 39,

Twierdzenie. Jezeli jakikolwiek punkt w tréjkacie dowolnie
obrany, z dwoma jego wierzcholtkami polaczymy, twierdzimy :
1. ze suma linii pociagnionych mniejsza jest od sumy dwéch
bokéw, ktére ztemiz liniami razem na trzecim boku sie scho-
dza; 2. ze kat od tychze linii zawarty wigkszy jest od kata
przez owe boki utworzonego.

¢ Twierdzenie 1. AC -+ CB>AD - DB.
: \ 1z Dowéd. Przedtuzywszy AD az do E,

ol = otrzymuje trojkat ACE.
Arr B N Bok AC+HCE=>AE, dodajac po obu
1 £ : \ 2 stronach E B otrzymuje AC -+ CB>AE +
EB. &
Podobniez AE4+EB>AD -+ DB
tem bardziéj zatem AC4 CB> AD+DB.
Twierdzenie 2. / ADB>C
Dowdd. / ADB> AEB podlug §. 38. wniosek.
/. AEB >(J z t(] saméj przyczyny;

tem bardziéj tez / ADB>

§. 40.
Twierdzenie. W tréjkacie réwno ramiennym katy
przypodstawne sa sobie réwne.

Zalozenie AC = CB.

¢ Twierdzenie. / CAD= / CBD.

op\ Dowdd. Dla dowodu wyobrazam sobie

: kat Cpodzielony linig CD tak, ze o=p, i prze-
A//, » kladam prawa strone figury tak na lewa,

/] ze CB padnie w kieruinku CA, a ze CB=

CA, wige tez B padnie na A; poniewaz
za$ punkt D nie rusza si¢ z miejsca, wige tez DB padnie na
DA, a wigc kat A=/ B, dla tego, ze ramiona ich wzajemnie
si¢g nakrywaja.

Whioski. 1. 'W kazdym tréjkacie réwnoramiennym kat przy-
podstawny zawsze jest katem ostrym.
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2. W tréjkacie réwnobocznym wszystkie katy sa sobie réwne.

3. W tréjkacie rownobocznym kazdy kat =3R.

4. W trojkacie rownoramiennym kat przypodstawny réwna
sig polowie kata zewnetrznego przy wierzcholku polozonego.

UWAGA. Przekladajgce figury na siebie celem udowodnienia ich réwnoéci,
rozrozni¢ mnalezy dokladnie, czy linia jaka padnie na drugg dokladnie,
czy tez tylko w kierunku jéj. Aby w powyzszéj figurze CB padlo w kie-
runku AC, wystarcza tylko réwnoéé katéw o i p; aby za§ CB dokladnie na-
krylo AC, nietylko katy ale zarazem i boki AC i CB réwne byé muszg.

§. 41.

Twierdzenie. W kazdym trdojkacielezy naprzeciw bo-

ku wiekszego kat wi¢gkszy, naprzeciw boku mniej-

szego kat mniejszy,

Zalozenie. AB > BC. B
Twierdzenie. C> A. D

Dowod. Dla dowodu wyobrazam so-
bie kat B przedzielony linia BD na 2
rowne cgiéci tak, ze /o= /p; poczem -
przekladam prawa strone figury tak na 7 7 7
lewa, ze BC padnie wzdluz BA; poniewaz zas BC<-BA
‘2] 1 ’
przeto C padnie w punkcie E tak, ze CB=BE, DC za$ pa-

dniec na DE. / BED jest jako kat zewnetrzny do tréjkata
DAE wigkszy od /A, a poniewaz / BED= / BCD, przeto
tez / BCD> od BAD.
Whiosek. W trojkacie nieréwnobocznym wszystkie katy sa
takze nierdwne.
§. 42.
Twierdzenie. W tréjkacie naprzeciw rownych katow
lezg takze réwne boki.
Zalozente. / A=/ C. B
Twierdzenie. AB=DBC /)
Dowod. Gdyby AB nie bylo réwne BC, mu-
sialoby by¢ albo wigksze, albo mniejsze, przypu-
sciwszy ze AB> BC, otrzymaliby$smy podluge §.41. 4/ \ ¢
/£ C> /A, coby bylo przeciw zalozeniu; przy-
pusciwszy zas, ze BC> AB, otrzymalibysmy A > C, coby
sig takze sprzeciwialo zalozeniu. Gdy wiec AB ani > ani /
by¢ nie moze jak BC, wynika, iz AB=BC byé¢ musi.
Whiosek. Trojkat réwnokatny jest zarazem tez réwnobo-
cznym.




ROZDZIAL

§. 43.

Twierdzenie. W kazdym trojkacie lezy naprzeciw

DRUGI.

wiekszego kata wigkszy bok, naprzeciw mniejszego
kata mniejszy bok.

74 Zalozenie. / B> / C.
B3 Twierdzenite. AC> AB.
\ Dowéd. Gdyby AC nie bylo > od
e \ AB, musialoby by¢ albo = AB, albo tez

i ey s — mniejsze od AB. W pierwszym przy-
padku, t. j. gdyby AC bylo =AB, musialby takze ,” B= by¢
/. C, jako katy przypodstawne w tréjkacie réwnoramiennym,
coby jednak bylo przeciw zalozeniu; gdyby zas bylo AC<AB,
musiatby kat C>B podlug §. 41., co réwnicz by si¢ sprzeciwialo
zalozeniu. Gdy zatem bok AC ani nie moze byé mniejszy od
AB, ani tez réwny AB, przeto musi byé wiekszy.

Whriosek 1. W tréjkacie rozwartokatnym bok katowi roz-
wartemu lezacy naprzeciw jest najwiekszym.

Whniosek 2. W trojkacie prostokatnym przeciwprostokatnia
najwiekszym jest bokiem.

UWAGA. Cztery te ostatnie twierdzenia stanowig razem pewng calosé:
w pierwszycii dwéch wychodzimy z bokéw, w drugich dwdch zad z katdw,
ostatnie dwa sa zatem odwrdcenia pierwszych dwdch.

§. 44.

Twierdzenie. Proste linie 1 katy réwnéj wielkosci

przystaja do siebie.

Cztery twierdzenia zawierajgce warunki przy-
stawania trojkatow.
Twierdzenie. (Przystawania pierwsze). Dwa trojkaty przy-
staja do siebie, jezeli maja po dwa boki i katy od
tychze zawarte rowne.

Zalozenie. Bok AB=DL,

2 AC—DF i / A=4#D,
\\ Twierdzeme. /\ ACB 2 /\
/i \ DEF.
.'14./, Ol - RO ])z'/.:._;.u \g  Dowdd. Przelozywszy /\

ABC tak na DEF, izby / A
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przykryl /D, t. j. aby punkt A padl na punkt D, bok AB
wzdluz boku DE, AC wzdliz DF, przekonywamy si¢, Ze
w skutek réwnosci bokéw AB i DE, AC i DF takize punkt
B na E i C na F pasé¢ musi; stad tez BC nakry¢ musi EF
podlug §. 10. Trojkaty zatem zupelnie sie nakrywaja, czyli
przystawaja.

UWAGA. W przystajacych do siebie tréjkatach wszystkie katy i boki od-
powiednio polozone sa sobie réwne. Dowiddlszy zatem przystawania dwdch
tréjkatéw, dochodzimy takze réwnodci takich czgsei, o ktérych poprzednio nic
jeszcze niewiedzieliémy.

W skutek dowodu poprzedzajacego twierdzenia wynika wige: ze BC=EF,
/B=/Ei /C=F.

§. 45.

Twierdzenie. W dwbch tréjkatach majacych po dwa
boki wzajemnie sobie réwne, katy zas od tychze
bokéw zawarte nieréwne, takze trzecia para bokow
w ten sposéb jest nieréwna, iz wigkszemu katowi
takze lezy wigkszy bok naprzeciw.

Zalozenie. AB=ED, BC=
s B HC

Twierdzenie. AC<<DF.

Dowéd. Klade N\ ABC tak
na tréjkat DEF, ze AB padnie

B v
JX /N

na DE; wtenczas BC padnie ¢ e
w kierunku linii EG, a AC w kierunku linii DG. AEFG
jest réwnoramiennym,

bo EG=BC=EF.

przeto / EGF = / GFE.
Dal§j /EGF=>GFED, bo £/
DGF= EGF, zatem /DGF> /DFG,DF zatem > DG, po-
dlug §. 41.; a gdy DG=AC, przeto tez AC<<DF.

UWAGA. Jaki bylby dowéd, gdyby punkt C padl na linig DF, lub
wéréd samego tréjkata?

GFD jest < od / GFE, a ze 7

§. 46.
Twierdzenie. (Przystawania drugie). Dwa trojkaty przy-
staja do siebie, jezeli trzy bokijednegoréowne sa ko-
lejno trzem bokom drugiego.




ROZDZIAL TRZECI.

B » Zalozeniec. AB=DE, A(C =
& SR DF, BC=EF.
\ /4 Twierdzenie.  /\ ABC AN
4L Bl .. DEF.

Dowdd. Nie trudno okaza¢, ze
w tych dwoch tréjkatach dwa od-
powiednio polozone katy takze sobie réwne by¢ musza, n. -
ze L/ A= /D: bo gdyby / A byl mniejszy lub wiekszy od
D, musialby podlug poprzedzajacego twierdzenia takze bok
CB by¢ stbsownie do przypuszezenia wickszym lub mniejszym
od EF, coby bylo w kazdym razie przeciw zalozeniu. Po-
niewaz wiec kat £/ A= /D, przeto tez tréjkaty te przystaja
do siebie podlug pierwszego twierdzenia o przystawaniu.

UWAGA. Inny dowdd na to twierdzenie podaje zestawienie trojkatéw ro-
wnemi bokami do siebie i polaczenie dwéch przeciwleglych bokdw linia, przez

co dwa tréjkaty réwnoramienne powstaja. Dowdd ten czyni niepotrzebne §§.
45, i 47.

§. 47.

Twierdzenie. (Odwrécenie §. 45.) W dwéch tréjkatach
majacych po dwa boki wzajemnie sobie roéwne, trze-
cia pare za$ bokdw nieréwna, takze katy od owych
bokéw zawarte w ten sposéb sy nierdwne, ze kgt wie-
kszy lezy naprzeciw boku wigkszego. (Fig. §. 45.)

Zalozenie. Bok AB=DE, BC=EF;)AC=DF.

Twierdzenie. / B< ,/ E.

Dowdd. Gdyby /B nie byl mniejszy od E, lecz =L,
wynikloby takze, ze /\ ACBz A\ DEF podtug §. poprzedzaja-
cego, gdyby zas /B byl wiekszy od / E, bok AC bytby
wigkszy od DF podlug §. 45. Gdy jednak oba te przypu-
szezenia sprzeciwiaja sie zalozeniu, a zatem 83 niemozebne,
przeto / B mniejszy jest od kata .

§. 48.

Twierdzenie. (Przystawania trzecie.) Dwa tréjkaty prazy-
staja do siebie, jezeli dwa katy i jeden bok wjednym
83 tak wielkie jak w drugim.
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I. Jezeli katy sa bokowi £ v
przylegle. ,«/\\ /\
) e 0% ] \

Zalozenie. AB=DE, / A= / \
LD ZBZ/ 4 Y \r / nile
Dowdéd. Trojkat ACB klade ' g
tak na DEF, iz AB padnie na DE, a poniewaz sa sobie r6-
wne, przeto punkt A nakryje D, a punkt B nakryje E. Gdy
za$ / A=/ D, przeto AC péjdzie w kierunku DF, a ze /
B= / E, przeto bok BC padnie w kierunku EF. Punkt C
musi wrescie takze pas¢ w punkt F, bo dwie linie tylko w je-
dnym punkcie si¢ moga przecinaé.
II. Jezeli jeden tylko kat jest przylegly, a drugi przeciw-
legly.
Zalozenie. AB=DE, fA= /D, i fC=/F.
Dowéd. FLatwo sprowadzié ten przypadek na poprzedzajacy,
gdyz okazaé mozna, ze /B= /E, bo skoro
A+B+C=2R
D+F+E=2R
A+B+4+C=D+F-+E
skoro za§ A4+ C=D-+F
wiec B=E, zatem /\ABC=x /A EFD

podlug poprzedzajacego przypadku.

UWAGA. Z rozkladu dwdch tych przypadkéw wynika, ze i twierdzenie

to wladciwie na dwa sie dzieli.

§. 49.

Twierdzenie. (Czwarte przystawania.) Dwa trojkaty
przystaja do siebie, jezeli dwa boki i kat wigkszemu
bokowi przeciwlegly w jednym tak wielki jest jak
w drugim.

Zalozente. Bok AB=DE, AC=

- U Y

DEG 72 B=/EaAC:AR DE= 7 : /z

DE. o S
Twierdzenie. /\ ABC= /\ DEF. — ]

Dowdd. Dowodzimy, ze bok BC= _~ s
by¢ musi bokowi EF, z czego przy- A= 78
stawanie tréjkatow bezposrednio wynika. Bok BC jest zas ro-
wny bokowi EF, bo, gdyby byl mniejszy jak EF, t.j. réwny
liniit EG, po polaczeniu punktu D z punktem G, /\ ABC przy-




26 ROZDZIAEL DRUGI.

stawacby musial do A\ DEG podlug 1. twierdzenia o przysta-
waniu, a wigchy bylo AC=DG
podlug zalozenia zas AC=DF
przeto DG =DF
/F= bylby /DGF, /DGF zas >
bylby jako kat zewnetrzny od / K, przeto tez / F>E, ztad '
tez DE> bylby od DF, coby jednak sprzeciwialo si¢ zalozeniu.
Do téj sprzecznosci doprowadzilo nas przypuszezenie, iz CB <
jest jak FE; do podobnédj sprzecznosci doprowadziloby nas
takze przypuszezenie, iz BC> od FE. Gdy wiec ani > ani
<< by¢ nie moze od FE, musi przeto byé réwne FE.
Zagadnienia. Wyszukaj warunki, pod ktéremi przystaja do
siebie, 1) trojkaty réwnobocezne, 2) tréjkaty réwnoramienne,
3) trojkaty prostokatne?
UWAGA. Creéci, w skutek réwnodci ktérych tréjkaty przystawaja, wy-

starczajg zarazem do zupelnego oznaczenia tréjkata, tak Ze za pomocg nich
zawsze tylko jeden i tenze sam tréjkat wykreélié mozna.

§. 50.

Twierdzenie. 7 punktu danego na linia prosta tylko
jedne prostopadla spuscié mozna, ktéra jest zara-
zem najkrétsza ze wszystkich linii poprowadzo-
nych ztegoz punktu ku owéj linii. Z tych linii te sa so- |
bie réwne, ktére z obu stron prostopadléj polozone, od niéj
w rownéj sie znajduja odleglosci, a ze soba poréwnane tem
wigksze, im bardziéj od owéj prostopadléj si¢ oddalaja.

Zalozenie. AB stoi prostopadle na MN.

Twierdzenie I. Zadna inna linia z punktu A wyprowadzona
procz AB nie jest prostopadla na MN.

Dowéd. Gdyby AO prostopadle stalo na MN, powstalby
trojkat z dwoma katami prostemi, co jest niepodobienstwem.

Twierdzenie 11. AM, AC, AD, AE> AB.

Dowdd. Przeciwprostokatnia jest bowiem zawsze wigksza
od przyprostokatni.

Twierdzenie 111. AC = AE.

Zalozenie. AB prostopadla na
: MN i BC=BE.
Dowéd. /\ ABC=/\ ABE po-
P NEAE dlug pierwszego przystawania o
trojkatach; a wiee bok AC=AE.

M
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Twierdzenie 1V. AL>AD.
Dowéd. / ADE=>ABD jako kat zewngtrzny, zatem jest
katem rozwartym, przeto AE> AD podlug §. 43. wn. 1.

UWAGA. Odlegloéé jakiego punktu od linii danéj wymierza
sig prostopadla z tegoz punktu na linig poprowadzonag.

§ 51.
Cztery twierdzenia o tréjkacie rownora-
miennym.

Twierdzenie 1. Linia polowigca kat wie rzcholkowy
wtrojkacie 1’()\\'11(»1':1mi«*nnvm polowi takze podstawe
i stol na nlc 1)1()~t()[md;c

Zalozenie. /o= / D. ¢
Twierdzenie. AD=DB, CD prostopadla b
/0| N\

na AB // ' \

Dowéd. N\ACD=CDB podlug L twier.  / | \
o przyst., zatem AD=DDB % J_ S
/ ADC = / CDB, a poniewaz / ADC+ 4 - &
CDB=2R, wiec tez / ADC=1R i CDB=1R, czyli linia
CD stoi prostopadle na AB.

Twierdzenie II. Linia Yaczaca w tréjkacie rownora-
miennym srodek pod\t'nn z wierzcholkiem, stoi na
podstawie prostopadle i potowi kat w ierzcholkowy.

Zalozenie. AD=DDB.

Twierdzenie. CD stoi prostopadle na AB lip/io== /o p:

Dowid. /NACDx=A\CDB podlug twierdz. 1I. o przyst.,
zatem /o= /p, /ADC= / CDB, a poniewaz / ADC+
CDB=2R, wigc tez linia CD stoi lno‘«topddlg na ADB.

Twierdzenie III. Prostopadla z wierze choltka trdéj-
kata réwnoramiennego na podstawe spuszczona po-
Yowi podstawe i kat w ierzcholkowy.

Zalozenie. LAI)U:I\.

Twierdzente. AD=DB, /o= /p.

Dowdd. /\ACD NACDB podlug IV. twierdz. o przyst.,
zkad wynika, ze Jo= /P, 1 ze AD=DB.

Twierdzenie 1V. P 1()5101)4(1{4 wykreslona ze drodka
podstawy wtrojkacie r bwnoramiennym przez wierz-
chotek tréjkata przechodzi.
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Dowid. Gdyby prostopadla ze srodka
podstawy wyprowadzona przez wierzcholek
nie przechodzila, a wiee szla n. p- w kierunku
linii DE obok punktu C, moglbym pociagnaé
—— B linig CD, ktéra musialaby podl. twierdz. 2.
na linii AB staé prostopadle; gdy zas podlug zalozenia DE i
stoi prostopadle na AB, otrzymalibysmy wigc w punkcie D
linii AB dwie linie prostopadle, co jest niemozliwém. Przy-

puszczenie zatem, iz KD nie przechodzi przez wierzcholek
jest niemozliwém.

§:-52.

Twierdzenie. W tréjkacie kat, ktéorego wierzcholek
od srodka p rzeciwleglego boku jest oddalonym o po-
towe tegoz boku, wazy 1R.

Zalozenie. AD=DC=DB.
Twierdzenie. ,/ ABC=1R.

N e e
/ X Lowid, éé;;i,:;i}pmllug §. 40. 4. ;
Tt e \(’ 5
/]

ZADB+CDB=9R —2x 4 2y
xA-ye=R=ABC; ‘

; . v e re . . |
Okreslenie. Linia w trojkacie laczaca wierzcholek kata ze

B

srodkiem przeciwleglego boku zowie si¢ poprzeczng (Tr
versale).

ans-

Twierdzenie. (Odwrbcenie przeszlego). W tréjkacie pro-
stokatnym poprzeczna z kata p rostego do przeciw-
prostokatni pociagnieta, réwna sie polowie przeciw-
prostokatni.

# Zalozenie. / ABC=1RiAD =
{ DC.
’”:" Twierdzenie. BD = AD = DC. . &
B ¥ Dowdd. Gdyby DB nie byto ré-
LA [/ X ewne AD, a wiec wieksze tak, zeby

2 n. p. ED bylo réwne AD, wigchy

podlug twierdzenia poprzedzajacego musial byé / AEC=1R,
a gdy podlug zalozenia / ABC=1R, musial by przeto /AEC
byé réwny , ABC, co byé nie moze podlug §. 39.

Gdyby zas DB bylo mmiejsze od AD, mogtbym DB prze-
dluzy¢ tak, zeby AD bylo réwne DF, w takim razje /AFC
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bylby = 1R podlug przeszlego twierdzenia; gdy zas podiug
zalozenia / ABC=1R, przeto by musial by¢ / ABC= ka-
towi AFC, co by¢ nie moze podlug §. 39.

§. 53.
Twierdzenie. W kazdym tréjkacie prostopadle ze
srodkéw trzech bokéw wyprowadzone, scinaja sie

wjednym wspoélnym punkecie, ktéory od wierzcholkdow

trojkata w rowndéj sig¢ znajduje LAX Rotp
odlegltoseci. = “T //ﬂ\\
Zalozente. Punkta D, E 1 F sa / // boses 13\
srodkami bokow i / 7‘7< : SP
DG prostopadla na AB. [ / -

o 1 /\ i
EG . = AL //// o iy
Twierdzenite. GF prostopadla na AN S v B

CB i AG=CG=GB.
I)“”'";'l‘.,,,Af\f!)GiA,l}l),(j_]m'““g I. twdz. o przyst.

AG =GB wynika z przystawania
réowniez N\ AEG == /A CEG podlug I. twdz. o przyst.
AG=GC.
GB=AG=GC.
Wrescie /\ BFG>=CFG podlug II. twdz. o przyst.
zatem / CFG= / BFG z przystawania
a gdy /CFG+ /BFG=2R jako przylegle

przeto GF prostopadla na CB.

UWAGA. W jakiéj formie nalezaloby wladciwie orzec tresé¢ tego twierdze-
nia stésownie do biegu dowodzenia?

Whniosek. W tréjkacie prostokatnym prostopadle tego ro-
dzaju scinajp sie w srodku przeciwprostokatni, w trojkacie
ostrokatnym wsréd niego, a w trdjkacie rozwartokatnym ze-
wnatrz niego.

UWAGA. Ouworem cyrkla obejmujacym CG mozna kolo opisaé, ktérego
obwéd przez wierzcholki tréjkata przechodzi.

§. 54.
Twierdzenie. Liinie polowiace wszystkie katy w troj-
kgcie scinajg si¢ w jednym punkeie, ktory od wszy-
stkichtrzechbokéw wréwnéj znajduje sig¢ odlegtosei.
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¢ Zatozenie. AD polowi / A, CD
»H/,/]\ /G, i DG stoi prostopadle na AB,
/,‘,,/“\ //3“ DE prostopadle na AC, DF prosto-
L 1)/\[\\\/‘;\\ padle na BC.
75 j_,{/ B Twierdzenie. DB polowi /B, i
¢ DGy = DFi— DIE:

DG =DE z przystawania.
rowniez /\DCE 2 A\ DCF podiug d1I. twdz. o przyst.
DE =DF 2z przystawania.
a poniewaz DG = DF, wiec téz
~ ADBGxDBF podlug IV. twdz o przyst.
UWAGA. Otworem cyrkla réwnym linii ED mozna okolo punktu D
wykreéli¢ kolo, ktére przez punkta E, F i G przechodzi i do ktérego boki
tréjkata sa stycznemi.

Zagadnienia.

o)

r

8:::55:
L. Jak si¢ wykresla tréjkat, ktérego trzy boki a, b i ¢ sq dane?

Y Uwaga. Dlugosé danych bokéw

57%/'\ o o tyle zawsze byé musi ograniczona,

RS \_ izby suma dwéch wigksza byla od

e —— =\ trzeciego, inaczé] bowiem tréjkatu
P SR T wykreslié nie mozna.

e Rozwigzanie. Prowadzg linia =e¢,
otworem cyrkla réwnym linii b wykreslam tuk, zatknawszy go
na lewym krancu, to samo czyni¢ otworem cyrkla réwnym a,
zatkngwszy ramie cyrkla w prawym koncu linii, poczem laeze
punkt otrzymany przez zcigcie sie lukéw z jéj krancami.

Szezegblowe przypadki powyzszego zagadnienia sg:

1) Jak si¢ wykresla za pomoca boku danego tréjkat réwno-
boczny ?

2) Jak si¢ wykresla tréjkat réwnoramienny, ktérego podstawa
i jedno ramig¢ sa dane?

UWAGA. Trdjkat réwnoramienny tylko wtenczas jest mozebny, jezeli
ramig wigksze jest od polowy podstawy.

II. Jak sie wykresla kaqt, ktéry ma byé réwny danemu ka-
towi a?
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Rozwigzanie. 7 danego kata a ro-

(5522
bie tréjkat réwnoramienny ach, odei- X
e ; Tz
najac od jego wierzcholka na obu bo- z 5
’ el TS | e e s S S, U S
kach cyrklem rowne czesci ac=ab i (,

taczac ich konce ze soba, poczem podl. X
poprzedzajacego zagadnienia rysuje /\ 5
ABC przystajacy do /\abec, zkad i ) T
wynika /A= /a,

UWAGA. W powyzszém zagadnieniu moze takie byé dana linia i punkt
na wierzcholek, gdzie kat zgdany ma byé wykreslony.

III. Przez punkt dany zewnqtrz linii leigey jak sie prowa-
dzi do niéj linia réwnolegla?

Rozwigzanie. Przez dany punkt A N
i linia BC prowadze¢ dowolnie jakgkol- by ik A
wick linia 1 przenosze jeden z powsta- Py Tk
lych katow do punktu A jako kat na- Ve )

/

przemianlegly lub odpowiedni. ,

IV. Jak sie wykresla tréjkat, ktérego dwa boki i kgt od
nich zawarty sq dane?

Rozwigzanie. Rysuje kat réwny danemu, a odciawszy na
jego ramionach boki dane, lacze ich konce ze soba.

V. Jak sie wykresla tréjkat, ktérego bok jeden A, t oba
katy przylegle a © b sq dane?

UWAGA. Aby tréjkata wykreélenie bylo mozebne, musi zatem / a—
£ b<<2R.

Rozwigzanie. Rysuje linia réwna bokowi A i przenoszg
do obu jéj krancéw dane katy, ktérych przedtuzone ramiona
seinaé sig musza 1 utworzy¢ trojkat.

VL. Jak si¢ wykresla tréjkat, ktérego dame sq bok ¢ dwa
katy, z ktérych jeden ma leieé przy boku, drugi zas naprzeciw
ntego? Dane sq katy b i y t bok a.

Rozwigzante. Szukam wiel-

kosci kata spelniajacego sume da- ———“——

nych katéw b + y do 2R, otrzy- s /
mamy kat x, ktory jest spelnia- \ [ 4/
; ; : el L mee
jacym i zarazem drugim katem / \ /J’,
bokowi przyleglym, poczem za- >,\ /‘

gadnienie sprowadzone jest na
warunki poprzedzajacego.
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VIL. Jak sie wykresla tréjkat, ktérego dwa boki (a ¢ b),
Jako i kqt wickszemu bokowi przec

wlegly (0) sa dane?

\e e Rozwigzanie. Poniewaz /o
s ma leze¢ naprzeciw boku a, przeto
musi by¢ bokowi b przylegtym,

\</ E Lo, \ o \ :
T~ ey przenosze wiec /o do boku b

\ T w punkcie A, potem otworem cyr-
0 S . .
4 =4 kla réownym bokowi a z punktu
————b B opisuje tuk, ktéry rami¢ dru-
= 2 )

gie w punkeie C przetnie. Poly-
czywszy zas punkt C i B, otrzymuje¢ zadany tréjkat.

UWAGA. Trdjkat z danych w zadaniu warunkow zawsze wykredli¢ mozna,
dla czego? Jezeli zad dane sy dwa boki i kat mniejszemu bokowi przeciwlegly,
w wielu przypadkach weale trdjkat powsta¢ nie moze, najezedciéj wykredlié
mozna wtenczas dwa nieréwne trdjkaty, i tylko w razie gdy kat jest prosty,
Jjeden tylko powstaje trdjkat. Dwoma bokami przeto i katem mniejszemu bo-
kowi przeciwleglym trdjkat niedostatecznie jest oznaczony.

VIIL. Jak sig dzieli kgt jakikolwiek dany na dwie réwne
czesei?

Rozwigzanie. Poczawszy z wierzcholka, odcinam na obu
ramionach réwne czesci, ich krance lgeze linia prosta i nad
ta linia wykreslam tréjkat réwnoramienny dowolnéj wielkosei,
otrzymam przeto z obu stron tejze linii dwa tréjkaty réwno-
ramienne, poczem lacze ze soba przeciwlegle ich wierzcholki
linig polowigea zarazem kat dany.

Dowéd. Roéwnosé powstalych katéw wynika tatwo z przy-
stawania tréjkatow lezacych z obu stron linii polowiacéj, po-
dlug II. twierdzenia,

[X. Jak si¢ dzieli linia dana na dwie réwne czeéei?

Rozwigzanie. Nad i pod linia wykreslam sobie réwnora-
mienne trojkaty dowolnéj wielkosci, poczem lacze ich przeciw-
legle wierzcholki linia, ktéra zarazem dana polowi.

Dowdd. Ze linia dana zostala na dwie czesei réowne polo-
wiona, wynika ztad, Ze tréjkaty z obu stron linii polowigcéj
powstale do siebie przystaja, podlug II. twierdz. o przyst.
Mozna zatem prawa strong figury tak przelozy¢ na lewa, iz
si¢ zupelnie nakryja, zkad takze réwnosé powstalych poléwek
doktadnie si¢ nakrywajacych wynika.

UWAGA. Zwyczajny ale nieco ‘dluzszy dowdd polega na tem, ze do-

widdiszy przystawania trGjkatéw lezgcych z obu stron polowiacéj linii, Wywo-
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dze réwnodé katéw przy wierzchotku trojkata wykreslonego n. p. mnad. linig
lezgcych, poczem podiug IIL. twierdz. tenze trGjkat réwnoramienny na dwa
do siebie przystajace trdjkaty rozpada.
X. Jak si¢ wyprowadza z punktu (A), w danéj linii (MN)
lezacego prostopadla?

Rozwigzanie. Odkreslam z obu o
stron punktu A réwne czesci AB ‘
), wykreslam nad linig BC
rownoramienny trojkat BCD, w = .
ktorym poprowadzona linia DA T 4
bedzie owa zadana prostopadla.

Dowéd. /N\BAD =/ ADC podlug IL twierdz. o przyst. '
/BAD= /DAC, a poniewaz
4771731\D+4D;(()~_2R jako przylegte,
przeto DA stoi prostopadle na MN.

UWAGA. Xridzéj sig udowadnia prawdziwosé rozwigzania, odwolujac
sie na jedno z twierdzef o tréjkacie réwnoramiennym.
X1 Jak si¢ wykresla z punktu (A) zewngtrz danéj linii (MN)
lezqeego, prostopadla do' téjze linii? 4
Rozwigzanie. Wykreslam z punktu I
A kolo przecinajace linia MN w dwéch :
punktach, t. j. w punkcie B i C, po-
czem rysuje pod linig MN, biorgc BC
jako podstawe, réwnoramienny trdj-
kat. Polgczywszy wrescie punkta A 1D %
ze soba, otrzymuje w linii. AO zadana prostopadla.
Dowéd. /N\NACD = /\ADB podiug II. twierdz. o przyst.
/ BAO= / OAC z przystawania,
daléj A \ABAO 2= /\ OAC podlug I twierdz. o przyst.
/L AOB=/ AOC z przystawania, a poniewaz
£/ BOA -+ / AOC=2R, wigc /BOA=IR,
a zatem OA jest owa zadang prostopadla.
XIL Jak si¢ wykresla prostopadla na kraricw (4) linii AN?
Rozwigzanie. Wykreslam nad cze- ‘
§cig danéj linii od punktu A poczawszy,

réownoboczny tréjkat ABC, przediuzam ’

bok BC po za C az do punktu D, tak — <3¢
zeby CD bylo réwne AC. Linia AD |

bedzie zadang prostopadly. | R
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Dowéd. / CAB=2R podlug §. 40. wn. 3.

te)

/DAC=]R podlug §. 40. wn. 4.

~ /DAB=1R, zatem AD stoi prostopadle na AN.

XIII. Jak sie dzieli kqt dany prosty na trzy rdwne czedci?

Rozwigzanie jest bezposrednio w poprzedzajacém zagadnie-
niu zawarte.

XIV. Jak si¢ wykresla tréjkat réwnoramienny, ktérego jest
dana podstawa i prostopadla (wysokosé) z jego wierzcholka na
podstawe poprowadzona?

Rozwigzanie Yatwe.

XV. Jak si¢ wykresla trojkgt réwnoramienny, ktérego jest
dana wysokosé ¢ jeden z bokbw rdwnych?

Rozwigzanie Yatwe.

XVI. Jak sie wykresla trdj/c@t: ktérego dana jest suma bo-
kéw (S) © dwa pojedyricze katy a i b?

Rozwigzanie. Rysuje linig DE

Sl e oo svneness U Ve § ngajéj krancaeh prizykla-
dam jako katy przylegle polowy
% katow a i b, tak ze /D=1a,
=4b a /E=1b, przez co powstaje
/A DEC; /D przekladam do
punktu C tak, aby / DCA byt
rowny CDA, a / E do punktu
Lop@unbyin/BOEbyl: =0/ Kipa
E trojkat powstaly ABC bedzie zg-

danym.

Dowéd. /\ DCA jest réwnoramiennym, podobniez /\ CBE;
a zatem DA=AC i BE=CB, zkad wynika, ze AC+4 AB-
BC=S. /BAC=2 /D, azatem = / danemu a; podobniez
/ABC=2 /E, a zatem = /'b.

UWAGA. Z powyiszego zagadnienia wynika latwo i to, jak sig wy-
kredla trdjkat réwnoramienny, ktdrego suma wszystkich bokéw i kat wierz-
chotkowy lub przypodstawny jest dany?

XVIL Jak si¢ wykresla tréjkqt, ktérego dany jest jeden bok
(@), suma drugiego i trzeciego boku (S) i kat (b) preylegly pier-
wszemu, bokowt (a)?

Rozwigzanie. Rysuje linia AB=a, do niéj przykladam
dany / b, rami¢ jego przedtuzam tak dalece, aby DA byto
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= S; lacze¢ punkt D z punktem S 2
B i ostatecznie odkreslam w punk- it it O :

cie B kat = katowi D. /\ ACB 3

bedzie zadanym. . P
Dowéd. /\ ABC dla tego za- /é 75

wiera warunki zagadnienia, bo AB % i
—a, /A= /b, AC+CB wre- /
$cie =S, bo CB=CD z powodu, 5T BE
ze /\ BCD jest trojkatem réwnoramiennym.

3. 0 czworobokach, mianowicie zas o rownoleglobokach.
§. 56.

Twierdzente. Suma katéw w czwo- c
. /

roboku wynosi 4R. P

Twierdzenie. / A+B+C+D=4R. J.

Dowdd. Rysujac przekatnia, otrzymuje /
dwa trojkaty, ktérych katy pojedynczo po 4/ il Sty
2R wynosza.

UWAGA. W czworoboku moga byé wszystkie cztery katy prostemi, tylko
trzy rozwartemi, najwigcéj. trzy ostremi i najmniéj jeden moze byé katem roz-
wartym.

§. 57.

Okreslenia. 1. Czworobok, ktérego przeciw-2D c

——
\

legle boki sa réwnolegle, zowie sig réwnole- \
gtobokiem (Parallelogramm), n. p. AC, albo
ABCD.

UWAGA. Figura taka powstaje, jezeli dwie pary linii \ \
réwnoleglych sig przecinaja; ztad tez powstal znak réwnole- \__ 204
globoku (#). A B

2. Trapezem (Trapez) zowie sig czworo-

bok, w ktérym tylko jedna para bokéw prze- —
ciwleglych jest réwnoleglta, n. p. DEFG. \\

\

Trapez jest prostym, jezeli boki skosne sg
sobie réwne, czyli réwne katy z rownolegtemil
tworza, n. p. LMNO. ‘i .

3. Czworobok wrescie, w ktérym obie
pary bokéw przeciwleglych nie sa réwno-
legle, zowie si¢ trapezoidem, jak n. p.
czworobok w poprzedzajacym §.: ABCD. I — ¥

3*
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§. 58.
Twierdzente. Przekatnia dzieli réwnoleglobok na
7 cdwa do siebie przystajace trojkaty;
s AT AT . g 5 ’ 1
y czyli w kazdym réwnolegltoboku
5. o przeciwleglte boki i katy sa sobie

rowne.
Zalozenie. AD || BC i AB || DC.
Twierdzenie. Bok AD=BC 1 AB=DC,
Lolommmifeele & A1) = /B
Dowdd. Poprowadziwszy przekatnia, otrzymuje:
A ABD 2 /A\'BCD podlug III. twierdz. o przyst.
7 o=y,

/ p=x, réwne do réwnego dodawszy, otrzymuje
=x1y, czyli / D=/ B.
Réwniez wymI\(L z przystawania:

DOC=AB BADE=BEN 7 A =00

Wniosek 1. Rownolegle mi¢gdzy rownolegltemi, ré-

wniez jak prostopadle migdzy prostopadtemi sg so-
bie réwne.

Whniosek 2. Jezeli w réwnolegloboku jeden kat jest pro-
stym, trzy inne katy takze prostemi byé musza.
b o o Dowéd. Jezeli / A=1R, to / C takze

e :
=1R, a zatem wynoszg /D

|
[ a poniewaz s3 rowne, przeto tez kazdy
f | p ~wynosi 1R.

Whniosel 3. Roéwnosé wszystkich czte-
rech bokow w réwnolegloboku zalezy tylko od réwnosci dwéch
bokéw sasiednich.

S DY
Podzial réwnoleglobokéw. Rbéwnolegloboki dziely sie podtug
AT katéw na proste i skosne, podtug bokéw zag
yoa na réownoboczne i nieré6wnoboczne.
. Caztery przeto sa rozmaite gatunki réwnole-
_J globokow :
1. prostokatne i réwnoboczne, zwane kwa-
o dratami (Quadrat); :
by 2. prostokatne i nieréwnoboczne, zwane pro-
———— stokgtami (Rechteck);
7 3. nieréwnokatne i réwnoboczne czyli kwa-
draty skosne (Rhomben);
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4. nieréwnokatne i nieréwnoboezne czyli prostokaty sko-
$ne (Rhomboide).

UWAGA. Jaki wige bedzie calkowity i najogélniejszy podzial czworobokéw ?

Whioski. Kwadratu wielkosé zawisla tylko od jednego boku,
prostokata od dwoch bokéw sasiednich, kwadratu skosnego
od jednego boku i ](‘(111(”0 kata, a wresdcie prostokata sko-
snego od jednego kata i dwoch bokow sasiednich.

Zagadnienie. Jak si¢ wykresla kazdy rodzaj réwnoleglo-
bokéw, skoro czesci oznaczajace go sa znane?

Rozwigzanie jest tatwe.

§. 60.
Cztery twierdzenia zawierajace warunki, pod ktoéremi
kazdy czworobok jest rownoleglobokiem.
Twierdz. Kazdy czworobok jest réwnolegtobokiem:
I. Jezeli obie pary bokow przeciwleglych sq réwne.

Zalozenie. Bok AD=BCiAB=DC.

7) ¢
Twierdzenie. Bok AD || BCiAB || DC. Sl j
Dowdd. Przekatniag DB pociagnawszy,  / /

otrzymuje:
AAI’)I)N/_\I’giD_pO(H IL tw. o przyst. 4 .~

/o= /yi/p=/xpodl§ 44 Uw.
AD || D [|BC i AB || DC podl. §. 26. tw. 1.
1L. Jezeli jedna para bokiéw przeciwleglych jest réwna i za-
razem réwnolegla.

Zalozenie. AB =1 do DC.
Twierdzenie. AD =i || BC
Dowéd. /\ ABD BCD podlug §. 44.

AD=BC i / o=/y.

“AD || BC podlug §. 26. tw. 1.
11 Jezeli obie pary przeciwleglych katéw sa réwne.
Zalozenie. / A=C, /B=D.

Dooin ¢
Twierdzenie. AD ||BC i AB || DC.
Dowéd. / A+B+C+D=4R podl. §. 56.
gdy zas / 4\~( /‘; b B

/l)‘
A AP B0 +i' §
A \+/1’:.}1\
~ AD || BC podlug §. 26. tw. 1.
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Kladac zas: £/ A=C

AR
A+D=C+B
A+D=2R

i{Binchiii(;d*hxg §. 26. tw. 1.
LV. Jezeli obic przekqtnie wzajemmie si¢ polowiq.
4 ' p Zalotenie. AO=0D; OC=0B.
Figﬁ ~7  Twierdzenie. AB| CD, AC| BD.

/ / Dowdd. N\NAOC x /N\OBD podl. tw. 1. Oprz.
e o / ACO= / OBD, co zprzyst. wy-
¢ n nika; a zatem AC || BD podLl. §. 26. 1.

Réwniez /\ AOB 2 /\ COD podiug I twierdz. o przyst.

B AD="270DC
AB || CD podk. §. 26. 1.

§. 61.

Twierdzenie. W kazdym réwnolegloboku przekatnie wza-
jemnie si¢ polowia. Podobniez takie kazda linia przez ich sro-
dek wspélny poprowadzona i az do bokéw réwnolegloboku
siggajaca, z dwoch sig sklada réwnych czesci i zarazem dzieli

caly réwnoleglobok na dwie do siebie przystajace czesci.
Zalozenie. ABCD jest réwnoleglobokiem.
D, i c

o o, \ Twierdzenie I. AE=EC, BE=DE.
A /

E \ Dowdd. AAB]’]}} I)__QE Ro_(lk. IIT. twierd.
TR \\‘A’ o przyst. AE=EC, ED=EB.

Twierdzenie II. FE =EG.
Dowéd. N\DEF xBEG podlug III. twierdz. o przyst.
FE=EG.
Twierdzenie ITI. Czworobok AGFD c CFGB, bo WSZy-
stkie jego boki i katy odpowiednio polozone sa réwne.

Okreslenie. Srodek wspélny obu przekatni w rownolegto-
boku zowie si¢ jego §rodkiem, a linie przez niego do bokéw

rownolegle poprowadzone liniami $rodkujacemi (Mittel-
linien).

§. 62,
Twierdzenie 1. W prostokatnym réwnolegtoboku przeka-

tnie s3 sobie réwne, ich srodek zatem od wierzcholtkéw 16-
wnolegloboku wszedzie réwno oddalony.
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Zalozenie. ABCD ma katy proste. [)/’/ K
Twierdzenie. AC=BD i AE=BE= / [\ /|
CE=DE. S

Dowéd. /\ABC  ABD podl. L tw. \ o il SR
o przyst. DB=AC it d. / \\ : /

UWAGA. Kazdy prostokatny réwnoleglobok mo- y__ Xl 2
zna, znalazlszy jego érodek, kolem obwiesc. ATET el

2. W réwnolegloboku skosnym przekatnie sa w ten spo-
sob nieréwne, ze wieksza zawsze rozwartemu katowi lezy na-
przeciw.

Zalozenie. ABCD ma katy skosne.

Twierdzenie. AC>BD. 7.

Dowdd. W tréjkatach ABD i ABC &
jest bok AB=AB, AD=BC jako boki
przeciwlegle réwnolegloboku, wrescie /

/ DAB< ABC podlug zalozenia. =
Bok BD <<AC podiug §. 45.
§. 63.

Twierdzenie 1. W réwnobocznym rdwnolegloboku przeka-
tnie polowia katy i przecinaja sig prostopadle. Ich srodek od.
wszystkich bokéw w réwnéj jest odleglosci.

Zalozenie. AB=BC=CD=DA.

Twierdzenie. /o=p, DB_| AC i pro-
stopadle EG—EH—EF=Ef.
Dowdd. /\ AED o< AEB podl. II. tw. o

przyst. = !
i / AED :Y;XEB}Z P \_\L w
AE | DB. p. §.17. okr. 2.
Réwniez /\ AEK o AEG podlug IIL tw. o przyst.
EK=EG.
Przedluzajac KE do H i GE do F, otrzymuje EH | BC
i I‘P | DC podlug §. 28. twierdz. 2., a przeto EH=EK =
—I’G podlug §. 61. twierdz. IL
. W nieréwnobocznym réwnolegloboku przekatnie ani nie
polown katow, ani tez si¢ nie puoum]} pl()stopddlc ich srodek
tylko od przeciwleglych bokéw w réwnéj znajduje si¢ odleglosci.
Zalozenie. Bok AB>BC. (Fig. §. 62, 2.)
Twierdzenie. /o0>p, / ACD <<ACB i prostopadla EK
nie rowna prostopadléj EG.
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¢ Dowéd. 1. /m>p podlug §. 41.
] / m=o podl. §.26. tw. 2.
: wiece tez / 0 >p.
I 2. W tréjkatach AED i AEB jest
‘B bok AE=AE, DE=EB, ale AD<<AB.
/AED<<AEB podlug §. 47.
3. Gdyby EK=EG, bylby tez
A AEK o AEG podlug IV. twierdz. o przyst.

/ 0=p, coby bylo przeciwko 1.

ROZDZIAE TRZECI.
0 kole.
§. 64.

Twierdzenie. Kola o réwnych promieniach lub rownych sre-
dnicach przystaja do siebie i odwrotnie.

Dowdd. Polozone bowiem na siebie tak, ze ich srodki je-
den’ tylko punkt tworza, takze z powodu réwnych promieni
“obwodami dokladnie nakrywaé sie musza.

§. 65.

Twierdzenie. Srednica potowi cale kolo na dwie cze-
§ci do siebie przystajace,@dtkolami zwane.

Dowdd. Polozywszy obie czesci tak na siebie, ze srednice
si¢ nakryja, przekonamy sie, ze i tuki wzajemnie si¢ nakry-
waé musza, bo inaczéj nie bylyby promienie réwne.

§./66.

Majac w kole cigciwe, ktéréj krance ze srodkiem kola sg
polaczone, otrzymuje tréjkat rownoramienny, do ktérego cztery
twierdzenia w §. 51. zawarte, w ten sposob zastésowaé mo-
zna, ze zamiast podstawy kladzie sie cieciwa, zamiast kata
wierzcholkowego kat srodkowy i zamiast wierzcholka srodek
kota. "W kole ecztery te twierdzenia w mnastepujacy sposob
brzmie¢ beda:

Twierdzenie. 1. Liinia potowiaca kat $rodkowy polowi
zarazem cigciwe i stoi na niéj prostopadle.

2. Linia Ygczaca srodek kola ze §rodkiem cigciwy,
stoi na tejze prostopadle i polowi kat srodkowy.




O KOLE. 41

3. Prostopadla ze srodka kola spuszczona na cie-
ciwe polowi ja i na niéj stoi prostopadle.

4. Prostopadlta ze érodka cigeiwy wyprowadzona
przez srodek kola przechodzi.

Dowodzenia tych twierdzen w §. 51. sa zawarte.

§. 67.
Whnioski. 1. Prostopadle ze srodkéw dwoch nieréwnoleglych

cieciw poprowadzone scinajy sig W srodku kola. 7 N

¢ . * 7 \

2. Punkt w kole polozony, a bedacy w téj / X
saméj odleglosei od trzech rozmaitych punk- | s\
tobw obwodu, jest zarazem Srodkiem kola. e

§. 68. ¢

Jakakolwick cieciwa przez oddalenie od
srodka zamieni¢ sie moze wzgledem kola w styczna, ezyli w li-
nia, ktora tylko jeden punkt z obwodem ma wspolny. Stosu-
nek styczndj do promienia okaza nam nastepujace twierdzenia
podobne do twierdzen zawartych w §. 66.

Twierdzenia. 1. Promien do punktu zetknigcia sty-
cznéj poprowadzony stoi na niéj prostopadle.

Dowdd. Gdyby linia AC nie stala prostopadle na DB, moglt-
bym inna linizg do DB prostopadla z punktu C wyprowadzié,
n, p. linia CN; wtenczas / CNA bylby =1R,

a zatem / CAN katem ostrymj;

bok CN << CA, (:Gﬁil,)')'éﬁlrlvi:'s”in@?‘ , bo
kraniec linii CN lezy poza obwodem; linia
ta wiec > by¢ musi od promienia CA.
Do podobnéj sprzecznoscei doprowadzitoby
nas przypuszezenie, ze jakakolwiek inna

linia z punktu C wyprowadzona, na sty-
cznéj stoi prostopadle; twierdzenie zatem
tylko linii CA dotyczeé¢ sig moze.

2. Promien prostopadle do stycznéj pociagnigty
trafia punkt jéj zetknigecia.

Dowéd. Gdyby promien prostopadle do styeznéj DB po-
prowadzony nie przechodzil przez punkt A, lecz przez punkt
N, mégltbym poprowadzié AC, ktéraby byla podlug 1. | do
DB; otrzymalibysmy zatem z punktu C dwie prostopadle spu-
szezone na DB, co byé nie moze, zatem twierdzenie prawdziwe.
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3. Prostopadla z punktu zetknigcia stycznéj po-
prowadzona przez srodek kota przechodzi.

Dowdd. Gdyby linia ta przez srodek kola nie przechodzita,
moégtbym polaczyé srodek jego z punktem zetknigcia i otrzy-
matbym dwie prostopadle z jednego punktu linii prostéj wy-
chodzace, co by¢ nie moze; przeto twierdzenie jest prawdziwe.

§. 69.

Twierdzenie. Prostopadla z kranca promienia wy-
prowadzona styczna jest wzgledem kola. Fig. §. 68.

Zalozenie. AB | AC.

Twierdzenie. AB lezy z wyjatkiem punktu A, zupelnie po
za kolem.

Dowdd. Wszystkie linie ze srodka do linii AB poprowa-
dzone wigksze sa od promienia AC podlug §. 50. tw. 1L; ich
krance lezy zatem zewnatrz kola, przeto linia DB jest styczng.

§. 70.

Twierdzenia. 1. Réwne cigciwy w kole od srodka

w rownéj znajduja sie odleglosei.

i Zalozente. AB=DE.
& Twierdzenie. Prostopadle CF i CG sa so-
/i bie réowne.
Pk /C Dowdd. Prowadzac linie AC i DC, otrzy-
A\*\]ﬂ muje trojkaty ACF i DCG, w ktérych
By AC=DC jako promienie

AF=DG jako polowy réwn. calosci
i / F=G jako proste;
AN\ACF 2 DCG podt. IV. tw. o przyst.
UE—=CG:
2. (Odwrocenie.) Cigeiwy w réwnéj odleglosei od
srodka kola bedace, zarazem sa sobie réwne.
Zalozenie. Prostopadte CF i CG sa sobie réwne.
Twierdzente. AB=DE.
Dowéd. /N ACF = DCG podiug §. 49.
AF=DG
zatem tez calosci AB=DE.

§ 71.

Twierdzenie. 7Z dwoch nieréwnych cieciw

w kole wigksza
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bardziéj do srodka jest zblizona, jak mniej-
sza 1 odwrotnie.

1. Zalozenie. AB>BD.

Twierdzenie. Prostopadla CE<<CF.

Dowéd. Prowadzac linig EF otrzy- 4
muje¢ trojkat EBF.

EB>BF wynika z zalozenia P e e
/ y=>x podlug §. 41.
Hlo=Cm

w tréjk. CEF bok CE<<CF podlug §. 43.

I1. Zalozenie. Prostopadta CE<<CF.

Twierdzenie. AB>BD.

Dowéd. W tréjkacie CEF bok CE<<CF podlug zaloz.
/ o<<m podiug §. 41.
Ay >

w tréjkacie EBF zatem bok EB> BF podlug §. 43.
wige tez AB>BD.

Whniosek. Srednica jest najwieksza cigciwa w kole.

§ 72.
Twierdz. Liinia prosta przecina kolo tylko wdwoch
punktach.
Dowdd. Jezeli polacze punkta A i B ze
srodkiem kola promieniami i spuszeze CD |

do AB, otrzymam twierdzenie §. 50., z kto-
rego dowod wynika.

Wniosek. Trzy punkta lezace w jednéj
linii, nie moga leze¢ zarazem w obwodzie

jakiego kola.

§. 73.

Twierdzenie. 1. Do réwnych cigciw tego samego
kola naleza réwne katy srodkowe, réwne tuki, ro-
wne odeinki i réwne wycinki. L

Zalozenie. AB=BD. i R N

Twierdzente. / 0o=p, AB=BDit.d / ’ \

Dowéd. /\ABC = BDC podlug §. 46.; (,!‘ \
tréjkat zatem ABC padnie na BDC, jakoz i I )
tuki do nich nalezace w skutek réwnosci pro- / | \\//['}

mieni, zkad twierdzenie bezposrednio wynika. A\\\M/'
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2. Do réwnych katow srodkowych tegoz samego kola na-
lezg takze réwne cigciwy, luki i t. d.

Dowéd podobny do poprzedzajacego.

3. Do réwnych lukéw tego samego kola naleza takze ro-
wne katy srodkowe i t. d.

Dowod takze latwy.

3 b Lo ‘
Twierdzenie. Kagt -:;gfrc)d,]{() Wy réwna si¢ polowie kata |
i o,l)’\\/'odf'()\vvgo, z ktorym w kole na tym
0 samym stoi Yuku.
( < R ) Twierdzenie. / ACB=2ADB.
\ P |/ Przypadek I. Srodek kola lezy w jedném
Nt f ramieniu kata obwodowego.
e ,,,//H /L ACB=2ADB podtug §. 40. wn. 4.
[I. Jezeli srodek kota lezy miedzy ramionami kata obwo-
2 ; dowego, prowadze z punktu D srednicg 1 otrzy-
s muje:

/ : 2 w‘ A():ZX
groky *T;./'. R o | 2 A R s S

X A% T Zo¥p, t ) ACB=2x+2y

AN 7 i 2 ¢
e —F :2(( ~|f )’):2}\1)[}.

IT1. Jezeli wrescie srodek kola lezy zewnatrz ramion kata

}podhlg przypadku I. {
£

obwodowego, prowadze¢ podobniez $re-

N dnice DE i otrzymuje:
e /ECB=2EDB ¢
o9 i ZBCA—9EDA) PO prerp I
A T / ECB—ECA,
\\ //  tj. L/ ACB=2EDB—2EDA
) —=2(EDB—EDA)=2ADB.
§. 7. !

Whrioski. 1. Wszystkie katy obwodowe, stojace na
tym samym Ytuku, sa sobie rowne.

Dowéd. Réwnosé takowych katéw wynika ztad, ze sa po-
fowami jednéj i téj samdj calodei.

2. Kagtobwodowy, opierajacy si¢ ramionamina sre-
dnicy (wpisany w pdélkolu), ré6wna sie 1R.

Kat srodkowy takowego kata jest oczywiscie katem pol-

pelnym.
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§. 76.
Twierdzenie. Kat utworzony przez cig- , r
. 5 : % ¢ iy ;
ciwe i styczna, ktére sie w punkcie ze- st
tkniecia scinaja, réwna si¢ katowi obwo-  / \
; © |

dowemu, stojacemu na luku przez cigei- [
we odcietym. \
Twierdz. / DAB=Ei / GAD=DHA. b
Dowdéd. 1. Prowadzac z punktu A gre- —- -
dnice AF, i taczac F z D, otrzymuje:
/ DAB jest dopelniajacym kata o, bo AF | AB;
podobniez / F dopelniajacy kata o, bo 4 ADE—11R:
/DAB=F, a przeto tez K, podlug §. 75, 1.
L. Podlug I. » ADH=—HAB,
/ GAD jest spelniajacym kata DAB,
a / AHD jest speln. katow ADH+DAH, czyli / DAB;
e AD = AHD, bo sa obadwa speln. réwnych katow.
§477.
Twierdzenia. 1. Dwie prostopadle si¢ przecinajace

$rednice dzielg nietylko powierzchnia, lecz réwniez
i obwdd kola na 4 do siebie przystajace czesci, kwa-
drantamizwane.

Dowdd. Przystawanie latwo wynika, albowiem 3 wyecinki
czyli kwadranty ma czwarty kolejno polozone, dokladnie sig
nakrywaja. Quadrant 1002, 2003, 3204.

2. (Odwrbcenie.) Kwadrant jest wycinkiem i .
proﬁoki}tllynn /,/’ p ! 0 \

Dowdd. Z réwnosci lukéw 4 kwadrantéw 4 o =SU
wynika zarazem tez réwnosé 4 katow srodko- \ g | 4 /
wych, z ktérych kazdy musi by¢ = 1R, albo- |
wiem wszystkie 4 wazag 4R podl. §. 15. wniosk.

§. 78.

Kwadrant dzieli si¢ na 90 (caly zatem obwéd na 360) r6-
wnych lukéw, stopniami zwanych; kazdy stopien () dzieli
si¢ daléj na 60 minut i kazda minuta (‘) na 60 sekund (“).

Yiaczac zas punkta, ktéremi w ten sposéb obwdd jest po-
dzielony, ze srodkiem kola, otrzymuje kat prosty podzielony
na 90 katéw réownych takze stopniami (°) zwanych, kat sto-
pniowy na 60 réwnych katéw minutowemi (‘) zwanych i kat
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minutowy na 60 réwnych katéw, katami sekundowemi 3]
zwanych.

W skutek réwnosci katéw prostych wynika, ze katy sto-
pniowe, minutowe i sekundowe sa sobie réwne.

Wielkos¢ tuku wzgledem calego obwodu jest zatem miara
kata srodkowego, don nalezgcego. Obwdd caly jest miara kata
pelnego.

UWAGA. Przyrzad z pélkolem na katy stopniowe podzieloném, zowie
sig kgtomierzem (Transporteur) i stuzy do wymierzania katéw wykreslonych,
Jjako tez do wykreslania katéw, ktérych wielko$é stopniami jest oznaczona.

ST

Okreslenia. 1. Figura zowie si¢ wpisana w kolo, skoro
jéj boki wzgledem kola sy cigciwami.

W takim razie kolo opisuje figure.

2. Przeciwnie figura opisuje kolo, skoro jéj boki wzgle-
dem kola sg stycznemi.

W, takim razie kolo we figure jest wpisane.

§. 80.

Twierdzenie. Kazdy tréjkat kolem mozna opisaé, réwniez

jak w kazdy tréjkat kolo wpisaé.
BE s Srodek opisanego kola jest punktem
B\\\ scigeia sie wszystkich trzech prostopa-
7\ dlych ze srodkéw bokéw wychodzacych;
\.s"rodok za$ wpisanego kola jest punktem,
. ” X : .
: - /w ktorym wszystkie dwusieczne katéw
4 czyli linie polowiace si¢ scinaja.
§. 81

Whiosek 1. Przez kazde trzy punkta A, B i C, nielezace
w téj saméj linii prostdj (mogace zatem by¢ wierzchotkami
trojkata), obwdd kola pociagna¢ mozna.

Yiaczac bowiem punkta liniami, otrzymuje trdjkat, ktéry
kotem moge opisaé; obwéd wiee jego przez owe trzy punkta
przechodzié¢ musi.

Whniosek 2. Trzy punkta nie lezace w téj saméj linii pro-
stéj, oznaczaja dokladnie polozenie i wielkos¢ kola.

Whiosek 3. Obwody dwéch kot nigdy wiecéj, jak dwa punkta
wspolne, mieé nie moga.

Bo gdyby mialy 3 punkta wspdlne, jednoby tylko tworzyé
mogly kolo.
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Okreslenie. Kola majace dwa punkta wspoélne, zowia sie
przecinajacemi, majace zas tylko jeden punkt wspdlny, styka-
jacemi sie. Kola stykajace sig¢ albo leza obok siebie, albo tez
mniejszy wsrod powierzchni wigkszego.

§. 82.

Twierdzenia. 1. W kazdym czworoboku wpisanym
w kolo suma katéw przeciwleglych wazy 2R.

Twierdzenie. / DAB-+DCB=2R.

Dowéd. Pociggnawszy przekatnie,
otrzymuje w /\ ABD, / DAB+4m+-
p=2R podlug §. 36.

Wiemy takze, ze / m=y (natuku AB)

i / p=x (na tuku AD)
/DAB+x+y=2R
t. j. DCB.

2. (Odwrdécenie.) Skoro w czworoboku suma katéw prze-
ciwlegtych wynosi 2R, mozna go opisaé
kolem.

Zalozenze. ;- A+ BCD=2R.

Twierdzenie. Obwéd kola przechodzacy
przez B; A i D takze przez C przecho-

dzié musi.

Dowdd. Przypusciwszy, ze obwod prgez
C nie przechodzi, musialby natenczas bok
DC (albo tez BC), albo jego przedluzenie, n. p. w punkcie E
przecinaé, poczem poprowadziwszy BE, otrzymalbym:
/ A +BED=2R podlug poprzedzajacego twierdzenia;
/ A -+BCD=2R podlug zalozenia;
wynikloby wige, ze / BED=BCD, co si¢ sprzeciwia §.38. wn.
§. 83.
Twierdzenia. 1. W czworoboku opisujgcym kolo sumy bo-
kow przeciwleglych sa sobie réwne. 7
Zalozenie. Bok AB, BD, DE, AE sa ~
stycznemi.
Twierdzente. AB-+DE=BD- AE.
Dowdéd. Yaczac érodek kola tak z wierz-
cholkami czworoboku, jako i z punktami
zetknigcia, otrzymuje:
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~ AACF2ACK podlug §. 49.

bok AF—=AK ])()(l}ug §. 44. uw.
Podobniez /\ BCF2BCG, wigc BF=BG;
a zatem AF 4 BF, czyli AB=AK-+ BG.
W podobny sposob wynika DE=EK+ DG; wigc tez
AB ﬁ DH =2 )l)—{—;\l;.
2. (Odwrécenie.) W czworobok, w ktéorym sumy bokéw
przeciwleglych sa sobie réwne, mozna wpisaé kolo.
Zalozenie. AB+DE=BD - AE.
Twierdzenie. Koo dotykajace obwo-
dem bokéw AE, AB i BD, to samo tez
czyni wzgledem boku DE.

TRZECI.

])ow(i(/ Dzielac dwa katy sasiednie

v A i B liniami AC i BC 1 spuszczajac
Wi W 2 punl\tu C Jnmtn]mdlt- na AE, AB i1 BD
okazuje, ze CK, CF i CG sy sobie réowne jako linie odpo-

wiednio polozone w przystajacych do siebie tréjkatach, Punkt
C wige jest srodkiem kola dotykajacego bok AE w punkeie
K, bok AB w punkcie F i BD w punkcie G; dowodzg wre-
scie, ze bok DE wzgledem kola jest styczna.

30 przypusciwszy, ze DI nie jest styczng, moglbym z punktu
D (lub E) do tegoz kola styczng sobie poprowadzié, ktéraby
linia AE, lub tez jéj przedluzenie w punkecie L przecieta; na-
tenczas wynikaloby :

AB+ DL=BD -+ AL podl poprzedz. tw.

wiem zas, ze AB4+DE=BD -} AE ])O(U'ug zakozenia;
przeto byloby DL—DE= AT, AR L, coby jednak

sprzeciwialo si¢ §. 35. wn.; zatem twwrdzcnic jest prawdziwe.

§. 84.
Wniosek. Kaidy réwnoleglobok prostokatny moina koltem
opisa¢, w kazdy zas réwnoleglobok réwnoboezny koto wpisaé.
Srodek réwnolegloboku jest w obu razach srodkiem zadanego
kola, co latwo wynika z §. 62. tw. 1. i z §. 63. tw. 1.

Twierdzenie. Kazdy foremny wielobok mozna kolem
opisa¢, jako tez kolo w niego wpisaé. Srodek kola
jest zarazem srodkiem wieloboku.
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Zalozente. Bok AB=BC=CD it. d.
ZA=B=C bitsad:
Wyprowadziwszy ze srodkéw dwéch
sasiednich bokéw, t. j. z punktéw G i H ,//
prostopadle GM i HM, laczac daléj ich R*

punkt przecigcia z wierzcholkami katow

i wyprowadzajac z niego prostopadle do
bokoéw, otrzymuje:
Twierdzenie. AM=BM=CM i t. d.
i prostopadta MG=MH=MK i t. d.
Dowéd. N\ AGM = BGM
i AA\BHM « CHM
bok AM=BM =CM.
Réwniez /\ ABM c CBM podlug II. tw. o przyst.
/ ABM=CBM, wi¢gc = ABC.
Jest takze / BCM = CBM podlug §. 40.
réwniez / BCM=4 ABC=4 BCD=MCD
A BCM x~ DCM podhug I. tw. o przyst.
Bok DM=BM=CM.
‘W podobny sposéb wynika, ze
ADCMxEDM i t. d.
bok DM =EM=FM, réwniez i prostopadle
ME=MH=MXK i t. d. jako odpowiednio po-
Yozone prostopadle w przystajacych do siebie tréjkatach.

podiug I. tw. o przyst.

UWAGA. Srodek wieloboku foremnego wynajduje sie takze za pomocs
linii, ktére 2 sgsiednie katy dziela.

§. 86.

Olreslenia. Promien kola, w ktorém wielobok foremny jest
wpisany, zowie si¢ promieniem wigkszym, n. p. AM, pro-
mien za§ wpisanego kola mniejszym promieniem wielo-
boku, n. p. MG.

Tréjkat réwnoramienny utworzony w foremnym wieloboku
przez bok i dwa wigksze promienie zowie si¢ tréjkatem ozna-
czajacym wielobok, n. p. ABM, a kat wierzcholkowy
tegoz tréjkata zowie si¢ katem srodkowym wieloboku,
n. p. / AMB.

§. 8T,

Twierdzenie. Kat srodkowy foremnego wieloboku

rowna si¢ 4R podzielonym przez ilosé bokow.

4
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Oznaczajac wyrazem C, kat srodkowy foremnego wielo-
boku o n bokach, otrzymuje:

4R ’ i .
‘,,__—»ii_, bo n katéw srodkowych wynosi razem 4R

podlug §. 17, 2. i wszystkie sy razem sobie réwne podl. §. 73.

Wniosek 1. C,=4R, C,=1R, C,=2%Ri't, d.

Whriosek 2. Trojkat oznzczajacy foremny szescichok jest ré-
wnobocznym, bok przeto szescioboku réwna si¢ promieniow]
kota opisanego.

Wniosek 3. Ztad takze wynika, iz w kazdém kole promien
6 razy jako cieciwe polozyé mozna.

§. 88.

Twierdzenie. W kazdym wieloboku wynosi suma
wszystkich katéw tyle razy 2R, ile wielobok ma
bokéw mniéj 4R.

Dowéd. Skoro wielobok ma n bokéw, prowadze z jakiego-
kolwiek punktu we figurze polozonego do wierzcholkéw WSZYy-
stkich linie, przez ktére caly wielobok na n trojkatow sie po-
dzieli. Katy kazdego tréjkata waza 2R, przeto wszystkie katy
2nR; od téj sumy nalezy jednak odliczyé katy lezace okolo
punktu wsréd figury polozonego, ktére wynosza 4R i do fi-
gury nie naleza; wzorzec zatem wyrazajacy nam sume wszy-
stkich katow jest: 2nR—4R.

UWAGA. Jezeli w wieloboku tyle jest katéw wypuklych, ze nie mo-
zna poprowadzi¢ z zadnego we figurze polozonego punktu linii do wierzchol-
kéw, ktéreby przez obwdd figury nie przechodzily, rozkladam caly wielobok
przekatniami na trdjkaty.

Whriosek. Kat foremnego wieloboku spelnia kat srodkowy
do, 2 R.

Bo kazdy kat takowy

§. 87. =2R—C,.

s 52 e j. podk.
n n 4

§. 89,
Twierdzenie. Dzielac obwéd kola napewngilosé ré-
wnych tukéw i prowadzac do nich nalezgce cigciwy,
otrzymujemy foremny wielobok.
Dowid. Boki i katy wieloboku réwne sa podiug §. 73, 3.
UWAGA. Z tresci §. 77. wynika sposéb wykreslenia foremnego czwo-
roboku w kole, §. 87, 2. podaje nam sposdb wykreslenia foremnego szescio-
boku w kole, z ktérych to wielobokéw przez ciagle polowienie $rodkowych ka-
téw otrzymad 'mozemy G8miobok, 16bok, 12hok i f. d.
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§. 90.

Twierdzenie. Prowadzgce przez wierzcholki katéw
foremnego wieloboku w kolo wpisanego styczne,
otrzymujemy takze foremny wielobok.

Zalozenie. ABCDEF jest wielobok L
foremny i P

0G, GH i t. d. s stycznemi.

Twierdzenie. GHKLNO jest foremny.

Dowdd. Yigczac M z wierzcholtkami
obu wielobokéw, otrzymuj¢ w: czworo-
boku AGBM

/. AGB+ AMB=2R podtug §. 56.
1 podlug 68, 1.
réwniez kat BHC spelnia / BMC,
gdy zas / AMB=BMC i t. d. podlug §. 73, 1.

przeto. / AGB=BHC i t. d.
Wiem takze, ze /\ AGM = BGM podt. IV. tw. o przyst.
~ bok AG=GB
i / AGM=MGB=4AGB.

Podobniez dowodze, ze H, K, L, N, O sa polowione,
a wiec ich poléwki muszg byé réwne.

Wrescie /\ AGM o AOM podlug IIL. tw. o przyst.

bok AG=AO.

Tak samo GB=BH, przeto OG=GH=HK i t. d.

UWAGA. Foremny wielobok kolo opisujacy otrzymuje sig takze w ten
sposib, Ze przez wszystkie punkta polowigce tuki do kola styczne prowadzimy.

§:991q

Olkreslenie. Linia lgozgca érodki dwoch kol ze soba, zowie
sie linia §rodkowa (Centrallinie).

Twierdzenie. Linia $rodkowa dwoéch przecinajacych sie kél
stoi na wspélnéj cieciwie prostopadle, polowiace ja zarazem.

Twierdzenie 1. CD_| AB i AE=EB.

Dowdéd. Prowadzac promienie do punktéw /’I\\ <
przecigcia, wywodzg podlug IL tw. o przyst., \
ze /\ ACD = CDB i ze, poniewaz / A EC=i/ / |
CEB, CD | na AB. <

2

Twierdzenie 2. Linia srodkowa dwoch stykajg- - 4/55 :

cych sie kol przechodzi przez punkt zetkniecia b/
1 stoi prostopadle na stycznéj obu kotom wspélné;.




ROZDZIAEYL TRZECI.
TS e 1. Przypadek. Kola stykaja sie
’"\\ \ zewnetrznie.
»/n , Twierdz. CAD jest linia pro-
PR BB e P L T

7) sta, przeto tez B wspélna styezng.

/ Dowéd.  Przypusciwszy, ze
\ / CAD jest linia Yamang a CmnD
5 prosta, otrzymalbym CmnD,

czyli Cm+ mn+nD<<CA-+4AD podtug §. 12.

Wiemy jednak ze Cm=CA i nD=AD
wx(;euﬁl}h Cm+nD=CA+AD

Cm -+ mn+nD>CA 4 AD.

: [1. Przypadek. Kola stykaja sie we-
// ~ /-\\\ wnetrznie.
/’ 6 = \,L Twierdzenie. CAD jest linia prosta.
f\*' T 'j/’ Dowid. Przypuszezajac, ze CDA jest
//://

o .

linia tamang a CDmn prosta, otrzymal-
bym, prowadzac linia CA,

CA <CD+-DA podiug §. 12.
réwniez (J \ = CDmn=CD + DM + mn, jako promienie kota C,
zatem bylol;“); CD+4Dm+mn<CD +DA

i Dm~mn<<DA.
Wiemy jednak, ze Dm=DA jako promienie kola D;
zatem Dm -+ mn>DA.

§.192.

Kola  zupelnie oddzielnie od siebie polozone maja liniag
srodkowa wigksza od sumy promieni; zewnatrz si¢ styka-
jace linig~ srodkowsa réwng sumie promieni, jezeli zas jesz-
cze blizéj do siebie zostana posunigte, tak ze juz si¢ nie

stykaja, lecz przecinaja, srodkowa ich linia mniejsza sig sta-
nie od sumy promieni; dalsze poruszenie sprawi, ze kolo mniej-
sze posunie si¢ w obreb wigkszego, i ze wewngtrznie sig sty-
ka¢ bedg, w ktérym to razie linia srodkowa zréwna sig z ré-
znicg promieni; gdy wrescie kolo jedno zupelnie oddzielnie
stanie wsrod drugiego, linia srodkowa mniejsza sig stanie od
réznicy promieni.

Ztad wyprowadzamy nastepujace twierdzenia:

1. Kola zewnatrz siebie oddzielnie potozone maja linig srod-
kows wieksza od sumy promieni.
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2. Kola, z ktorych jedno wewnatrz drugiego jest potozone,
maja linia srodkowa mniejszg od réznicy promieni.

3. Kola przecinajace si¢ maja srodkowa linia mniejsza od
sumy promieni, wigksza zas od réznicy promieni.

4. Kola stykajace si¢ zewnetrznie maja linia grodkowg ro-
wng sumie promieni.

5. Kola stykajace si¢ wewnetrznie maja linig grodkowa
rowng réznicy promieni.

UWAGA 1. Dowody tych twierdzeh czedcia wynikaja bezposrednio z wyo-
brazenia, czedcia nie wprost latwo daja sig wykonad.

UWAGA 2. Do kaidego z tych twierdzeh mozna takze dodaé odwré-
cenie.

UWAGA 8. Kazde wykreélenie tréjkata za pomocy cyrkla opiera sig na
odwrdceniu twierdzenia trzeciego, z ktérego wynika konieczno$é przecigcia sig
tukéw wykresdlonych. Scidle wiec biorac, wypadaloby zagadnienie tego rodzaju
poprzedzié tém twierdzeniem; nie bylby to jednak porzgdek z praktyczng ko-
rzy$cig uczacego sig polgezony, bo dla drobiazgowéj konsekwencyi i 8cisto-
éci zbyt pé7no zapoznalby sie dopiero z szeregiem zagadnieh dla ksztalcenia
umystu ucznia bardzo korzystnych.. Wzgledy pedagogiczne, jak w wykladzie
kazdéj nauki, tak i w matematyce przestrzegane by¢ winny.

ROZDZIAEL CZWARTY.
1. O powierzchniach figur uwazanych ze wzgledu na
rownose.
§. 9.

Olkreslenia. 1. Kazdy bok tréjkata uwaza¢ mozna za pod-
stawe. Wierzcholkiem tréjkata zowiemy w kazdym razie
kat podstawie przeciwlegly, a prostopadla z wierzcholka na
podstawe poprowadzona, wysokoscia tréjkata.

2. W réwnolegloboku mozna kazdg parg przeciwleglych
bokéw, w trapezie zaé zwykle réwnolegle boki uwazaé za
podstawy ; ich oddalenie wzajemne prostopadly oznaczone, jest
natenczas wysokogcig figury.

Whnioski. 1. Tréjkaty lub réwnolegloboki lezaee pomigdzy
liniami réwnoleglemi w ten sposéb, ze ich podstawy leza w:je-
dnéj, ich wierzcholki lub gérne podstawy zas w drugiéj ro-
wnolegléj, maja réwne wysokosei.

Tresé wniosku wynika bezposrednio z §. 358, 1.
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2. Tréjkaty i réwnolegloboki o réwnych wysokoseiach mo-
zna w powyzszy sposéb pomigdzy te same linie réwnolegte
wykreslié.

Whiosek ten dowodze nie wprost.

§. 94.
Twierdzenie. Réwnolegloboki o rownych podsta-
wachiwysokosciach maja takze réwna powierzchnig.

=—0C D & Z Dowdd. Dane réwnolegloboki AD
i FH wystawiam sobie polozone po-
migdzy dwie réwnolegte CH i AF, a
otrzymam

4 i £ AFGC ~ BEHD
z powodu, ze wszystkie boki i katy odpowicdnie w ‘obu tra-
pezach sa réwne; odciagnawszy za§ po obu stronach trapez
BFEGD, otrzymuje AD=FH.

Whiosek 1. Tréjkat majacy z réwnolegtobokiem ré-
wny podstawg i wysokosé jest co do powierzchni
potowa réwnolegtoboku.

Trojkat bowiem jest potows tego réwnolegloboku, ktéry ta-
two przez dodanie tréjkata z niego wykreslié mozna, a ktory
podiug twierdzenia powyzszego danemu do poréwnywania rd-
wnoleglobokowi musi byé réwny.

Whiosek: 2. Tréjkaty o réwnych podstawach i wy-
sokosciach maja takze réwna powierzchnia.

Tresé wniosku tego latwo dowies¢ mozna, wykreslajac
w, sposéb znany z kazdego tréjkata réwnoleglobok.

§-195.
Twierdzenie. (Odwrécenie poprzedniego.) Tréjkaty jako tez
réwnolegloboki, majace réwna powierzchnia, maja
1. przy réwnéj wysokosei réwna podstawe,
2. przy rownéj podstawie réwna wysokosé.
Dowod nie wprost.

§.296.

Twierdzenie. Prowadzac przez jakikolwiek punkt
przekatni w réwnolegtoboku do obu bokéw rédwno-
legle linie, otrzymuje¢ 4 réwnolegloboki, z ktérych
dwa nieprzecigte przekatnia maja réwna powierz-
chnig. Réwnolegloboki te zowia si¢ dopelniajgcemi.
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Zadozenie. AD || BC i {| HK, = o
AB || DC i || FG. (=5 oh ol flog]

Twierdzenie. FDE-=EB. Aoy . P,/,/ =

Dowéd. /\ ADCxABC [ A~ //’ /

-
A AFE g AKE! pod. §. 58. / S
/A\EHC 1«:(;c$ / / /|

I DE=EB podlug§.9,5. 4 Xk B
Wniosek. Rownolegle linie pociagnigte w powyz-
szy spos6b przez jakikolwiek punkt przekatni kwa-
dratu, dziela go na 2 kwadraty, i na 2 prostokaty

dopelniajgce i przystajace do siebie.
Dowdd. Poniewaz DB jest 1)10%01\‘1-

tny, przeto tez wszystkie 4, na ktére si¢ 7 Ti 1
rozpada, prostokatne byé musza podlug tr ;
§ '58. wn.: 2.
Poniewaz zas AD=DC podl. zalozenia, /! x|
przeto / DAC=DCA podl. §. 40. ( £ J :
wiemy zas, 26 / DAC=takze HECp.{. 26, 2. /,, s
réwniez LJII‘ >=DCA, p. §. 9. wn. 4. 4 K R

lml\ HE H(/ pmllun §. 42.

W pod()bny spoaob dowiesé moznn, ze LK _}est kwadratém.

Wrescie prostokat DEEB, dla tego ze wszystkie' boki
i katy odpowiednio polozone w obu sa réwne.

5 97.

Twierdzenie. Kwadrat wykreglony na sumie dwoch
linii o podwéjny prostokat z obu jest wigkszy od
sumy kwadratéw obu linii; kwadrat zas wykreslony
na’ rozniey owych linii o ten’ sam prostokat po-
dwojny jest mniejszy.

Literami a i b oznaczam obie linie, prostokat z mnich po-
wtajacy przez a.b, a kwadraty na nich wykreslone przez
a2 1:b2, zatem bedzie,

1. Twierdzenie. (a-}-b)2=a%+4-2a.b+4b2. 7____

Wynika bezposrednio z figury §. 96. wa.
I1. - Twierdzenie. (a—b)% = a2 4= b2—
2ab. Vi
Dowdd:: Jezeli AB=a, AC=b, wigc

tez CB=a-b; przeto EB=a2, GK= Aty
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(a—b)2 i HC=b2 Przenoszac daléj b2 pomiedzy te same
rownolegle do a2 z przeciwnéj strony, otrzymuje :
GK=EB+BL —EC—CL
t. j. (a—b)2=a2}b2—2a.b.
§. 98.

Twierdzenie (Pitagorasa). W trojkacie prostokatnym
kwadrat wykreslony na przeciwprostokatni réwna
si¢ co do powierzchni sumie kwadratéw na ramio-
nach kata prostego wykreslonych.

Zalozente. / ACB=R.

Twierdz. AB2=AC2-}B(Cz.

Dowéd. Wykreslam na kazdym
boku tréjkata kwadraty; prowa-
dzg¢ potem linie BD, AG, CE i CF
i spuszczam z punktu C na EF
prostopadla CH, a otrzymam w
trojkatach CAE i DAB:

/ \ bok CA=DA } Jjako boki kwa-
Bl o dn X AE=AB | dratéw

1 / CAE=DAB, poniewaz obadwa s3 =R+ CAB,
wige /\ CAE x DAB podlug I. tw. o przyst.

Jednak wiem, 4? /A*\I(/)i%;i%g }'po(u'llg‘ §. 94. wn.
$AH=4DC i AH=DC. podt. §. 9. wn. 4.

W podobny sposéb okazaé¢ mozna ze HB=CG; przeto

P AR, A ==DC A O
albo AB2=AC2-B(Cz2.

Wniosek. Kwadrat wykreslony na przyprostokatni réwna
sig. kwadratowi przeciwprostokatni* mniéj kwadratowi drugiéj
przyprostokatni.

§. 99.
Twierdzenie. (Odwrécenie przeszlego). Skoro w tréjkacie
¢ kwadrat jednego boku réwna si¢ sumie

kwadratéw dwdch innych bokéw, kat
owemu bokowi przeciwleglty musi byé
- katem prostym.

=YD Ko B 2 g Zadozenie. AC?2 :AB2+BCZ.
Twierdzenie. / ABC=R.
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Dowdd. Wyprowadzam z punktu B prostopadla BD, ktéra
robie réwng AB i prowadze liniag CD; mam zatem:
CD2=BD? -+ BC? podlug §. 98.
AC2=AB24+BC? podlug zalozenia,
po trzecie CD2=AC? podlug §. 9. wn. 4.

zatem CD=AC; inaczéj bowiem takze ich kwa-
draty réwneby nie mogly byé.
Réwniez BD=AB
i CB=CB
A CBD x ABC
/. CBD = ABC
ody zas / CBD=R, przeto tez / ABC=R.

§. 100.

Okreslenie. Wynalesé rzut jednéj linii na druga (eine ge-
rade L. auf eine andere projiciren) znaczy,
z jéj krancéw do owéj drugiéj wyprowa- ‘3 X l
dzié prostopadle. Czesé téjze linii pomig- 3 | L v
dzy prostopadtemi zawarta bedzie rzutem 3 o Y
owéj (Projection), n. p. pr jest rzutem o E
linii AB na MN. P e

UWAGA. Wielko$é rzutu zalezy od wielkodci i T
linii i od jéj pochyloéci ku drugiéj linii.

§. 101,

Twierdzenie. 1. W tréjkacie rozwartokatnym kwadrat boku
najwiekszego réwna sig sumie kwadratéw innych dwéch bokow,
powigkszondj o podwdjny prostokat powstajacy z jednego tychze
bokéw i z rzutu drugiego na pierwszy. 2. W kazdym zas
w ogéle tréjkacie kwadrat boku przeciwleglego ostremu ka-
towi réwna sie sumie kwadratéw drugich dwéch bokéw zmniej-
szondj o taki sam prostokat podwdjny.

Twierdzente. AC2 = AB2 4+ BC2 4

9AB . BD. s
Dowéd. AC2 =AD? -+ DC2 podk §. 98. 7
Wiemy zas, ze AD2? = AB? - BD? TN

+2AB. BD podlug §. 97, L. //// d

i DC2=BC2—BD? podl, §. 98, wn. 4~ T F

AC2=AB2+BD?*+2AB. BD+BC2_BD>
t. jo =AB2 -+ BC2+42AB.BD.
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Twierdzenie 2. AC2=AB2+BC2—2AB..BD.
Dowdd. AC2=AD2+4DC? podlug §. 98. tw.
rowniez AD? t. j. (AB—DB)2=AB2 -+ DB2—2AB.DB
’ tolns DG =DBE2 —DB2 podl. §. 98. wn.
7 AC2=AB2-+DB2—2AB.BD+BC2—DB? |
/” t. j. =AB2+BC2—2AB . BD. ‘
{ UWAGA. Twierdzenie Pitagorasa zawarte jest
w tém twierdzeniu jako przypadek szczegélowy.

A B §. 102.

Twierdzenie. W kazdym trojkacie rowna sie suma
kwadratéow dwéch bokéw sumie p()(l\\ojnono kwa-
dratu wykreslonego na polowie trzeciego bokuipo-
dwéjnego kwadratu poprzecznéj do jego srodka po-
prowadzoné;.

A Twierdzenie. AC"—}—B()"'—?AD"+QCD"
!\ Dowéd. Wykreslajae rzut linii CD na DB,
P % otrzymujg :

B\ AC2=AD24DC242AD. 1)1“}1,0&. §.101,

5 BC2=DB24DC2—2DB.DEf 1.1 2
poniewaz zas AD=DB p(.dhm 1110/01)111,

przeto AC2 4+ BC2=2AD2}2DCz2,

2. Zamiana figur prostoliniowych.
§. 103.

Okreslenie. Figure dang zamienié znaczy, jéj powierzchni
ksztalt ‘inny nadac.

3 Tcan
Zagadnienia.
LiJak sig' Zamienia tréjkat: nierdwnoboceny na trojkaqt  #o-
7,mun~anz£mmv/ 2 |

_____ ¢ Rozwiqzanie. W yprowadzam ze §rodka

/ \ // D linii AB prostopadla, przedluzajac/ja

SaEY | tak dalece, az przetnie réwnolegly z punktu
/// ‘ .| C'do AB poprowadzona w punkecie E; po-
e 73 ~ 3 czem lacze punkt E z punkfami A i'B;

a trojkat AEB bedzie zadanym (podiug §. 94. wn. 2.)
II. Jak si¢ zamienia trdjkqt dany na inny z danym kgtem a?
Rozwigzanie. Kat dany a przenosz¢ na linig AB do panktu A,
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przedluzam jego ramig tak dale- »

ce, az réownolegly z punktu C L /
do AB pociagnieta w D trafi, i -/ D sigy
Iacze punkt D'z punktem B, a /\>/ GRENN j /' )
trojkat ABE bedzie tréjkatem = Ansseg hal ,\:} Lol
zgdanym. £ :

111 Jak sic zamienia tréjkqt damy na inny z dang pod-
stawq?

Rozwigzanie. Odcinam a na AB, az 5
do D, prowadz¢ linig CD, potem z punktu

, : !
B réwnolegla do CD az do boku prze- : <
ciwleglego lub tegoz przediuzenia do g LN
punktu E, prowadz¢ ED, a A\ ADE ~ s
4 @B

bedzie zadanym. L R
Dowéd. /\ ADE=ABC, maja bowiem wspdlny trojkat
ABE, a tréjkaty BED i BEC sa sobie réwne podlug §. 94, 2.
UWAGA. Rozwigzanie Igczy wsobie takze przypadek ten, jezeli a jest<< AB.

IV. “Jak si¢ zamienia tréjkqt damy na inny o danéj wyso-
koset ?

Rozwigzanie. Wyprowadzam linia
h prostopadle na AB, z jéj kranca zas
linig réwnolegla do AB, az ta AC |
(lub. BC) albo j¢j })1‘70(11‘1120niv w punk- ¥ :
cie D trafi; prowadze BD i z punktu C | ; |/ R\ \h
do linii DB réwnolegly az do AB lub. do jéj przodluzcnm
Polaczywszy E z D, 0tr7ymu}0 zadany trojkat ADE.

Dowdd jak w poprzedzajacém zagadnieniu.

UWAGA 1. Zagadnienie to podaje zarazem sposéb, jak trdjkaty z roz-
maitemi wysokoéciami na takie zamieni¢, ktoreby mialy wysokosci réwne, jak
zatem sumeg lub réznice tréjkatéw wyrazié w ksztalcie trdjkata.

UWAGA 2. Zagadnienie 3.1 4. mozna takze kazde pojedyhczo z 1. i 2.

polaczyé.
V. Jak dany trijkat ABC zamieni¢ ¢ I G
mozna na réwnoleglobok? b g ]
Rozwigzanie. Prowadze z punktu' D | N

t. j. ze $rodka boku AB linia réwnole- | ]
gla do CA. A\ DBF = CEF, przeto dany | | 3
trojkat ACB =4 CD. = R R
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VI. Dany réwnoleglobok jak si¢ zamieni ma inny, zawie-
rajgcy kqt danéj wielkosei?

Rozwigzanie podobne zagadnieniu II.

VIL. Jak si¢ zamienia dany réwnoleglobok na inny, w kté-
rym bok a ma mie¢ pewng dang dlugosé?

Rozwigzanie 1. Prowadze przekatnia; jeden z powstalych
trojkatéw zamieniam na inny zadany bok posiadajacy, a tak
otrzymany tréjkat uzupelniam innym tréjk. do réwnolegloboku.

0 Rozwigzanie 2. Bok dany a
S e przykladam jako przedtuzenie do
boku DC, prowadz¢ EB, prze-
dluzajac EB tak dalece, az sie
spotka z przedtuzeniem boku DA
w punkecie F'; prowadz¢ FG || do
DE i EG || do DF, przedtuzam
wrescie AB i CB, a réwnoleglo-
bok BG bedzie zadanym.
Dowéd tego rozwiazania wynika bezposrednio z §. 96,

UWAGA. Zagadnienie 5. i 6. mozna takze jeszcze kombinowaé z zaga-
dnieniem 7.

VIIL. Jak sig zamienia réwnoleglobok lub trapez na trdjkqt?

Rozwigzanie. Jedng z obu podstaw przedluzam o dlugosé
drugiéj, laczac kraniec przedluzenia z przeciwnym krancem
przeniesionéj podstawy. Dowéd wynika z latwoscia z przy-
stawania powstalych tréjkatéw wierzcholkiem do siebie zwréco-
nych.

IX. Trapez ABCD zamienié na réwnoleglobok?

B C - Rozwigzanie 1. Prowadze przez sro-
B ’\'\ /" dek E boku CB rownolegla do DA, prze-
Nk dhuzajac ja tak dalece, az AB i prze-
/L v s )
dhuzenie boku DC przetnie; mam na-
/ \_ tenczas H#AG=ABCD, bo /\ CEG
Y R R 1 ) 31 5%

CFE Rozwigzanie 2., Przedluzam DC, ro-

D -
/ — \ /77 bigc calg DE réwng AB, prowadze EB,

e polowi¢ CE w punkecie F, odcinam EF
/ : /V\ / na boku BA, 113cz¢ punkt G- z punktem F.
T E et - \/ Dowodze, ze FG || do EB, zatem ||
A or D

do DA it. d.
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X. Jak sie zamienia wiclobok ABCDE na tréjkqt?
Rozwigzanie. Odcinam przekat-
nia tréjkat ADE, prowadze¢ przez
E réwnolegla do przekatni, przediu-

zajac jg tak daleko, az przedtuzenie 7\ /
boku sasiedniego w punkcie F trafi, / \l ,
poczem lgcze A i F, a pieciobok ANt JB
ABCDE bedzie zamieniony na czworobok ABCF'; bo oba skia-
daja si¢ z réwnych czesel.
W podobny zupelnie sposob otrzymany czworobok zamie-
niam na trojkat.
XI. Jak sig zamienia prostokat AC na kwadrat?
Rozwigzanie. Przedluzam ADB tak da-
lece, az przedluzona wyréwna bokowi AD,
poczem biorge AL za $rednicg, wykre-
glam nia kolo, przecinajace bok BC w punk- 4
cie F, 1 jego przedluzenie w punkcie G;
pociagniona wrescie linia AG (lub tez AF) ;
jest bokiem zadanego kwadratu podiug 1 é
§. 98., bo uzupelniwszy kwadrat nad sre-
dnica AE, i polaczywszy punkta G i E, 7)]_.,, BT b
otrzymuj¢ wedlug figury twierdzenia Pitagorasa:
GA2=AD.AB
lub tez GE2=BE .BC.

UWAGA. Wszystkie przeto prostoliniowe figury zamieni¢é mozna na kwa-

draty, sprowadziwszy ich powierzchnig poprzednio najprzd na trojkaty a po-
tem na prostokaty.

XII. Jak sie wykresla kwadrat réwny sumie dwich kwa-
dratéw?

Rozwigzanie. Wykreslam trdjkat prostokatny, ktérego przy-
prostokatnie réwne sg bokom danych kwadratéw. Przeciwpro-
stokatnia bedzie bokiem zadanego kwadratu.

UWAGA 1. W razie gdy jest kilka kwadratéw danych, zamieniam naj-
przéd dwa na jeden, do tego znéw przylgczam trzeci, a zamieniwszy je na
jeden, w podobny sposéb postepuje daléj.

UWAGA. Kwadrat wykreslony na przekatni drugiego, powierzchnig dwa

razy od tegoz jest wiekszy, wykreslony za§ na podwéjnym boku cztery razy
dany w sobie zawiera.




62 ROZDZIAEL CZWARTY.

X1 Jak sie wykresla kwadrat, kidrego powierzehmia ré-
wna jest roznicy dwich danych kwadratéw ?

Rozwigzanie. Wykreslam trojkat prostokatny, w ktérym
przeciwprostokatnia rowna si¢ bokowi wiekszego kwadratu,
jedna zas przyprostokatnia bokowi mniejszego. Kwadrat wy-
kreslony na dru iéj przyprostokatni bedzie zadang réznica.

Dowod latwy.

3. O rozdzielaniu figur prostoliniowych na réwne
czescl.
Zagadnienia.
§. 104,
[. Jak si¢ dzieli dana linia AB na jakqkolwiekbgdz dang
tlosé réwnych czesce?

v o P |5 S I T Rozwiqzanie. 7 punktu A

wyprowadzam linia pod katem
dowolnéj wielkosci, na niéj zas
odcinam tyle razy jakakolwiek
linia, na ile réwnych eczesei

wlasnie dana linia ma byé po-

dzielona; lacze punkta G i B ze soba, poczem z kazdego

punktu wyprowadzam linie Fr, Eq, Dp, Co réwnolegle do BG.

Dowid. Z tych samych punktéw prowadzac takze réwnolegle

do AB, ale tylko w kazdym razie az do sgsiedniéj réwnolegléj,

otrzymuje /\ ACo o CDH ~ DEK podlug IIL tw. o przyst.
S oikaer O DI 1 £ .

z:lt(‘.n;itr;z';\u:'()p:vi)%j it d. podlug §. 58.

II. Jak moina podzieli¢ dany trdjkat na jakakolwick dang
tlosé réwnych czesci?

Rozwigzanie. Jeden z bokow dziele na zadana ilosé réwnych
czesel podlug poprzedzajacego zagadnienia, poczem lacze krance
tych czesci z wierzcholkiem przeciwleglym, a otrzymam same
réowne trojkaty podlug §. 94. wn. 2.

1. Dany réwnoleglobok jak rozloiyé na jakqkolwick dang
tlosé rownych czedei?

Rozwigzanie. Dwa boki przeciwlegle dziela sie podlug za-
gadn. I. na zadang ilos¢ rownych czesci, poczem krance tychze
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sie z soba lacza. Powstale réwnolegloboki sa sobie rowne po-
dlug §. 94.

IV. Dany trapez jak sig dzieli na Zgdang ilosé réwnych czeder?

Rozwigzanie. Dziela si¢ boki przeciwlegle na zadana ilos¢
réwnych czesci, ktérych krance si¢ tacza liniami.

Dowéd. Powstale trapezy sa sobie réowne, bo jezeli w ka-
zdym poprowadzimy przekatnie, otrzymamy z kazdego dwa
trojkaty. Poniewaz zas tréjkaty zwrécone podstawa ku gérze
sa sobie réwne podlug §. 94, 2., podobnie jak trojkaty zwrocone
ku dolowi, przeto tez powstale trapezy réwne by¢ musza.

V." Jak sie rozklada réwnoleglobok na zqdang ilosé réwnych
cze$et liniami poprowadzonemi z wierzcholka réwnolegloboku?

@) Na ilosé parzysta.

Rozwigzanie. Kazdy z bokéw réwnolegloboku przeciwlegly
punktowi, z ktérego podzial ma nastapi¢, rozkladam na po-
lowe zadanych czgéei, poczem krance tychze z punktem wierz-
cholka Iacze.

Dowdd. Ze powierzehnie otrzymanych trdjkatéw sa sobie
réwne, wynika ztad, iz nasamprzod przekatnia z danego wierz-
cholka wychodzaca polowi go na réwne dwa tréjkaty, z kté-
rych kazdy znéw na réowne czgsci rozpada.

B) Na ilos¢ nieparzysta.

Rozwigzanie. W tym razie kazdy z obu przeciwleglych bo-
kow dzieli si¢ na zadang ilo$¢ réwnych czesci, tak ze te na
podwdjna ilogé réwnych czesei beda podzielone, poczem wierz-
cholek Iacze z krafcami tychze, opuszezajac zawsze jeden,
zatem lgcze pierwszy, trzeci i t. d.

Dowéd latwo sie nastrecza, jezeli takze pominione punkta
z owym wierzcholkiem polaczymy.

VI Dany czworobok ABCD rozlozyé liniami wychodzgcemsi
z punktu D na jakgkolwiek ilosé (na ) réwnych czesci?

Rozwigzanie. Dany czworobok
ABCD podl §. 103. X. zamieniam 2
na trojkat AED, majacy wierz- /\
cholek swdj w punkcie D, po- / |

czem dziele¢ AE na 5 réwnych / |

RN

TR e

¥y Hi g HEEESS | SE ERE s
czesei, lacze punkta F, G 1 H, e e Py
z punktem D, prowadze¢ HL || do BD, lacze D i L i polowie
/A\ADLC liniami z punktu D wychodzacemi podl. zagadn. II.
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Dowéd. Trojkat AFD =FGD=GHD=31AED=4ABCD:
rowniez trojkat GHD = czworobokowi GBLD, z powodu, #e
majg wspolny tréjkat GBD i ze tréjkat DBH rowna sie trj-
katowi DBL. Czworobok ABLD réwna si¢ przeto § ABCD,
przeto tez tréjkat DLC=3% ABCD.

UWAGA 1. Jezeli kat CDA jest pélpelnym, zagadnienie to brzmi naten-
czas: Jak sig rozklada dany trgjkat na rowne czgéci liniami wychodzacemi z ja-
kiego punktu jego boku?

UWAGA 2. W sposéb podobny rozwigzuje sig nastepujace zagadnienie:
Jak sig rozklada trgjkat dany na réwne czgéci liniami wychodzacami z jakiego
punktu wewnqtrz trdjkata potoionego?

4. O rozmierzaniu figur prostoliniowych.
§. 105.

Okreslenie 1. Miary zowiemy ilosé zawarta raz lub razy
kilka w innéj jakiéj ilosci rownogatunkowéj, lub dajacéj sie
sprowadzi¢ na réwnogatunkows.

Okreslenie 2. Dana ilo§¢ wymierzyé znaczy przeto,
z inng jaka ilosciag powszechnie znang ja pordwnaé i oznaczyé,
ile razy owa znana w niéj jest zawarta. Wyrazem takowego
poréwnania jest w kazdym razie stosunek geometryczny.

Whniosek. Miarg linii tylko moze by¢ linia, miarg kata tylko
kat, a wrescie miarg plaszczyzny tylko plaszezyzna.

UWAGA 1. Zasadniczg miarg dlugosei jest prgt (Ruthe) (°), podzielony
albo wedle miary dziesigciodzielnéj na 10, albo tez wedle miary dwunasto-
dzielnéj na 12 réwnych czgsci zwanych stopami (Fuss) (), i t. d.

UWAGA 2. Jako miara plaszczyzny stuzy kwadrat, ktéry wedle wiel-

kosci boku albo jest pretem kwadratowym ([(]J°), stopa kwadratows
e ieted;
§. 106.
Twierdzenie. Dzielage dwa boki sgsiednie prostokata miara
wspolna tychze bokéow na réwne cze-

D T o Aoy p
— 7 Sci, 1 prowadzae z ich krancow ro-
e wnolegle, otrzymamy ilos¢ réwnych
: kwadratéw wyrazona iloczynem z liczb,
@ FE Sy H ¢ §
L i..| na ktore boki oba zostaly podzielone.
| UWAGA. Dla dwéch danych linii wynaj-
4 @ m B duje si¢ miara wspélna w podobny sposéb, jak

dla dwéch danych liczb. Czém jest dzielenie

dla liczb, tém jest odcinanie linii mniejszéj na wigkszéj.
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Dowdd. Niechaj litera a wyraza miare wspolng obu bokow,
zawarta w boku AB m razy, w boku za§ AD n razy, prostokad
AC zatem réwnoleglemi wyprowadzonemi z linii AB rozlozonym
zostanie na m przystajacych do siebie prostokatow, a kazdy znow
z tych liniami réwnolegtemi wyprowadzonemi z linii AD na
n kwadratéw. (miary a). Caly przeto prostokat na mXn ro-
wnych kwadratow (miary a) zostal rozlozony.

Prostokat AC réwny jest przeto m X n kwadratom miary
a; jezeli za§ miarg ta jest 1 cal (), a w podobnym przypadku
m="7", n zas =4", powierzchnia jego wynosi¢ bedzie 73X 4=
28 cali kwadratowych ([ ]*).

Twierdzenie powyzsze zwykle tak sig wyraza:

Powierzchnia prostokata réwna sig¢ iloczynowi
z dwoéch stykajacych sie bok6éw, ktore miarg wspolng
wymierzone zostaly.

Dowéd. Bo mnozac AB=m.a

przez. AD=—mn,a,
otrzymuj¢ AB.AD=m.n.a?, zatem takze mn kwadratow,
z ktéryeh kazdy ma miare a. Prostokat przeto AC=AB.AD.

UWAGA. Jezeli oba boki nie maja miary wspélnéj, bierze sig miara ile
moznodei jak najblizsza, tak zeby blad popelniony byl jak najmniejszy.

Whiosel 1. Powierzchnia kwadratu réwna si¢ przeto bo-
kowi przez siebie pomnozonemu.

Whiosek 2. Kwadrat jako miara plaszezyzny, wedle tego,
czy jest miara dziesigtna lub dwunastodzielna, albo ma liczbe
redukeyjna 100, albo tez 144. Zatem

TEee=ilddElid =d Sitad:

S 107

Twierdzenia. 1. Powierzchnia réwnolegloboku ré-

wna sie iloczynowi z jego podstawy (p) 1 wysokosel (w).
Row. =p . w.

Dowéd. Ta formula jest ogélna, bo kazdy roéwnoleglobok
skosny réwna sie prostokatowi, ktérego jeden bok jest réwny
podstawie, a drugi wysokosci.

Ztad wynika takze:

Réw. - REW.
pP=r 1 W=
W P

Whiosek. Jezeli a oznacza bok, K zas powierzchnia kwa-

dratu, otrzymujemy :
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K=a27 a=1/K.
II. Powierzchnia tréjkata réwna sie potowieilo-
czynu z jego podstawy i wysokogeci.
w - 2 Tr. 2 Tr,
Tr. =25 przeto tez p=21= § w=21r.
% w P
Dowdd wynika bezposrednio z §. 94. Wn. 1.
Whniosek. Powierzchnia trojkata prostokatnego réwna sie
polowie iloczynu z obu przyprostokatni (a i b).
b

Tr. =2

2

III. Powierzchnia trapezu réwna sig iloczynowi
z polowy obu bokéw réwnoleglych (P i p) pomno-
zonéj przez jego wysokosé (w).
P-4-p (P~+p) w,
2 2
Dowdd. Poprowadziwszy bowiem przekatnia otrzymuje :

iner s B X PeNCise R SO s
Trapez =P .—+4 t. j. (P+4p) I -

Trapez =

s W=

2 2 2
Zatem w=— 3~1 thod 2L P= QL'LIEI_ i F
P-p w

IV. Powierzchnia (F) foremnego wieloboku ré-
wna si¢ polowie iloczynu z obwodu (O)imniejszego
promienia (p).

s ()'{’L.

9
Dowéd. Jezeli bowiem B oznacza bok foremnego wielo-
boku, a n ich ilosé, natenczas

Bl pidl O.p

DT i et il 1L Ll naidd

§. 108

Whnioski. 1) Powierzchnie dwdéch tréjkatéw maja sie do
siebie jak iloczyny z odpowiednich podstaw i wysokosci.

2) Trojkaty o réwnych wysokosciach maja sig jak ich
podstawy.

3) Trojkaty o réwnych podstawach maja si¢ jak ich wy-
sokosei.

4) Trojkaty majace dwa katy réwne, maja sie do siebie
jak iloczyny z ramion tychze katow.

Bo, wyobrazajac sobie oba tréjkaty (ktérych powierzchnie
niechaj beda Pip) rdwnemi katami do siebie zestawione, tak,
iz te utworzg katy wierzcholkiem przeciwlegle, i laczac dwa
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wierzcholki z soba, tak iz powstanie $rodkowy /\f, otrzy-
mam podlug wn. 2. dwie proporcye geom., ktore w jedna zlo-
zone, prawdziwosé czwartego wniosku dowodza.

5) Trojkaty sa sobie réwne, skoro ich podstawy maja si¢
do siebie odwrotnie jak ich wysokosci — i odwrotnie: w ro-
wnych  tréjkatach maja sie podstawy do siebie odwrotnie jak
ich wysokosci.

Wszystkie te wnioski takze i do réownoleglobokéw mozna
zastosowadé.

ROZDZIAE PIATY.
1. 0 proporcyonalnosci linii prostych i o podobienstwie
figur prostoliniowych.

§. 109.
Twierdzenie. Liinia w tréjkacie do jakiegokolwiek
boku réwnolegle pociagnieta, dzieli drugie dwa boki
na oddzialty, skladajace proporcye geometryezne.
Zalozenie. DE || AB. ¢
Twierdzente. AD : DC=BE : EC.
((/) 7 \N

Dowdéd. Biorac najwicksza miare (a)

2y L
wspolng bokom AD i DC, zawarta N\ #
w boku AD m razy, w boku zas DC mﬂ % B
n razy, 1 odcigwszy ja na tychze [ \
/| B

bokach, otrzymuje, poprowadziwszy
z tych punktéw réwnolegte do AB, bok BE podzielony na m,
a bok EC na n réwnych czesci, z ktérych kazda niechaj be-
dzie=hb, zatem otrzymuje daléj:

AD s DC=ma:sna=m:n

1 BE:EC=mb:nb=m:n

zatem AD : DC—=BE : EC.

UWAGA. Aby takze w przypadku niewspélmiernosci pojawiajgcéj sie
w geometryi dosyé czesto, daé dowdd &cisle umiejetny, dowodzimy, Ze oba
stosunki nieracyonalne, ktérych réwnod$é ma si¢ okazaé, w kazdym razie po-
miedzy temi samemi lezg granicami racyonalnemi. Nastepujacy wywdd Scistosdé
te ma okazaé, jednak li tylko jako skazéwke dla nauczyciela.

Jezeli bowiem stosunki ilosei racyonalnych, jakkolwick do

5*
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siebie zblizone, sy réwne, musza przeto tez byé¢ réowne i owe
stosunki nieracjonalne:

Dzielac CD na n réwnych
czesol, z ktorych kazda =a, i od-
cinajac a na boku DA m razy,
az do punktu ¥, otrzymuje FA
<<a, t. j. DA>DEiezyh ma
jest <<DG eczyli od (m--1) a.

CD : DA lezy przeto pomig-
dzy n:m a n:m+1,

m ; m-}-1
n.

bo wykladniki tych stosunkéw sa s
T

Prowadzac zatem z punktéw dzielacych boku CG linie
rownolegle do AB, otrzymamy :

CE=nb, EH=mb i EK=(m-=1)b, zatem tez
CE: EB lezy pomiedzy n:m i n:m--1.

Im mniejsze sa wige ilosei a i b, tem bardziéj zblizaja sie
FiGdoA, a Hi K tem bardziéj do B; tem bardziéj tez
zblizaja si¢ granice nieracyonalne do racyonalnych. To bo-
wiem wynika bezposrednio ztad, ze réznica ich wykladnikéw
% tem jest mniejsza, im wieksza ilogé n.

§. 110.
Whniosek 1. Ze z proporcyt AD : DC=BE : EC w skutek

3 rrrardw 7T O . Ol
¢ zamiany wyrazow 7 nowych proporcyi
/\ ustawi¢ mozna, wynika l)vzp()Sro.(lnl()

n n . & e .
( ) 2 () 2 1btn}y. kazdéj proporeyl.
S Wniosek 2. Tiatwo takze okazaé
4 . . . . .
Sl 7 mozna,. ze catkowite boki maja sie jak
m \ ’ y ! 5 e
. odpowiednio polozone ich czesei,
I 4 ACCB=AD: BE=DC :EC;

bo w kazdéj proporcyi suma pierwszych obu wyrazéw ma sie
do sumy drugich dwoch wyrazow, jak dwa odpowiednie wyrazy.

Zagadmnienie. Do trzech danych linii znale§é¢ czwarty pro-
porcyonalng tak, aby a:b=—c: X,

Rozwigzan mozna poda¢ kilka bardzo latwych.

UWAGA. Szczegétowym przypadkiem tegoz jest zagadnienie: jak wy-

naleé¢ do dwdch linii danych trzeciag proporcyonalng, tak aby a:b=b:X.
(O éredniéj proporeyonalnéj na inném miejscu.)
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p i
Twierdzenie. Dwusieczna jakiegokolwiek kata w trojkacie
dzieli bok przeciwlegly proporeyonalnie podlug wielkosel ra-
mion kata podzielonego.
Zualozenie.
ACB.

CD jest dwusieczng /

Twierdzenie. AC: BC=AD :DB.
Dowdd. Przedluzajac AC o bok CB

az do punktu I i prowadzac EB,
otrzymuje / K

e ,

= / 0, z powodu, ze //6 s

kazdy z nich =3ACB; g ] S

zatem EB || CD, podlug §. 26, 1, zkad wynika, ze AC:CE
(czyli CB)=AD: DB, podl § 109.

Zagadmnienie. Jak brzmi odwrécenie tegoz twierdzenia?

§. 112.

Twierdzenie. (Odwrécenie §. 109.) Linia prosta przeci-

najaca dwa boki trojkata w ten sposdb, iz ich czesci

stanowig proporcya geometryczng,

ciego jest rownolegla.
Zalozenie. AD : DC=BE : EC.

do boku trze-
Twierdzenie. DE || AB.

*

Dowdd. Gdyby nie DE, lecz DF bylo
|| do AB, otrzymalibysmy podiug

§. 109.
AD: DC=BE::BC;
podtug zalozenia AD : DEr—

7 =BE: EG,
musialo by by¢ przeto BF : FC=BE : EC,

lub tez BF : BE=FC: EC,

co jest niepodobienstwem zpowodu, ze w pro-

porcyi stosunek wzrastajacy réwnoczesnie nie
moze sie laczyé z ubywajacym.

§. 113.

Whniosek. Prowadzac z jakiego punktu

boku w tréjkacie
szego 1 calego.

réwnolegle do drugich dwéch jego bokéw, otrzymujemy pro-
poreye z bokéw powstalych trojkatow, jako tez z bokéw mniej=
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Zalozenie. DE || AB, EV || AC.

X Twierdzenie. AB : BC: AC=DE :
iy EC:DC—=FB:BE:FEL.
: // & Dowéd. Poniewaz DE || AB,
j}// przeto podiug §. 109.
L ’ AC:CB=CD: CE albo AD : EB t. j.
AL V7 e FE : EB.

Podobniez jest EF || AC.
CB:AB=CE: AF (t. j. DE) albo —EB : FB.

przeto tez AC: AB=CD : DE albo=FE :FB.

§. 114.

Okreslenie. Figury prostoliniowe, ktérych odpowiednio po-
Yozone katy sa réwne, a odpowiednio polozone boki propor-
cya daja geom., zowig si¢ podobne (~). Podobienstwo wyraza
zgodnos¢ ze wzgledu na ksztalt.

Wniosek 1. Linia prosta poprowadzona w tréjkacie
rownolegle do jakiego boku, odcina trojkat mniej-
szy podobny catemu.

Whiosek 2. Foremne wieloboki o réwnéj ilosei bokéw, jako
1 wszystkie kola sg sobie podobne.

Cztery twierdzenia zawierajace warunki podo-
bienstwa trojkatow.

§ 115.
Twierdzenie. (Podobienstwa pierwsze.) Tréjkaty majace
po dwa katy réwne sg sobie podobne.
2 Zalozenve. / A=c, / C=a.
Twierdzenie. /\ ABC ~ abe.
/\ g Wykreslenie. Przenosze ac
/ \‘( 3 /\ na ()dpowiodni' bok AC, .ZO sie
P e i o | zréwna z l)oklemr CD, i pro-
o 5 ;\ £\ wadze¢ z punktu D do AB ré-
s 4 i wnolegly, tak ze, CD stanie
si¢g bokiem trdjkata; wige bedzie, poniewaz DE || AB;
Dowéd. /\DEC ~ABC podlug §. 114, 1.
ADECxabe podlug IIT twierdz. o przyst.
\abc ~ ABC.
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UWAGA. Twierdzenie to podobiefistwa odpowiada trzeciemu twierdze-

niu przystawania trojkatéw; z powodu jednak, ze tu bok odpada i tylko dwa

katy pozostaja, jeden tylko przypadek zaj§é moze.
S 6.

Twierdzenie. (Podobienstwa drugie.) Tr bjkaty, majacepo
dwa boki skladajace geometryczng proporcya 1za-
razem katy wigkszym bokom przeci wlegle rowne, sa
sobie podobne. (Fig. §. 115.)

Zalozenie. AC:CB=ac:ab
AC=CB, acSib:i <B=<bhi
Twierdzenie i potrzebne do dowodu wykreslenie jak w §. 115.
Dowéd. N\DEC ~ ABC, zkad wynika
DC:CE=AC:CB
poniewaz zas AC : CB=ac: ab podlug zalozenia,
przeto DC: CE=ac:ab
DC =ac podiug wykreslenia;
zatem tez CE=—ab
/A DECxabe podlug IV. tw. o przyst.
zatem tez /\ ~ ABC.

UWAGA. Twierdzenie to podobienstwa odpowiada IV. tw. o przysta-

waniu tréjkgtow.
el
Twierdzenie. (Podobienstwa trzecie.) Dwa tréjkaty sa so-
bie podobne, jezeli wszystkie boki jednego z bo-
kami drugiego tworza proporcys geometryczng. (Fig.
§. 115).
Zalozenie. AB:BC:AC=cb:ba:ac.
Twierdzenie 1 wykreslenie jak w § 115.
Dowéd. A\DEC ~ ABC, zkad wynika
PE:EC:DC=AB:BC:AC;
gdy za$ AB:BC: AC=ch:ba:ac podlug zalozenia,
przeto DE: EC:DC=cb:ba:ac
= DC =ac podlug wykreslenia
przeto tez DE=cb
1 EC=ba
AI)EC;};Z_L})C podiug II. tw. o przyst.
zatem tez /\ abc~ ABC.

UWAGA. Twierdzenie to podobiefstwa odpowiada IL. tw. o przyst.
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§. 118.

Twierdzenie. (Podobienstwa czwarte.) Dwa tr Ojkaty sa
sobie podobne, jezeli dwa bokijednego zdwoma bo-
kamidrugiegotworza geomotryczna proporcygakaty
od tychze bokéw zawarte s3 réwne. (Fig. §. '115).

Zalotenie. AC: CB=ca:ab, /C= /4.

Twierdzenie. /\ ABC~abe.

Wykreslenie jak w §. 115.

Dowéd.. N\ DEC ~ABC podlug § 114. Wn. 1

DC:CE=AC: CB,”
rowniez AC:CB=ca:ab podlug zaloz.
DC:CE=ac:ab. _

Gdy zas DC=ac podiug wykreslenia, przeto tu w powyz-
sz¢) proporcyi CE=ab byé musi, skoro pierwszy. wyraz byl
rowny trzeciemu; zatem tez ADEC=ach, podl. L tw. o przyst.

_A abcoABC. .

UWAGA. Twierdzenie to podobiefistwa odpowiada I. tw

§. 119.

Wniosek. Tréjkaty takze sa sobie podobne:

. O przyst.

1) Jezeli ich boki odpowiednie parami sa rownolegle.
2) Jdezeli boki jednego stoja prostopadle na bokach dru-

giego.
Dowéd 1) wynika z §. 115.
R 4 2) / a=A jako dopelniajacy /o
B /. b=DB jako spln. /BDE
é “/A\abc S ABC. podl. §. 115,
24 NG A B e
TN R Twierdzenie. W podobnych do
N D \B

siebie tréjkatach skladajg odpo-
wiednie wysokosci (t. j. wysokosei poprowadzone z réwnych
katéw) z odpowiedniemi bokami proporcya geometryczng.

Zadozenie. /\ ABC~ abe.

/|< Twierdzenie. CD:cd=AC :ac=AB:ab
AN lub tez H:h=G:g.
Ve Dowdd. N\ ADC ~ade podlug §. 115.
; CD:ced=AC:ac
: ) .. Podlug zalozenia zas AC:ac=AB:ab
4 (i B

CD:cd=AB:ab.
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UWAGA. W podobny sposéh okazujemy, Ze

wszystkie linie w podobnych do siebie tréjkatach od- c\

powiednio.- poprowadzone majg si¢ do siebie, jak dwa / \

odpowiednie boki. S
Whiosek. Obwody dwdéch podobnych — / AN

tréjkatéw maja sie do siebie jak dwa od- il S

powiednie boki. %, - »

Dowéd. Podlug zalozenia ADB :ab= AC :ac=BC: be,
przeto podlug znanego twierdzenia o geom. proporeyach

AB+4 AC+BC:abd4-ac+be=AB:ab.

To samo twierdzimy o podobnych wielobokach.

§. 121.

Twierdzenie. Powierzehnie dwéch podobnych trojkatow
maja sie do siebie, jak kwadraty odpowiednich bokéw czyli
wysokosei. (Fig. poprzedzajacego twierdzenia).

Zalozenie. /\'ABC ~ abe.

Twierdzenie. /\ ABC:abe=G?:g? lub H2:h2.

Dowéd. Podlug §. 108, 1, otrzymuje:

/A\ABC :abe=G :H: gh.

Poniewaz zas H:h=G :g podlug § 120

1 G;g=G:g, przeto tez

(e iI : g. h=G2: 02

b

INABO - abo=16G%: g2 —H?2 : h2.
§. 122,
Twierdzenie. Podobne do siebie wieloboki przez odpowie-

dnio poprowadzone przekatnie (t. j. linie laczace wierzcholki
rownych katéw) na podobne do siebie rozpadaja trojkaty.

Zalozenie. ABCDE ~ abede

—— - ¥ -
Twierdzente. /\ ABC ~ abe, - 1’7 \

ADC ~v ade, ADE oo ade. B/ d
Dowéd. /N\ABC ~abe po- | >”c (,/'/// 5
dlug § 118] /ACB=ach, A e
Poniewaz za§ / DCB=dcb ' \/ 3 | \\ T

L. zalozenis o VG
pdt. zalozenia] 4 g e

przeto tez / ACD=acd
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Réwniez BC: be=AC:ac, bo /\ ABC «~ abe
i BC:be=CD:cd podiug zalozenia.
zatem Ag_“; ac= CD:ed
/\ACD ~ acd.

W zupelnie podobny sposéb dowo-

dzimy takze podobienstwa innych tréj-
katow.

Zagadnienie. Jak si¢ wykresla wie-
lobok podobny do innego danego?

//* \ g S Bozwiazanie opiera si¢ na odwré-
~
= =

ceniu poprzedzajacego twierdzenia; inne

K Ve f . .

\/ / / zas dwa sposoby rozwigzania tegoz za-

Lo gadnienia z przylaczonych figur tatwo
— si¢ dadzg wyprowadzié.

§. 123.
Twierdzenie. Podobnych wielobokéw powierzchnie
maja sie do siebie jak kwa-
draty odpowiednich bo-
kow.

Zatozeniey ABCDE~abcde.

Twierdz. ABCDE:abcde=
AB2: ab2.

Dowéd. Bo prowadzac od-
powiednie przekatnie, otrzy-
muje:

/A\ABC~abe podlug §. 118.
A\ABC:abe=AC2: ac? podl §. 120,
réwniez /\ ACD:acd=AC2:ac?
A\ABC:abec=ACD:acd.
Podobniez takze wynika A\ ACD :acd=ADE:ade
/A\ABC:abec=ACD:acd=ADE:ade
ANAABC+ACD+4 ADE:abc+acd-+ade
=ABC:abec t. j.=AB2:ab2.

§. 124.
Twierdzenie. Prostopadla wyprowadzona w tréjkacie z wierz-
cholka kata prostego na bok przeciwlegly tworzy srednig pro-
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porcyonalng do obu oddzialow przeciwprostokatni; kazda zas
przyprostokatnia tworzy srednia proporcyonalng do caléj prze-
ciwprostokatni i jéj oddzialu przyleglego.

Zalozenie. / ACB=R albo CD_L

AB. ¢
Twierdzenie. 1) AD:DC=DC:DB. el
2) AD: AC=AC:AB. e ’
{ DB ABC A B0 ABL G oy ob
Dowéd. /\NACD~ ACB podl. §. 115, 4 D B

- AD:AC=AC:AB;

réwniez /\ BCD ~ ACBpodl. §. 115.

DB:BC=BC:AB

1A BOR A
R ACDoBED. polh. § 115,
TAD:DC=DC:DB.

Waiosek 1. 7 drugiéj czesci poprzedzajacego twierdzenia

wynika bardzo latwy dowdd twierdzenia Pytagorasa.
AD:AC=AC:AB
zatem AC2=AD . AB,
gdy zas DB: BC=BC: AB,
przeto BC2=DB . AB
w skutek dodania otrzym. AC2 4 BC?2 —AD.AB+4DB.AB,
t. j=(AD+DB). AB=AB2.

Whiosek 2. Twierdzenie Pytagorasa takize w tym razie
jest prawdziwe, jezeli sobie wyobrazimy na bokach prostokat-
nego tréjkata wykreslone podobne do siebie wieloboki. Zawsze
wielobok przeciwprostokatni réwna sig sumie wie-

lobokéw obu przyprostokatni.

Dowéd. Nazywajac obie przyprostokatnie literami a i b,
przeciwprostokatnia zas litera ¢, powierzchnie zad tychze figur
literami A, B i C, otrzymuje:

A :B=a?:b2 podlug §. 123
A4+ B: A=—a2}Db2:a2
Roéwniez C: A=c?2:a2 podlug §. 123,

gdy zas a?--b2—g?

UWAGA. Twierdzenie to rozciaga sig¢ takze do kdél, ktore jako foremne
wieloboki o liczbie bokéw nieskoficzenie wielkiéj nwazaé mozna. To samo
twierdzimy o pélkolach i o owych ksigzycach (Lunulae Hippocratis), powsta-
jaeych po odciagnigciu wspdlnych odcinkéw kola.
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§. 125.
Zagadnienia.

. Do dwich danych linii (a ¢ b) jak sie wykresla $redmia
proporeyonalna?

Rozwigzanie 1. Nad sumg obu linii wykreslam polkole,
poczem wyprowadzam z punktu, w ktérym sie¢ stykaja, prosto-
padla az do obwodu pélkola sigeajaca. Prostopadla ta bedzie
zadang linia podlug §. 124. Tw. czesé 1 w polaczeniu z §. 75.
Wn. 2.

Rozwigzanie 2 opiera si¢ na §. 124 czes¢ 2 i do poprze-
dzajacego jest podobne.

IL. Jak si¢ zamienia jakakolwiek dana prostoliniowa Jigura
na kwadrat?

Rozwigzanie. Do obu linii, ktérych iloczyn jest powierz-
chnig dandj figury, wyszukuje¢ sredniéj proporcyonalndj, ktéra
w takim razie jest bokiem zadanego kwadratn.

Dowdd. Niechaj x oznacza dlugosé danego boku, ktorego
kwadrat przeto oznaczy si¢ przez x2 czyli przez x.Xx, aotrzymamy:

Réwnoleglobok=p. w=x.x zkad wynika p:x=x:w

Tréjkat=p. ¥ =x.x, zkad wynika p:x=x:3.

LI Jak si¢ zamienia damy tréjkqt wieréwnoboczny ABC na
réwnoboczny ?

Rozwigzanie. Do wysokosci danego tréjkata i do wysokosci
innego - trojkata réwnobocznego ale
na podstawie owego danego wykres-
lonego, szukam sredniéj proporcyo-
nalnéj, ktora bedzie wysokoscia trdj-
kata zadanego.

Dowdd. /\ GHK jest réwnoboczny,
bo podobny do tréjkata ABD. Za-
razem /\ GHK=ABC, z powodu,
ze oba do /\ ABD w réwnym stoja stosunku, t.j.=FE:DE.
(Podlug §. 108, 3 1 123.)

UWAGA. Zagadnienie to tylko jest pojedyhczym przypadkiem nastepu-

Jacego: Trojkat dany ABC zamieni¢ na inny, ktéryby byl podobny A\ abe.

LV, Jak si¢ wykresla figura prostoliniowa do danéj figury
podobna i do niéj w pewnym danym bedgca stosunku?
Rozwigzanie. Niechaj F' oznacza powierzchnia, S zas bok
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jakikolwiek danéj figury, f powierzchnia zadanédj, a s bok jéj
odpowiedni, otrzymamy:

Bi=—=1 =m
2:82 podlug §. 123.;

.s=m.S.S

Wyszukuje przeto srednia proporcyonalna pomiedzy bokiem
figury danéj i tym samym bokiem m razy zwiekszonym; linia
otrzymana jest w kazdym razie odpowiednim bokiem zadanéj
figury, poczem postepuje podhug §. 122.

UWAGA 1. Jezeli m<_1, otrzymujemy figure w rozmiarach zmniej-
szonych, jezeli za§ m>>1, otrzymujemy figure w rozmiarach zwigkszo-
nych.

UWAGA 2. Szezegllowy przypadek tegoz zagadnienia jest nastepujacy :
Linia poprowadzong w tréjkacie réwnolegle do jakiego boku jak -odcigé,czesé

pewnsa zadang i ulamkiem calego trdjkata wyrazong ?

§. 126.

Twierdzenie. Linie poprowadzone z wierzcholka trojkata
przez bok przeciwlegly w ten sposob, ze zarazem przerzynaja
rownoleglta w tréjkacie do owego boku poprowadzong, odci-
naja na obu tych liniach czeéei wedlug tych samych stosun-
kéw geometrycznych.

Zalozenie. DE || AB.

Twierdzenie. AG : DH = FG: HK =
¥FB: KE,

Dowéd. AG:DH=CG:CHbo AAGC

/ / /
o 1/ 5] l 7

~ DHC. .
AFG 1,!,1,,(,,;,,,(’11?;(‘1( bo AFGC ~ HKC. /// |
rowniez AE :jﬁl\' —FG : HK. e Fe B

W podobny zupelnie sposéb otrzymuje FG:HK=FB : KE.
Whniosek. Poprzeczna w tréjkacie do jakiego boku popro-
wadzona polowi takze kazda réwnelegla do boku tegoz.

§. 127.

Twierdzente. Poprzeczna w tréjkacie przechodzi przez
punkt, w ktérym sie przecinaja linie poprowadzone pomiedzy
krancami boku, do ktérego poprzeczna jest poprowadzona
a krancami réwnolegléj do tegoz boku. Réwnoczesnie poprze-
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czna harmonicznie jest podzielona czyli rozlozona na czesei,

z ktorych pierwsza tak si¢ ma do drugiéj, jak cala linia do
trzeciéj.
[ Zalozenie. DE || AB, AF=FB i
,Q\ AHE jest linia prosta.
o Twierdzenie. DHB jest takze linia
A gt \ 2 Hrosta 1
VW=tiW”T%\ : FH : HG=FC : GC.
e ivaes e Dowid. /\ AFH ~ EGH podl. §. 115
A ¥ # AF¥:FH=GE:GH

rowniez FB: FH=GD : GH podlug zaloz. i §. 126, Wn.
Zarazem / BFH=DGH
~  ABFH ~ DGH
~ /FHB=DHG
DHB jest linig prosta podiug §. 21.
Réwniez FH: HG=AF : DG (w micjscu EG)
i AF:DG=FC:GC, bo A\ AFC ~DGC
~ FH:HG=FC:GC. =
Zagadnienie. Linig dang harmonicznie podzielié, jezeli je-
den punkt dzielagcy jest dany?
Rozwiazanie latwe,

§ 128,

Twierdzenie. Wszystkie poprzeczne w tréjkacie
rzerzynajg si¢ w jednym punkeie i sa podzielone
; ; ) I ¥ ¥

w stosunku 1:3.
Zalozente. D, E 1 F sa srod-
G kami wszystkich trzech bokdw.
B Twierdzenie. AL, BD i CF
I !
AN przerzynaja sie w jednym punkeie,

Vy LN i DH: HB=EH: HA=FH:
M TN OB - HC=1:9,

Dowdd. Prowadzae DE, otrzymuje DE || AB, bo
AD :DC=BE: EC (podlug =1:1)
przeto pierwsza czes¢ twierdzenia z poprzedzajacego wynika.
Réwniez. /\DEH ~ ABH podlug §. 115
~ DH:HB=EH:HA=DE:AB
czylti=DECAC=—=1::2
Prowadzac takze jeszcze FE, otrzymuje:

FH: HC=EH: AH=1:2.




O PROPORCYONALNOSCI LINII PROSTYCH. 79

UWAGA. Punkt, w ktérym si¢ wszystkie trzy poprzeczne przerzynaja,
zowie sie jego Srodkiem ciazenia (Barycentrum).

§.. 129,

Twierdzenie. Wszystkie trzy wysokosei w trojkacie z wierz-
cholkéw wyprowadzone przerzynaja si¢ w jednym punkcie
i w odwrotnym stoja stosunku, jak boki do ktérych sa prosto-
padtemi.

Zalozente. CD_L.AB, AE_1LCB,BF_L AC. {

Twierdzenie. AE, BEF i CD przerzy-
naja si¢ w jednym punkcie ;

i AE: BF=AC:BC
AE:CD=AB: BC
BF:CD=AB:AC

Dowdd. Poprowadziwszy przez A, = 7 7
B i C réwnolegle do BC, AC i AB otrzymatbym AL, BF
i CD prostopadiemi na srodkach bokéw powstalego trojkata;
te za§ przerzynaja si¢ w jednym punkcie podiug §. 53.

Druga czesé twierdzenia wynika z podobienstwa tréjkatow

CEA i CFB, BEA i BDC, AFB i ADC.

2. O proporcyonalnosci linii prostych w kole wy-

kreslonych.
§. 130.
Twierdzenie 1. 7 oddzialéw dwéch przecinajagcych
si¢ cigciw mozna ustawi¢ proporcya geometryczng,
zamieniajac oddzialy jednéj na wyrazy skrajne,
oddzialy zas drugiéj na wyrazy srednie.

Twierdzenie. AE: CE=DE : BE. &
Dowid. Prowadzac linie ACiDB, otrzy- S :T'\",\(z
muje trojkaty, w ktorych A\ -

/ C= /B podlug §.75,
i / AEC=DEB podlug §. 20.
—AAIEC; DEB, a poniewaz w po-

dobnych do siebie tréjkatach odpowiednio

potozone boki stosunki . tworza geometryczne, przeto tez po-
wyzsza proporcya bezposrednio z podobienstwa wynika.
Twierdzenie 2. Sieczne zewnatrz kola sig przecinajace
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stoja w odwrotnym stosunka do swych
» L oddzialéw zewnatrz kola polozonych.
S Twierdzenie. AE : EC=ED : EB.
: Dowéd. Poprowadziwszy - bowiem

AD i1 BC, otrzymuje dwa do siebie

podobne trijkaty podlug §. 115., zkad

proporeya powyzsza bezposrednio wy-

prowadzi¢ mozna.

UWAGA. OczywiScie oba te twierdzenia tylko sg szczegélowemi przypad-
kami jednego, knin.-hy mialo jaks osnowg?

Twierdzenmie 3. Styczna przecigta zewnatrz kola
przez cigciwe, srednig jest proporcyonalna pomie-
dzy calyg sieczna a jéj oddzialem zewnatrz kola po-
Yozonym.

Zalozenie. Linia AB jest styczna do
kola.

Twierdzenie. CB: AB=AB:DB.

Dowdd 1. Uwazajac styczna jako sie-
czna, ktord) oddzial wiréd kota polozony
zupelnie znikl, otrzymuje bezposrednio

proporeya jako wywod szezegotowy z po-
przedzajacego twierdzenia.
Dowéd 2. Prowadzac AD i AC, otrzymuje dwa do siebie
2 ) pALEL LY
podobne trdjkaty, t. j. CAB~ ADB, z ktérych jako wniosek
taz sama proporcya bezposrednio wynika.

§., 131.

Whniosek 1. W skutek réwnosci stycznéj i oddzialtu
siecznéj wewngtrz kola polozonego, zamienia sig
wiekszy oddzial siecznéj na $rednig proporcyonalna
pomiedzy mniejszym jéj dzialem a calkowita sieczna.

T Zalozenie. AB—=CD.
¢/ Twierdzenie. CB : CD=CD:
IRes DB.
\ e o Dowdéd. 7  poprzedzajacego
\ Y twierdzenia wynika proporcyana-
1) /,// ™ p  stepujaca CB : AB=AB: DB;
b

ody za$ podtug zalozema AB =

CD, przeto tez CB : CD=CD:DB.
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UWAGA. Figura do tego twierdzenia si¢ odnoszgca w. ten sposéb naj-
latwiéj sig wykreéla, iz bierze sig styczna wielkodci frednicy, z ktéréj krahca
sieczna przez Srodek kola sig prowaduzi.

Wuiosek 2. Dzial zewnetrzny siecznéj wedle staléj
proporcyi odcigtéj, dzieli odjety nastycznéjite po-
diug ciggléj proporeyi.

Dowdd. Podlug wniosku 1. otrzymuje CB : CD=CD : DB.

CB—CD:CD—DB=CD:DB
czyli DB albo tez EB: AE—=AB: EB
przelozywszy zas stosunki AB: EB—=EB: AE.

Zagadnienia.
§. '132.

Okreslenie. Podzial linii danéj na dwa takie oddzialy nie-
rowne, iz wiekszy jest srednizg proporeyonalna do mniejszego
1 linii. caléj, zowie si¢ jéj podzialem nasrednigiskrajna.
(Goldener Schnitt, sectio divina.) Wiekszy z oddzialéw téj
linii zowie si¢ $rednia, mniejszy zas skrajna.

1. Jak si¢ dzieli dana linia na $redniq @ skrajng?

Rozwigzanie. Danag linig zamie- ST
niam na styczna kola, ktéréj sre-
dnica jest wielkosei linii  danéj,
poczem uzupelniam figure poprze-
dzajacego twierdzenia. Zatem wy-
prowadzam z punktu A prosto- S
padly AC=14AB, wykreslam linig
AC kolo, biorac za grodek punkt C, lacze C'i B i odcinam
DB na linii AB.

Dowod opiera si¢ bezposrednio na §. 131, 2.

I1. Jak dolgezyé do linii danéj mwiejszq W ten sposob; aby
cala byla podzielong na $rednig i skrajng?

Rozwigzanie. Postepuje jak w zagadnieniu I, z wyjatkiem
jednak ze DB nie odcinam na

AB, lecz do AB przylaczam. 6’//_\

Dowéd opiera si¢ na wniosku /- \

1, 131. g & )

IIL Jak dolgezyé do linii dandj \ \/@
wigkszq w ten sposdb, aby cala byla < / 5 \\ 2
podzielong na $redniq i skrajng? A &
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Rozwigzanie. Do dandj dolgczam mniejszg, tak aby 'cala
byla podzielony na $rednig i skrajna, poczem caly do danéj linii
dolgczam. Rozwigzanie zasadza sig na tem, ze EB lub tez DB
réwnoczesnie jest srednig proporcyonalnie podzielonéj linii AB
jako tez skrajng proporcyonalnie podzielonéj CB i ze AB=CD.

§..133.

Twierdzenie. W tréjkacie ré6wnoramiennym, ktérego
podstawa réowna si¢ wickszemu oddzialowi ramienia
podzielonego na srednig i skrajna, kat przypodsta-
wny dwarazy jest wigkszy od kagta wierzcholkowego.

Zalozente. AC=CB, AC: DC=DC:AD
0 i AB=DC.
Twierdzenie.” / A lub tez /B=2 / C:
Dowdd. Prowadzac BD, otrzymuje w obu

\ trojkatach ABC i ABD nastepujgca proporcya
\ AC: AB=AB:AD podlug zaloz.
\ RO RE A

: A\ABC ~ ABD podl. §. 118;

"‘-AB a poniewaz /\ ABC jest réwnoramiennym,

przeto takze i trojkat ABD, a poniewaz AB=

DB, przeto tez DC=DB, zatem / ADB lub /A=2C po-
dlug §. 40., 4.

Wniosek 1. W takim réwnoramiennym  trdjkacie zawsze
kat - wierzcholkowy — %R, przeto réwny katowi srodkowemu
foremnego dziesigcioboku, jego podstawa przeto bokiem tegoz,
jego wredcie rami¢ wickszym promieniem,

Dowdd.  / A+ B+ C=2R podlug §. 36.

£2C+42CH-C t.j.5C=2R,
ZC—% K.

Whiosek 2. (Odwrocenie poprzedzajacego.) Jezeli / C—=4%R,
i AC=CB, w takim razie AB réwna si¢ wiekszemu oddzialowi
linii AC wedle ciagléj proporcyi geometr. podzielondj. (Fig.
powyzsza.)

Zalozenie. AC=CB i / C=4R.

Twierdzente. DC jest srednia boku AC i AB=—=DC.
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Dowéd. Polowiaec bowiem / B linia BD, otrzymuje
DC=DB, bo /C=DBC=%§R,
DB=AB, bo /A=ADB=4#R,
przeto DC=AB.
Réwniez A\ ADB~AABC podlug §."115.,
przeto AD: AB=AB: AC,
albo tez AD: DC=DC: AC,
Wniosek 3. Bok foremnego dziesigcioboku réwna sig wigk-
szemu oddzialowi wiekszego promienia podziclonego na srednia
i skrajna.

Zagadnienia.
§. 134.

1. Jak sie wykresla w danym kole foremny  dziesigciobok,
pigciobok, dwudziestobok ¢ t. d.

Rozwigzanie bezposrednio zawarte w §. 132., 1.1 133,

UWAGA. Zagadnienie to rozwiezuje takze, K sposéb podzielenia obwodu
kola na 10, 5, 20 i t. d. réwnych czesei.

I1. Jak sie wykresla foremny dziesigeiobok, ktdrego bok
jest dany?

Rozwiazanie zawarte bezposrednio w §. 132., IT i 133.

1. Jak sie wykresla w daném kole foremny pietnastobok?

Rozwigzanie. Od tuku AB otrzymanego przez wykreslenie
foremnego szescioboku odciagam przez sto-
sowne odciecie luk AD, nalezacy do forem- 4
nego dziesigcioboku; ich réznica zadanym 7
bedzie tukiem. (

Dowéd. AB=1 calego obw. =} Ob. B X

AD =, Ob.
DB=10b:—; Ob.={ Ob.

UWAGA 1. Inny sposéb dowodzenia polegalby na okazaniu, ze réznica

kata $rodkowego w foremnym sze$cioboku i-dziesigeioboku daje kat =y54R.

~———

UWAGA 2. Zagadnienie to rozwiezuje takze pytanie,:jak dany obwéd
kola na 15, zatem tez na 30, 60 i t. d. réwnych czedei podzieli¢?

UWAGA 3. Podziat obwodu kola na 860 réwnych czeéei celem sporza-
dzenia katomierza wzmiankowanego w §. 78, geometrycznie -jest niewyko-
nalnym. Jego wykonanie odbyé sig tylko moze mechanicznie.
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ROZDZIAEL SZOSTY.

0 wymierzaniu bokéw, obwodu i powierzchni fore-
mnych wielokatéow i kola,

§. 135.

Zagadnienie 1. Jak si¢ wyraza bok Sforemnego szescioboku,
czworoboku, tréjkqgta i foremmego dziesiecioboku ‘za pomocg
wickszego promienia?

UWAGA. Bok foremnego tréjkata oznaczamy przez B;, bok takiegoz
czworoboku przez B,, pigcioboku przez By i t. d.; P,, P,, Py wyrazajg po-
wierzchnie odpowiednich takich figur foremnych.

Rozwigzanie. 1) na foremny szesciobok : Bt

Jezeli v wyraza wielkos¢ wigkszego promienia a B, bok
szescioboku, otrzymuje B, =r podlug §. 87, 2, rozwigzanie
przeto bardzo latwe.

2) na foremny czworobok:
B,=r]"2 Bs gdy kat srodkowy foremnego czworoboku
réwna si¢ jednemu prostemu, musi przeto tez podlug §. 98.
B 2=r2+r2—=2z3,
zatem B, —=1/2r2 =rl2.
3) na foremny trdjkat:
B,=r]/3, bo skoro kat srodkowy AMB

e linig. MD polowimy i poprowadzimy AD,
¥ 7\ powstanie /\ réwnoramienny AMD, w kté-

M\ \  rym AB dzieli na dwie réwne czescl bok

= \ | MD. Oznaczajgc ME znakiem Pq, Otrzy-
“}\ muj¢ o, :%I.’

Y 24 > - - ;
]‘//A’ wige AE2=r2 —Lp2—3r2,
D zatem ¥'=1]/4r2=%]/38,
zatem B, =r]/3.
4) na foremny dziesieciobok:
1 /7

Byy=3()  damat 3

Dowdd. Jezeli promien wigkszy r na srednig i skrajng jest
podzielony, tak ze x wyraza oddzial wigkszy, r—x przeto od-
dzial mniejszy, wtedy podlug §. 133., 2. By =x.

e

S ———
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wyciagajac zas pierwiastek x -5 =]/ 5r* :5 /5

X#fl/ O *7 (llbo T(l/ 5—“1).
UWAGA. Bok foremnego pigcioboku (B,) wyraza sig ilodcig r znajac dlu-
goéé boku foremnego dziesigcioboku (B, ,) podlug formyly w nastgpnym para-

grafie rozwinietéj. B, — ’zl/ 10—2) 5.

Zagadnienie I1. Jak sie wyraza wymiar powierzchni wy-
mientonych figur foremmych za pomocq wickszego promienia r?
Rozwigzanie. Py=4r2})/3, P,=2¢2, P,=4r2)/3, P, ,—=
PP -E97 5: - I*mmuly te Lu\\o otuqu]omy, khda,c

: n.B. <Al o : /p2=_B?
wréwnaniu P,,:f———;ﬁ wmiejscu p ilogé nast(gpumc:g]/ o
lub tez 1}/4r2— B2, a zamiast wyrazow ni B odpowiednie ilosci.

§. 136.

Zagadnienie. Jak si¢ wynajduje bok (B,,) foremnego
wieloboku w kolo wpisanego, skorosaznajome: bok
(B) foremnego wieloboku o n bokach i wigkszy pro-
mien r. (Fig. §. 135.)

Rozwigzanie. Uwazajac AB jako bok wieloboku foremnego
o n bokach, mam w AD bok wieloboku foremnego o 2n bo-
kach, przeto w tréjkacie AED otrzymuje, kladae AB=B
AD=8g 1 MU=

: B2 ;
Bg= ot (r—p)?
B? ’
::—4—- +'1'2 ,‘L, ‘1)2 *21"0
Wiyciagajac z obu stron pierwiastek i kladac w miejsce p? wy-
32 ¥E LI TR e Tha
raz r? -——14—-, w miejsce p zatem V1> —3B% 1ub tez TP dxa i
4
otrzymuje :

B., 1/f£~+x +r 2~~_1y41~~15'7 t j

2,‘#]// 2r2 ] 4r~7— B‘ lub tez
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bame | ViV

Dowdd. Kladac we formule na ilos¢ B,,, ktéra rozwine-
lismy w koncu przeszlego §., r w miejsce B (Bs=r), otrzy-
muje :

e 1-]/2 e T r]/2 Ll P

Kladace zas wartos¢ wyréwnywajaca B, w owa formule,
otrzymujemy zamiast B,,, By, a ztad:

N
By — "]/2 —Ja= 3

B%:r]/z—l/prl/% it d.

Wniosek 2. Wychodzac z réwnania B,=r /2 podiug
§. 135, 2, otrzymuje w podobny sposéb:

8_—1]/2—~|/2

et ]/2* Vet Vargie a

§. 138.
Zagadnienie. Jaksie wynajduje bok (Bop) foremnego
wieloboku kolo opisujacego n bokami, skorosgznane:
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bok (Bwp) foremnego wieloboku o n bokach w kolo
wpisanego i wiekszy promien r?
Rozwigzanie. Bop= -ﬁﬂ“%l
V 4r? —Bwp?.
Dowéd. W obu réwnoramiennych tréjkatach ABM i OGM,
/ AMB=0OMG, poniewaz kazdy z nich =2 / AMG, przeto
tez katy przypodstawne sa sobie réwne

i ANABM~ A OGM.

AB:0G—=MP:MA podlug §. 120 e
t. j. Bwp: Bop=p:r Nt _T"7\\\\\
.]» P F ) <7 : ’ / >(]A
. Bw r.Bwp b TEA 5\
Bop= I P I e——— ( N\ \
4 3V 4r? —Bwp2. F i )‘/\/ "‘7\{
Bope=io S1:B¥8 Bl
) 4r* —Bwp?. # SNLop / g
A ?
§. 139. v
Whniosek. B , op=2r]}/3
B jop=3r /8 ’
B,,op=2r(2—}/3)
B g op=2r ,
B op=2r(})/2—1).
Dowéd. 1. B, op=—2-2V3 _21V3 91173
; Y arr—sr? .
5 ey P ___21‘.1‘_21“/3'
20 B vjop= L TWETTY
3. B op= 2r.r 275—4@;*«__ or.rl/2— /3 ]
8:1B Y] opi= —

VAT PGV rVi—a Vs
eryV2—Vs.V2—V3
VetV3.V2—V3

r(2—1V/3 s
:2_(2‘7%_:21- @=)3)itd

§ 140.

Tres¢ poprzedzajacych czterech paragraféw stanowi pod-
staw¢ obrachunku obwodu kola czyli rektyfikacyiarytme-
tycznéj. (Wyprostowania liczhowego.)

Obwdd i powierzchnia foremnego wieloboku w kolo wpisa-
nego mniejsza jest od obwodu i powierzchni tegoz kola, z po-
wodu, ze kazda cigeciwa mniejsza jest od tuku do niéj naleza-
cego; obwéd jako i powierzchnia wieloboku foremnego majaca 2n
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bokéw, wigksza jest od obwodu i powierzehni takiéj figury
o n bokach, z powodu ze suma dwoéch bokéw w tréjkacie
wicksza jest od trzeciego. Wynika przeto ztad, ze w skutek
ciaglego podwajania bokéw foremnego wieloboku w kolo wpi-
sanc¢go, obwoéd i powierzchnia tegoz co raz bardziéj sie zblizy
do wielkogci kola, a doszedlszy do nieskonczenie wielkiéj ilosci
bokéw, z kotem sie zréwna.

Koto mozna przeto uwazaé za foremny wielobok,
ktorego obwod sklada sig¢ z nieskonczenie wiel-
kiéj ilogci nieskonczenie malych bokéw, a wktérym
promien wiekszy i mniejszy sa sobie réwne.

Do tego samego wypadku dochodzi si¢, podwajajac liczbe
bokéw foremnego wieloboku koto opisujacego.

Obwody bowiem jako tez i powierzchnie powstajacych
wielobokéw przy ciaglém podwajaniu bokéw coraz si¢ staja
mniejsze, poniewaz jednak Bop zawsze jest > Bwp, nigdy
nie zréwnaja sie z foremnemi wiclobokami wpisanemi o rownéj
liczbie bokéw, nawet wtenczas nie, gdy w skutek nieskonczenie
wielkiéj ilosci bokéw foremny wielobok kolu sie¢ zréwnal.

Obwoéd kola zatem najdoktadniéj obliczyé mozna,
obliczajac obwody dwéch foremnych wielobokow so-
bie pecdobnych, z ktérych jeden kolo opisuje, a drugi
w kolo jest wpisany, i biorgce z sumy tychze obwo-
dow polowe.

W ten spos6éb znajduje sie¢ obwdd kota rownaniem Obw. =
d.7, w ktérem Obw. znaezy obwdd, d srednice kola, a =
bezwzgledna liczbe 3,14159265.....

7w oznacza przeto liczbe, ktéra przez sredniceroz-

Obw

mnozona, dajé obwéd kola, lub tez, poniewaz ——=

7, liczbe oznaczajaca stosunek pomigdzy srednica
a do niéj nalezacym obwodem kota.

UWAGA. Liczba 7 zowie sig takze liczbg Ludolfa na czed¢é matematyka
tegoz nazwiska, kt6ry jg majpierw dosyé dokladmie ma 82 miejsca dziesigtne
obliczyt. Archimedes obliczyl 7 z obwodu foremmnego. wieloboku o’ 96 bokach
i otrzymal 3} czyli 38,1428 ... czyli stosunek 7 :22. Dokladniejszym ;jest je-
dnak stosunek 113 i 355 oznaczony przez Adriana.

§ 141.

Powierzchnig kola ‘wyraza nastgpujaea formula P=r2.m.
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Dowéd. Bo poniewaz kolo uwazaé moina za foremny
wielobok, w ktérym r i p, t. j. mniejszy i wiekszy promien
sa réwne, przeto podlug §. 107, IV wynika :

P=Obnr 07T yag
2

UWAGA. Obrachunek powierzchni kola zowie sig jego kwadraturg aryt-
metyczng.

§. 142.

Wniosek 1. Obwody dwéch kél maja sie do siebie jak ich

promienie lub srednice, ich powierzchnie zag Jjak kwadraty
z ich promieni (r) lub tez grednic (d).

Dowéd. Bo Obw.: Obw., =2rz: 2T =L )

iP:Py=r27:r,2z7=r12:1

(|
Whniosek 2. 7 réwnan Obw=—2r7 i P—r2 7 wynika

Obw. 77’7 : Obw. Obw. 2.
r—=———= — d=—",P=—""""it.d.
27 ]/ T e 47

§. 143.
Zagadnienie. Jak sie oblicza luk (b) i dor malezqey wyei-
nek (Sect), skoro sq zname: kgt §rodkowy (w) © promien kola r?
Rozwigzanie ®1. Obliczenie luku. Ze luki dwa majg sie
do siebie, jak don nalezgce katy srodkowe, wynika ztad, iz
maja wspo6lng miare. Jezeli sy niewsp6tmierne, dowodzi sie
podiug §. 109 uwagi. Daléj otrzymujemy nast¢pujaca geometr,

proporcya: b : Obw.=w : 860°
b= R W,
8000 = a0

II. Obliczenie wycinka.
Sect. : P=w : 360°

zatem Sect, — %&Y:%z(\)‘v

Te¢ samg formule otrzymujemy, uwazajac wycinek Jjako
trojkat, ktérego podstawa réwna si¢ fukowi wycinka, a ktérego
wysokosé réwna si¢ promieniowi. Przeto Sect=":1, wkladajac
zas w miejsce b jego obliczong wartosé, otrzymujemy

rinw
Al

t.:*‘
Sec 3600,

-3
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