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Ofiaruje autor, 

WITOŁD TURNO. 

Berlin, dnia 25 Kwietnia 1856 r. 





PRZEDMOWA 

Przyjechawszy do Paryża w celu uczęszczania na kursa 
Szkoły Politechnicznej, chciałem naprzód zgłębić do- 
kładnie te części Matematyki które mi, tak w tej szkole 
jako też w zawodzie wojskowym, miały być niezbędnie 
potrzebnemi. Zacząłem od Trygonometryi. Nie znając 
jeszcze dobrze języka technicznego francuskiego, szuka- 
łem polskiego dzieła któreby, stając na równi z cudzo- 
ziemskiemi, ułatwiło mi napotykane tu i owdzie trudności. 
Ale szukałem napróżno ; bo Trygonometrye Polińskiego, 
Lewockiego i Libelta, zawierając samą tylko Trygono- 

metrye plaska, jakakolwiek miały zaletę w swoim czasie, 

nie mogły mi być, w obecnym stanie umiejętności, żadną 
pomocą. Rad nierad, z żalem udałem się do dzieł fran- 

cuskich. Musiałem tedy walczyć z dwiemą trudnościami, 
z językiem i umiejętnością. 



Aby oszczędzić podobnych trudności moim młodym 

Kolegom, postanowiłem zebrać to com najlepszego znalazł 

w najznakomitszych dziełach cudzoziemskich i swojskich, 

i ułożyć po polsku Trygonometryę prostolinijną i sfe- 

ryczną. — Taki był początek i taka pobudka niniejszego 
dzieła. 

Niech mi tu wolno będzie złożyć publicznie głębokie 

podziękowanie mojemu czcigodnemu professorowi , Panu 

G.-H. NIEWĘGŁOWSKIEMU, za jego światłe rady które 

natchnęły to dzieło i niem kierowały; a szczególniej za jego 

dobroć z jaką pozwolił mi czerpać obszernie w swoich 

Notach trygonometryczn ych . 

Pisałem w Berlinie, dnia 25 Kwietnia 1856 r. 



TRYGONOMETRYA 

— ZYDZI 

WSTĘP 

W każdym trójkącie jest sześć części do uważania, trzy boki 
i trzy katy. Wiadomo z Geometryi, że mając dane trzy z sześciu 
części trójkąta prostolinijnego, można wyznaczyć trzy inne, 
byle tylko między częściami danemi znajdował się jeden bok 
przynajmniej. ( Zob. Geometryę Pana G.-H. NIEWĘGŁOWSKIEGO). 

Ale wykreślenia geometryczne, jako sposoby graficzne, nie 
mogą być dokładnemi, ani nawet dać często dostatecznego 
przybliżenia, z przyczyny niedokładności narzędzi których 
używać trzeba praktycznie. Dla uniknienia właśnie tych nie- 

dogodności, starano się, zamiast wykreśleń , użyć rachunku 

który zawsze pozwala dosięgnąć takiego stopnia dokładności . 
jaki mieć chcemy. Otoż, 

Trygonometryi głównym przedmiotem jest wyznaczyć rachun= 
kiem wszystkie części trójkąta, którego liczba części danych jest 
dostateczną. To właśnie nazywa się rozwiązać trójkąt. 

Aby wyrazić długości liczbami, odnosi się je do pewnej 
jedności używanej, np. do metra, łokcia, stopy; tym sposobem 
każdy bok równa się pewnej liczbie metrów, etc. 



WSTĘP 

Wielkość kątów oznacza się wielkością łuków które im służą 
za miarę. W tym celu podzielono okrąg na pewną liczbę części 
równych, zwanych stopniami; wtedy, kąt albo łuk wyraża się 
liczbą tych stopni. 

Przyjmiemy dawny podział okręgu kota, na 360 stopni , po- 
nieważ tablice logarytmów, których często użyjemy, są podług 
tego podziału zrobione. 

W tym podziale, jako już wiadomo, kąt prosty ma 90 stopni, 
stopień dzieli się na 60 minut, minuta na 60 sekund, etc. 

Aby oznaczyć kąt A zawierający 23 stopni, 28 minut, 
40 sekund, pisze się: A==23° 28/40”. 

W nowym podziale okrąg koła dzieli się na 400 części ró- 
wnych, nazwanych także stopniami, stopień na 100 minut, etc. 



KSIEGA PIERWSZA 

OKREŚLENIA LINIJ TRYGONOMETRYCZNYCH. 

4. W trójkącie, jako wiadomo, stosunek katów nie równa 
się stosunkowi boków przeciwnych. Nie można tedy, znając 
boki, wyznaczyć geometrycznie wielkości katów trójkąta. Dla 

usunięcia właśnie tej trudności używa się pewnych linij, zwa- 
nych trygonometrycznemi , które zastępują katy, i tak od nich 
zależą, że znając kąty można wyznaczyć wszystkie linie trygo- 
nometryczne; i nawzajem, znajomość tych linij jest dostateczną 
do wyznaczenia kątów. Stosunki tych linij do promienia nastę- 
pujące mają nazwiska : 

Wstawą łuku, albo kata mierzonego tym łukiem, jest stosunek 
do promienia prostopadłej spuszczonej z jednej skrajności łuku 
na średnicę która przechodzi przez drugą skrajność. 

I tak, wstawą łuku AB, albo 

kata AOB, jest stosunek sk albo 
OA 

co to samo = Nazywajac a łuk ( 
OB = o m. ow 

AB, a zaś R promień, pisze się ! 

. BC i 
przez skrócenie wst a = m2 > 

Jako widać, wstawa łuku równa się stosunkowt do promienia 

połowy cięciwy podpasującej tuk dwa razy większy. Albowiem, 

prostopadła BC jest połową cięciwy BE która podpasuje łuk 

BAE dwa razy większy od łuku AB, 

Styczną trygonometryczną łuku, albo kąta mierzonego tym 

łukiem, jest stosunek do promienia części stycznej geometry- 

cznej przechodzącej przez jedną skrajność łuku, a zawartej 
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między tą skrajnością i promieniem przedłużonym który prze- 
chodzi przez drugą skrajność. I tak, styczną trygonometryczna 

: AF BG 22: > 
łuku AB jest stosunek 0x albo tez a? | Pisze się 

Sty a = < albo sty — 

Stieczna łuku, albo kata mierzonego tym łukiem, jest stosunek 

do promienia linii prostej która, przechodząc przez jedną skraj- 
ność łuku, łączy środek koła ze styczną wyprowadzoną z dru- 
giej skrajności. I tak, sieczną trygonometryczną łuku AB jest 

stosunek = albo co to samo OG: i pisze się sie a = > 
OA’ OA’ BĘ > 

Czytelnik zechce uważać że trójkąt prostokątny OAF daje 

OF” =0A* -+ AF’; 

zkąd , dzieląc przez OA’, otrzymujemy 

sie a =1 + sty a. 

Równość ta, okazująca związek między sieczną i styczną łuku 
a, będzie nam często użyteczną. 

Wstawę odwrotną łuku AB jest stosunek strzały AC łuku po- 

OA gą” | Pisze sięw st.odw e. 

2. Dopełnieniem łuku nazywa się łuk który mu dodać trzeba 
aby summa uczyniła ćwiercian czyli 90%. Dopełnienie łuku a 
jest 90°—a, albo 4 r—a(*). Ztąd wynika że dopełnienie łuku 
większego od 90° jest odjemnem. 

1: pee IN BD 
dwójnego do promienia, — albo 

Wstawa, styczna, sieczna, wstawa odwrotna dopełnienia łuku, 

nazywają się dostawa, dotyczna, dosieczną , wstawa odwrotna 

tegoż łuku. 

Na przykład, przypuszczając że łuk AMB=90°, łuk BM 
MQ 
OB’ 

raza wstawę łuku BM, jest dostawą łuku AREK samo stosunki 

będzie dopełnieniem łuku AM. Zatem stosunek który wy- 

(*) Należy tu dobrze uważać że 900—a i; r—anie jest to samo. Różnica 
90” — a oznacza że łuk a jest wyrażony w stopniach, a zaś 7 r—a pokazuje 

że łuk a jest wyrażony w funkcyi promienia który wzięto za jedność. 
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S=:08 -BP 
+ = gt przedstawiaja Php dosiecznę t dostawę od- 

wrotną łuku AM. 
38 

Ponieważ MQ OP, przeto do-  „„ >= 6 > 
stawa łuku AM równa się stosun- foe 7 
kowi do promienia odległości 

spodku wstawy tego łuku od środ- p = e. 

ka koła : to jest dos AMT. \ 
hy’ 

Nazywając a łuk AM, mamy R 

OP BS OS BQ 
dosa = R" dota = "R" dosie a = Ro dos. odwa = R" 

3. Uwaca.— Należy dobrze uważać że wielkość liczb trygo- 
nometrycznych jako wstawy, dostawy, stycznej... nie zależy 
bynajmniej od promienia, ale tylko od wielkości kąta. Jakoż, 

MP CD 
wst AOM = OM” OG i tak samo o innych. 

Wynika ztąd że można, dla ułatwienia dowodzeń, wziąć 
promień za jedność; tym sposobem liczby trygonometryczne, 
nie zmieniając swej wartości , wyrażają się liniami; co właśnie 
ułatwia ich porównanie. 

O WARTOŚCIACH I ZNAKACH LINIJ 

TRYGONOMETRYCZNYCH. 

4. Dotąd uważaliśmy tylko linie trygonometryczne łuku AM 
mniejszego od ćwiercianu. Gdy łuk jest większy od ćwiercianu, 

niektóre z tych linij mogą przybrać inne położenia, całkiem ró- 
żne od pierwszych. 

Jakoż, niech będzie łuk AM’ zawarty między 90° i 180°; jego 

styczną trygonometryczną jest stosunek Położenia linij 
T 

i 
= oe „AT 

AT, AT’ są wprost przeciwne. Zatem stosunki R" 

co do wartości liczebnej, a nierówne co do kierunku linij AT, 
AT’, muszą być wyraźnie odróżnione od siebie. Dla tej właśnie 

AB“ 
<p> Towne 
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przyczyny, daje się znak ++ liniom które ida w jednym kierunku, 
a znak — liniom które idą w kierunku przeciwnym. 

Na mocy tej ugody, jeśli stosunek zostaje wzięty jako do- 

! AT ; ; 
datny, to wtedy stosunk 8 należy uważać za odjemny. 

Tem użyciem znaków +, — do odróżnienia linij, równej 
wielkości ale kierunków przeciwnych, formuły trygometryczne 
stają się ogólnemi. 

Aby jeszcze lepiej rzecz tę wyjaśnić, uważajmy łuk AM 
mniejszy od 90%. Mamy 

OP =0A — AP. 

Ztąd, dzieląc przez promień OA, wynika 

dos AM = 1 — wst. odw AM. 

Biorąc zaś łuk AM’, większy od 90°, mamy przeciwnie 

0P'=AP'—0A; 
co pokazuje że pierwsza formuła dosAM nie stosuje się do 
łuku AW, gdyby dostawa tego łuku miała się wyrażać stosun- 

kiem dodatnym =" Ale, jeśli stosownie do prawidła znaków 

wyżej położonego, wyrazimy dostawę łuku AM’ stosunkiem od- 
1 

jemnym — "R" wtedy ostatnia równość da nam, podobnie jako 

pierwsza , 

dos AM =1 — wst. odw AM’ 

i ta sama formuła stosować się będzie do obydwóch łuków 
AM, AM’. 

W ogólności więc, jeśli brać będziemy, na liniach jakich - 
kolwiek, odległości od pewnego punktu stałego który nazwiemy 
początkiem, wtedy dawać będziemy tym odległościom znaki 
dodatne, gdy będą wzięte z jednej strony początku, a zaś znaki 
odjemne, gdy będą wzięte z drugiej strony tego początku. 
Zreszta można dowolnie rozporządzić stroną w której odległości 
będą uważane za dodatne. 

We wszystkiem tem co nastąpi, weźmiemy za początek łuków, 
tak dódatnych jako odjemnych, punkt jakikolwiek A okręgu
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koła, i łuki dodatne liczyć będziemy w kierunku AMB, a łuki 

odjemne w kierunku przeciwnym ANB’. 

Jeśli teraz uważać będziemy że, & 3 Z 
biorąc promień OA=R za jedność, 4 
wstawa, dostawa, styczna, etc. W 2 N 

p Ja 
łuku AM wyrażą się liniami MP, 

OP, AT, etc.; łatwo pojmiemy że A P 9 

dając tym liniom znak +- w poło- 
żeniu które mają gdy łuk jest do- 
datny i mniejszy od 90°, należy im N e MT 
dać znak — w położeniach prze- 
ciwnych: 
Więc da się znak + wstawom i stycznym leżącym nad śre- 

dnica AA’, a znak — gdy te linie będą pod średnicą. Dostawy i 

dotyczne będą miały znak + albo znak —, według tego jak te 

linie będą poprowadzone w prawo albo w lewo średnicy BB’. 

Nakoniec sieczna ma znak + lub —, podług tego jak prze- 

chodzi przez skrajność łuku albo idzie w stronę przeciwną. I tak, 

sieczna łuku AM jest dodatną -|- - , a zaś sieczna łuku AM’ 

/ 

odjemna — "R" 

5. Linie trygonometryczne nie stosują się do samych tylko 
łuków które mierzą katy, ale także do łuków które mogą za- 

wierać wiele okręgów. Należy przeto rozpatrzyć pilnie zmianę 

wielkości i znaku tych linij gdy łuk rośnie od zera aż do nie- 

skończoności. Od dokładnego albowiem zrozumienia tych zmian 

linij trygonometrycznych zależy łatwość pojęcia ich związków. 

Biorąc punkt A za początek łuków, przypuśćmy że łuk AM 

rośnie dodatnie od 0° aż do 90°. Widzimy że wstawa = tego 

AT 
łuku rośnie od 0 aż do 1; styczna-j- rośnie od 0 aż do © ; a sie- 

czna = od 1 aż do ©. Trzy zaś linie dopełniające ida zmniej- 

szając się, dostawa od 1 aż do 0; dotyczna + od w aż do 0; 

a dosieczna p od w aż do 1. 
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Mamy przeto 

wst0* = 0, sty0*=0, sie0”=1, 
wst 90%=4, Sty 90%==0 , sie 90° = » ; 
dos 0°==1, dot0*=«, dosie 0»= , 

dos90°=0, dot90*==0, dosie90°—1, 
‘pr 

Jeśli łuk rośnie od 90° do 180°, wstawa = zostaje dodatna 
1 

i zmniejsza się od 1 do 0. Styczna 22 jest odjemna i jej wartość 

I 

rośnie od — » aż do 0. Sieczna R Jest także odjemną i jej 

wartość rośnie od — © aż do—4. 
1 

Dostawa z zostaje odjemną i maleje od 0 aż do—1. Dotyczna 

R Jet odjemną i maleje od 0 aż do—w. Dosieczna zostaje 

dodatną i rośnie od 1 aż do +o. 

Przeto mamy: 

wst 180°==0, sty180*=0, sie180”==— 4, 
dos180°==—1, dot 1800==—w, dosie180 =o. 

‘pr 
Jeśli łuk rośnie ciągle od 180° aż do 270°, wtedy wstawa 2: 

staje się odjemna i maleje od 0 aż do — 1. Styczna = jest do- 

datną, i powiększa się od 0 aż do © . Sieczna = zostaje odje- 

mną i maleje od—1 do—«, 

Dostawa zostaje także odjemną i rośnie od — 1 aż do 0. 

Dotyczna Zz jest dodatną i zmniejsza się od « aż do 0. Dosie- 

czna = jest odjemną i rośnie od — w do—4, 

Ztad wynika 

wst 270° =— 1, Sty 2709 == , sie 270=—— 0 - 
dos 270*==0, dot 270* =0, dosie 2700—= —4, 
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Nim pójdziemy dalej, zważajmy dobrze że gdy łuk zwiększa 
się albo zmniejsza półokręgiem, wtedy wstawa i dostawa, sie- 
czna i dosieczna zachowują swe wartości liczebne zmieniając 
tylko znaki; a zaś styczna i dotyczna zachowują i wartości 
liczebne i znaki. 

Nakoniec, „jeślyłuk rośnie od 270° do 360°, wtedy wstawa jest 
odjemną i maleje od —1 do 0. Styczna jest odjemną i i rośnie od 

„—w» do 0. Sieczna zostaje znowu dodatną, i zmienia się od © 
do 1. „Dostawa jest także dodatną > rośnie od 0 aż do qele „= 

odjemną, jej wartość maleje od —1 aż s. 

Zatem mamy 

wst 360°==0, stycz 360*=0, sie 360°—41, 

dos 360*= 1, dot 360°—=—o, dosie360%—«. 

Jeśli przypuścimy że łuk staje się większym od okręgu koła, 
jego linie trygonometryczne będą miały te same wartości i te 

same znaki jak linie łuku dodanego do okręgu. 

I w ogóle, widocznem jest że dodając do łuku liczbę całkowitą 
okręgów; linie trygonometryczne zostają te same. Łatwo tedy 

"pojąć że, gdy się dodaje do łuku liczbę nieparzystą półokręgów, 
“ linie trygonometryczne zatrzymują te same wartości, ale zmie- 
niają znaki, z wyjątkiem tylko stycznej i dotycznej których się 
znaki nie zmieniają. 

Co się tyczy łuków odjemnych, które się biorą w kierunku 
ANB’, ich linie trygonometryczne, nie zważając na znaki, 
równają się tym których łuki są dodatne i mają tę samą liczbę 
stopni. 

Biorąc, na przykład, łuk AN=AM, linie trygonometryczne 

tych dwóch łuków mają oczywiście te same wartości bezwzglę- 
dne, ale mogą być znaków różnych. Jakoż, wstawy, styczne, 
dotyczne i dosieczne tych dwóch łuków mają znaki przeciwne; 
a zaś dostawy i sieczne mają te same znaki. Zatem oznaczając 

przez —a łuk AN, będziemy mieli następujący związek: 

wst(—a)==— wsta, dos(—a)=dosa, 

sty(—a)==—-stya, dot (—a) =—dot a, 

sie (= a) == Sie a,  dosie(— aj) = — dosie a. 

©. Spelnieniem łuku nazywa się różnica otrzymana, odej- 
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mując ten łuk od 180°. Spełnienie łuku a jest 180— a. Aby 
oznaczyć spełnienie łuku AM, dosyć jest poprowadzić przez 
punkt M równoległę MM’ do średnicy AA’, która spotyka okrąg 
koła w punkcie M, łuk AM' będzie spełnieniem łuku AM. Bo 
AM =180—A'M =180— AM. 

Figura pokazuje oczywiście że wstawy dwóch łuków spełnia 
Jacych AM, AM’ sa te same. Tak samo dosieczna. Ale dostawy 
albo styczne dwóch łuków spełniających są równe i znaków 
przeciwnych. 

Nazywając, jako zwykle, a łuk AM, mamy: 
wst (180%— a)=wsta, dos (180°—a) =— dosa, 

sie (180— a) =— sie a, dosie (180°— a)=dosie a, 
sty (180—a)=—stya, dot (180—a) ==— dot a. 

Z resztą, formuły te moza się dowieśdź bez pomocy figur 
geometrycznych, pamiętając tylko na to cośmy powiedzieli o 
łukach równych znaku przeciwnego, i o łukach które się różnią 
liczbą nieparzystą półokręgów. W samej rzeczy mamy: 

wst (180°— a) =— wst (— a) =wst a. 

Tak samo się dowodzi że 

dos (180— a) =— dos (—a) = — dos a; etc. 

7. Z tego przegłądu linij trygonometrycznych wszelkiego 
łuku wynika że: 
Wstawa i dostawa biora wartości ułamkowe poczynając od 

+ 1 aż do —1, i zmieniają znaki przechodząc przez zero. Sty- 
czna i dotyczna biorą wszelkie wartości od +- © aż do w; 
zmieniają znaki, przechodząc przez zero i przez nieskończoność. 

Nareście, sieczna i dosieczna biorą wartości zawarte między 
+li-o, i między —1 i —w. Te dwie linie zmieniają 
znaki przechodząc przez nieskończoność. 

Ztąd wnieść możemy, że każda liczba dodatna albo odjemna, 
byle nie przechodziła jedności , może się uważać za wstawę albo 
dostawę łuku. A zaś wszelka liczba dodatna albo odjemna, wy- 
znacza stycznę albo dotycznę łuku. Nakoniec, wszelka liczba 
dodatna lub odjemna, której wartość bezwzględna jest większa 
od jedności, może przedstawiać siecznę albo dosiecznę łuku. 
Ta sama uwaga ściąga się do wszystkich linij trygonome- 

trycznych, które się stać moga nieskończenie wielkiemi. 
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8. Ponieważ linie trygonometryczne łuków zawartych w pier- 

wszym ćwiercianie mają wszystkie wartości bezwzględne mo- 

żebne; przeto, jakakolwiek jest linia trygonometryczna, dodatna 
albo odjemna, można zawsze przyprowadzić jej łuk do łuku 
który nie przechodzi 90°. I tak, jeśli chcemy mieć wstawę łuku 
4024" ; odciagniemy naprzód 360° tyle razy ile można od 1024? 
i będziemy mieli resztę 304°; zatem wst 1024 = wst 304; od- 

ciagniemy potem 180° od,304*, co daje wst 304 = — wst 1249; 
nakoniec biorąc spełnienie łuku 124°, które jest 56°, otrzymamy 
ostatecznie 

wst 1024” == — wst 56°. 

Użyteczną jest rzeczą znać wartość linij trygonometrycznych 
niektórych łaków zawartych w pierwszym ¢wiercianie. I tak, 
aby wyznaczyć wstawę łuku 30°, dosyć jest uważać że cięciwa 
łuku podwójnego, to jest 60°, równa się promieniowi ; zatem 

wst 309=3. 

Jeśli łuk ma 45°, jego cięciwa, jako bok kwadratu wpisanego 

w koło, jest R V 2; więc 

wst/450==dos 45*==$ 2. 

Weźmy jeszcze łuk 60°; jego cieciwa, jako bok trójkąta ró- 

wnobocznego wpisanego w koło, jest R V 3; więc 

wst 60° = dos 30°=4 V3. 
Gdy łuk ma 45°, trójkąt prostokątny OAT (fig. ostat.) jest 

równoramiennym, AT=OA, zkad 

sty 459 ==dot 159 =1, Sieh5* = V2. 

O ŁUKACH KTÓRE ODPOWIEDAJA DANEJ LINII 

TRYGONOMETRYCZNEJ. 

9. Każdy łuk ma tylko jedną wstawe, jedną stycznę , jedną 

dostawę, ete ; ale oczywiście jednej wstawie, jednej dosta= 
wie, etc. odpowieda nieskończona liczba łuków. Szukajmyż 

tedy łuków które odpowiedają danej linii trygonometrycznej. 

Niech będzie b wartość wstawy której łuk niewiadomy ozna- 
czymy przez z; będziemy mieli & = lukwst 5, albo, co jest to 

samo, Wst r ==. 
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Przypuszczając b dodatnem, weźmy na OB, w kierunku do- 
datnym, długość OQ=Ż, i popro- 
wadźmy przez punkt Q równoległę 

W do średnicy AOA’, przecinajaca 
okrag koła w punktach M, M. 
Wszystkie łuki dodatne albo od- 
jemne, które się kończą w tych 

Wa dwóch punktach, odpowiedaja 
Wee | wstawie danej; i nawzajem, wszy- 

stkie łuki odpowiedające wstawie 
danej, powinny się kończyć w je- 

dnym z tych dwóch punktów. 
Nazwijmy « najmniejszy łuk dodatny AM, który ma za wstawę 

długość OQ=Ż. Oznaczając, jako zwykle, półokrą g przez x, 
łuki dodatne, kończące się w punkcie M, będą: 

9, 2m a, fra... CC. (4). 

Ponieważ łuk AM =r—a, łuki dodatne, kończące się 
w punkcie M’, są: 

a—a; 37-02, 5x—a, etc. (2). 

Łuki odjemne AB'M, AB’M’ maja za wartość absolutną 2r— a 
ir--a. Zatem ich wartości względne są —2r--a, —r—a. 

Odejmując od tych wartości jakąkolwiek liczbę okręgów, bę- 
dziemy jeszcze mieli, dla łuków odpowiedających tej samej 

wstawie, następujące dwa ciągi wartości : 

— ra, —lr--a, = br + 2, ete. (3). 

—qvr—a —śr—a, —dr—a, etc. (4). 

Uważajmy teraz że łuki ciągów (1) i (3) formują się z łuku z, 
dodając mu wielokrotnik parzysty dodatny albo odjemny pół- 
okręgu m. Co się zaś tyczy łuków zawartych w ciągach (2), (4), 
to one się tworzą oczywiście odejmując łuk « od wielokrotnika 
nieparzystego, dodatnego albo odjemnego, półokręgu r. Przeto 
będziemy mogli zawrzeć wszystkie łuki odpowiedające danej 

wstawie w dwóch formułach następnych : 

2kw-+a (1), (2k-Fl)r—a (2), 

byle tylko k było uważane jako liczba całkowita jakakolwiek, 
dodatna albo odjemna , a nawet i zero. 
Gdy wstawa dana b jest odjemną, wtedy trzeba wziąć na 
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średnicy BB', poczynając od punktu 0, długość OQ’, i popro- 

wadzić przez punkt Q' równoległę NN’ do średnicy AA’, która 

spotka okrąg w punktach N,N’. Nazywając « najmniejszy łuk 

dodatny ABN’, mający za wstawę liczbę dana 6, będziemy mieli: 

ABN=lr—oa, ABN=lr—oa, AN=a— sr; 

zatem łuki tak dodatne jako odjemne, odpowiedające wstawie 
danej, są: | 

a, Zna, hr-Fa, etc. 

3nx—a, Sn—a, Ira etc. 

-27 Fa, —lr-Fa, —6n+ a, etc. 

-|-- TOs. "ASS -3 7-2, etc. 

Widocznie wszystkie te łuki zawierają się w formułach (4) i 
(2) powyżej otrzymanych. 

Jest tu ważna uwaga do zrobienia. Wiemy już że łuki różniące 
się pewną liczbą okręgów mają te same linie trygonometryczne. 
Więc ztąd i z formuł (4) i(2) powyżej otrzymanych, wynika że: 

Aby dwa tuki miały tę samą wstawę, trzeba i dosyć jest żeby 

ich różnica była pewną liczbą okręgów, nie wyłączając zera, albo 
ich summa była liczbą NIEPARZYSTĄ PÓŁOKRĘGÓW. 

80. Weźmy teraz z =łukdos2, czyli co jest to samo dosz=>. 
Jeśli 6 jest dodatnem, weźmiemy długość OP =Ż, i przez punkt P 
poprowadzimy, do średnicy stałej AA’, prostopadłę MPN która 

przetnie okrąg koła w punktach M, N. Wszystkie łuki, dodatne 

lub odjemne, kończące się w punktach M, N, będą miały oczy- 
wiście dostawę dana OP =); i nawzajem, wszystkie łuki któ- 

rych dostawa równa się liczbie 6, będą się kończyły w tych 
dwóch punktach. 

Jeśli oznaczymy przez a najmniejszy łuk dodatny AM, którego 
dostawa jest b, otrzymamy dla łuków szukanych te cztery ciągi: 

a, 2a a, ata, ete. 

Ir bra, On—a, ete. 

— Arta, bra, —órka. etc. 

— & —2e—a, —hx—a, etc. 

Wszystkie te łuki mogą się zawrzeć w jednej formule 2kr > 

w której k oznacza liczbę całkowitą, dodatną albo odjemną, a 
nawet i zero. | 
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Na mocy powyższej formuły i tego co juz wiadome wnosimy że 

Aby dwa łuki miały tę samą dostawę trzeba i dosyć jest żeby 
tch różnica albo summa czyniła pewną liczbę okręgów, nie wyłą- 

czając zera. 

44. Niech będzie jeszcze x =łukstyó, albo co jest to samo, 
sty c==6. Jeśli liczba b jest dodatną, weźmiemy na stycznej 
nieograniczonej TAT’ długość AT =23, i przez punkt T i środek 
koła poprowadzimy linię prostą TO, która przetnie okrąg w punk- 
tach M, N. Wszystkie łuki, tak dodatne jako odjemne, kończące 
się w punktach M, N’, będą miały stycznę dana AT =2, i na- 

wzajem. 

Nazywajac « łuk dodatny AM, najmniejszy możebny którego 
styczna jest 6, będziemy mieli tuk ABN'= 44a, AB'M=2r—a, 

AB'N' = r—a; przeto łuki szukane będą: 

a, 2e+a, hata, ete. 

7 +a, dr-a, Orta, ete. 

-27 +0, bra, —w ba, etc. 

“vA —3nrta, —Sata etc. 

Wszystkie te łuki zawierają się oczywiście w formule x 4/47, 
w której k jest liczbą całkowitą jakąkolwiek, a nawet i zero. 

ZWIĄZKI LINIJ TRYGONOMETRYCZNYCH TEGO 

SAMEGO ŁUKU. 

42. Nazywając « łuk AM, R promień koła, mamy jako 
- wiadomo: 

MP OP AT 
< wsta=, dos a=; Sty a=, 

2 * det oe on dosiea== ota=—F i siea="p", R” 

pla Trojkat prostokatny AMO daje 

MP*--0P*=R* zkad = eo = 
Wr R R 

albo wst” a +- dos" a== 1 (1). 

Trójkąty podobne OPM i OAT, OPM i OBS dają:
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AT MP «BSP OT “OA 65 08 : 
OA OP’ OB MP’ OM OP’ ÓW NP 

zkad otrzymujemy: 

wst a dos a 
== ~— (2) dot a = 

LE dosa (2), at wst a (3), 

1 
i == —— (4 l = 3). SINS z u »)»  dosiea 5 

Formuły (4), (5) pokazują Ze sieczna jest odwrotnością do- 
stawy, a dosieczna odwrotnoscia wstawy ; dlatego feż sieczna i 
dosieczna rzadko się używają. 

43. Chociaż powyższe pięć formuł otrzymane zostały za po- 
mocą trójkątów, uważając łuk AM dodatny i zawarty w pier- 
wszym ćwiercianie, są one jednakże ogólnemi, stosują się do 
wszelkich łuków, i wtenczas nawet gdy trójkąty, do ich znale- 
zienia użyte, nie istnieją. Jakoż, gdy łuk AM kończy jeden ze 
czterech ćwiercianów, te trojkaty nie istnieją, ale wtedy albo 
dostawa jest zerem, a zaś wstawa jednością, albo na odwrot 3 
zatem formula (1) sprawdza się oczywiście; i tak samo cztery 
następne. We wszystkich innych położeniach skrajności M łaku 
AM, linie trygonometryczne formują trójkąty prostokątne po- 
dobne które dadzą, jako powyżej, ich wartości bezwzględne 
(absolutne). Należy więc tylko sprawdzić czy znaki, wyznaczone 
za pomócą tych formuł, zgadzają się z temi któreśmy wprost 
otrzymali dla linij trygonometrycznych w każdej części okręgu. 

Owoż, równanie wst a-|- dos a = 1, zawierając same tylko 
kwadraty, jest zawsze prawdziwem jakiekolwiek wsta i dosa 
mają znaki. — Co się tycze innych formuł (2),... (5), ich znaki 
sprawdzają się bez trudności. 

Jakoż, od 0° do 90°, wsta i dosa są dodatne; formuły oka- 
zane dają znaki dodatne dla stya, dota, siea, dosiea. Co 
rzeczywiście ma miejsce, jako już wiemy. 

Od 90° do 180°, wst a jest dodatną, a zaś dos a odjemna; for- 
muły dają wartości odjemne dla stya, dota, siea, a wartość 
dodatna dla dosiea. Co też być powinno. 
Gdy łuk a zawiera się między 180° i 270°, albo między 270° 

i 360°, czytelnik sam się przekonać raczy o wiarogodności 
formuł odpowiednych. 
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Jeśli przypuścimy że łuk dany, przechodząc okrąg koła, staje 
się 360? -H a, wtedy wszystkie linie trygonometryczne zachowują 
swe wartości liczebne i znaki; co.właśnie zgadza się z otrzyma- 
nemi formułami. 

Nakoniec, jeśli łuk a staje się odjemnym, wstawa zmienia 
znak, a zaś dostawa zostaje tą samą. W tym razie rzeczone for- 

muły pokazują że stya, dota, dosiea zmieniają znaki, a siea 
zachowuje swój znak; co właśnie dzieje się wedle przyjętej 
ugody znaków. 

Formuły D i (5) wywodzą się z (2) i (3); jakoż, jeśli w tych 
ostatnich zamiast łuku a położymy 90° — a, otrzymamy 

wst (90 — a) 4 
90 — a) = ———___ i aa) == o 

ask dos (90 — a)’ s ae dos (90 — a) 

albo doo = aa dosie a = : 
wsta wst a 

Zatem, ściśle mówiąc, niema potrzeby dyskutować ogólności 
dwóch ostatnich formuł. 

BA. Znając pięć formuł poprzedniego paragrafu, można 
łatwo, mając dana jedną z sześciu linij trygonometrycznych 
łuku, wyznaczyć pięć innych. 

PRZYKŁAD 1. — Znajde wsta, wyznaczyć dosa, stya, siea, 

dot a, dosie a. 

Za pomocą pięciu związków poprzednich znajdujemy 

aS wst a 
dos a= Fy/ 1—wst?a, sty a = p 

2 
V1 — wst a 

żę +V/1 — wst sie a = s R. 
1 

(R TT EE RN = SSALE 
VA e wst-a : pa kia) wstu : 

i mamy nadto 
: uf 

dosiea =——. 
wsta 

Wyjąwszy dosiecznę, rachunek daje, jako widzimy, dwie 
wartości równe i znaków przeciwnych, dla każdej z innych linij
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trygonometrycznych. I w samej rzeczy, danej wstawie MP ( fig. 
ostatnia) odpowiedaja dostawy OP, OP’, równe i znaków prze- 
ciwnych; i tak samo styczne AT, AT', dotyczne BS, BS’, sieczne 
OT, OT’, które są co dwie równe i znaków przeciwnych. Co się 
zaś tyczy dosiecznych, to one są równe i tych samych znaków. 

PRZYKŁAD II. — Znając sty a, znaleźć wst a, dosa, dot a, siea. 
dosie a. 

Aby otrzymać wsta, dosa w funkcyi sty a, można wziać for- 
muły (1) i (2)i rozwiązać je jako zwykle, co nie przedstawia 
najmniejszej trudności. Ale, ponieważ te formuły często służą 
w zastosowaniu, nie źle będzie użyć następującego sposobu 
którym łatwiej je można utkwić w pamięci. 

Ostatnia figura daje oczywiście 

1 = 2 ERA 2 
=1 + st albo =1-+st Sie a + Sty a, dosć + sty a, 

4 
wiec coc = == = = 

y - sty a 

Chcąc mieć wst a w funkcyi sty a, uważajmy że formuła (2) 
daje sty a dosa = wsta. Zatem mnożąc obie strony ostatniego 
równania przez sty a, otrzymamy 

sty a 
West G == 2 5 

Vi -+-sty a 

PRZYKŁAD II. — Znaleźć związek między sty a i dot a. 

Mnożąc stronami równania (2) i (3) otrzymamy 

1 
stya dota= 1, albo dota=——. 

sty a 

Co się tyczy trzech iunych linij, łatwy rachunek daje 

sie a= +V1 +'sty'a, 

2 
zk 17120060. 

sty a 
dosie a = 
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Formuły które dają wstawę i dostawę sunmy t różnicy dwóch v 

łuków, za pomoca wstaw i dostaw tych łuków. 

85. Niech będą dwa łuki dane AB=a i BG =>; będziemy 
mieli, biorąc promień OA za jedność, 

wst a:=BD, dosa=OD, wstó=QE, dosó = OK, 

wst (a+b) = CF = HF+CH=EG+(CH, 

wst (2—6)=: KI = EG—EL=EG—CH, 

dos (a|-5) = OF =0G—HE, 

dos (a—6) =0I =0G--HE. 

Trójkąty podobne OEG, OBD dają 

LG OL FOC>*0E 
BD OB | OD OB: zkad 

EG = wstadosb, i OG =dosa dosb. 

Trójkąty CEH, OBD, mające boki odpowiedne prostopadłe, 
są podobne i dają : 

CH "CE ; HE CE 

OD OB ' BD OB’ 
zkad CH= dosa wstó i HE=wsta wet. 

Podstawiając te wartości, otrzymamy cztery formuły szukane: 

wst (a+b) == wst a dos b+ dos a wst (1), 

dos (a--b) = dos a dosb — wst a wst (2), 

wst (a—b) = wsta dos b — dosa wst (3), 
dos (a--b) ==dosa dos 6+ wst a wst (4). 

46. W dowodzeniu formuł poprzednich przypuściliśmy łuki 
a i b dodatne, i ich Summe mniejszą od ćwiercianu, a+b< 90°, 

Co więcej, formuły (3), (4) byly otrzymane w przypadkach 
tylko szczególnych w których łuk b jest mniejszym od a. Aby 
okazać ogólność tych formuł, trzebaby je sprawdzić we wszyst- 
kich przypadkach możebnych w których łuki a, 5 mają takie d 

wartości jakie się podoba, dodatne albo odjemne, i wtedy nawet 
gdy trójkąty wyżej kreślone nie istnieją. Sposób następujący 
uwalnia od tak rozlicznych sprawdzeń; dowodząc wprost ogól- 

ności rzeczonych formuł: :



ZWIĄZKI LINIJ TRYGONOMETRYCZ. TEGO SAMEGO ŁUKU 419 

Uważajmy przedewszystkiem że formuły (4) i (2) są prawdziwe 
gdy łuki a, b są dodatne i ich summa czyni éwiercian. Bo wtedy 

te łuki są dopełniające, i dają 

wstó==dosa i dosb = wsta. 

Więc wst (a--b) = wsta oe dos a =1 ; 

dos (44-6) == dos a wst a — wst a dosa = 0. 

Co być powinno. 

Okażmy teraz że formuła (1) jest prawdziwą dla łuków do- 
datnych wszelkiej wielkości. 

Aby tego dowieśdź, powiadam naprzód że jeśli formuły (1) 
i (2) są prawdziwemi dla łuków a ió, dodatnych pewnej wiel- 

kości, to one są także prawdziwemi gdy jeden z tych łuków 
np. a powiększy się ćwiercianem. Jakoż 

wst (a + 3 z +b) = dos (— a —b) = dos (a 4-6), 

a z założenia dos (a + b) =dos a dos b — wst a wst b; 

zatem wsl (a+ Ex +0) = dos a dos 6--- wst a wstó. 

Ale, uważając a+ 57 jako jeden łuk, mamy 

wst (a + 3 r) == dosa, dos (a+ 3 r) ==— wsta; 

więc, podstawiając za wst a, dos a, ich wartości, będzie 

Wst (a+ 3 m -+6)= wst (a+ Erw) dos 5 + dos(a+-1 r) wstb. 

Ten wynik pokazuje ze formuła (1) rozciąga się do wszelkich 
łuków dodatnych tak wielkich jak się podoba. Aby przeto jej 
ogólność była niezaprzeczalną, pozostaje tylko do dowodzenia 
że się rozciąga do wszelkich łuków odjemnych. 

Przypuśćmy tedy łuk a odjemnym, i dodajmy mu taką liczbę 
okręgów 27x aby łuk 2hx—a byl dodatnym. Będziemy mieli, 
na mocy powyższego, 

wst (24m — a--ój==wst(2 kr — a) dosb+-dos(2hz—a) wst 9, 

albo, odejmując kr, co nie zmienia linij trygonometrycznych, 
będzie 

wst (— a +5) = wst (-- a) dos b+ dos (— a) wst 5. 

To dowodzi że formuła (1) jest prawdziwą gdy jeden z łuków 
staje się odjemnym. Można tak samo dowieśdź że formuła ta 
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zostaje prawdziwą gdy oba łuki są odjemnemi. Więc formuła (1) 
stosuje się de wszelkich łuków tak dodatnych jako odjemnych. 

Formuła (2) wywodzi się z formuły (1), 

bo, dos (a+b) = wst (7 r —a — 1b); 

aże, jakiekolwiek są łuki ;r— a i 6, mamy 

wst | 3n—a-+(—b) |= wst (!n—a) dos(—0)+-dos (!n—a) wst (— 5) 

= dos a dos 5 — wst a wst 6. 

Zatem dos (a + b) = dos a dos 6 — wst a wst. 

Co właśnie jest formułą (2). Więc ta formuła jest także ogólną. 

Formuły (3) i (4), jako następstwa formuł (1) i (2) są ogólnemi. 

Więc ogólność formuł (1), (2), (3), (4) jest dowiedziona z całą 
ścisłością jakiej tylko żądać można. 

Dowodzenie to, i wiele innych, użytych w tem dziele, winie- 
nem uprzejmości P. professora G.-H. NIEWĘGŁOWSKIEGO. 

MNOŻENIE ŁUKÓW. 

1%. Przypuszczając luk a==5, formuły 

wst (a 4-6) = wst a dos 6 + dosa wst, 

dos (a + b) = dos a dos b — wst a wst, 
stają się 

wst 2a =2wsta dosa (5), 

dos 2a==dlos'a —wst'a (6). 

Gdy 6=2a, otrzymamy najpierw 

wst 34 = wst a dos 2a + wst 2a dosa, 

dos 3a= dosa dos 2a— wsta wst2a; 

* potem, podstawiając za wst 2a, dos 2a, ich wartości (5), (6), i 

uważając że wst a =P dosa =1 » otrzymamy 

wst 3a = 3 wst a — 4 wst'a (2), 

dos 3a = hdos'a — 3dosa (8). 

Podobnym rachunkiem otrzymamy wartości wst ha, dos ha, 
wst 5a, dos5a, it. d., w funkcyi wsta i dosa. 

Zreszta można wywieśdź formule (8) z (7), podstawiajac w tej 
ostatniej ;r —a zamiast a.
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Radzę wszystkim moim kolegom nie zaniedbywać tych ra- 

chunków, które będą dla nich wyśmienitem ćwiczeniem. 

DZIELENIE ŁUKÓW. 

48. W formułach (5) i (6) podstawmy łuk ża zamiast a, 
otrzymamy : 

2 2 wst a ==2 wst 3a dos$a, dos a = dos ;a — wst 4a. 

Jeśli, mając daną dosa, chcemy znaleźć wstawę i dostawę 
łuku dwa razy mniejszego, to jest wst4a, dosta, należy wziąć 
dwa równania 

dos” 10 — wst = 

dos” a + wst” A> 

i raz je odejmując drugi raz dodając stronami, otrzymamy 

2 wst fa == 1— dosa, i 2dos 1a = 1+ dos a; 

zkad wynikają ostatecznie dwie formuły żądane w funkcyi dosa: 

wst Jam 2/1080 (9), 
2 

dos 4a = +yl + dos a (10). 
2 2 

Niewiadome wst 3 a, dos 4a mają każda dwie wartości równe 
i znaków przeciwnych. Przyczyna tego łatwo się tłumaczy. 
Jakoż, daną jest dostawa łuku a nie zaś łuk a, a wiadomo 
że łuki odpowiedające danej dostawie są zawarte w formule 
2km to, w której a oznacza najmniejszy łuk dodatny mający 
dostawę dana, a zaś k jest liczbą całkowitą dodatną albo odje- 
mną i nawet zero. Powinniśmy przeto otrzymać wstawę i 
dostawę połowy wszystkich tych łukow, to jest mieć 

a = ; 

wst 4a = wst (in), i dosta = dos E #5), 

Zatem biorąc k=0, będzie 

wst $a === wstęa, dos 4 a= dos 1 a; 
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biorąc zaś k==1, wiemy że odejmując liczbę nieparzysta pół- 
okręgów m należy tylko zmienić znak wstawy i dostawy, co 

daje 
a 

Wst $a== wst (= +2) = 222 WSL 3a, 

a 
dos Fa = dos EB == — dosta. 

b * 

Gdyby za k podstawiono dwie inne liczby całkowite po sobie 
idące, dodatne albo odjemne, otrzymanoby widocznie te same 
wartości. Więc wst$a, dos}a w funkcyi dosa mają tylko 
każda dwie wartości równe i znaków przeciwnych; co było do 
okazania. 

49. Niech hedzie teraz dana wsta; aby znaleźć wstęa, 

dos$a, możnaby zastąpić w formułach (9), (10) dosa przez 
2 - . . . ares 

+V1 — wst a. Wynikłoby ztąd, dla każdej z linij szukanych, 

cztery wartości równe po dwie, ale znaków przeciwnych. Ra- 
chunek następujący jest prostszym. 

Weźmy dwa równania 
2 2 

wst ta+dos ta= 1, 2wstia dosia=wsta, 

i raz dodając stronami, drugi raz odejmując drugie równanie 
od pierwszego, otrzymamy 

(dos a + wst Ea) =1+wsta -(doszga—wstia) =1- wsta; 

zkąd, wyciągając pierwiastek kwadratowy, wynika 

dos ta + wstfa =: = /1-|- wst a, 

dos 1a -— wstę a = = y 1 —wsta. 

Dodając stronami ostatnie równania i odejmując, mamy 
ostatecznie 

wst La=-t 44/14 wsta 4/4 — wsta (11), 

dos; a===; V1 + Weta E }Y/1—wsta (12). 

Jako widać, każda z niewiadomych szukanych ma cztery 
wartości. 

Wynik ten łatwo się usprawiedliwia. Jakoż, dan est wstawa
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łuku a nie zaś łuk a; a wiadomo że łuki odpowiedajace danej 

wstawie zawierają się w dwóch formułach 2kr-ka i 
(2k--1)r—a. Powinniśmy przeto znaleźć wstawę i dostawę 

połowy wszystkich tych łuków, co daje 

wst ża = wst (kr +5 ) i wst fa =wst (kr 7), 

dos 4a ==dos (km + x) i dos;a— dos (kr + 50) c 

Biorąc tedy k=0, będzie 

a ATE a a 
SZĄ st === wst <->) == dos —; s 3 os 

a 
>>, m. 5? 

a 

z 

a at 7 a ; TT SAR 
dosz = dos >, a dos 5 = dos(5 — >) oe es 

Biorąc zaś k=4, i odejmując od łuku podlokrag x, będzie 

wst zm wst (x -- 5) = — wst 7 ; 

a Tt a a 
i —~=wst (x+——-})=-— dos =. 1 wst 5 ws (r 5 5) 3 

dos — = dos («+ 5) ZE 
a 

2 2 
a 
3: 

Gdyby za k pódstawiono dwie inne liczby całkowite po sobie 
idące, dodatne albo odjemne, otrzymanoby oczywiście te same 

cztery wartości dla każdej z niewiadomych wstąa, dosźa. 
Więc te niewiadome, wyrażone w funkcyi wsta, mają tylko 

cztery wartości : co właśnie było do okazania. 

; a T a 
i dos 5 = dos (z +5-5) =— wsi 

Ale gdy łuk a jest danym, wtedy naprzód wiemy że tylko 
jedna jest wartość dla wstga, i jedna dla dosta. Te jedyne 
wartości wyznaczymy za pomocą następujących uwag które 
rozwiniemy na przykładzie. 

Przypuśćmy, jedynie dla utkwienia myśli, że łuk a= 1024, 
i szukajmy wst Za. Znak szukanej wstawy jest znany, bo 

10249 > : 
mamy wst—— = syst d2°a= wst 1 5 2% set 26°. = stawa 
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szukana jest dodatną; przeto wyłączamy zaraz wartości odje- 
mne z pomiędzy czterech wartości , które są te same dla wstża 
i dos 3 a jeno w odmiennym porządku, dwie dodatne i dwie od- 
jempe. Aby wiedzieć która z dwóch wartości pozostałych do- 
datnych odpowieda naszej wstawie, uważajmy że la wstawa, 
równa wst 28°, jest mniejszą od wst 45°, to jest od 4 Y2. Co 
pokazuje że trzeba wziąć dwa pierwiastki ze znakami przeci - 
wnemi. 

Nadto, ponieważ wst a= wst 1024 = wst 304° jest odjemna, 

drugi pierwiastek V1—wsta jest większy od pierwszego 
1+ wst a. Więc 

102h° 
st — = — iV 1+ wst 1020 + tt west 100m". 

Rozumujac podobnie znajdziemy ze 

1024 
dos - =—1[/1-Hwst1024" -4 4 — wst 10266. 

20. Szukajmy jeszcze wstta i dos ta, mając dane wsta 
i dosa. 

Jeśli w formułach 

wst 3a=3wsta —4wst'a, dos 3a= 4 dos'a — 3 dos a, 

podstawimy 4a zamiast a, otrzymamy 

wsta= 3 wstęa— 4 wst 4 a, 

dosa = 4 dos $a— 3 dosta. 

Przypuśćmy że wst a=b, oznaczając wst 4a przez z, będzie- 
my mieli równanie 

© —354-15=0. 
Wiemy z Algebry że to równanie 3° stopnia ma wszystkie trzy 

pierwiastki rzeczywiste, ponieważ tutaj warunek (—:) + (19 << 0 
jest dopełniony. Można też dowieśdź że te trzy pierwiastki sa 
rzeczywiste za pomocą samej trygonometryi. 

Jakoż, łuki odpowiedaiace danej wstawie b sa zawarte 
w dwóch formułach 24x +s, (2k--1)r — a, przeto rachunek 
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powinien dać, dla niewiadomej z, wstawy wszystkich łuków 
zawartych w formułach 

2kr +a (2k+1)r—a 

SR 3 : 
Dosyć będzie w każdej z tych formuł podstawić za k trzy 

liczby całkowite po sobie idące; a ponieważ łuki otrzymane 

tym sposobem, tworzą postępnię arytmetyczną której stosun- 

kiem jest 4, podstawiając za k liczby całkowite następujące, 
otrzymanoby te same łuki powiększone lub zmniejszone liczbą 
calkowita okręgów, co daje te same linie trygonometryczne. 

AE l 
Dając liczbie k wartości 0, 1, 2 w formułach = 

2k--1)r— . m: ; 
i es, będziemy mieli łuki 

a Qn ax 4x a 

a: a 
i TT a 6 5r is 

das ooo R 
i > a. 2r O "TC GS s . 

Ale luki 5 a: CARR, Je. jako spełniające, mają 

te same wstawy; podobnie łuki złą i 4% których 

summa czyni liczbę nieparzystą półokręgów, mają te same wsta- 

wy. Więc niewiadoma x ma zawsze trzy wartości rzeczywiste 

a 2r a he a 
wst — wst = 3) wst (7 SE 33 JA 3) 

Uwaca I. — Trzy pierwiastki zadanego równania łatwo się 
geometrycznie wyobrażają. 

Niech będzie koło nakreślone pro- 
mieniem OA wziętym za jedność, i 

łuk AB=>- Jeśli wpiszemy tröj- 

kat równoboczny BCD mający punkt 
B za wierzchołek, prostopadłe BE, 

CF, DG, spuszczone z wierzchołków 

B, ©, D na średnicę AA’, będą wyo- 
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E 5 ; Fr aw: hr ew 
brażały trzy pierwiastl ste, a= = st es =.) y trzy p Stki w 3 ws (5 +» ws 3 py: 

hw bo łuk AB= | 
3 

; o PRA ACD=Z4 
3 3 3 w

|
 
R
 

Jest więcej jeszcze. Można łatwo okazać że summa trzech 
wstaw jest zero. Jakoż, figura pokazuje że jedna z tych wstaw 
jest znaku przeciwnego dwoch innych. Zatem dosyć dowieśdź 
że DG=BE -- GF. Poprowadźmy średnicę DH i spuśćmy pro- 
stopadłę HK na średnicę AA’. W trapezie BEFC, BE--CF=2HK. 

Nadto trójkąty prostokątne DGO, OHK podobne dają ROR: 

A że apotema OH=;0D; więc HK=4DG. A zatem 
DG=BE + CF. 

Uwaca II.—Gdy wstawa d jest dodatna i mniejszą od jedności, 
mamy 

a<—90. zatem tra < 30°, 

1 oczywiście wstż< > 

Cee has 7 : 
Łuk 217 jest zawartym między 120° i 150°; pizeto 

a, Zr 4 a, lire ab P>) 4 N i wieks =, Trzeci a ws (zt =) jest dodatna i wieksza od 5 Trzeci łuk 5 -+ 5 

jest zawartym między 240° i 270°; zatem wst +7) jest 
9 D 

odjemna, i jej wartość liczebna jest większą od 4. 

Jeśli zaś wstawa 5 jest odjemna, będziemy mieli 

270° >» > 1800, 

zkąd 90° > > 60°. 

1 Ee 
Zatem Wst 5 jest dodatna i większą od z: Wsławy dwóch in- 

nych łuków 

a, An a, dm 

sa odjemnemi; wartosé liezebna pierwszej jest mmiejsza od 
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=, a przeciwnie wartość liczebna drugiej jest wiel 1 > ap 2 e giej jest większa od 5. 

Za pomocą tej uwagi, łatwo się odróżni między pierwiastka- 
mi równania 

PER ips 

a 

ten który ma się wziąć za wartość wst 3 ; przywodzac potem 

łuk 5 do pierwszego ćwiercianu, zobaczymy czy wartość li- 

czebna tej wstawy jest większą lub mniejszą od ułamka ry 

który wyraża wst 30°. 

Niech będzie na przykład a==390%, będziemy mieli łuk 

3 = 1307, którego spełnienie jest 50°. Ponieważ wst 130° jest 

dodatna i większą od 4, trzeba wziąć na wartość tej wstawy 
z równania 

c —3+-40=0, 

pierwiastek dodatny większy od 3. 

24. Takim samym sposobem można dyskutować równanie 
3° stopnia 

5d a : 
hdos <= — dos = = dosa 

3 3 

które wyznaczy wartość dos4a gdy dosa jest dana. 

Dla skrócenia, uczyńmy dosĘa==« i wsta==b; będzie do 

rozwiązania równanie 

5 3 — © —ter—-=0. 
h 

Ponieważ dostawa dana 6 odpowiada tukom 2k r-Ea, powin- 

niśmy otrzymać dla niewiadomej ©, dostawy wszystkich łuków 

objętych formułami 

Qkheta,  2Żkn—=a 

3 ae 

w których dosyć będzie, jako juz wiadomo, położyć za k trzy 
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liczby calkowite po sobie idące 0, 1, 2. Co czyniąc otrzymamy 
łuki 

żę a Ar 
wart ad w

j
 R 

2 

3 

a a 

Bosz ET w
l
 
R
 

7%, (cd , G : . . Ale łuki 3 | 5» równe i znaków przeciwnych, mają te same 
o 

Ceram, Das wa hw orsżr sa ; dostawy; podobnie —+-— i ——-, —4- 1 ——=, któ- SE e | oe ae 313! 373 
rych summy czynią liczbę okręgów, maja także te same do- 
stawy. Więc niewiadoma x ma trzy wartości rzeczywiste, i 
więcej ich mieć nie może, a one sa: 

ot Że, a ir. 2 
dos = dos (= dos (= | 3° 3 13)? 373 

Czytelnik, przypuszczając naprzód dosa dodatna a potem 
odjemna, łatwo znajdzie że powyższe trzy pierwiastki równa- 
nia, uważane co do wartości liczebnej, są zawarte między 
liczbami 0, 4, $V, 1. Nie trudno więc będzie, mając dany 

łukdosó, wiedzieć który z tych pierwiastków odpowieda dos 3 

bo wtedy znak szukanej dostawy i łuk « są wiadomemi. 
Kończąc dodamy że summa trzech rzeczonych dostaw jest 

zero; co po prostu geometrycznie okazać się może. Jakoż, bio- 
rac ostatnią figurę, widzimy że dostawa OE jest dodatna, a zaś 
dostawy OF, OG odjemnemi. Aże KE=KF, a trójkąty po- 
dobne DGO, HKO dają OG =20K, więc OE=0F'4 06; ete. 

Możnaby jeszcze podobnym rachunkiem znaleźć, chociaż 
dosyć mozolnie, równania które dają wst 4a, dosł a,... wst5a, 

: a a a ; dos 5a,... a następnie Wst z, dos“, wstę... w funkcyi wst a, 

dosa; ale jest na to znakomita formuła o której później mówić 
będziemy. 

22. Rozwiążmy teraz te same zagadnienia dla stycznych. 
Szukajmy naprzód stycznej sammy dwóch łuków a, 5, znając 

stycznę każdego z tych łuków. 
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Mamy 
wst (a+b) __wsta dos b 4- dos a wstb ; 

sty (a6) = dos (a+6) dosa dosb — wsta wst 6’ 

zkąd, dzieląc przez dos a dos 5 oba wyrazy ułamku, wynika 

wsta , wstób 

dosa dosb 
sty (a+ 6) = ——______; 
vere) wsta wst 6? 

dos 6° dos 6 
albo, co to samo, 

stya--sty b (1) 
t | = 
Sel 1 —stya sty 6 

Znajdzie sie podobnie 
stya—styb 

t =) RZ. 
20 i shy! ) 

Gdy d=a, formuła (1) staje sie 

t sty 20-208 (3). 
4—sty a 

Jeśli b= 2a, mamy 
ayes sty a--sty 2a 

1— sty a sty 2a 

ę : oe Pe SUY 0 ; 
Zastępując sty 2a przez jei wartość ——— » | uproszezajac, 

1—sty a 

będzie 

3 stya—sty a 
Sty od — AA - 4 

1— 3sty a 

Podobny rachunek da wartość sty4a, sty 5a, i t.d. w funkeyi 
sty a. 

ra a . 5 a > 
23. Aby znaleźć sty 5 znając Sty a, położmy 7 zamiast a 

w formule (3); będziemy mieli 
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Znosząc mianownik, otrzymamy równanie stopnia drugiego 

24 > a 
= — sty-—1= 5 zyc 3 120058 

1 (BRET 
zkąd sty >= 1 = V1 -+ Sty) : 

Rownanie (5) pokazuje ze niewiadoma sty 5 ma dwie wartości 

rzeczywiste, których iloczyn równa się — 1; co się łatwo spra- 
wdza trygonometrya. 

Jakoż, powinniśmy znaleźć dla niewiadomej sty z” styczne 

wszystkich łuków ee, aże, podług tego jak k jest parzystem 

albo nieparzystem, mamy sty = sty ; 

albo 

krz +a t+ o a 
sty 5 = 5 a 002, 

więc dwie wartości stycznej łuku 5 SA: sty i— dot= ktorych 
OU 

fi a a 
7 ty>x— dot-=—], iloczyn sly 5 X— dot 5 1 

Jeśii chcemy otrzymać sty}, znając sty a, uczynimy 
sty ;4=2, sty a=b; formuła (4) da nam 

32-4. 
2 

1—30 

zkąd, znosząc mianownik, wynika równanie 3° stopnia 

a> ; 

3 2 . . c —8bc —~32+b—0 

; = a które wyznacza trzy wartości dla sty 5: W samej rzeczy, danej 

stycznej 6 odpowiedają łuki kr +; przeto rachunek powinien 

dać dla niewiadomej « styczne wszystkich łuków =>
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Aby otrzymać wszystkie wartości sty >, dosyć jest podstawić 
o 

zak trzy liczby po sobie idące 0, 1, 2; bo łuki otrzymane tym 

sposobem, tworzą postępnię arytmetyczną której stosunkiem 

jest 3x; przeto kładąc za k następujące liczby, otrzymamy te 
same łuki powiększone albo zmniejszone liczbą całkowitą pół- 

; A. ee a 
okręgów ; co nie daje nówych wartości dla sty z Mamy tedy 

trzy wartości rzeczywiste szukane : 

UwaGa. — Gdy styczna dana 5 jest dodatną i skończoną , 
wtedy łuk a < 90°; zkad 

diet 
0<2< 30. 60<Z+Ę<90, 120° 212.150 3 a" 3 533 

7, 5 ARA Zatem sty <1, sly eee 

azas sty (zka) jest odjemną. 

Jeśli dana styczna b jest odjemną, ale zawsze skończoną, 
wtedy łuk a jest zawarty między 90° i 180°; 

zkąd 30°< =< 60°, 90%<Z 4 < 120°, 150° of 180°. 
3 99 8 28 

a. SWE: OC Dno Zatem sty 5 jest dodatna; sty - + 3 jest odjemna i licze- 

TARA - c . ot HE. m 
bnie większą od jedności; nakoniec sty Ki +3) jest także 

odjemną, ale liczebnie mniejszą od jedności. 

Opierając się na tej uwadze, łatwo można odróżnić między 
trzema pierwiastkami równania ten który wziąć należy gdy łuk 
a jest danym. Albowiem znając łuk a, znamy zaraz znaki stya 
> C= 3 Ą seri, a. ; > 
0 i wiemy naprzód czy niewiadoma Ryż jest liczebnie 

mniejszą albo większą od jedności. 

Przykład następny posłuży na objaśnienie: 
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Przypuśćmy a = 300°. Sty 300 jest odjemna; co pokazuje że 

równanie a —3ba — 31 4+b=0 ma jeden pierwiastek dodatny 
a dwa odjemne : aże sty 100—=—sty 80 jest odjemną i większą 

liczebnie od jedności; więc wartością niewiadomej ŚR jest ten 

z dwóch pierwiastkow odjemnych równania który ma wartość 
bezwzględną większą. 

Formuły służące do zamienienia summy lub różnicy dwóch 

linij trygonometrycznych na iloczyn. 

24. Ze czterech ogólnych formuł 

wst (44-5) =wst a dos 6+ dos a wst, 

wst (a—b)=wsta dosb— dos a wst 5, 

dos (a+b) = dosa dosb — wsta wst, 

dos (a —6) = dosa dos 6+ wsta wst, 

otrzymujemy, raz dodając a drugi raz odejmując, cztery nastę- 

pujące, często używane 

wst (a-+0) + wst (a —b) = 2 wsta dos, 

wst(a-+0) — wst (a —0) =2dos a wst, 

dos (a + b) + dos (a — b) = 2dosa dos 5, 

(a+b)= dos (a— 6) — dos (a+ 6) == 2 wst a wst. 

Jeśli zaś uczynimy 

at-b=p, a—b=q, 

Pry p—4 =— Gz ee "BA zkąd 

ostatnie cztery formuły staną się 

PEF dos (1), 

PLY = (2) 

wst p-+ wst q = 2 ws 

= wst p = wst ¢ == 2d0s—— wst ——— 

dos p+ dos q = 2 dos 4 ? 

be ki u (4). dos ¢—dos p= 2 ws 

Y 
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Te formuły pokazują jak się zamienia na iloczyn summa i 
różnica dwóch wstaw albo dwóch dostaw. I na wzajem. 

Można także zamienić na iloczyn summę i różnicę dwóch 
stycznych albo dwóch siecznych. Jakoż, 

wsta FRI stb __wsta dosb ck dosa wstb 

dosa dos dosa dosb : 

wst (ad) 

styazEstyb=. 

71 (VGZ = (5). więc stya Estyb iG ack 

Podobnie 

: : 4 dosb -- dosa 

oasis dosa ck dosb dosa dasb 

5 dosb 

1 __dosb — dosa 

aaa dosb _ dosa dosó 

m 75 dosó 

Gdybyśmy mieli do zamienienia na iloczyn wsta-L dosb, 
dosyć byłoby zastąpić dosb przez wst (90—%); albo wst a przez 
dos (90°—a). Biorąc pierwszą , będzie 

wsta + dosb == wsta 4 wst(90°—6) 

== WS (15'+ +") dos (Sus). 

25. Wiadomo że nie można za pomocą logarytmów odbywać 

dodawania ani odejmowania. Trzeba więc umieć zamienić 
summe algebryczną na jednomian aby zastosować logarytmy 
do rachunku trygonometrycznego. Niech będzie tedy, na pier- 
wszy przykład, summa a4- 5 dwóch wyrazów zawierających 
linie trygonometryczne jakiekolwiek. 

siea—sieb = 

b 
Mamy widocznie a+d—a (! -F 2): a biorąc teraz kat po- 

3 
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mocniczy vy taki aby styo= | 00 się znajduje ża pomocą tablic 

linij trygonometrycznych o których nie długo mówić będziemy, 
otrzymamy 

atb=a(1+styy)=a (! a =gosz(059+ wst 9); 

owoż, 

dosy + wst ¢=wst (90°— ¢) + wsty=2wst 45° dos(45°—¢); 

wiec 
ree Sik ae dos (45°—¢) x | V2dos a= 8 

dos py dosy 

Sposób powyższy, służący do zamiany dwumianu na jedno- 
mian , jakakolwiek jest wielkość i znaki wyrazów a i b, może 
się sprościć w szczególnych przypadkach. I tak, jeśli naprzód 

wiadomo że ilości a i b są obie dodatne, można uczynić 

b 2 A ) 
—=styo co daje a-|- b=a (+t sty’) =: = : Y 
s dos p 

; b : 
ieśll a>0 b<0, i nadto 7<t wtedy można uczynić 

“= —dos*y; co daje a+-b=a (1 + „= a(1— dos p)=a wst 9. 

Niech będzie teraz wyrażenie a—b+c—d-+it.d. zawie- 

rające tyle wyrazów ile się podoba; będzie można zawsze, 

podług tego co poprzedza, sprowadzić dwa z tych wyrazów do 

jednego. Przy każdem z tych działań liczba wyrazów zmniejsza 

się o jeden, i nareszcie dojdzie się do wyrażenia zawierającego 

tylko jeden wyraz. Aby dać przykład tych przekształceń, 

weźmy równanie 2° stopnia, i uważajmy naprzód przypadek 

a +pr—gq=0 

= 

w którym pierwiastki R 5. Ę --4 są rzeczywiste 

i znaków przeciwnych. 
| 

Można żaraz tym pierwiastkom następującą dać formę 

p ! LI —1= aa | Mv)
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Niech będzie y kat pomocniczy taki aby yous 12, co mo- 

zebne bo 4>0: podstawiając tę wartość otrzymamy 

0=5(—1żsiep); 

zkąd, biorąc znak +-, mamy 

29 
„JEN. 
ZM dose J dose’ 

a biorąc znak —, będzie 

—pdos 
(zy?) = | P 2 

RE A dose as dos p 

Uważajmy teraz równanie 2? +p2-+-q=0 które daje 

l 
Z = N- 4= Vile 

Aby pierwiastki były rzeczywiste i ae trzeba mieć 
hg łożyc 4 =p GW ięc w tem przypuszczeniu możemy po Ożyć — = wst | p. 

P p 

Podstawiając, będzie 

v Ę 
Ć 5 (—1Edoso); 

zkad s=—pwstż, i a= — pdos 2. 

26. Formuły (1), (2), (3), (4) z n° (24) dają : 

2wst (ZZ): rer = ty (737 =. 
NstppWstą _. 

wstp—wstą 45 : (59) wsi(* = sty TZW 

m Jaaa EF = sy (-57) 0 =< = A = ¢ > dos p++ dos q 2 dos (77) a (2) 223 
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p: rt) GH; . 
wstp-+wstg - att e 

dos g—dos p ~ yas +!) = s: ate 
2: 

wstp—wstg __ „(z =) 11); 

dos p-+dosg _ 9 dos zd 
2 2 

wstp—wst q_ aot (? 29) (12); 
dos q—dosp mer ja ro aj 2 4 

gi: 259) 
dos p+dosq __ oe ( 2 ) dos ( 2 

> esd 2 wst (59) ws (24) . i 

=dot (72) aor (2) (13). 

Do tych formuł SARE | jeszcze następujące : 

wst a — wst” b =(wsta+- wst b) a 2 

= wot EE) an (> 3 X 2dos (> wa“ > -) 

= wst (a +46) wst (a— 6) (14). 

I także dos”’a—dos"b = wst(a-H0) wst (a—4). 

Formuła (8), która niedługo będzie zastosowaną do rozwią- 
zania trójkątów, może się wysłowić następującym sposobem. 

Summa dwóch wstaw ma się do ich różnicy jako styczna poło- 
wy summy łuków odpowiednych ma się do stycznej połowy 
różnicy tychże tuków. 

2%. Zakończymy ten rozdział dając jeszcze dwie równości 
które zasługują na uwagę. 

Niech będą a, 5, c, trzy łuki których summa równa się r albo 

liczbie nieparzystej półokręgów, (244-1) r, będziemy mieli: 
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4° dos'a+ dos” 6+ dos e-+2dosa dos 6 dose=1. 

Bo równanie atbte=(2k+1)x daje 

dos (b +c) = dos (r — a) = — dosa; 

zkad dos 6 dos c —wstb wst c= —dosa, 

albo dosh dose-+ dosa == wst 6 wste. 

' 

Podnosząc do kwadratu i zastępując wst’b, wst'c, przez 

(1 — dos” b), (1 — dosc), otrzymamy 

dos*b dos*c+- dos*a-- 2 dosa dos b dose 

sej ides pds e+ dos*b dose, 

albo dos” a dos” b+ dose + 2dosa dos b dosc =1. 

Można teraz zapytać się jakie są łuki które zadosyć czynią 

ostatniemu równaniu? 

Aby odpowiedzieć na to pytanie, rozwiążmy rzeczone ró- 
wnanie np. na dosa, będzie 

dosa ==— dos dosc = V dos” dose +-1 — dos*b-—dos'c. 

Podstawiając za dos’ b, dose ich wartości 1— wst, 1—wst'e, 
i wykonywając działania, otrzymamy 

dos a == -- dosh dosc = V wst?s wste, 

czyli, co to samo, 

dosa == — dos (© +), 

albo jeszcze dos ( x —a) = dos (6--€). 

Aby te dwie dostawy były sobie równe, trzeba, jako wia- 

domo, żeby różnica albo summa ich łuków równała się liczbie 
parzystej półokręgów. Co daje 

atbte—nr=2Qkr 

i GHc—a+r=Żksm, 

albo, co wychodzi na jedno, 

i b+e—a=(2k-+1) x (2). 



38 KSIĘGA PIERWSZA 

Gdybyśmy rozwiązali równanie na dosź albo na dose, 
olrzymalibySmy podobnie 

a+c—b=(2k+1)x (3) 

at+b—e= (Qh+4) x (4). 
Więc wszystkie łuki które sprawdzają równanie 

dos a-- dosb+4- dos’e+ 2dos a dosb dose =1 

są zawarte w jednej ze czterech sum powyższych. 

2. sty a--styb --styc = stya sty b sty e. 

Bo równość  a+b+ce=n _ daje 

stya-+sty 6 sty (a+ 6) = —styc,  zkad ————— =— stv, er > 32 1--Styastyd : 
a znosząc mianownik otrzymamy 

sty a-+ sty b ==—sty c-|-sty a sty b sty c; ele. 

Rozumując jako w poprzednim paragrafie znajdzie się łatwo 
że łuki sprawdzające równanie 

sty a-|-sty b+ styc ==sty a sty b sty c 
zawierają się w jednej ze czterech sum 

a-+b-Fo= ks, 

b+e—a=kr, 

a+-¢—b=kr, 

a+b—c=hkr, 
w których & jest liczbą całkowitą jakakolwiek,
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UKŁAD TABLIC TRYGONOMETRYCZNYCH. 

28. Aby linie trygonometryczne mogły posłużyć nietylko do 

rozwiązania trójkątów ale i do innych zastosowań, trzeba znać 

ich wartości liczebne, z przybliżeniem dostatecznem, odpowie- 

dające łukom idącym co 107. 

Co się tyczy wielkości i znaków tychże wartości, ponieważ, 

jakośmy widzieli, linie trygonometryczne w pierwszym ćwier- 

cianie biorą wszystkie wartości liczebne, jakie tylko wedle 

swej natury brać mogą; dosyć przeto wyrachować te wartości 

. dla linij odpowiedających łukom zawartym pomiędzy 0° i 90°; 

a nawet można ograniczyć ten rachunek na łuku 45°, z przy- 

czyny linij dopelniajacych. 

Bo, na przykład, wst 72° równa się dos 18°. Mamy więc tylko 

do obrachowania różne linie trygonometryczne łuków zawar- 

tych pomiędzy 0° i 45°. 

A ponieważ związki, które istnieją pomiędzy liniami trygo- 

nometrycznemi jednego łuku, pozwalają otrzymać wszystkie te 

linie gdy wstawa jest znaną , należy naprzód zająć się wyzna- 

czeniem tej ostatniej linii. 
Najmniejszy łuk który uważać należy, jest łuk 10”; wyzna- 

czenie wstawy tego łuku polega na następujących twierdzeniach. 

1% W pierwszym ćwiercianie, wszelki tuk jest większym od 

swej wstawy a mniejszym od swej stycznej. 

Weźmy łuk AB'= AB, i przez s 

skrajności B, B' poprowadźmy 

styczne które się spotkają w pun- 

kcie S średnicy AA’. Mamy wi- 4 6 200558 s 

docznie łuk BAB' większy od 
cięciwy BB”, a mniejszy od linii 

BS-HSB'. Więc łuk AB jest więk- B' 
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szy od swej wstawy BC, ale mniejszy od swej stycznej BS. 
2° Jeśli tuk, zawarty w pierwszym ćwiercianie, maleje aż do 

zera , stosunek tego łuku do wstawy maleje także, i ma za granicę 
jedność. 

Aby dowieśdź naprzód że stosunek łuku do wstawy maleje 
gdy łuk staje się coraz mniejszym, dosyć jest okazać że 

ath a 

wst (a-+ 6)~ wstą” 

Owoż, ta nierówność jest tą sama co 
(a--0) wst a > a wst (a + b), | 

albo a wsta--6 wsta>a wsta dosb-La dos a wat 6. | 
Aże widocznie a wsta > a wsta dosb, dosyć przeto będzie 

sprawdzić nierówność 

b wst a > a dosa wst 0. 
Dzieląc przez dosa, która jest dodatna, będzie 

b stya >a wstó, 

nierówność oczywista, bo łuk b> wstb i stya > a. Więc, etc. 

Dowiedźmy teraz że, w pierwszym ćwiercianie, stosunek łuku 
da wstawy ma za granicę jedność, gdy łuk dąży do zera, 

Wiemy że 

sty a> łuk a> wsta, 

Dzieląc przez wst a, będzie także 

p a 
SIeQ 
> wst a 

>> dk 

Gdy łuk a maleje dążąc do zera, siea dąży do jedności, i 
może się od niej różnić tak mało jak się podoba. Więc stosunek 

A ciągle zawarty między siea i 1, dąży także do jedności, 

gdy łuk a zbliża się do zera; więc granicą stosunku ara jest 
z 

"A jedność. 

3° W pierwszym ćwiercianie, różnica między łukiem i jega 
wstawą maleje z tym łukiem, i jest mniejszą od czwartej części 
sześcianu tuku. 
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Biorac promień OA za jedność, BP jest wstawa łuku AB, 

a CQ wstawą łuku AG. Trzeba okazać że 

AB—BP < AC—CQ. 

albo, co to samo, ze 

CQ —BP < AC— AB, 
; 0Q P JA 

albo jeszcza że CD < łuku BC. | j 

Ostatnia nierówność jest oczywistą; IG - 

więc, ote, Me eet 

Aby dowieśdź że, w pierwszym éwierclanie, różnica między 
łukiem i jego wstawą jest mniejszą od ćwierci sześcianu tego 
łuku, uważajmy że, nazywając a łuk rzeczony, mamy 

6, 4 
wst a = 2 wst= dos = 

2 : 2 

ä ad a 2a 
albo wsta= 2sly = dos > =2sty>( 1 — wst z): e 3% 2 

Podstawiając w drugiej stronie-tuki zamiast linij trygonome- 
trycznych, oba czynniki staną się mniejszemi, a tem samem ich 
iloczyn. Więc 

2 
tas (1 =) sta >al1——); wsta > 

a 
zkad a — wsta < T 

To pokazuje że błąd który się popełnia, zastępując łuk przez 
wstawę, jest mniejszym od ćwierci sześcianu tego łuku (*). 

he W pierwszym ćwiercianie dostawa tuku a jest większą niż 
En 

a 
1 € a mniejszą niż 1 2 -|- 

2 156 2- - 16 

a 20 a 
Jakoż, dos a=dos = — wst —=1]— wst. 

2 2 2 

> a a 
Ztąd, podstawiając łuk 5 2a wst e wynika 

2 

(*) Zobacz note A. 
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Na mocy poprzedniego twierdzenia (3°), mamy a—wsta< rę 

a 
30° 

w równaniu powyższem dosa, będzie 

a a Ste eine, a s a zkad Wst 5 > ae Zatem, podstawiajac 535 Zamiast wst 5 

32 

dos a<1—2 (7—q5 2 16 
a? Ę fa to jest dae AA: SE SA pea eae. 

4 

więc tem bardziej dosa< 1 -> -+ Tę 

29. Szukajmy teraz wartości łuku 10” którego promień 
bierzemy za jedność. W tem przypuszczeniu długość łuku 180°, 
wyrażona liczbą m, jest 

m=3,14159 26535 89793 23846..... 

Aże 180° = 6480007; 

ięc łuk 10" =————=0,00004 84813 > więc łuk 61,860 ,00004 84813 68110 

Ale wst 10" jest mniejszą od łaku 10”; przeto 

wst 107” £0,00004 84813 68110 ..... (1). 
Mamy nadto łuk 10 <0,00005, zkad 

1 (łuku 107)” <0,00000 00000 00032. 
Wynika ztąd że 

wst 107 > | 0,00004 84813 68110 ..... 
— 0,00000 00000 40032 

albo, uskuteczniajac odejmowanie, 

wst 10” > 0,00004 84813 68078 ..... (2) 

Nierówności (1) i (2) pokazują nam że różnica między łukiem 
10" i jego wstawą jest mniejszą od połowy jedności trzynastego 
rzędu dziesiętnego; biorąc tedy 

wst 10” = 0,00004 84813 681, 

błąd popełniony będzie mniejszym od pół jedności ostatnie 
dziesiętnej zachowanej.
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Możnaby teraz otrzymać wartość dos 10”, wkładając wartość 

wst 10”, wyżej znalezioną, w formule dos 10%—= Y/1—wst-10”. 

Ale daleko jest prościej, do wyznaczenia dos 10”, użyć for- 
muły przybliżonej 

„2 
dos 10” = 1—4(łuk 10”). 

Jakoż, na mocy twierdzenia 4°, bląd który się popełnia bio- 

a a 

rac = za dosa jest mniejszym od 16° W naszym rachunku 

łuk 107 < 
- uk 10/1 1 1 

yp 4 następnie 16 Goo: 
2.10 256.10 2.10 

Więc, używając formuły powyżej wskazanej do wyznaczenia 
wartości dos 10”, popełnimy błąd mniejszy od połowy jedności 

ośmnastego rzędu dziesiętnego. Bezpiecznie tedy możemy otrzy- 
mać, dla wartości dos 10", trzynaście pierwszych cyfer dziesię- 

tnych których potrzebujemy. Znajdziemy tym sposobem : 

dos 10" = 0,99999 99988 248..... 

30. Trzeba teraz wyrachowaé wstawy i dostawy łuków za- 
wartych w pierwszej połowie ćwiercianu, biorąc te łuki co 10". 

Formuły 

wst (a+) + wst (a —b) == 2 wst a dosb, 

dos (ab) + dos (a —b) == 2dos a dos 4, 

dają , czyniąc amb, 

wst (m--1)6=2dos6 wstmó— wst (m—1)b (1), 

dos (m + 1)b = 2dosb dos mó — dos (m — 1)6 (2). 

Formuła (1) pokazuje że, jeśli znamy wslawy dwóch 
wielokrotników po sobie idących (m—1)6, mb łuku 4, otrzy- 
mamy wstawe wielokrotnika (m 4-1) 6, bezpośrednio wyższe- 

go, mnożąc wstmb przez 2dosb, i odejmując od iloczynu 
wst (m — 1)b. 

Jeśli weźmiemy b= 10", będziemy mieli, kładąc następnie 
za m liczby 1, 2, 3..., 

wst 20” =2dos 10” wst 10’’ — wst 0*==2 dos 10” wst 10”, 

dos 20” = 2 dos 10” dos 10" -— dos 09== dos" 107-—1, 
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wst 30'’= 2 dos 10” wst 20” —wst 10”, 

dos 30” =2dos 10106520" — dos 10”, 

Można uprościć rachunek iloczynów wstaw albo dostaw na- 
stepujacym sposobem : 

Czynnik 2 dos 10” różni się mało od dwóch jedności, ponie: 
waz różnica 1 —dos 10" jest bardzo małą. Połóżmy więc 

2dos!0"==2—k, zkad  k=0,00000 00023 504..... 

Zastępując w formułach (1), (2), 2 dos 5 przez 2 —k, bedzie- 
my mieli dwie formuły które podał angielski Matematyk, 
TOMASZ SIMPSON. 

wst (m 41) d= (2— k) wst mb — wst (m — 1) 6, 

dos (m -|- 1)6 = (2— k) dos mb — dos (m— 1) b, 

albo 

wst(m +- 1) 5 — wst mb = wst mb — wst (m —1)5—k wst mb (3), 

dos (m+ 1)6 — dos mb =dos mb — dos(m — 1) b — k dos mó (4). 

Gdy różnica wst (m -|- 1)b—wstmb będzie znaną, powięk- 
szając ją ilością wstmó, otrzymamy żądaną wst(m-+ 1) 0. 

Ale formuła (3) pokazuje, że ta różniea równa się różniey 
wst mó — wst (m—1)6, juz wyrachowanej, mniej iloczynem 
k wst mb, w którym czynnik k jest niezmiennym. Można skrócić 
działanie robiąc naprzód iloczyny liczby k przez dziesięć cyfer 
znaczących, 1, 2, .... 9. Będziemy więc mieli iloczyny cząstkowe, 
składające każdy z iloczynów takich jako kwst mb, które tym 
sposobem łatwo się wyznaczą. 

Formuła (4) posłuży do wyrachowania podobnym sposobem 
dostawy łuków co 10”, od 0° aż do 45°. 

34. W tak długich rachunkach błąd łatwo się wcisnąć może. 

Należy przeto sprawdzać otrzymane wyniki, rachując wprost 
wstawy i dostawy łuków co 9°. 

Oto sposób znalezienia tych wartości. 

Ponieważ wstawa 18° równa się połowie boku dziesieciokata 
foremnego wpisanego w koło, czyniąc wst 10* == 2, będzie 

120:3341=%20; 0 skad oem}.
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Opuszczając wartość odjemna, która nam tu nie jest potrzebną, 
mamy 

Z =Wst18 = dos 7 5 =7(—1+- Vs), 

dos 18° =wst 72° == wsP 18 =! V/10 42 V5. 

Te wartości prowadzą zaraz do wst 36° i dos 36°, bo mamy 

wst 36° = dos5h° == 2 wst 18° dos 18° = 4 3/10 —2V5. 

dos 36° = wst 54 = dos?18— wst?180=4(1+- V5). 

Formuły które wyznaczają wstawę i dostawę połowy łuku, 
w funkcyi wstawy tego łuku, dają 

wst 99== dos 8to=4 V/ 3-4 V5—17/5 —V5, 

dos 9°—wst 81— 4 V/3- V5+iy5 -V5. 

Podstawiając w te same formuły, zamiast wsta, wartość 

wst 54°=4(14 5), otrzymamy 

wst 27°==dos 63° = 4 V+ VAoty a V5, 

dos 27°==wst 63°——* V5 YB 1y/3 = 

Nakoniec, jeśli do znalezionych wartości dolaczymy już wia- 

doma wst 45° = dos 45%=4 V2, uformujemy nastepujaca ta- 

belle 

wst 0° = 0 „65801 

wet 4v 315 1 Vi Ps, 

dos 92 ==1 V3+ Vitis, 

wst 18°=4(—1+ V5), 

dos 18° =1 10-425, 
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wst det 4/54 5 i737, 

dos 271/54 5419 3-15, 

wst 36—1/10—2]/5, 

dos 36°=4(1--[/5), 

wst 459 =1]/73, 

dos 459 =1]/3, 
Te formuły, które dają wstawy i dostawy łuków co 9°, przez 

wyciąganie pierwiastków kwadratowych, pozwalają otrzymać 
je z takiem przybliżeniem jak się podoba. 

Porównywając te wyniki z wartościami znalezionemi w ra- 
chunku wstaw i dostaw co 10°, będziemy wiedzieli na jaką 
liczbę dziesiętnych dokładnych liczyć można. 

32. W zastosowaniach liczebnych trygonometryi, używa się 
zwykle logarytmów wstaw, stycznych, dostaw i dotycznych, 
i dlatego zrobiono tablice które zawierają logarytmy tych czte- 
rech linij trygonometrycznych dla łuków co 10", 

Ale wstawy i dostawy są ułamkami, a przeto ich logarytmy 
są odjemnemi. Dla uniknienia logarytmów odjemnych, których 
rachunek przedstawia pewną niedogodność, w tablicach dodano 
10 do każdego logarytmu wstawy i dostawy ; przez co te loga - 
rytmy stają się dodatnemi dla wszystkich łuków jakich zasto - 
sowanie wymagać może (*). Co się tycze logarytmu stycznej, 

(*) Nazwijmy © łuk którego wslawa jest mniejszą od = Wiemy że 
ao! 

wst 10” > 0,00004 84813 680. 

Zatem © łuk 40” luk 10” ate Ba 5 <<< 1 \ © wst10" © 0,00004 84813? 
109 

zkad x M ie luk 4 a = 184813 A tem bardziej Ez 10000“ 

Więc, jeśli logarytm wst 
liczbą 10, kat odpowiedaja 

część sekundy. 

awy jest odjemnym, chociaż został powiększony 
cy będzie mniejszym niż jedna dziesięciotysiączna 
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ponieważ styczna łuku mniejszego od 45° jest ułamkiem, a 
przeto ma logarytm odjemny, w tablicach Kalleta (Callet) do- 
dano 10 do logarytmu stycznej łuków mniejszych od 45°, a zo- 

stawiono nietykalnemi logarytmy stycznej łuków większych 
od 45°, jako same przez sie dodatne. 

Wyznaczywszy logarytmy wstaw i dostaw, można otrzymać 
logarytmy stycznych i dotycznych za pomocą formuł 

wst a ; dos a 

> os a. wsta’ 

ktore daja 
log stya == log wsta-+ De log dosa—10, 

log stya = logdosa-|- De log wsta—10. 

Sieczne i dosieczne sa odwrotnościami dostaw i wstaw : nie 

ma przeto potrzeby umieszczać ich logarytmów w tablicach, bo 

one łatwo się znajdą za pomocą formuł 

: 1 ; 
RR ore dosie a = ; 

d : 08 a wsta 

które dają 

log siea = De log dos a, 

log dosie a = De log wst a. 

UKŁAD I UŻYCIE TABLIC TRYGONOMETRYCZNYCH 
KALLETA (CALLET). 

33. W tablicach Kalleta postawiono naprzód logarytmy 
wstaw i stycznych łuków co sekunda, dla pzęciu stopni ćwier- 
cianu, a tem samem logarytmy dostaw t dotycznych łuków za- 
wartych pomiędzy 90° i 85°. Po czem znajdują się logarytmy 
wstaw, dostaw, stycznych i dotycznych co 10”, od 0° do 90°. 

Stopnie są oznaczone na górze i na dole każdej stronicy, mi- 

nuty w pierwszym i ostatnim rzędzie, sekundy w drugim i 

przedostatnim. 

Gdy kat lub łuk jest mniejszym od 45°, szuka się liczby stopni 
u góry stronicy, a zaś minut i dziesiątków sekund w dwóch 

pierwszych rzędach po lewej stronie leżących. Gdy kąt prze- 
chodzi 45°, bierze się liczbę stopni na dole stronicy, a zaś minuty 
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i dziesiątki sekund w dwóch ostatnich rzędach leżących na 

prawo, idąc do góry. 

Postępując wedle takowego oznaczenia, znajdzie się bez żadnej 
trudności 

log wst 6°32/30" == 9,0566218, 
log dot 81*46' 20" =9,1601596. 

Jeżeli kat dany zawiera jedności sekund i ich ułamki, trzeba 
się udać do różnic, i działać tym samym sposobem, jako szu- 
kajac logarytmów liczb które się nie znajdują w tablicach. 

Przypuszcza się wtedy, że różnice logarytmów wstaw, do- 
staw, etc. sa proporcyonalne różnicom łukow odpowiednych. 
To przypuszczenie nie jest zupełnie prawdziwem, ale daje 

w ogóle przybliżenie dostateczne we zwyczajnych zastosowa- 

niach. Aby dać lepiej rzecz tę zrozumieć, przyłączamy tu kilka 
przykładów. 

1. ZAGADNIENIE. — Mając dany łuk, znaleźć logarytm jego linij 
trygonometrycznych. 

19 Znaleźć logarytm wst h0° 33' 26", 5. 

Nazwijmy, dla skrócenia mowy, A różnicę tablicowa dwóch 
logarytmów po sobie idących. 

log wst 40° 33’ 20’ = 9,8130370 N= 246 
dla 6” 147,6 
dla 0/63 12,3 

log wst 40° 33 26',5=9,8130530 

2° Znaleźć logarytm dos 36° 35' 367,2 

log dos 36° 35' 40” = 9,9046481 A= 156 
dla BU 16,8 
dla 0,8 12,48 

log dos 36° 35’ 367,2 =9,9016540 _ 

3° Znaleźć logarytm sty 26° 2h’ 857,7. 

log sty 26° 24’ 30” = 9,6959941 A= 529 
dla 5 264,5 
dla 07,7 37,03 

log sty 26° 24’ 35,7 =9,6960243
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4° Znaleźć logarytm dot 23° 17! 22,4 

log dot 23° 17" 30” = 0,3660343 == 580 
dla gts 406 

dla 06 34,8 

log dot 23947! 227,4 = 0,3660754 

Rozwiążemy teraz zagadnienie odwrotne : 

II. ZAGADNIENIE. — Mając dany logarytm linii trygonome- 
trycznej wyznaczyć kąt odpowiedający. 

Przypuśćmy naprzód że chcemy znaleźć łuk którego log wst, 
równy 9,3541803, znajduje się w tablicach. Szuka się tego 
logarytmu w jednej z dwóch kolumn noszących, na górze albo 
na dole, tytuł sin (wst); znalazłszy go, spostrzegamy że tytuł sin 
jest na górze kolumny; idzie się przeto do kolumny znajdującej 
się na lewo, w tej samej linii co liczba dziesiętna 3541803, i tam 
czytamy 50”; posuwamy się potem do następnej kolumny, i 
w tej samej linii nie znajdujemy nie, ale idąc w górę spotyka- 
my 3’; nakoniec na górze stronicy, na zewnątrz ramy, znajdu- 
jemy 13 stopni. 

Więc kat szukany jest 413°3'50”. 

Przypuśćmy teraz że logarytm linii trygonometrycznej, której 
łuku szukamy, nie znajduje się w tablicach. Niech będzie, na 
przykład, log wst z =9,7293441. 
W tablicach pomiędzy logarytmami wstaw, mniejszemi od 

9,7293441, najbliższy jest 9,7293229, który odpowieda katowi 
32°25'30". Ten logarytm różni się od danego ilością 212; ró- 
źmica tablicowa, to jest różnica dwóch logarytmów po sobie 
idących które zawierają logarytm dany, jest 331; przeto po- 
dzielimy 2120 przez 334, biorąc dziesiątą część ilorazu na se- 
kundy; ten podział daje 67,4, co trzeba dodać do 32° 24' 307. 
Więc © = 82° 25/364. 

Rachunek moze byé nastepnie rozporzadzonym 

ac log wst x = 9,7293441 A =331 

9,7293229 daje 3225/30". 
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Isa reszta zakończona zerem 2120 daje 6", 

Is: reszta zakończona zerem 1340 daje 07,4; 

więc ©=3028367,1 

2° Weźmy jeszcze, dla lepszego wyjaśnienia, następujące 
przykłady 

log dos x = 9,7293441 A—33% 

9,7263560 daje 5734/20" 

Ia reszta zakończona zerem 1190 daje 3”, 

Ilea reszta zakończona zerem 1940 daje 07,6 

© = 57234.23",6. 

ae log sty x = 9,6960243 A= 529 

9,6959941 daje 26°2h' 30” 

Isa reszta zakończona zerem 3020 daje 5”, 

Ils¢ reszta zakończona zerem 5750 daje 07,7 

1 =< 200200391. 

he ~— log dot x==9,6960243 ‘A 920 

9,6960470 daje 63° 357207 

Iva reszta zakończona zerem 2270 daje 4”, 

Ils? reszta zakończona zerem 1580 daje 07,2. 

2 == 63° 35! 2h" 2. 
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ROZWIĄZANIE TRÓJKĄTOW. 

Związki istniejące pomiędzy bokami i kątami trójkątów 

prostolintjnych, 

Dla skrócenia, będziemy oznaczali katy trójkata wielkiemi 

literami A, B,C; a zaś boki przeciwne tym katom małemi, | 
CORE 

34. TWIERDZENIE I. — W trójkącie prostokątnym, każdy bok 
hata prostego równa się przeciwprostokątnej pomnożonej przez 

wstawę kata przeciwnego. ' 

Niech będzie ABC trójkąt prostokątny w A; z punktu B na- 
kreślmy promieniem BA łuk koła AD, 
i spusémy z punktu D prostopadłę DE < 
na AB. Trójkąty podobne ABC, EBD 
dają 

AC DE 
BC BD’ 
DE b 

Aze wstB BD’ wiec H wst B, 

albo b=awstB, albo jeszcze, co to samo, 5=-= ados C, 

Dowiedzie się podobnie, że : 

c=awst C=adosB. 

35. TWIERDZENIE 11. — W trójkącie prostokątnym, każdy bok 

kąta prostego równa się drugiemu bokowt pomnozonemu przez 
stycznę.kąta przeciwnego pierwszemu bokowi. 

, AC : 
Jakoż 45 SUB: więc b=csty B. 

Tak samo c=bstyC. 



52 KSIĘGA TRZECIA 

UwaGA. — Twierdzenie II może się wyprowadzić z twierdze- 
nia I, ponieważ równości 6 =awst B, c==adosB, podzielone 

stronami , dają . = Sty Bb, alb0 6==051vB. 

Rozwiązanie trójkątów prostokatnych. 

86. Za pomocą dwóch powyższych twierdzeń można roz- 

wiązać wszystkie cztery przypadki trójkątów prostokątnych. 

1. PRZYPADEK. — Mając dana przeciwprostokatne a ¢ kat ostry B, 
znaleźć boki b,e i kat C. 

Mamy G—=90—B; i, podług twierdzenia | 

b=awstB, e=awstC, zkad 

log b =log a+ log wst B — 10 (*), 

log c = log a log wst C—10. 

Otrzymawszy boki 5, c, mamy sprawdzenie +=. 

II PRZYPADEK. — Majac dana przeciwprostokątnę a i bok b, 
znaleźć bok e t katy B, C. 

Twierdzenie I, daje 

b=awstB; zkad wstB= , 

R
I
 

i log wstB= logó-- De loga. 

Znając kąt B, mamy teraz kat C—90°—B. 

Bok c otrzymuje się z równania c=awstQ, 

zkad _ loge=log a+ log wst C — 10. 

Uwaca. —Można wprost otrzymać bok c. 

Bo rae eS V (a +4) (a—4). 

Bok c, otrzymany dwoma sposobami, posłuży do sprawdzenia 
całego rachunku. 

(*) Czytelnik zechce sobie przypomnieć, że w tablicach Kalleta dodano 10 do 

logarytmu linij trygonometrycznych które są ułamkami, jako wstawa i dostawa 

wszelkich kątów, i styczna kąta mniejszego od 45° albo dotyczna kata większego 

od 45°. Dla tego właśnie odciagnelismy 10 od logarytmów wst B i wst C.
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III PRZYPADEK. — Mając dany bok b kata prostego i kat ostry B, 

wyznaczyć boki a, ct kat C. 

Mamy natychmiast C=-90*--B. 

Twierdzenie | daje 

i loga=logb+ De log wst B. © 

Twierdzenie II daje 

G=bDsty (be albo c—ddotB; 

zkąd, stosując logarytmy do ostatniego równania, otrzymujemy 

log clog 6+ log dot B — 10. 

Uwaca. — Odjęliśmy 10 od log dot B w przypuszczeniu że kat 
B>45. Gdy kąt B<15% wtedy logdotB jest prawdziwy 
w tablicach, nie trzeba więc od niego odejmować 10. 

IV PRZYKŁAD. — Mając dane dwa boki kata prostego b, e, wy- 

znaczyć przeciwprostokątnę a i kąty B, C. 

Naprzód kat B otrzyma się za pomocą formuły 

b=csty B 

która daje 

sty B=2; zkąd = log sty B=logd-+ De logc— 10: 

Uwaca. — Jeśli b < ¢ nie trzeba odejmować 410. 

Mając kat B, otrzymamy kat C—90°—B; a następnie 

b 
— — 1 == e 12200 zkad  loga=logó-+-De log wst B. 

Możnaby dla sprawdzenia rachunków które poprzedzają, wy- 

znaczyć bok a za pomocą równości a== Vee. 

Twierdzenia służące do rozwiazania trójkatów jakichkolwiek. 

37. TWIERDZENIE I. — W każdym trójkącie prostolinijnym, 
boki mają się jako wstawy kątów przeciwnych. 

Niech będzie trójkąt jakikolwiek. Spuśćmy z wierzchołka C 
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prostopadłę GD na bok przeciwny AB. Jeśli prostopadła padnie 
; wewnątrz trójkąta ABC, trójkąty pró- 

stokatne BCD, ACD dadzą 

CD=awstB, i CD—dwstA; 

zkad a wst B=$ wst A. 

Zatem a:b:: wstA : wst B. 

Jeśli prostopadła pada zewnątrz trój- 

kata ABC, wtedy trójkąty prostokątne 
CBD i ACD dadzą 

GD=a wst B, i CD=dwst CAD, 

albo GD = wstA, 

bo kąt A trójkąta ABC jest spełnieniem 
kata ostrego CAD. 

5
 

>
 

Zatem, porównawszy dwie wartości boku GD, znajdziemy 
jako wyżej 

a:b:: wstA : wst B. 

To twierdzenie może się dowieśdź następującym sposobem. 
Opiszmy koło na trójkącie ABC, i po- 
tem poprowadźmy średnicę EF pro- 
stopadłą do cięciwy BC. Kat wpisany 
A równa się katowi COE; więc 

wst A= CH REZ 
"00-28 
a 

zkad ava ZIE 

„ Równanie to okazuje że w każdym trójkącie stosunek boku 
do wstawy kąta przeciwnego równa się średnicy koła opisanego. 
Więc ; a b Ć 

== = eal Ke 
wstA wstB  wstQ 

_ 38. TWIERDZENIE II. — W każdym trójkącie prostolinijnym, 
kwadrat z jednego boku równa się summie kwadratów z dwóch in.- 
nych boków, mniej podwójnym iloczynem z tych dwóch boków 
przes dostawę kąta niemi zawartego.
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To jest, w każdym trójkącie prostolinijnym, mamv 

Gb e —2bedosA (1). 

Niech będzie ABC trójkąt uważany. Z wierzchołka C spuśćmy 

CD prostpadłę na AB. 

Jeśli kat A jest ostrym, mamy, na mo- 

cy znanego twierdzenia geometryi ele- 
I 

mentarnej, : “bi | 

BC ABL AC? 9AB „AD, oot 

albo P=b+ce—2¢>x AD. G 

Ale trójkąt prostokątny ACD daje oF 

AD=bdosA. | 

Wiec aż b? + > —2bc dos A. ue | 

Jeśli kat A jest rozwartym, mamy tak- A z 5 

że, jako wiadomo, BQ=AB LAC" +2ABX AD, 

albo 2024 ©--2c XAD. 

Ale trójkąt prostokątny ACD daje 

AD=ados CAD. 

Nadto, kat CAD jest spełnieniem kata A trójkąta ABC, przeto 

dos CAD = — dos A. Więc ostatecznie 

a? = b? + c-—2bc dos A. 

Ta formuła, przystosowana następnie do każdego z boków 

trójkąta, daje trzy równania : 

2024 2 — 9 be dos A (1), 
b = 24- 2--2ac dos B (2), 

c2=a? 6% — 2ab dos G (3), 

za pomocą których można wyrachować trzy z sześciu części 

trójkąta, gdy trzy inne są wiadome, z warunkiem, aby przy- 

najmniej jeden bok znajdował się między danemi. 

Uwaca. — Twierdzenie I może się wyprowadzić z twierdze- 

nia II. 

Jakoż równanie (4) daje 
P4+82- aż 

dos A= ox aie 
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zkad 
PLAM bee (62 2-27 

wst A = 1 — EE <<) = (* ar > L; 
2 be = e 

wykonywajac, otrzymamy 

wsPA — 207024 20?c3 + 26%? ai— bt — ct 
Jud a2 b? (2 : 

Druga strona tej ostatniej równości jest symetryczną co do 
liter a, b,c; to znaczy, że nie zmienia wartości , gdy zamieni- 
my 50003 rę na drugą, i nawzajem: np. a na 5 16naa. 

Ztąd wnieść należy, że stosunek boku do wstawy kata prze- 
ciwnego jest ilością tą samą w danym trójkącie. Więc 
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a b c 

wstA wstB wstC’ 
albo 

a:bi:c:: wstA : wstB: wstC. 

I nawzajem, można z twierdzenia I wyprowadzić formułę i 
a= b? + 2 — 2be dos A. 

Jakoż, w tréjkacie ABC summa katów A+B+C= 180°; 
zatem . 

wst C = wst (A + B) = wst A dos B --dos A wst B (1). 
Z proporcyj 

0.0.-wstA: wst Bq! a: ¢ 3: wat A> west G 

wyprowadzamy 

bwstA c wst A 
wst B = o WSGC= : 

a a 

3 < 2-62 7 t£B 

a następnie dos fe See c 
a 

Zastepujac wstB, dosB, wst C przez ich wartości, w równa- 
niu (4), będziemy mieli 

V 2. h2wat2 0 ewstA __, wstA V aż—bżwst N PWA doe 
a a a 

tA albo, znosząc czynnik = ; spólny wszystkim wyrazom, będzie 

GZ VB bł wst? A + b dos A. 
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Ztad, odosobniając pierwiastnik, podnosząc do kwadratu i 
uproszczając, wynika ostatecznie 

=? + 0? — 2be dos A. 

( bodo: 

39. TWIERDZENIE III. — W ćrójkącie prostolinijnym, każdy 

bok jest summa rzutów dwóch innych. 

Jakoż trójkąty prostokątne ACD, BCD ‘ 

dają (34) AD =ACdosA, re 

BD = BC dos A; | 

zkad, biorąc Summe algebryczna, wynika ZĘ 

AB =AQ dos A+ BC dos B, 

albo c=adosB+édosA. (1). aE 

Otrzyma się podobnie a 

a ==b dosC +- c dos B (2), 

b=cdos A + a dosQ (3). 
H KD 

UwaGA. — Te trzy formuły wywodzą się ze trzech formuł 
twierdzenia poprzedzającego. 

Jakoż, aby mieć formułę (2) dosyć jest dodać dwie ostatnie 
formuły twierdzenia poprzedzającego, co daje 

0 = a?--ac dos B — ab dos C; 

zkad, dzielac przez a, wynika 

a=b dos C+ c dos B. 

Rozwiązanie trójkątów jakichkolwiek. 

40. Prerwszy PRZYPADEK. — Mając dane bok a i dwa kąty 
trójkąta, wyznaczyć boki b, €, i kat trzect. 

Jakiekolwiek są dwa katy dane, otrzyma się trzeci odejmując 
od 180° summe dwóch pierwszych ; potem mamy podług twier- 

dzenia I 
*a..wstBowstA Cae wst ls wstĄ; 

awst B a wst C 
k R 24 GZ 
su" 4 wst A wst A 
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A biorąc logarytmy będzie 

log b =log a+ log wst B+ De log wst A--- 40, 

log c = log a+- log wst C+ D* log wst A — 10. 

44. DRUGI PRZYPADEK. — Mając dane dwa boki a, b, i kat A 

przeciwny jednemu z nich, znaleźć katy B, C, t trzeci bok c. 

Poszukajmy naprzód kata B. 

Twierdzenie I (37) daje 

wstB : wstA:: b: a, 

b wst A 
(1), 

albo log wst B = log 6+- log wst A + Delog a— 10. 

Będziemy mieli potem 

C= 180° — (A+-B) (2); 

zkad wst B= 
a 

i nareszcie pz (3), 

albo log c= log a+ log wst C+ D° log wst A--10. 

Dyskussya.— Równanie (1) wyznacza wartość wst B, byle było 

= 4, albo w logarytmach, logó--log wstA—loga< 10. 

Tablice dadzą dla kata B wartość B'< 90°. Aże spełnienie kata 

B', które jest 1800 —B' =B", ma tę sama wstawę; znajdziemy 

więc dwa katy B', B” spełniające które odpowiedaja wst B. 

* Podstawiając tedy za B wartości B'i B’, otrzymamy kat 

C'=180—(A+B'), i kat C'=180" (A+B). 
Ponieważ wartości na trzeci kąt G muszą być dodatne, trzeba 

aby katy B’, B” zadość czyniły nierównościom 

A-+-B'<180%, A+B’< 180°. 
Jeśli te dwa warunki sa dopełnione, wstawy kątów C', G” 

będą dodatnemi, i kładąc je w równanie (3), otrzymamy dla 

boku c dwie wartości dodatne 

__awst0' „__awstO” 

Gwda 0 wa 
Jedyne przeto warunki konieczne są 

A+-B'< 180, A+B’ < 280°. 

a! 
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Zobaczmy teraz w jakim razie te warunki mogą być dopeł- 
nione. 

4° Jeśli kat dany A iest rozwartym lub prostym, będziemy 

mieli 
A- bY 180°; 

przeto wartość B' > 90° musi być odrzuconą. 

Aby kąt ostry B' był przyzwoitym, trzeba i dosyć jest żeby 

ASB e 1803; « albo B< 1805—A. 

Ztąd wniesiemy że 
b wst A 

wst B’< wst A; albo < wst A ; 

co wymaga aby było b <a. 

Więc gdy kat dany jest rozwartym lub prostym, zagadnienie 
moze mieć tylko jedno rozwiązanie, i aby to rozwiązanie istniało, 
trzeba i dosyć jest, żeby bok przeciwny katowi danemu był 
większym od boku przyległego temuż katowi. 

20 Jeśli kąt dany A jest ostrym, będziemy mieli 

A--B'< 180°; 
zatem kąt ostry B' czyni zawsze zadosyć danemu zagadnieniu. 

Warunek A--B'< 180 czyli A<180°—B”, daje 

b wst A 
wst A< wstB”, ' albo wstA< 2 

a 

Zatem a<b. 

Więc, aby było dwa rozwiązania, trzeba żeby bok przeciwny 

katowi: ostremu A był mniejszym od boku przyległego. Ten 
warunek konieczny jest widocznie dostatecznym, byle tylko 

b wst ! 
było zawsze je z 

a 

hws 

Gdy b wst A 1, 
a 

mamy be 90 BP == 007 

_ Nierówności, A+B’< 180°, A--B'< 180°, sprawdzają się, bo 

kat dany A jest ostrym ; i znajdujemy tylko jedno rozwiązanie. 

Dyskussya geometryczna obecnego zagadnienia prowadzi do 
tego samego wyniku. 
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Jakoż, niech będzie kąt XAY = A, i bok AC=Ż; punkta A, 
C, będą dwa wierzchołki trójkąta szu- 

kanego. Trzeci wierzchołek będzie 

na spotkaniu linii prostej AX z okrę- 
giem nakreślonym ze środka C, pro- 
mieniem równym a. Aby te dwie linie 

się spotkały, trzeba żeby promień był 
przynajmniej równym prostopadłej 

CD, spuszczonej z punktu © na kie- 
je runek AX. Ale, trójkąt prostokątny 
\ CAD daje CD—= wst A; trzeba przeto 
a aby bok a był przynajmniej równym 

| bwst A 
b wst A; albo co jest to samo, 

nie ma być większym od 1. Przypu- 

SES = 5 szczając bwst us 4, będziemy mieli 
a 

CD <a; zatem kolo przetnie w dwóch punktach B', B” kierunek 
linii prostej AX, przedłużonej, jeśli tego trzeba, po drugiej 
stronie wierzchołka A. Punkta B’, B”, tak otrzymane, wtedy 
tylko czynią zadosyć zagadnieniu gdy się znajduja na ramieniu 
AX danego kata A, a nie na jego przedłużeniu. Przeto liczba 
rozwiązań będzie równą liczbie punktów spotkań leżących na 
samem ramieniu AX danego kata A. 

To zrozumiawszy, przypuśćmy naprzód że kąt A jest rozwar- 
tym. Spodek prostopadłej D padnie na przedłużeniu ramienia 
AX, tak jako i punkt B’. Więc punkt B' nie uczyni zadosyć za- 

gadnieniu. Aby punkt B dał rozwiązanie, trzeba żeby było, 

DB>DA; zkąd GB>CA, albo a>Ż. 

Gdy kąt dany A jest prostym, punkta przecięć B, B' będą ró- 
wnie oddalone od A; jeden z nich pada na ramieniu AX, a drugi 

na jego przedłużeniu. Będzie więc jedno tylko rozwiązanie gdy 
a>b, albo żadne gdy ten warunek nie jest dopełnionym. 

Gdy kat A jest ostrym, punkt B padnie na ramieniu AX, i 
trójkąt CAB rozwiąże zagadnienie. Aby punkt B' znajdował się 
także na ramieniu AX, trzeba aby było 

DB'<DA; aztad CB <CA, to jest a<d. 
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b wst A 

a 
w punkcie D linii prostej AX, dostatecznie przedłużonej. Wtedy 
zagadnienie ma jedno tylko rozwiązanie gdy kąt A jest ostrym; 

a jest niemożebnem gdy kat A jest rozwartym albo prostym. 

Nakoniec, gdy CD=a, to jest =1, koło jest stycznem 

42. W rozwiązaniu poprzedniem wyznaczylismy naprzód 
katy B, C; potem otrzymaliśmy bok c, za pomocą wartości tych 

katów. Można wprost znaleźć bok c w funkcyi danych a, 6, A, 
jako następuje : 

Na mocy twierdzenia II (38) mamy 

a? =b*-L (> — 2bedosA albo c?—2é6dosA .c-+-62— a2=0. 

Rozwiązując to ostatnie równanie znajdujemy 

c=bdos Asy Ż— bdos'A . 

albo ostatecznie 

c=bdosA EV a --bwslA. 

Wartości boku c powinny być rzeczywiste i dodatne, co wy- 

maga aby a równało się przynajmniej wartości 5" wst A; zatem 
bwstA bwstA _, 

musi byé <1, abo 
a 

bwstA 
Przypuszczajac ze <1, wtedy dwie wartości boku e 

a 

są rzeczywiste i nierówne. Zostaje jeszcze do zobaczenia w ja- 

kim one przypadku sa dodatne. Gdy kat A> 90°, dos A jest 

odjemna; w tym razie pierwiastnik powinien byé wzietym tylko 

ze znakiem +. 

Nierówność bdosA 4 V a---HwstA >0 da nastepnie 

V 2 _ be wst A >—bdosA, 2-2ws2A>2do2A, a >22, 

a ostatecznie a >b. 

Gdy A= 90°, będziemy mieli 

dosA==0, wstA=st a c= War 

zkad a>d. 
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Gdy A< 90°, wtedy dosA >0, 

i wartość bdosA +- Va b wst A, 

jako dodatna, zadosyé czyni zagadnieniu. 

Aby druga wartość 

b dos A— Vv a wst”A, 

zadosyć uczyniła, trzeba mieć 

VG ws'A<bdosA, albo «—2 wst?A < 532 dos? A; 

zkad a:< 6 (wst?A-+dos?A), a nakoniec a<d, 

Zmajdujemy tym sposobem warunki już otrzymane w pier- 
wszej dyskussyi zagadnienia. Zresztą, można wprost, nie roz- 
wiazujac równania c?—2bdosA.c+6?—ai=0 dojść, 

daleko łatwiej, do tych samych warunków. 

43. Aby zastosować logarytmy do formuły 

c=bdosA ty Eb wet A, 
trzeba sprowadzić drugą stronę do jednomianu. 

Za pomocą przekształcenia bardzo prostego, mamy naprzód 

b* wst? A 
c ==bdos esy > (Oe 

a 

błwstżA . 
Jest 

mniejszą od jedności; przeto można wyznaczyć kąt pomocni- 
: > RE bwstA 

czy vy taki aby jego wartość była wsto = = i 

- Przypuszczając pierwiastnik rzeczywistym, ilość 

Wynika ztąd 

/ bowst?A — 
y1— = 21 —wstżę = dos p. 

bwstA 
Nadto, równość wst o = daje 

a a WSt p 

> wata 3 
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/, OwsPA 
Zastepujac b i V4— = przez ich wartości w (1), będzie 

L 

awstedosA ia a wstw dosa > ados» Wst A 

WHA. 3.8). wst A ; 

albo nareszcie 
st (otk „7 Wst (pzEA) (2). 

wstA 

Wyrażenie to moze się oczywiście wyrachować za pomocą 

logarytmów. 

Trzeba uważać że wartości kata pomocniczego » mniejsze 
3 bwstA 2402 

od 480°, wyznaczone formułą wst p= ———., są właśnie warto- 
a 

Sciami kata B, w trójkącie który jest dany do rozwiązania; 
bwstA 

ponieważ wst B= . Zaajdziemy więc dla kata o wartości 

B' + 2kz, i B’+2kx. Podstawiajac te wartości w równaniu 

awst (p= A) 

> WN 
wyniknie 

awstB'--Zkr HA . RE  awst(B'--2kqn + A) 
se wst A WALE wst A 

Te dwa wyrażenia sprowadzają się zaraz do 

awst(B/ A), a wst(B'-=A) 
= ------- i —— c= 

wstA  * wstA 

Co więcej, wst (B' — A )= wst (B’-+-A), bo summa katów 

B'—A, i B"--A jest równą 180%. Dla tej samej przyczyny 
wst (B'' — A) = wst (B'-- A). 

Więc będziemy mieli tylko dwie wartości różne 

__awst (B+ A) 0 ge awst ' (B"-- A) 

wstA ” wstA CZ 

Spełnieniami kątów, B’+ A, B"-HA, sa wartości ©, C” 
kata C w trójkącie szukanym ; więc ostatecznie 

EAU Stan GER eee WBL CE, 
=——, i c=—_, 

wstA wstA 

Widzimy tu, że drugie rozwiązanie, otrzymane za pomocą 
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kata pomocniczego ę, nie różni się od pierwszego w którym 
naprzód wyznaczyliśmy katy B, C. 

44. TRZECI PRZYPADEK. — Mając "dane dwa boki a, b, i kat 
zawarty C, znaleźć dwa inne katy A, B i trzeci bok 6. 

Mamy, na mocy twierdzenia I, (37) 

a:b:: wstA : wstB; 
zkad 

a+b :a—b:: wstA+wstB: wst A—B. 

Ale, jako wiadomo (n° 26, formuła 8), 

A+B 
wst A + wst B : wst A— wstB : : sty Eh ; BY > 

BED ‘é NB 

Ta proporcya daje stycznę połowy różnicy kątów A, B; al- 
bowiem z równości A+B = 180°—C, mamy 

więc a+b: a—b: : sty 

R 06 2, zatem sty = dot 4 C, 
2 2 2 

(0 

a następnie sty 3 W ZE 5 

„„A-B Wyznaczywszy tym sposobem wartość 37» otrzymamy 

katy A, B, znając połowę ich sammy i połowę różnicy. 

Potem, proporcya c:a::wstC: wstA, daje 
__awstQ 

- wstA” 
a wst C 

wst A 
rytmów, to jest loga, log wstC i log wst A. Działając jako na- 
stępuje, będziemy mieli do znalezienia dwa tylko logarytmy. 

Formuła c= wymaga szukania trzech nowych loga- 

Jakoż, mamy ciąg stosunków równych 3 
en eas re a+b 

wstA wstB wstC  wstA- wstB’ 

a+ b) wst C 
zkąd c= (aaa) 

~~ wsta-kwstB'
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ale, wst C=2wst z dos $C, 

wsth--wsiB=2wst(~5" dos (= =2dos{Cdos(*> ). 

Zatem , podstawiając, będzie 

c—(8E8) wstg0 

m dos (7) | 
2 

Formuła ta zawiera a+ 5, której logarytm już był znalezionym 
w poprzednim rachunku. 

45. Można także znaleźć wprost bok c za pomocą danych 
a, b, e. Jakoż, formuła 

c= a?+ b?— 2ab dos G 

daje c= V+ b%—2abdos0; 

Można zrobić formułę c= /a?+ 6?—2ab dosC, wyracho- 

walną przez logarytmy, następującym sposobem. 

20 
Pomnóżmy a?+é? przez Summe dos St wei? ktora 

się równa jedności, i zamiast dosC, połóżmy jej wartość 
C : 

do —wst 9) otrzymamy naprzód 

/ o G 

e=y (a24-02) (455 TE ws) —2ab (4055 - wl) , 

20, 
albo = V(a-Ł5) wst” Cra - b)” dos zł 

Wyrażenie to może wziąć następującą formę 

C j (a—b) dot? 4 

i V (a+b)? ? 

zkad, nazywając » kat pomocniczy taki aby było 

(a—b dot 3 

styp = EW DER , wyniknie 

e
n
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c= (a+b) wst V1 sty p =(a-+ 6) wsi sie p, 

albo jeszcze 

(a-4-b) wst 

dos y 
Co było do okazania, 

Z resztą , to drugie rozwiązanie dające bok c nie różni się od 
poprzedzającego. 

B 
; bo, jakośmy wi- ; ; ; . A— 

Jakoż, kat pomocniczy w, równa się 5 

dzieli, 

_q (a—8) dot 5 

sty = se Zatem 

(a+b) wst (a+ 6) wst A 
7 3 

dos p ky os (Z 

2 

46, CzwARTY PRZYPADEK. — Mając dane trzy bokt a, b, e, 
snalesé trzy kąty A, B, C. 

Poszukajmy naprzód kąta A. 

Twierdzenie II (38) daje 
2 54 

- Bz bn 02-2 b0 dos A; zkąd dor Am EIE, 
IC 

15.40 
Ale tizeba jeszcze zamienić wyrażenie ar bal na inne, 

2 be 
któreby za pomocą logarytmów wyrachowaé można, 
Widzimy ząraz że, odejmując od 1 wartość dos A, i sprowa- 

dzając do jednego mianownika, będzie 

26c—6—c-raż 02--(b--c)? A 

2 be ee ages 
Licznik, jako różnica dwóch kwadratów, równa się iloczynowi 
zZ summy przez różnicę ich pierwiastków, to jest 

Am (bom 0) = (ab — 0) (am bto); 

4 — dosA == 
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a zaś 1 — dos A = 2 wst?4A. 

A A —(¢tb—e) (a—b e) w 2 |; ięc 2wst = ze PP 5 

zkąd 

| 28 (a+6—c (a—b+¢) 

wit y/ hbe j 

Uczyńmy, jako zwykle dla skrócenia, a+6--e=2p, wy- 
niknie ztąd 

a—b+c=2(p—b), i a-b—c=2(p—c); 

co podstawiając otrzymamy 

fe an 
t= wee (1). 

Można otrzymać podobnym rachunkiem dostawę 4A. Jakoż, 
dodając jedność do obydwóch stron równania 

P+ 2— 02 

| po zla 1 

otrzymamy 

zZ FEH bee? (br Pra? 
se. ae Ghent Se tee ede 

= A hers) b-pe=a) 24 ca ca 
7 260 ; 

zkad, używając skróceń wyłożonych, wynika ostatecznie 

vo p-=a) 

Formuły (1), (2 ) dają Any dzieląc main. przez drugą, 

Formula ta pokazuje że, aby oćrzymać stycznę połowy jednego 
z katów szukanego trójkąta, trzeba odjąć od połowy obwodu, ko= 
lejno, każdy z dwóch boków które ten kąt zawierają; potem: po 

dzielić iloczyn tych dwóch różnie przez iloczyn z półabwodu i 
różnicy między półobwodem t trzecim bokiem; nakoniec, wyciągnąć 
z ilorazu pierwiastek kwadratowy który będzie szukaną styczną. 



68 KSIĘGA TRZECIA 

Stosując to prawidło do kątów B i C znajdziemy 

we ES p— a) sa 

ay be VE a) = = 425 

We wszystkich tych formułach wst iA, dos; A, Sty 4 A, trzeba 
wziąć pierwiastnik ze znakiem +, ponieważ linie trygonome- 
tryczne kątów ostrych $A, $B, $C są koniecznie dodatnemi. 

Stosując logarytmy do tych trzech różnych formuł, mamy 

log wst4 A= | log (p--b) + log (p—c) + D*logó + D*loge| , 

logdos£A—=+ | logp + log (p— a)+- D*logb + De loge}, 

log sty 4 A=} | log(p—0)+-log (p—c) + D* logp+- D* log(p—a)} - 
Jesli jeden tylko jest kat do wyznaczenia, poniewaz kazda 

ze trzech formuł rzeczonych wymaga szukania czterech logary- 
tmów, jest prawie obojętna rzeczą użyć ktorejkolwiek z nich; 
chociaż ściśle mówiąc, w tym przypadku formuła (2) cokolwiek 
mniej wymaga rachunku niż dwie inne. Ale, gdy trzeba wyra- 

chować trzy katy, najkorzystniej jest użyć formuły (3), bo wtedy 

dosyć znaleźć logarytmy liczb p, p—a, p—b, p—c, aby otrzy- 
mać trzy katy trójkąta; gdy przeciwnie, używając formuły (1) 
lub formuły (2), trzebaby szukać sześciu logarytmów dla pier- 
wszej, a siedmiu dla drugiej. 

Dyskussya — Ponieważ wartość wst$A= WIRE 

powinna być rzeczywistą i mniejszą od jedności, trzeba żeby 

(p—6) (Be) 
be 

iloraz - był dodatnym i mniejszym od jedności. 

Pierwszy z tych warunków wymaga, aby różnice, p—b, p— c, 
były obie razem dodatne albo odjemne, to jest (p—4)>0, 
i(p—c)>0, albo (p—6) <0, i (p—c) 40. Ale dwie osta- 
tnie nierówności nie mogą istnieć jednocześnie, bo dodając je 
znajdziemy 

2p—b—c<0, albo a<0; 

to jest bok a musiałby być odjemnym, co niemożebne.
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Z nierówności (p — 6) >0, (p—c) > 0, wynika b<p, c<p, 

albo 25 Xa--ó--ec, 20< ab+-c, co daje bate, c<a+. 

b 
Drugi warunek a We 1, prowadzi do 

(p—b)(p—c)<be; zkąd = p?—p(b+c) +be<be. 

Znoszac wyraz spólny bc, i dzieląc przez czynnik p który jest 
dodatnym, otrzymamy . 

--(b+e)<0; zkad 
Qp—2b—2c<0, albo a<d-+e. 

Dyskutujmy teraz formułę 

dos 4 A= fp = ; 

Dostawa kata $A powinna być ane mniejsza od je- 
dności : przeto trzeba aby było 

| AE > 0. 
be 

Pierwsza z tych nierówności daje zaraz 

a<p; zkąd a<b+e. 

Z drugiej nierówności przychodzi 

p(p—a) be. 

Zastępując p przez jego wartość > 

(a +b+- - ieee | ie 

a następnie (6+c?—a@<hbe, albo (6—cP< a. 

Ztąd, przypuszczając b< c, wynika ostatecznie 

b—c<a, albo b<a+c; 

a nadto e<a+b, bo c<b z przypuszczenia. 

6 
otrzymamy 

Co do trzeciej formuły 

| EE 
, sty; A = „ył 

da ona dla kąta A wartość a i EE od 180°, jeśli 

(p — 5) (p=) jest ilością dodatną i skończoną. 
pe—a) | 
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Ten warunek wymaga aby licznik i mianownik były ilo- 
ściami skończonemi, i oba tych samych znaków. Uważajmy 
nadto że dwie różnice którekolwiek, jako p—a, p—b, nie mogą 
być odjemne, bo dodając je, mielibyśmy 2p—a—b< 0, zkad 
c 0; co oczywiście niemożebne. Ztąd wnosimy że wszystkie 
trzy różnice: p—a, p—b, p—c, muszą być dodatne ; p jest 
oczywiście liczbą dodatną. Zatem p>a, p> b, p>c; a ztąd 
a<b+c, b<ate ccatbd. 

Otrzymujemy tedy, za pomoca trygonometryi, te same wa- 
runki możebności trójkąta, którego trzy "- są dane, jakie 
wskazuje Geometrya elementarna. 

4%. Wiadomo z Geometryi że znajomość trzech kątów trój- 
kąta nie jest dostateczną do jego wyznaczenia, daje ona tylko 
stosunek boków. Można tego wprost dowieśdź za pomocą samej 
trygonometryi. 

Jakoż, w każdym trójkącie, mamy (39) 

a = b dos C+ c dos B (1), 

b =cdosA + a dos C (2), 

© = adosB + 6 dos A (3). 

Wyrugujmy niewiadomę c między pierwszem i trzeciem 
równaniem, otrzymamy 

a =b (dosC + dos A dos B) + a dos? B, 

albo dos C 4- dos A dosB = ; wst B (4). 

Aby wyrugować wprost c między drugiem i trzeciem równa- 
niem, uważajmy że równanie (1) staje się (2), jeśli w niem prze- 
mienimy Bna A, anabibnaa. 

0.2 
Więc dos G+ dos A dos B =2 wst A Ge 

Wynika z równań (4) i (5) że powinno być 

2 b 
2 wst? B= wst? A,- albo > 5 
b a wstA  wstB” 

co właśnie ma miejsce w każdym trójkącie. 

|
 



w
 

WYZNACZENIE POWIERZCHNI TRÓJKĄTA A 

Więc równania (4) i (5) są tosame; zatem między bokami 

ai b niema tylko jedno równanie, i dlatego boki te zostają 

? AT a. 
niewyznaczone. Ale przeciwnie ich stosunek 3 jest wyznaczo- 

as ea a  dosAdosB-+ dos C 
m waż = . 
A 5 wat B 
Kończąc, zwracamy baczność czytelnika na powyższy sposób 

dowodzenia, który pokazuje jak z równań (1), (2), (3) można 

łatwo wyprowadzić zasadnicze równania 

a b & 

wstA  wstB  wstC’ 

WYZNACZENIE POWIERZCHNI TROJKATA, 

PROMIENI KÓŁ OPISANEGO I WPISANYCH. 

48. Aby uzupełnić rozwiązanie trójkątów, należy jeszcze 

pokazać jak się otrzymuje ich powierzchnia w funkeyi ilości 

danych, w każdym ze czterech przypadków. 

4° Sa dane bok a i dwa katy B, C. 

Nazwijmy S powierzchnię trójkąta 

ABC, będzie . | 

S=ta x AD. ź | R 
B | BĘ W trójkącie prostokątnym ABD, mamy 

AD=cwstB. 

pe c zę wst wee or w awstB wstG 

a wstA  wst(B-+C)’ - wst (B+() ° 

; aż wst B wst G 

whe = awst (BEC) 

2° Sa dane dwa boki a, bt kat C niemi zawarty. 

Mamy S=4axX AD. 

Trójkąt prostokątny AGD daje 

AD = bwst C. 

Wiec S=abwst C. 
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3° Sa dane dwa boki a, b i kat A przeciwny jednemu z nich. 

Na mocy powyższego przypadku, 

S = tbewst A. 

Ale wartość boku e, w funkcyi części danych trójkąta, jest 
już wiadomą (42) 

e=bdosA+ Va2- 5? wst?A; 

wiec =tbwstA(bdosA+ a? — dż wst? A). 
Wiemy już w jakim razie dwie wartości otrzymane czynią 

zadosyć zagadnieniu, i jak można zrobić formułę wyrachowalną 
przez logarytmy. 

he Sa dane trzy boki a, b, c trójkąta. 

Aby znaleźć powierzchnię trójkąta w funkcyi boków, za po- 
ab wstQ 

2 

Owoż mamy wst C= 2 wst $Cdos4C. 

mocą formuły S= , poszukajmy naprzód wartości wst C. 

=
 

Ale na mocy wiadomych formuł 

ACE= = 4 BĘ wstęQ y p i , dos 4C } , 

a następnie 

2 - 
wst C=—|/p(p—a)(p—6j (p—e); 

zatem S= 1 (p —a)(p—b) (p—0). 
Więc, aby wyznaczyć powierzchnię trójkąta w funkcyi trzech 

jego boków, trzeba od połowy obwodu odciągnąć kolejno każdy 
z tych boków; zrobić potem iloczyn ze trzech reszt i z połowy 
obwodu, i nakoniec wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z otrzy- 
manego wyniku. 

Rozwiążemy jeszcze kilka zagadnień, aby tem lepiej pokazać A 
użycie trygonometryi w kwestyach geometrycznych. 

49. ZAGADNIENIE 1. — Mając dane boki trójkąta, znaleźć pro- 
mienie kół, opisanego, wpisanego i zawpisanych. 
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Aby znaleźć promień R koła opisanego na trójkącie ABC, 
mamy widocznie w trójkącie BOD, 

==R wst BOD = RwstA. 

Nadto, wstA—2wsttAdos4A, 

Więc 
a 

~~ hwst A dost A 
abe 

~4V p(p—a(p—0) (po) 
50. Niech będą D, E, F punkta ze- 

tknięć koła wpisanego, którego promień 
OF nazwiemy 7. Ponieważ summa trzech 
odcinków nieprzyległych AF, BD, CD 
równa się widocznie połowie obwodu 
trójkąta, mamy 

AF =p— (BD + GD) =p— 

Więc w trójkącie AOF 

r==(p—a)styżA 

albo 7=(p— a)y/ — y wa (pe) 

54. Nazywając « promień O'H koła zawpisanego, które jest 
stycznem w kącie A trójkąta ABC, mamy w trójkącie A0'H 

OH=AHstyżA, albo a=pstyżA 

aj WBO >< fp (p— 4) (p—e) 

Nazywając podobnie 8, y promienie kół zawpisanych sty: 
cznych do katow B, C, będzie 

p(p-a) (p=) pl = = 
e VII p—b j = yz 
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POWIERZCHNIA CZWOROBOKU. 

S2. ZAGADNIENIE II. — Znaleźć powierzchnię czworoboku ABCD 

którego dane są obie przekątne AC, BD, i kat niemi zawarty AEB. 

Mamy 

ssh trójkąt ABE=4AE. BE wst AEB; 
EA trójkąt BEC=43CE. BE wst BEC. 

Dodając te dwie równości i bacząc 
o że katy spełniające AEB, BEC maja 

B te sama wstawe, bedzie 

>
 

trójkąt ABC =$ AC . BE wst AEB. 
Znajdziemy podobnie 

trójkąt ACD = 4 AC. DE wst AED= 4 AC. DE wst AEB. 
Zatem 

trójkąt ABC +-trdj. ACD albo ABCD—=4AC. BD wst AEB. 

Co pokazuje, że powierzchnia czworoboku jakiegokolwiek równa 
się połowie tloczynu z dwóch przekatnych przez wstawę kąta ża- 
wartego. 

53. ZAGADNIENIE III. — Wyznaczyć przekątne i powierzchnię 
czworoboku wpisalnego, którego są dane cztery boki, 

Niech będzie ABCD czworobok wpisany w koło, którego boki 
AB, BC, CD, AD nazwiemy a, 6, c, d. 

Kąty przeciwne B, D, jako spełniające, mają dostawy równe 
i znaków przeciwnych, a trójkąty ABC, ACD dają 

AC = 262 —306 dos B (1), 
AC’ = 24-d24-2cddos B (2); 

zkad a? + 6? —2ab dos B = + d2-+ 2cd dos B, 

a zatem 

a+ 6— c—d? ( 

2 (ab + cd) ): 
Zastępując tę wartość dos A, w równaniu (1), znajdziemy 

AG — de + 63) + ab (c? + d?) __ (ac + bd) (ad +-be) 

= ab + cd aie ab + cd | 

dos B = 
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_ yf (26 +04 ) (ad +- be) 
albo ACH Vv 6 0 (4). 

Takim samym sposobem znajdzie się 

oY Sie ile 
żale ad +- be 0): 

Z równań (4), (5) można wnieść zaraz 

BD  ad--bc 
BD X AC =ac--bd 

AG abted 

Co daje dwa znane twierdzenia Geometryi. 

W czworoboku wpisanym w koto, 19 prostokąt z przekątnych 
równa się summie prostokątów z boków, przeciwnych; 2° prze- 
katne maja się do siebie jako summy prostokątów z boków które 

schodzą się przy ich skrajnosciach. 

Formuła (3), dająca kąt B w funkcyi czterech boków, nie jest 

wyrachowalna przez logarytmy; ale można z niej wywieśdź 
inna temu rachunkowi dogodną. 

: 2 1--dos B 2 1+dosB 
Jakoż, wst „BZ 5 R dos fen 

podstawiając wartość dos B, będzie 

(c dP—(a— b)? _ (b+e+d—a) (aer ab) 
wst {B= EE ERLE SEIN h(ab+ cd) d 

dos? ipa? +bP—(e—d) __(a+b+d—c) (a+b+e—d) 

Wa Sv MiG) = h (ab +- cd) 

Uczyńmy 2p obwód czworoboku, będziemy mieli 

a--b-+c— d=?92(p-d), ete. Zatem 

wst B= V (P= 9 (p—) (6) 
ab +- cd 4 

N 

iR. BED ND 31 4, dos; B= VEGE (5; 

zkad, dzieląc stronami, otrzymujemy formułę żądaną 

yt pee V (2x2) (2-9) 
300 (p—e) (p—d) (3). 
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Aby znalezé powierzchnię czworoboku ABCD wpisanego, 

uważajmy że, na mocy (48, 2°), mamy 
trójkąt ABC = 1 ab wst B, trójkąt ACD = 4 cd wst B, 

zatem czworobok ABCD = 4 (ab + cd) wstB. 
Ale, mnożąc stronami równania (6), (7), mamy 

wst B — 2V(P—2) (pd) (p=) Po. 
ab + ed 

więc, podstawiając, otrzymamy 

ABCD = V(p-a) (p—6) (p— e) (p—d) (9). 
Gdy bok d=0, czworobok zmienia się na trójkąt, którego 

trzy boki są a, 4, e, i znajduje się formuła Już znana 

S= Vp(p—a)(p—S) (p—0). 
54. Można jeszcze wyznaczyć promień R koła opisanego 

w funkcyi czterech boków. 

Bo, w trójkącie ABC, jako już wiadomo, 

AC Saar 

; 1, /(ae+ bd) (ab + ed) (ad + de) Wiec pasy FSE ——— (10). : BY (va) (p= p=) (podj 10) 
Dla ćwiczenia, i zarazem aby pokazać obszerniejsze użycie 

trygonometryi, dajemy tu jeszcze kilka zagadnień, które się 
łatwo rozwiązują geometrycznie. 

- SS. ZAGADNIENIE IV. — Mając daną liczbę boków n wielokąta 
foremnego wpisanego w koło, którego promień jest R, wyznaczyć 
bok wielokąta, i w funkcyi tego boku znaleźć : 4° bok wielokąta 
foremnego opisanego, tej samej liczby boków ; 2° boki wielokątów 
> > sł foremnych, wpisanego i opisanego , 
= podwójnej liczby boków. 

A ac "Niech będą 6, B boki AB, CD wie- 
2 lokątów foremnych, wpisanego i 

opisanego, mających n boków; ma 
się oczywiście 

AH=OA wstAOH, CK=OKsty COK, 
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czyli 

1? b=2R wst —, B =2Rsty —. 
nr n 

Te dwie równości dają natychmiast 
b 

B == 

dos — 
n 

A jesli zechcemy uwazaé ze 

z b *oę/, 2 
sA = zkąd dos FV 

2R8 
otrzymamy B= = : 

hR*- 

22 Nazwijmy teraz b', B' boki wielokątów foremnych wpisa- 
nego i opisanego, mających 2” boków. Będziemy mieli naprzód 

AK czyli 6 =2Rwst-—, 2EK czyli B' =2R sty, 2n “on 

4 5 
Owoż,  wst<= =. (Vi as /1—wst7), 

20 zez n n 

SPACE y b b albo wet =z( 1+, Vl 5700 

wiec V=R (Vr V1 > ; 

Mamy nadto 
" Tr " " wst—— wst——. wst — 2 
2n 2n 2n 28 

7 LJ r 5 
dos——  dos— . wst—— Wst > 

n n n 

Zastępując w tej ostatniej równości, Wst oh i wst = , przez 

ich wartości, znajdziemy 

LJ 2R b? 

ty = (1 = V1- a); 
i : ee 74 6? 

więc nakoniec B BE (1 —Vi— ae) 
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56. ZAGADNIENIE V. — Mając powierzchnie s, S wielokatéw 

foremnych, wpisanego i opisanego liczby m boków, znaleźć po- 

wierzchnie s', S' wielokątów foremnych, wpisanego i opisanego 
podwójnej liczby boków. 

Poprzednia figura daje łatwo 

s=ntrój. ABO, S=n trój. GDO. 

Ale tr6j. ABO=40A. OB wst AOB—=43R* wst Qa ee 

a zaś trój. CDO = OK . CK = RB’ sty =. 

Zatem = s=4aR" wst = A), S—=mnR? sty (2). 
nr ł 

Zastępując w tych dwóch formułach n przez 2n, będziemy 
mieli 5 

"aN wst © ee st = nR“ wst = (9), " "SZR sty 5 (A). 

Za pomocą tych formuł łatwo rozwiązuje się zadana kwestya. | 

Jakoż, dzieląc stronami, wynika naprzód | 

27 r 
Ź Miarą , wst — 

8 n m 
u = == dos-, c= = dos—, 
8 a S m" n 

2 wst — sty — 

zkąd ; 525 albo 6/== VS». | 

A potem mamy także 

: , watZ wst ~ dos—- 1 ++ dos I 
SSE Sane an 2n d P> n 

) gu a sty — STR GR 
Von y 2n 

Ale, z powyższego rachunku, dos . =; 

8 ‘ 
KANE 

zatem A re a 
eee pees ee 
252 288 

astepnie ) == —; więc S'sz—— 



POWIERZCHNIA CZWOROBOKU 19 

57. ZAGADNIENIE VI.— Znalezé powierzchnię trójkąta, znając : 
1° katy i obwód; 2° katy t promień jednego z kół wpisanych; 
2° katy t promień koła opisanego. 

Niech będa A, B, C, trzy katy trójkąta; S jego powierzchnia; 

r, R promienie kół wpisanego i opisanego; a, 8, y promienie 
kół zawpisanych. 

Wiemy że 

A y/e— a=) /(p=9 (p=) 
SY 5 Ppa) = Rp" | 

sty VERO 8= VE) =O DPA 
Wynika ztad 

sty $ sty 5 sty 24 PR) ki Was RB ZS, 
ć o p 

a zatem 

A 8. ¢ 0 = al ate SW aty 4 Si sty z sty z sty z. 

2° Rugując p w dwóch równaniach 

S=pr i S=p'sty}Asty4Bsty4C 

otrzymujemy 
ya 

"= sty  Astyj Bstyą ©" 

Podobnie, rugując p między równaniami numeru 5* 

a==pstygA, f=pstyqB, y=pstyąG 

i S=p'sty 4A sty 4Bsty4C, 
wyniknie ( 

„a sty 4 Bsty 4C 
styzA : 

__ B'sty zA sty $C 

"Ą styżA  * 

yi sty $A sty 4B 
sty 4G 
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p
 

30 Nareszcie równania 

S=4t de wst A, S=tacwstB, S=4abwstC, 

pomnożone przez siebie, dają 

S$ = za*b*c* wst A wstB wst C. 

Ale, jako wiadomo, abc = 4 RS; więc, podstawiając, mamy 

S3 =2R?8? wst A wst B wst C, 

albo S=2R? wst A wst B wst C. 

Co daje rozwiązanie zagadnienia. 

58. ZAGADNIENIE VII. — Jakie powinny być dwa łuki a, B, któ- 
rych summa a+ 8 jest stałą, aby iloczyn ich wstaw, wst a x wst B, 
był największym możebnym ? 

Nazwijmy m Summe daną dwóch łuków zmiennych a, 8; 
będziemy mieli 

wst « wstB = 3 | dos (a — B)-- dos m). ; 

Więc, aby iloczyn wat a wstß, był największym mozebnym, 
musi być (a — B)==1. Co wymaga aby 

GZ B = ky ; 

wyrażając przez k liczbę całkowitą, dodatną albo odjemną, 

która może być zerem. 

Z równości «|-$=m, a—B=2kr, mamy 

m m 
amg ię kr, => ie 

Zastępując, w tych dwóch formułach, k przez 0, 4, 2, ....., 

aż do największej liczby całkowitej zawartej w zz będziemy 
wv 

mieli wszystkie wartości a, 8, odpowiedające szukanemu mazt- 

mum, które jest _ 4(1— dosm) = wst” 7“ 

Gdy summa dana m jest mniejszą od okręgu, k nie może mieć p 
za wartość tylko zero, wtedy 

« = 

d
o
|
 
S
 

=P. 

Więc w tym razie jedno tylko jest rozwiązanie.
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59. ZAGADNIENIE VIII. — Ze wszystkich trójkątów mających 
ten sam bok a i kąt mu przeciwny A, który jest największym? 

Katy przyległe Bi C nie są znane, ale ich summa jest wia- 
domą , bo B+ C = 180°— A. Biorąc tedy powierzchnię trójkąta 
szukanego w funkcyi boku a i kąta mu przeciwnego A, mamy 

3? wst B wst C 

wade 

To pokazuje, że kwestya zadana przywodzi się do znalezienia 
maximum iloczynu, wst B wstC, wstaw kątów B, C których 
summa jest stałą. Aby otrzymać to maximum, trzeba wziąć 
B =C, jakośmy to dopiero co widzieli. 

S= 

Więc ze wszystkich trójkątów mających bok i kąt mu prze- 

ciwny spólny, największym jest ten w którym dwa katy zmienne 
są sobie równe. 

60. Można dowieśdź geometrycznie że Summa wstaw dwóch 
łuków ma się do różnicy tychże wstaw, jako styczna połowy sum- 
my łuków odpowiednych do stycznej połowy ich różnicy. 

Niech będą AE i AC dwa łuki jakie- ae 

kolwiek, które nazwiemy a i b; mamy SP 
EG = wsta, CD = wstó. A jeśli popro- % raza 
wadzimy CH równoległą do AA’, i prze- PN /| 
dłużymy EG az do spotkania z okręgiem | 7 ie DJA 

w punkcie E', będzie A >. 

CE=a—b, (CE =a--%, PAG 

EF = wsta—wstó, E'F =wsta-+-wstd. E 

To zrobiwszy, poprowadzmy jeszcze proste EH, iz punktu H 

jako środka, promieniem koła OA, nakreślmy łuk RR'; jeśli 
poprowadzimy IKI’ prostopadłą do CH, odcinki KI, KI' będą 
stycznemi łuków KS i KS’. Lecz kat CHE ma za miarę z jednej 
strony łuk KS, a z drugiej połowę łuku CE, i te dwa łuki są 
nakreślone tym samym promieniem; zatem łuk KS jest połową 
łuku CE. Dowiedzie się podobnie że łuk KS’ jest połową łuku 
CE’. Wynika ztad że 

KI =styż(a—5), KI =sty; (a--5). 

Owoż, podług twierdzenia dawno nam znanego, trójkąt KHE/ 
daje proporcyę FE PE: KU: Ki; 

6 
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więc  wsta + wstb: wsta — wstó : : styż(a--8) : styż (a—%b). 2 

Co było do dowodzenia. 

ZASTOSOWANIA LICZEBNE. 

6a. Dla wprawy rachunku liczebnego, dajemy tu przykład 
jednego przypadku trójkąta prostokątnego, i jeden przykład | 
każdego ze czterech przypadków trójkątów jakichkolwiek; | 

w jednym z nich dołączamy powierzchnię trójkąta. | 
| 

PIERWSZY PRZYKŁAD. -— Sa dane w trójkącie prostokątnym | 

A—90. a=4785",395;  B=50037'427 | 
a trzeba znaleźć b, e, Q. 

Odejmując kat Bod 90°, mamy kat C= 30° 22'48”. Boki d, c 
rachują się jako następuje 

Rachunek boku b. Rachunek boku c. 

b=za wst B c ==a dos B. i 

log 1785,395 = 3,2517343 log 1785,395 = 3,2517343 

log wst59”37/42" == 9,9358919 | log dos 5937/42” = 9,7038132 

log b = 3,1876262 log c = 2,9555475 
b= 1540, 374. ¢ = 902,708. 

DRuci PRZYKŁAD. — Sa dane 

A=8147'12,5 B38) 12 4245 a==1017224 

a.trzeba wyrachować C, b, e. 

Mamy najpierw kat C= 180—A—B = 60. 

Oto wzór rachunku boków b i c. 

Rachunek boku b. Rachunek boku c. 

__awstB a wst Q 

- >wstA © wstA 
log 701,224 =2,8458568 log 701,224 =2,8458568 H- 

log wst 38°1 2/47”, 5==9,794402h | D*l.wst84'47/12',5==0,0044774 | 

Del. wst81%47/42/,5==0,0044774 | log wst 60° =9,9375306 | 

log b == 2,6417366 log ¢ =2,7878648 

b = 138», 265. C— 6132,014; ;
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TRZECI PRZYKŁAD. — Sg dane 

a = L24",096; b=8T",08h;  C<=21047/127,5; 
wyrachować A, Bie. 

Rachunek kąta 4 (A —B), 

a—b 
ty4(A—B)= 

log (a—6b) =1,17243742 a—b= 53,012 D* log (a+ 6) =7,0995346 
a+ b6=795,18 log dot 4 C =0,7156816 

3 O/ = 10° 53/36" log sty 4(A—B)=9, 5395904 
3 (A—B) =19° 6/23", 75 

dot 4C, 

Rachunek kątów A i B. 

4(A + B) = 790 6/ 23,75 
¢(A—B) = 19°6' 23", 75 

zkad, dodajac i odejmujac, 

= 002 12 iy 
B60". 

Rachunek wprost boku c. 
> (a+ 6) wst 4c 

2, dos4 (A—= By. * 

log (a +6) = 2,9004654 
log wst EC = 9,2764243 

D*log dos 4 (A — B) = 0,0246099 

log © = 2,2014966 
c = 159,036. 

ÜZWARTY PRZYKŁAD. — Sg dane dwa boki a, b i kąt A przeci- 
wny jednemu z nich; znaleźć kąty B,C, ¢ bok c. 

Niech będzie a= 5467», 48, 5 = 5784", 59, A=66718/427, 

Rachunek kata B, 

bwstA 
wst B = 4 

a 



84 KSIEGA TRZECIA 

log 5784™,59 = 3,7622726 

log wst 66° 18/42” == 9,9617743 

De log 5467,48 = 6,2622128. 

log wst B = 9,9862597, 

katy odpowiedające są: B’=75°39'47",6 B"—=104*20'12",4. 

Te dwie wartości czynią zadosyć zagadnieniu, ponieważ mamy 

A<9,ia>bwstA albo 

Pierwsze rozwiązanie 
B—=75-39'47',6. 

Rachunek kąta C. 

C= 180° —(A+B) 

A= 66°18! 42” 

B= 75939'47',6 

A+B= 11° 58! 29,6 
C= 38°41! 307,4. 

Rachunek boku ce. 

a wst C 

~~ TwstB” 

log 5467,48 = 3,7377872 

log wst 38°1’30',4 = 9,7895855 

Del. wst 6618/42" = 0,0382257 

log ¢ = 3,5655984 

C= 3677,88: 

loga >log 6 + log wst A—10. 

Drugie rozwiązanie 

B =104* 20'12",4. 

Rachunek kata C. 

C= 180°—(A+ B) 

A = 6691842" 
B == 1042201128 

A--B=170*38' 54" „4 

0 5b. 

Rachunek boku c 

__awstQ 

= wWstB o 

log 5467,48 = 3,7377872 
log wst 9° 24 5'/,6 = 9,2108313 

Del. wst 66°18’42” = 0,0382257 

log c = 2,9868442 

¢==970™,16. 

PIĄTY PRZYKŁAD. — Sg dane trzy boki 

T= 2858,031: b== 3216,927; c=2513,246; 
znaleźć trzy katy A, B, Q, 4 powierzchnię 8. 

Rachunek przygotowawczy. 

p = 4322,102 
p— a= 168.071 

p—b=1075,175 

p— ¢=1778,856 

D* log p = 6,3643050 

log (p — a) = 3,1667472 
log (p — 5) = 3,0314793 

| log(p— c) =3,2501409 
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Rachunek kąta A. 

IE EZ vo 
p (p—a) 

log (p— b) = 3,0314793 
log (p —c) = 3,2501409 

D* log p= 6,3643050 
D*log (p—a) = 6,8332528 

19,4791780 

log sty 4 A = 9,7395890 

4A = 98°h6'3",8 
A —=57022'7',6 

Rachunek kata C. 

Sty 20 = vit Albee) „e . 
p (p=) 

log (p — a) = 3,1667472 

log (p — b) = 3,0314793 
D* log p = 6,3643050 

D*log (p--- c)= 6,7498591 

19,3123906 

log sty £C’ = 9,6561953 

4 C=24" 22317 ,2 
C=L8*45' 27,4 

Rachunek kata B. 

(p —a) \(~—e) 

p(p—8) 
log (p= a) = 3,1667472 
log (p — c) = 3,2501409 

D*log p = 6,3643050 

Sty: B= vl 

| Delog (p--b) == 6,9685207 

19,7497138 

log Sty 5 B = 9,8748569 

4 B = 3651/25" 
B= 73° 42! 50" 

Sprawdzenie A+B+C=180°. 

Rachunek powierzchni 8. 

S= Vp(p— a) (p—0)(p—0). 

log p = 3,6356950 
log (p — a) = 3,1667472 
log (p—5)= 3,0314798 

log (p— c) = 3,2501409 

13,0840624 

log S = 6,5420312 

S —3183623m-kw. 

ZASTOSOWANIE TRYGONOWETRYI DO DZIAŁAŃ 

NA GRUNCIE. 

62. Nim będziemy mówili o głównych zastosowaniach trygo- 
nometryi, opiszemy naprzód i wskażemy użycie kilku narzędzi 

nieodzownie potrzebnych do działań praktycznych. 

Działania trygonometryi wymagają abyśmy umieli wyznaczyć 

dwie rzeczy konieczne, 1° kierunek i miarę odległości dwóch 
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punktów danych; 29 miarę kątów utworzonych liniami proste- 
mi które łączą punkta dane na gruncie. 

O tyczkach i tańcuchu metrycznym. 

Do wytknięcia kierunku linii prostej poprowadzonej przez 
dwa punkta których cheemy wyznaczyć odległość, używa się 
tyczki, to jest kawałka drzewa formy zwyczajnej graniastono- 
wej, zakończonej krańcem żelaznym, który się wia w ziemię. 
Aby wytknaé kierunek, trzeba przynajmniej dwóch osób. 
Jedna z nich staje tak aby jej oko było na płasczyznie piono- 

wej, przechodzącej przez 

dwa punkta dane A iB; 
druga zaś wtyka, w pe- 
wnych odległościach po- 

fae między znakami A, B, 

>> tyczki G, C, C,..., tak aby 
się znajdowały na płas- 
czyznie pionowej prze- 

chodzącej przez oko pier- 
wszej osoby i przedmioty A, B. Takim sposobem wytyka się 
linia prosta. 

Aby wymierzyć odległość AB, używa się zwyczajnie łańcucha 
metrycznego którego dłu- 
gość jest10 metrów. Ten 

Coapek łańcuch składa sie z o- 

gniw prostych, na 10 

decymetrów długich. Każdy metr składa się z pięciu ogaiw, i 
oznacza się pól mosiężnem. W środku łańcucha widać 

mały kawałek żelaza, który oznacza odległość 5 metrów. Tak 

sporządzony łańcuch bierze jeszcze nazwisko dekametra. 

Jaziczioh Mekycany 

Dwóch ludzi idzie z tym łańcuchem rozciągniętym w kie- 

runku linii prostej już wytkniętej, począwszy od A do B. 

Ten który idzie naprzód, niesie dziesięć czopków żelaznych, 

które wtyka w ziemię, jeden po drugim, za każdym razem jak 
łańcuch jest rozciągniętym i jego krańce są na linii poziomej, 
jakiekolwiek jest z resztą położenie gruntu. Potem łańcusznik, 
który idzie wtyle, podnosi te czopki w miarę jak do nich przy- 
chodzi; i ile ich ma na końcu działania, tyle razy było 10 me-
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trów wymierzonych. Linia tak zmierzona na gruncie
 nazywa 

się podstawą. 

Liniał drewniany, długości dwóch metrów, zastępuje korzy
- 

stnie łańcuch gdy chodzi o wymierzenie małej odleg
łości , albo 

gdy się działa w miejscach małej rozciągłości. 

Dodajemy tutaj że miara podstawy jest najgłówniejszą rz
eczą 

w działaniach trygonometrycznych. Aby być pewny
m większej 

dokładności działania, powtarza się kilka razy wymierzenie tej 

podstawy, robi się potem summa wyników otrzymanych, 
i dzieli 

się przez ich liczbę; tym sposobem otrzymuje się wartość dla 

podstawy tak dokładną jak możebnie. 

O narzędziach służących do mierzenia kątów. 

Główne narzędzia których się używa do mierzenia wielko
ści 

katów sa: grafometr, busola , koło powtarzające, teodoli
t , sextan 

1 reflektor kołowy. 

Samo proste widzenie tych instrumentów więcej nauczy 
niż 

ich opis, choćby nawet najdrobniejsze zawierał szczegóły. 
Dla- 

tego też odsyłamy ciekawego czytelnika do dzieł specyaln
ych, 

jako Astronomia, Geodezya, Żegluga, gdzie takowe instrumen
ta 

są przedstawione dokładnym i skrupulatnym rysunkiem. — 

W przykładach które damy, przypuścimy że czytelnik umie 

użyć Grafometra do mierzenia kątów, i wskażemy wykonanie 

rachunków potrzebnych. 

Przystąpmy teraz do przykładów. 

63. ZAGADNIENIE IX. — Wyznaczyć wysokość budynka. 

Przypuśćmy naprzód, że podstawa budynku jest przystępną 

iże grunt jest prawie pła- 

skim. Jeśli jest mowa na 

przykład o wieży, aby wy- 

mierzyć jej wysokość AB, 

staje się w pewnej odległości 

od stopy wieży, w punkcie 

D, gdzie się stawia grafo- 

metr. Prowadzi się potem 

promień oczny poziomy do 

boku AB wieży,i drugi pro- 
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mien do jej szczytu A. W tym celu stawia się koło, podzielone 
na stopnie, prostopadle wedle pionu który powinien się przy- 
kładać do płasczyzny instrumentu. Przywodzi się potem linię 
stałą grafometru do poziomu; co wymaga aby pion padał na 
kierunek 90° koła podzielonego. Gdy linia ruchoma została 
ustalona w kierunku AD, czyta się kąt ADC i mierzy potem 
odległość CD = BE. Wtedy znamy w trójkącie prostokątnym 
ACD kat ADC i bok DC kata prostego ; będzie więc można wy- 
rachować bok AC, to jest wysokość wierzchołka wieży nad 
płasczyzną poziomą która przechodzi przez środek grafometru, 
a to za pomocą równości AC = OD sty ADC. Dodawszy wyso- | 
kość narzędzia DE do AC, będziemy mieli wysokość żądaną AB. 

—
 

PRZYKŁAD. —DE=1",10; BE=61",28; D—=41034/25", 
będziemy mieli 

AC= 61,28 x sty 41°31/25" 
log61,28= 1 1873188  - | 

log sty 44°34/25” = 9,9471690 A 
log AC = 1,7344878 

AC= 5h™,264, 
zatem wysokość AB = 599.361 

Jeśli spodek wieży jest niedostępnym, wtedy wyprowadzimy 
linię prostą BCH przecho- 

FN dzaca przez oś wieży; we- 
BIE NOW źmiemy dwie stacye C i 
BO do H na tej linii prostej; i na- y 

j = "e koniec wymierzymy pod- 
| ZI Stawe CH = DK, i katy 
JL. : ADE, AKE. 

== BS Trójkąt ADK, w którym 
lp U znane są bok DK, kat K,i 

: wst K kat A=ADE—K, daje bok SEE ; 

Potem trójkąt prostokątny ADE, w którym znane są bok AD * 
ikatD,da ~ i 

AE = AD wst D. 

Dodajac do AE wysokosé CD narzedzia nad linia pozioma | 
BCH, otrzymamy żądaną wysokość AB. 
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PRZYKŁAD. — Niech będą następujące dane : 

DK=14*,762, kątADE—=41929, i kąt K=33917'. 

Odciagajac kat K od ADE znajdziemy kat A= 8°12’. 

Rachunek boku AD. Rachunek wysokości AE. 

log DK =1,1691452 log AD=1,7543356 

log wst K = 9,7393980 log wst ADE = 9,8211217 

D*log wst A = 0,8457924 log AE = 1,5754573 

log AD =1,7543356 AE = 37",623 

AD = 562798: 

Więc wysokość AB= 38", 723. 

UWAGA. —W działaniach na gruncie trzeba unikać kątów zbyt ostrych; bo 

nawet mały błąd popełniony na innych kątach trójkąta może sprowadzić znaczny 

błąd na boki przyległe. Aby to lepiej okazać, przypuśćmy że, mierząc wysokość 

wieży, nie popełniamy błędu jeno na samych kątach. Dla skrócenia, nazwijmy 

D kat ADE prawdziwy, a zaś D 4-9 kąt ADE wymierzony grafometrem, h wyso- 

kość prawdziwą AE. Wysokość wyrachówana będzie 

DEsty (D--a), =A dot Dsty (D+ a). 

Więc błąd 3 w wyznaczeniu wysokosci AE jest 

hsty (D--«)—sty D Po  Jowsta a 2hwsta 

= styD ~ dos(D--a) wstD  wst(2D--a)—wsta 

Przypuszczając błąd « stałym, widzimy że 8 będzie tem mniejsze im wst (2D--x) 

będzie większą. Zatem minimum dla 3 odpowieda wartości maximnm dla 

wst(2D--a), zkąd 2D--a =90*; a ponieważ « jest bardzo małe, więc, aby 

błąd 8 był najmniejszym możebnym, trzeba żeby kąt obserwowany był blisko 45°. 

8 

G4. ZAGADNIENIE X. — Wymierzyć wysokość góry. 

Weźmiemy naprzód podstawę CD, której wymierzymy dłu- 
gość, i przy obydwóch 
jej skrajnościach wy- 

znaczymy kąty SGD, 

SDC. Znając wtedy, 
w trójkącie SGD, bok 
CD i dwa katy wyra- 

chujemy bok CS. 
Potem, z punktu G, 

wyznaczymy kat SCZ 
utworzony wierzchoł - 

kową CZ i promieniem 
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ocznym CS. Znając tedy w trójkącie ACS przeciwprostokatne 
CS, kąt ostry S, wyrachujemy bok AS, który jest wysokością 
wierzchołka S ponad instrumentem , za pomocą równości 
AS=CS dos S; dodając AB, znajdziemy wysokość żądaną BS. 

GS. ZAGADNIENIE XI. — Wyznaczyć odległość punktu danego B 
od innego punktu niedostępnego A ; jako np. wymierzyć szerokość 

rzeki. 

Mierzy się na gruncie podstawa jakakolwiek BGi dwa katy 
ABC, ACB. Wtedy trzeci. kat BAC trój- 

i kata ABC jest znanym, i odległość szu- 
: kana AB otrzyma się przez proporcyę 

AB: BG:: wstC : wst A. 

Niech będzie dla rachunku liczebnego 

BUS 2477 192 B62" ls C590 

Wywodzi sie ztad kat C= 57°37’. 

Rachunek odległości AB. 

log 247,49 = 2,3935577 

log wst 62°44’ = 9,9362098 
D*log wst 57*37' = 0,0734087 

log AB = 2,4031762 

Odległość szukana AB = 253,032. 

GG, ZAGADNIENIE XII. — Wyznaczyć odległość dwóch punktów 
niedostępnych A, B, ale widocznych. 

Mierzy się na gruncie podstawa CD i katy ACD, BCD, ADB, 
ADC, BDC. Zna się wtedy 

a w każdy z trójkątów ACD, 
jeden bok i dwa katy; przeto 

będzie można wyznaczyć war- 

tości boków BD, DA; mamy 

tym sposobem, w trójkącie 
ADB, dwa boki DB, DA i kąt 

niemi zawarty ADB który był 
mierzonym. Rozwiązując ten 

ostatni trójkąt, otrzymamy szukaną odległość AB. 
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Rozwiązanie trójkątów ACD, BCD daje logarytmy boków AD 
i BD, nie zaś same boki. Następujacy sposób pokazuje, jak, nie 

przechodząc do liczb, i za pomocą samych jeno logarytmów 
boków AD,.BD i kąta niemi zawartego, można znaleźć żądaną 

odległość AB. 

Uczyńmy, dla skrócenia, bok DB=a, AD =3 i kąt ADB=D, 
będziemy mieli proporcyę 

D A—B 
0: 0 0222 000 da ZĘ a+b:a dot 5 sty De 

zkad 
aa 

AE 2: BIS Ge a ET. p RN En 
a 

b 
Weźmy kat pomocniczy gy, taki aby SI p= kat » wyznaczy 

się za pomocą logarytmów linij trygonometrycznych. 

Wyniknie ztad 
A+B. 1=styę 

sty = 
2 4+ stye¢ 

Ale znana formula 

sty a—sty 6 
t 7 mf, R ao zn a » 

Sy dae?) 4-+styasty} daje, 

przypuszczając a =15*, a tem samem sty a=1, 

1 — sty b 

so abso EEE WAER Pe 
Kładąc w tej ostatniej p zamiast b, i podstawiajac otrzymaną 

wartość , znajdziemy nakoniec 

A—B D 
sty —_— =sty (45° —y) dot z . 

2 2 

To ostatnie równanie wyznaczy wartość połowy różnicy ka- 

tów A, B trójkąta ADB. Połowa summy tych dwóch kątów 

jest z resztą wiadoma, ponieważ równa się połowie spełnienia 

kąta ADB który był mierzonym na gruncie. 

Tak więc kąty A i B wyznaczą się za pomocą połowy ich 
summy i połowy różnicy. 
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Aby wyrachować odległość AB, weźmiemy proporcyę 

AB:AD:: wst ADB: wstB; 
zkad 

log AB = log AD + log wst ADB + D* log wstB — 10. 

67. ZAGADNIENIE XIH. — Mając dane trzy punkta widoczne A, 
B, C na karcie krajowej, wyznaczyć położenie czwartego D z któ- 
rego widać proste AB, BC pod kątami wiadomemi. 

Punkt D przypuszcza się tu na płasczyznie ABC i w kącie C. 

Aby rozwiązać zaga- 

dnienie graficznie, na- 
kreślmy na prostych AB, 
BG odcinki kół obejmu- 
jace katy dane ADB, 

BDG, z tej strony oby- 
dwóch linij z której 
punkt D ma się znajdo- 

wać. Łuki tych dwóch odcinków kół będa miały punkt B 
spólny, a ich drugim punktem przecięcia będzie oczywiście 
punkt szukany D. 

Jeśli odcinki kół, obejmujące kąty dane, mieszają się z sobą, 
zagadnienie jest niewyznaczonem. Ten szczególny przypadek 
istnieje gdy katy dane ADB, BDC są odpowiednio równe kątom 
AQB, BAC trójkąta ABC. 

Jeśli zaś łuki tych odcinków mają tylko punkt B spólny, 
zagadnienie jest niemożebnem w całem znaczeniu tego wyrazu; 
ponieważ punkt D powinien się znajdować wewnątrz kąta ABC. 
Aby rozwiązać to samo zagadnienie rachunkiem, dosyć wy- 

znaczyć katy BAD, BCI. Albowiem, gdy te katy będą znane, 
łatwo znaleźć wszystkie części czworoboku ABCD, ponieważ 
w każdym z trójkątów BAD, BCD będziemy mieli wiadome 
jeden bok i dwa kąty. 

Dla skrócenia, uczyńmy BC=a, AB=b, kąt BDA =a, 
BDC =P i ABC=B; kąt niewiadomy BAD=z i BCD = y. 

Bedzie naprzöd 

oY SOP {Bo Ee); 
nadto 

wst x: wsta:: BD: ce, i wsty: wst@:: BD: a;
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: wst 2 awsta a 
zkad wynika —_ >= 7 

4 wsty ewstB d 

ee 
kładąc = d; liczba d łatwo się wyrachuje przez logary- 

a 

tmy, za a położonego równania. 

, = AWSUZ a ; 5 
Poczem równanie —— = - 7 dae nastepnie 

wst y 

sty [| ——+ 
wstz—wsty a—d __a—d 

= , albo ; 
wstz--wsty a+d =. atd 

sty 

zkąd sty (72)=3 DIG > 

a nakoniec aty(= > = gł +f). 

Ta ostatnia równość wyznacza wartość 5 y . Bedziemy 

przeto znali połowę różnicy i połowę sammy katów z, y, a na- 
stępnie wartości tych dwóch katów. 

Musimy tutaj zwrócić uwagę na to, że wartość niewiadomej 

sty(") wzięłaby forme 0X, gdybyśmy mieli zarazem 

a=d, B+a+ = 180°. Ta szczególna okoliczność, jako łatwo 
się widzi, odpowieda przypadkowi w którym odcinki kół, obej- 
mujące kąty dane, schodzą się w jeden; wtedy 

a—=AUCB 1 B= BAG 

Jakoż, nazwijmy A, © kąty BAG, ACB, będziemy mieli 

A+B+C=180°?=B+2+6, 

zkad A+C=a+6. 

Nadto, równość przypuszczona a =d i trójkąt ABC dają 

wsta 6 __ wstC_ 

wstB a wstA’ 

ztad wywodzimy nastepujacy wynik : 
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Wst a + wst$ _ wst CH wst A > 

wsta—wst@  wstC—wst A’ 
albo aż z 

sty <- = sty (== ) 

ma ZE 
sty (=?) sty (= 

+ — c 
Aże z powyższego śe: = =e , zatem = = = 

więc 3-0 o BEA. 

Czego właśnie trzeba było dowieśdź. 

“u, 

CWICZENIA. 

I. Okazać że luk sieb=2kn * a; a zaś lukdosieh =2kr--a ; 

i łukdosieb =(24-F4)r —a. a 

Il. Wyrachować wstawy i dostawy łuku = 1 jego wielo- 

krotniköw. 

Il]. Dowieśdź że, jeśli a+ 6 + =(2k--1)m, wtedy 

wst a + wst b-E wst c == 4 dos € dos A dos <. 
2 2 2 

IV. Dowieśdź że w każdym trójkącie 

wst A wst B- wst 6 = >, 3 

ŁA dos4B dosą C=; dos 4 A dos $B dos4 aR? 

wstA wstB wst—=— 
R?’ 

p 
wst z A wst ZB wst G= „z, | 

A B C A_>;m C2298 
ot 3 1 dots + dot 5 =dot"> dots dotz <=>. 

p oznacza połowę obwodu trójkąta, R i » promienie kół opisa- 
nego i wpisanego.
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V. Dowieśdź że stosunek 
sty z 

rośnie ciągle od 1 dow gdy 

łuk rośnie od 0 do $ x. 

VI. Wyznaczyć granicę do której dąży iloczyn 

Wiza ł a a 
a dos = dos = SOs dosa d 5 108 5 dos 5 dos = 

gdy n rośnie nieskończenie. 

VII. Wyrachować za pomocą tablic pierwiastki rzeczywiste 

równania 
awstz + b dosc = 

VIII. Cztery punkta niedostępne A, B, ©, D, leżące w linii 

prostej, są widziane z punktu O na którym się znajduje Miernik, 

Wyznaczyć odległość BC, znając odległości AB i CD. 

IX. Rozwiązać trójkąt którego znaną jest podstawa, wysokość 

i różnica kątów przy podstawie. 

X. Rozwiązać trójkąt którego dane są trzy wysokości. 

XI Rozwiązać trójkąt mając dane promienie trzech kół za- 

wpisanych. 
- 

XII. Przez punkt O, wzięty zewnątrz koła C, poprowadzono 

siecznę OAB. Dowieśdź że iloczyn sty z ACO styz BCO jest sta- 

lym, to jest nie zależy od położenia siecznej OAB. 

XIII. Pęk czterech prostych przecięto poprzeczną która spo- 

tyka te proste w punktach A, B, G, D. Dowieśdź że stosunek 
a] 

: : A 
nieharmoniczny —=: z, jest stałym. J AD GD y 

XIV. Cztery plasczyzny, przechodzace przez jedna linie pro- 
sta, przecięto poprzeczną która spotyka te płasczyzny w punk- 

tach A, B, ©, D. Dowieśdź że stosunek nieharmoniczny 

AB (B. a 
AD * GD jest stalym. 

XV. Dowieśdź że wszelka poprzeczna, spotykająca kierunki 

trzech boków trójkąta, wyznacza na nich sześć odcinków takich 

że iloczyn trzech odcinków nieprzyległych równa się iloczynowi 
trzech innych. 
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wst (z + 6) —wstz 

h 
XVI. Dowieśdź że stosunek ma za granicę 

dos x gdy h maleje aż do zera. 

XVII. Mając dany wielokąt foremny i punkt M na jego płas- 
czyznie; dowieśdź że summa kwadratów odległości tego punktu 
od wszystkich wierzchołków wielokąta zależy od samej tylko 
odległości punktu M od środka wielokąta. 

Zobacz, do tych różnych zadań, GEOMETRYĘ pana G.-H. NIE- 
WĘGŁOWSKIEGO. 

KONIEC TRYGONOMETRYI PŁASKIEJ.



KSIĘGA CZWARTA 

TRYGONOMETRYA SFERYCZNA 

Związki między bokam t kątami trójkąta sferycznego. 

GS. Trygonometrya sferyczna ma za cel rozwiązanie trójką- 
tów sferycznych. 

Boki i katy trójkąta sferycznego, wykreślonego na danej 
sferze, są wyznaczone gdy jest znana liczba stopni każdego 
z nich. Rozwiązanie trójkąta sferycznego zależy więc od związ- 

ków które zachodzą między liczbami trygonometrycznemi, to 
jest wstawami, dostawami, etc. boków i kątów. Dlatego wła- 

śnie wskażemy naprzód formułę fundamentalną która wyraża 

związek między jednym kątem i trzema bokami, a z której wy- 
wodzą się wszystkie inne rozwiązania trójkątów sferycznych, 
gdy daną jest dostateczna liczba części wiadomych. 

Jako zwykle, oznaczać będziemy boki trójkąta małemi litera- 
mi a, b, e, a kąty im przeciwne wielkiemi A, B, C. 

Formuła fundamentalna. — Niech będzie trójkąt ABC nakre- 

ślony na danej sferze która ma » 
środek w punkcie 0. Do boków > 
AB, AQ kąta A poprowadźmy ZAJ 
styczne AD, AE, i przypuśćmy c 
że spotykają, w punktach D, E, 
promienie OB, OC dostatecznie 
przedłużone. 

Biorąc promień OA za jedność, 
będziemy mieli 

AD=styc, AE=styb, OD=siec, OE =sieb. 

Nadto, kat stycznych DAE jest właśnie kątem A trójkąta sfe- 
rycznego, a zaś kąt DOE ma za miarę bok a tego trójkąta. 

7 
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To zrozumiawszy, trójkąty prostolinijne DAE i DOE, daja 

DE’ = AD’ + AE’ — 2AD. AE dos DAE 
i DE? = OD’ + OE” — 20D. OE dos DOE; 

zkad, odejmując pierwszą równość od drugiej, bacząc że 

0D* — AD’ =1, oF — AE =1, 

i dzieląc przez 2, będzie 

0 =1—sied sie c dosa - Sty b styc dos A. 
Ale 

WEER detest a sty Reba > stye SS’, 
dos 6’ dose’ A dos 6’ dosc” 

mamy przeto 

dosa wst b wste dosA _ 

~~ dosb dose dos Joe 
albo 

dos a == dos 6 dośc + wstó wste dos A. (1). 

Związek istniejący między kątem A i trzema bokami trójkąta. 

Dowodzenie poprzednie przypuszcza że boki b, c są mniejsze 
od ćwiercianu, ale znaleziona formuła (1) jest ogólną. 

Jakoż, przypuśćmy naprzód że bok c>90, ale 6< 90°; 
przedłużmy boki a, © aż do ich 

POD SRR, spotkania w B”. Jeśli uczynimy 
pĘ / bok AB'=c', CB’ =o’; trójkąt 

A 4 B AB/C, w którym boki c', 6 są 
a obydwa mniejsze od ćwiercia- 

A nu, da 

dosa' ==dosb dosc! -J- wst4 wst c' dos B'. 

Lecz 
Mil ==180—a, c= 180°—c, BAG—=180—A; 

więc, podstawiajac, będzie 

-- dos a == — dos) dos c — wst) wste dos A, 

albo dos a == dosb dose + wst 6 wstc dos A. 

Co jest właśnie formula (1). 

Przypuśćmy teraz że boki 6, ¢ są oba większe od 90°, i prze-
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dłużmy je aż do spotkania się 
wA', Ponieważ spełnienia 0’, c’, 

tych boków, są mniejszemi od 

90°, będziemy więc mieli, w trój- 
kącie BA'C, 

dosa = dos 5' dos e' 4- wst ’ wste! dos A’; 

a podstawiając za 0’, c’ ich wartości 180 —b, 180—c, i uwa 

żając że kąt A'= A, otrzymamy formule (1). 

Gdy oba boki 5, c sa ćwiercianami, formuła (1) redukuje się do 

dosa =dosA; 

ta równość jest oczywistą, bo wtedy punkt A jest biegunem 
boku a, zatem kąt A ma za miarę łuk a. 

Nakoniec, jeśli jeden z dwóch boków, jako e, równa się 90°, 
a drugi b różny od 90°, formuła jest jeszcze prawdziwą. 
Na dowodzenie tego, weźmy na AC łuk AD == 90», i popro- 

wadźmy łuk wielkiego koła BD. 
Jeśli BD=90", punkt B jest bie- i C 
gunem łuku AC, i mamy zara- ZE ae 
zem a=90%, b=90°i A=90; A > 
wtedy formuła (1) przywodzi sie eee 
do tosamości 0=0. 

Jeśli zaś łuk BD jest różnym od 90°, wtedy trójkąt BCD, na 
mocy tego co poprzedza, daje 

dosa = dos BD dosGD + wstBD wst CD dos BDC. 

Ale dosBDG=0, dosCD =dos (90°— 4) = wst 6, dos BD=dos A; 

wiec dosa = wstó dos A. 

Owoż, do tej właśnie równości przywodzi się formuła (1), gdy 
w niej przypuścimy c=90. Więc ta formuła zostaje dowie- 
dziona we wszystkich przypadkach. 

69. 19 Związek między trzema bokami i jednym kątem, Daje 
ten związek fundamentalna formuła (1) z której, prostagſſze- 
mianą liter, wywodzą się dwie inne; mamy więc raz 

dosa = dos b dosc + wst wste dos A 

(1)  dosb = dosa dose + wsta wste dosB 

dos c = dosa dos 6 -- wsta wstó dos: 
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Te trzy równania fundamentalne trygonometryi sferycznej są 
dostateczne do wyznaczenia trzech którychkolwiek z sześciu 
części trójkąta sferycznego gdy trzy z nich są dane. Idzie zatem 

że tylko trzy różne równania między temi sześcioma częściami 
istnieć moga. Ztąd wnosimy że wszystkie inne związki, między 

bokami i kątami, ze trzech powyższych równań wywieśdź się, 
przekształceniem algebrycznem, będą mogły. 

70. 2° Związek pomiędzy dwoma bokami t dwoma kątami 
przeciwnemi. 

Aby otrzymać związek pomiędzy dwoma bokami a, 5 i kata- 
mi przeciwnemi A, B, dosyć jest wyrugówać bok c między 
dwoma pierwszemi równaniami (1). Można też dojść do tego 

związku następującym sposobem, już użytym w trygonometryi 

prostolinijnej. 

Pierwsze z równań (1) daje | 

dosa —dos b dos c. 

wst b wst e 
dos A= 

zkad 

wstżb wst? ¢—- (dosa — dosh dosc)? 

wst? b wstżc 

(1 —dos? 6) (1 — dos*c ) — ( dosa— dos 6 dosc )? 

wst? 6 wst? c 

ES dos?a— dos*b — dos? c-|- 2 dosa dosé dosc 

ar wst2 wst? c 4 

wst A =1 — dos A = ? 

zatem 

wst? a wst a? wst 6? wst c? 

wst2A 4-- dos? a— dos?) dos?c-+2dos a dos b dosc 

"Waco. : 
Ta wartość IN jest symetryczną względem liter a, b, c; to 

jestęmie zmienia się gdy te litery przemieniają się jedne na 

drugiężawięc 

wstża _ wst*b _ wst2e 

wstżA  wst?B  wst?0' 

A nakoniec, ponieważ boki i katy są mniejsze od 180%, mamy 
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(2) wsta _ wstd WEGS 

wstA  wstB weil" 

co wyraża że w każdym trójkącie sferycznym wstawy boków są 
proporcyonalne wstawom kątów przeciwnych. 

74. 3° Związek między dwoma bokami, katem zawartym 7 ka- 
tem przeciwnym jednemu z nich. Aby otrzymać związek między 
a, b, Ci A dosyć jest wyrugować c między pierwszem i osta- 
tniem równaniem (1). Posługując się równaniem (2) rachunek 

jest prostszy. Rugując najpierwej dosc znajdujemy 

dos a= dos a dos?9 4- dosb wsta wstó dos C + wst 6 wst c dos A; 

poczem, przenosząc dosa dos?6 na pierwszą stronę, zastępując 

4—dos?b przez wst?%, i dzieląc przez wsta wstb, będzie 

wste dos A 
dota wstó = dosb dosC + ————— ; 

wsta 

wste wstQ ; 
= wynika 

wst a wst A 
zkad, z przyczyny 

dot a wst b == doso dosQ + wste dot A, 

formuła szukana z której, prostą przemianą liter, wywodzą się 

pięć innych podobnych. Mamy przeto razem sześć następują- 

cych równań : 

dota wstó = dosb dos C + wst © dot A, 

dot b wsta = dosa dos C+ wst © dot B, 

(3) dota wste = dosc dosB + wstB dot A, 

dote wsta == dosa dosB + wstB dot C, 

dotó wstc = dosc dosA + wst A dot B, 

dote wst ==dosb dos A + wst A dotC. 

72. h° Związek między jednym bokiem ti trzema katami. 

Możnaby ten związek wyprowadzić z formuł fundamental- 

nych (1), rugując między niemi dwa ze trzech boków ; lecz jest 
prościej użyć trójkąta biegunowego. 

Niech więc będą A”, B’, C’ katy, ia’, 0’, e’ boki trójkąta bie- 

gunowego który spełnia trójkąt damy; mamy 

dosa! = dos 5' dose’ + wstł! wstc' dos A’. 
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Podstawiajac za a’, b', c', A’ ich wartości 180°— A, 180°— B, 
180°—(, 180°— a, i zamieniając znaki, wyniknie 

dos A = — dosB dos (+ wstB wstC dosa. 

Stosując tę samą formułę do dwóch innych boków Bie 
otrzymamy podobnie dwa nowe równania: eo razem czyni trzy 
następujące : 

dos A = — dosB dosC + wstB wstC dosa, 

(4)  dosB = —dos A dosC + wstA wstC dosd, 
dos C == — dos A dos B-+- wst A wstB dosc. 

- FORMUŁY I WŁASNOŚCI TRÓJKATÓW SFERYCZNYCH - 
PROSTOKATNYCH. 

73. Trójkąt sferyczny jest prostokątnym gdy ma jeden kat 
prosty. Bok przeciwny temu kątowi nazywa się przeciwpro- 
stokatną. 
Wiemy że trójkąt sferyczny może być dwuprostokatnym i nawet 

trój prostokątnym ; to jest, może mieć dwa katy proste, a nawet 
wszystkie trzy kąty proste. W pierwszym przypadku, dwa boki 
są ćwiercianami, a zaś trzeci bok jest miarą kąta przeciwnego. 
W drugim przypadku, wszystkie trzy boki sa. ćwiercianami ; 
przeto dwa te przypadki nie tworzą żadnego zagadnienia. 
Uważać zatem będziemy na przyszłość trójkaty prostokątne 

w których tylko jeden kąt jest prostym; dwa zaś inne katy, 
ostre lub rozwarte, nazywać będziemy pochyłemi. 
Aby mieć formuły służące do rozwiązania trójkątów prosto- 

katnych, dosyć jest w formułach ogólnych, któreśmy powyżej 
otrzymali, przypuścić kat A=90°;. wynikną ztąd żądane ró- 
wnania następujące : 

(5) dosa = dosh dose, 

(6)  wstó = wsta wstB, — wste = wsta wst C, 

2 styb = Sty a dos C, sty c ==sty a dos B, 
(7) styb = wstestyB, Styc== wstd sty C, 

dosa =dotBdot C, dosB = wstC dos, 
dos C= wstB dos c. (8) 

Jest sposób pamięciowy za pomocą którego wszystkie dziesięć
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formuł powyższych (5)...(8) łatwo się znaleźć mogą. Dajemy go 
wedle lekkiej modyfikacyi Pana G.-H, NIEWĘGŁOWSKIEGO, jako 
następuje. 

W trójkącie sferycznym ABC, na ramionach kąta prostego, 
zamiast boków 6, c, pisze sie ich dopełnienia 

tm—b, tx—c; wtedy, nie uważając kata N 
prostego A, pięć ilości a, B, 3x—e, zr —9, U a 

formują ciag zamknięty. Otoż, rzeczone for- ‘ \ 
muly zawierają się w tej jednej ustawie spo- 2% 
strzeżonej przez NEPERA. 

Ą 

P
l
 

ZER a ee ah B 
Dostawa każdej z pięciu ilości równa sie tlo- a 

czynowi wstaw dwóch ilości odosobnionych , albo też iloczynowi 
dotycznych dwóch ilości przyległych. 

Uważajmy teraz że biorąc źrzy którekolwiek z pzęciu ilości 
Jm ¥ Y 6 , 

jest zawsze jedna z nich albo odosobniona od dwóch innych, 
albo im przyległa; przeto, na mocy ustawy wysłowionej, znaj- 
dziemy łatwo związek między temi trzema ilościami. 

I tak, weźmy na przykład ilości a, 5, c. Ponieważ na obwo- 
dzie trójkąta sferycznego ilość a jest odosobniona od b i c, mamy 

dosa = wst(4m —0)wst($r—c), albo dosa = dos$ dosc. 

Jeśli zaś szukamy związku między 6, e, B; ponieważ ilość 
4 ¢—c przytyka do B i do 4*—4, bo kat prosty A nie liczy 
się, mamy 

; dos (Ew) == dot (zm —5)dotB, albo sty b==wstestyB. 

74, Powyższe równania (5)... (8) wskazują niektóre własności 

trójkątów prostokątnych które nie źle będzie uważać. I tak: 

4° Formuła dosa ==dosbdosc pokazuje że dostawy trzech 

boków są wszystkie trzy dodatne albo dwie tylko odjemne a 

trzecia dodatna. Więc 

W każdym trójkącie sferycznym prostokątnym, wszystkie trzy 

boki są zarazem mniejszemi od 90°, albo też jeden z tych boków 

jest mniejszym od 90° a dwa inne większemu. 

20 I nawzajem, gdy trzy boki trójkąta zadosyć czynią równaniu 

dosa == dos b dose, 
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ten trójkąt jest prostokątnym i ma bok a za przeciwprostokatną. 
Ta sama uwaga ściąga się także do każdego z równań (5)... (8). 

3° Ponieważ wstawy boków 4, c są dodatne, równania 

styb==wstestyB i  styc= wstóstyC 

okazują że styczna kąta pochyłego i styczna boku przeciwnego 
są obie tego samego znaku. Ztąd wnosimy że 

W trójkącie sferycznym prostokątnym, ramie kata prostego i 

kąt mu przeciwny są zawsze oba jednego rodzaju, to jest oba 
mniejsze albo oba większe od 90°. 

Nareszcie formuła wstb = wsta wstB jest podobna do for- 
muły b =awstB która ma miejsce w trójkącie prostokątnym 
płaskim. 

ROZWIAZANIE TRÓJKATÓW SFERYCZNYCH 
PROSTOKATNYCH. 

75. Będziemy się teraz zajmowali rozwiązaniem różnych 
przypadków trójkątów sferycznych prostokątnych ; te przypadki 
sa w liczbie sześciu. 

Pirrwszy PRZYPADEK. —- Mając dane przeciwprostokątnę a i 
bok b kata prostego, znaleźć bok e 7 dwa katy pochyłe B, C. 

dosa. 

dosb’ 
a do wyrachowania kątów B, C, pierwsze z równań (6) i pierwsze 

wst 6 j= sty 6 

wsta” + sty a’ 

Formuła (5) daje, do wyrachowania boku c, dose = 

z równań (7), dają wsi 5 = 

Uwaca.— Zagadnienie może jedno tylko mieć rozwiązanie, 
chociaż kąt B jest dany przez wstawę; bo, jako wiadomo z uwa- 
gi 3°, kat B powinien być tego samego rodzaju co bok 5 który 
mu jest przeciwległym. 

DRuci PRZzYPADFK. — Mając dane dwa boki b, c kata prostego, 
wyznaczyć a, B,C. 

Z formuł (1) 1 (7) wyprowadza się 

styb sty © 
SS, eS 4 
wste E wstó 

dosa =dosbdosc,  styB= 
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TRZECI PRZYPADEK. — Znając przeciwprostokatnę a i kat B, 
znaleźć b, e, CG. 

Mamy podług formuł (6), (7), (8) 
dos a 

dotB” 
Zagadnienie ma jedno tylko rozwiązanie; bo bok b, dany 

przez wstawe, musi być tego samego rodzaju co kat mu prze- 
ciwny B. 

wstb==wsta wstB,  styc==styadosB, dot@— 

CzwARTY PRZYPADEK. — Znając bok b kata prostego t kat przy- 
legły G, wyznaczyć a, c, B. 

Za pomocą formuł (7) i (8) mamy 

styb 

MY A dos? stycz=wstóstyC,  dosB = wstC dos 6. 

Praty PRZYPADEK. — Znając bok b kata prostego it kat mu prze- 
ciwny B, wyznaczyć a,c, C. 

Formuty (6), (7), (8) daja 

wst 6 sty b dos B 
wsta = a wstc = sty B’ wst G= 67 

Dyskussya. — Aby zagadnienie bylo możebnem, trzeba żeby 
wartości znalezione dla trzech wstaw były mniejsze od jedności; 
to jest, trzeba i dosyć jest aby kąt dany B był zawartym między 
bim—b. Gdy ten warunek jest dopełniony, wtedy każda ze 
trzech niewiadomych a, c, C ma dwie wartości spełniające. 

Jako już wiadomo, wartości boku c i kata mu przeciwnego C, 
powinny być wzięte obie jednego rodzaju. Go do wartości prze- 
ciwprostokatnej a; ponieważ w trójkącie prostokątnym wszystkie 
trzy boki są mniejsze od 90°, albo jeden tylko mniejszy a dwa 
inne większe od 90°; więc, jeśli bok b< 90°, wtedy a i c mogą 

być wzięte oba mniejsze albo oba większe od 90°; a jeśli prze- 
ciwnie > 907, wtedy boki a i c muszą być wzięte jeden mniej- 
szy drugi większy od 90°. Jest przeto w obydwóch razach dwa 
rozwiązania. Można to łatwo geometrycznie usprawiedliwić. 

Jakoż , niech będzie trójkąt ABG rozwiązujący zagadnienie; 
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gm G jeśli przedłażymy boki BA, BC 
> 2 aż do ich spotkania B', ufor- 

> 74 s mujemy drugi trójkąt AB'C 
a którego boki AB’, CB’ są spel- 

Xx nieniami boków c, a, i który 
oczywiście zadość czyni zada- 

nemu zagadnieniu. 

Gdy B=4, każda ze trzech wstaw, wsta, wstc, wstC równa 

się jedności; wtedy, a =c=Q—=90", trójkąt szukany jest dwój - 

prostokątnym przy A i C, i zagadnienie ma jedno tylko roz- 
wiązanie. 

SZÓSTY PRZYPADEK. — Znając dwa katy pochyłe B, C, znaleźć 
trzy boki a, b, e. 

Formuła (8) daje 

dosa=dotBdotC, dosb= oe? dose = „= 

Wiadomo z Geometryi że w każdym trójkącie sferycznym jest 
A+B+C ><, a zarażem A--x>BE4+Q i C+ 2>A-+B, 

przypuszczając (<< B. Zkad, podstawiając A= tr, otrzymamy 

Te trzy warunki konieczne są dostatecznemi. Jeśli więc dwa 
katy dane B, C zadosyć im czynią, zagadnienie ma jedno tylko 
rozwiązanie. 

UwaGA. — Jest jedna ważna uwaga do zrobienia która się 
tyczy zastosowania logarytmów w rachunkach linij trygonome- 
trycznych. Trafia się często że trzeba wyznaczyć kąt dany przez 
dostawę albo przez stycznę. Gdy wartość tej dostawy albo tej 
stycznej jest odjemną, nie można użyć logarytmów ; wtedy za- 

miast kata szukanego, należy wyrachować kąt spełniający który 
ma tę samą dostawę albo stycznę ale znaku przeciwnego. Znając 

kat spełniający, łatwo się znajduje kąt żądany. 

I tak, gdybyśmy szukali kata B danego przez równanie 
dot G 

log dos (r— a), i wykonywając rachunek, otrzymamy spełnienie 
kata B, po czem łatwo znajdziemy sam kat B. 

, W którem przeciwprostokatna a>90%; biorące 
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Gdyby zaś była do wyrachowania wartość dos a =dosé dosc, 
a boki 6, c były oba większe od ćwiercianu ; w takim razie dosyć 
jest wziąć dostawy spełnień boków danych Ż, e, co bynajmniej 

nie zmienia wartości dosa. 

ROZWIAZANIE TRÓJKATÓW SFERYCZNYCH 
JAKICHKOLWIEK. 

we, PieRwszY PRZYPADEK. — Mając dane trzy boki a, b, c, 

wyznaczyć trzy kąty A,B, C. 

Kąt A otrzyma się za pomocą formuły 

dosa == dos dosc-- wstó wste dos A, 

która daje 
dos a — dosé dosc 

dosA = 
wstó wstc 

Ta formuła nie jest wyrachowalną przez logarytmy, ale można 
z niej wyprowadzić inne temu rachunkowi dogodne. 

Podstawmy powyzsza wartość dosA w formule 

1—dosA 
wst4A == a > ; otrzymamy 

2 

RK yw 465 24657 RYC (b=e) — dosa. 
WSLĘ A= 
a 2 wstó wste Źwstówste * 

albo, ponieważ 

erozja
 tw (CER). 

mamy wst = a = =)
 w wst (=) 

wst 5 wstc 

Połóżmy, dla skrócenia, a --5-+c=2p, zkad 

AH eb, +. 0 01154 4 
ey eee ZIG 

wst ( —b ) wst  —C 
zatem wstęA = y (i (7 ) 

5 wst c 
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Podobny rachunek daje 

wstp wst (p—a 
dos +A = v Se em] 

wstó wste 

Dzieląc pierwszą przez drugą, otrzymamy 

styjA — ZE ) wst (p—c) | 

4 wstp wst (p— a) 

W tych trzech formułach, podobnych formułom otrzyma- 
nym do rozwiązania trójkąta prostolinijnego którego trzy 
boki sa dane, pierwiastniki powinny być wzięte dodatnie , bo 
kat$A jest ostrym. 
Gdy mamy do wyrachowania trzy kąty trójkąta sferycznego, 

dobrze jest użyć ostatniej formuły, z przyczyny że wtedy czterech 
tylko logarytmów szukać trzeba. Należy pamiętać że, mając 
dane trzy boki, można nakreślić na sferze dwa trójkąty syme- 
tryczne; ale te dwa trójkąty, mające te same boki i katy, uważają 
się za jedno rozwiązanie. 

Dyskusya. — Roztrząsnijmy teraz formułę 

sty td = fe p—b) wst (p—c) 

wstp wst (p—a) 

w której dane boki a, b, c są łukami mniejszemi od półokręgu 
koła. 

Aby wartość sty; A była rzeczywistą, ilość pod pierwiastni- 
kiem. wst (p — 4) wst(p--c) 

5 wstp wst (p— a) 

maga aby wszystkie czynniki były dodatnemi, albo żeby odjemne 
były w liczbie parzystej. Owoz, przypuszczenie dwóch których- 
kolwiek czynników odjemnych jest niemożebnem. Bo, dajmy 
na to że wstp<0 i wst(p—a)<0; wyniknie ztąd 

, powinna być dodatna; co wy- 

wstp--wst(p—a)<0 albo aa > 

b ; b ; 
Ale we 180°, = 90°, a następnie wst” >0 idosz >0 

a 
dos I< 0. 

] ; b+e a ; Zr oe przeto nie może być wst dos < 0. Więc nierówności 

wstp <0, i wst(p—a)< 0 istnieć razem nie mogą.
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Zobaczmy teraz czy nie można mieć zarazem wst (p — a) < 0 
i wst (p —6)< 0. 

Jeśli to możebne, powinno być także w następstwie 

6 a—b 
vst - dos —— < 0; w 5 OS 5 < 

© a--b é a—b 
Ale =X 90°, =a 90%; zatem wst >06, dos 2 >0, 

; c a—b ; EITEN] 
i wst dos 3 >0. Więc dwa czynniki, jako wst(p—a), 

wst(p — b), nie mogą być oba razem odjemnemi. 
Ztąd wnosimy że wszystkie cztery czynniki wstp, wst (p—a), 

wst(p— 6), wst (p— c) są dodatnemi. 

Nadto, żaden łuk, jako p—a, nie może być odjemnym: albo- 
wiem przypusémy p— a << 0; ponieważ wst (p— a) > 0, byłoby 
4 --p > 180*, zatem bok a > 180%. Co niemozebne, bo każdy 
bok wielokąta sferycznego jest mniejszym od półokręgu. 

Mamy więc zarazem 

P>, pe 0 pW" CM. 

Pierwsza z tych czterech nierówności, dlatego że wst p >0, daje 

p<180 albo atb+c< 860°. 

Ze trzech następnych wynika 

a<b+te, b<a+e, c<a+b. 

To pokazuje że warunki konieczne i dostateczne możebności 
trójkąta sferycznego sa: 

4° Summa trzech boków danych musi być mniejszą od okręgu 
koła wielkiego. 

2° Każdy z boków musi być mniejszym od summy dwóch 
innych. 

Dyskussya formuł 

wst (p — 0) wst(p— c) 
7 ti A = 

AŻ V wst b wste ? 

FZ wstp wst (p —a) 

wstó wste 
dos} A= 

do tych samych prowadzi wyników. 
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77. DRuGi PRZYPADEK. — Majqe dane dwa boki a, b i kat niemi 
zawarty Q, znaleźć A, B, c. 

W tym przypadku trójkąt jest zawsze możebnym. Szukajmy 
naprzód kąta A. Mamy 

dota wstb==dos$ dosC +- wstC dot A; 

zkad 

dot A = = wst 6 << 2225 
wstC wstQ dota 

dos C 

dota’ 

dot a wst 6 — dosb dos _ dota dosQ a) 

Weźmy teraz kąt pomocniczy » taki aby  styp= 

co zawsze możebne; będzie 

dot a /wstó dosp—wsto dosby dota wst (5— p) 

a wst G dose ~~ dose wst C 

Formula wyrachowalna przez logarytmy. 

Znajdzie się podobnie kat B, za pomocą formuły 

dotó wst (a—4) 

= dosy wstQ 
, 

w której kat pomocniczy 4 wyznacza się równaniem 

dos G 
st =——. 
ve dot 6 

Aby wyznaczyć bok e, bierze się formuła 

dosc == dosa dosó -+ wst a wstb dos C 

która się przerabia na inną, zastosowaniu logarytmów dogodną, 
sposobem następującym 

dos c == dosa (dos 6 + wstó sty a dos C), 

: los a dos (p— 
albo dos c= dosa ( dos + sty » wst 6) = pk ES Gente 

dos » 

Kat pomocniczy » już wyżej użyty. 

UwaGA. — Można łatwo okazać co wyobraża geometrycznie 
kat pomocniczy p w szukanym trójkącie ABC. Z punktu B spuść- 
my prostopadłę BH na bok AC. W trójkącie prostokątnym BCH 
(który sobie sam czytelnik nakreśli), mamy 

dos C= dota sty CH; wiec p =(H. 
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38, TRZECI PRZYPADEK. — Dane są dwa boki a, b t kat A prze- 

ciwny jednemu z nich, znaleźć B, C, c. 

Re wstówstA . 
Kat B wyznaczy się za pomocą formuły wst B= vic A 

wsta 

Aby znaleźć kat C, użyjemy formuły 

dota wstó ==dosó dos C+ wstC dot A, 
która daje 

dos bi dota wst 5 

wee dln 

Niech będzie » kat pomocniczy taki aby sty» eae bedzie 

wst = dosG dota wstb 
wst C +- 

x __. dot a wst 5 dos » 
albo wstC dosy + wstę dos C= WEIGERN 2 

dota wstó dos g zkad SEG EIGNETE 

Ta ostatnia równość daje kat C+ vy, a następnie kąt C odcia- 
gając p od C+. 

Bok c otrzymuje się za pomocą formuły 

dos a==dosó dosc + wstb wste dos A, 

==dosó (dosc-|- sty 5 dos A wst c), 

która, biorąc kat pomocniczy 4, tak aby sty dosA = doty, 
staje się 

dosó dos wst (W +- ©) 
dosa ==—— CE (wsty dos e + dosy wstc) = > w 0 

dos a wstd 

Ta równość daje c 4-4, a następnie bok c. 

Uwaca.— Niewiadome B, C +-9, ¢-+ sa dane przez wstawy, 

aby więc trójkąt szukany mógł istnieć, trzeba przede wsżystkiem 

żeby znalezione logarytmy dla tych wstaw były mniejsze od 10. 

Gdy ten warunek będzie dopełnionym, każda ze trzech formuł 

da dla niew iadomej odpowiednej dwa łuki spełniające. Ale wia- 

domo że w trójkącie sferycznym naprzeciw boku. mniejszego 



112 KSIĘGA CZWARTA 

leży kąt mniejszy, trzeba więc aby dwie różnice a—b i A—B 
były obie jednego znaku. Jeśli żadna wartość kąta B, porówna- 
na z kątem A, nie czyni zadość temu warunkowi, oczywiście 
trójkat żądany nie istnieje: gdy zaś jedna albo dwie wartości 
kata B zadość czynią rzeczonemu warunkowi, wtedy zagadnie- 
nie ma jedno albo dwa rozwiązania ; co właśnie później okażemy 
dyskutując szczegółowo ten przypadek. 

79. CZWARTY PRZYPADEK. — Mając dane dwa katy A, B 
z bokiem przyległym c, znaleźć a, b, C. 

Otrzymamy kąt © za pomocą formuły 

dosC = — dos A dosB + wst A wstB dosc 

== dos A (— dos B +-sty A dose wst B); 

zkad, czyniąc styA dosc = doty, wynika 

dos C= dos A (— dos B+ wst B doty), 

dosA wst (B— 9), 

wstę 

Bok a wyznacza się formuła 

dot a wst c == dosc dosB- wst B dot A; 

= dose (dosB-+ wst B oe) 

== dose ( dos B+- wstB sty vy); 

albo dos C= 

zkad wynika 
dere dot c dos (By) 

dose 

Kat pomocniczy ¢ jest ten sam co wyżej użyty. 

Znajdziemy tak samo 
dot c dos (A— 4) 

dotó = : 
2 wstw 

w jest kat wyznaczony równaniem 

dot B 
do doty. a 

SO. PIĄTY PRZYPADEK. — Mając dane dwa katy A, Bi bok a 
przeciwny jednemu z nich , znaleźć b, c, C. 

Będziemy zaraz mieli 
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wst a wstB 

wstA 

Bok c otrzymamy za pomocą formuły 

dot a wst c = dos c dos B+ wst B dot A, 

z której wynika 
dot a 

dosB 

wst b = 

wst c —dosc = sty B dotA. 

__ dot a 
Jeśli weźmiemy kat pomocniczy ¢ taki aby doty = | 

będzie 
sty B 

wst¢ dos g — dosc Wst p = LĄ Wst p, 
tyA 

albo 

R : wst 
sty A jk 

Ta formuła da c—g, a tem samem bok c. 

wst (c—9) = 

Do wyznaczenia kata C, użyjemy formuły 

dos A = — dosB dos C+ wst B wst C dosa, 

która daje 
dosA | 

wst C styB dosa — dosC = dosk? 

ztąd , jeśli położymy jako zwykle, 

dosA 
sty Bdosa=dot), otrzymamy wst(C—4v) = dsk wsty. 

Będziemy tedy mieli kat C—\, a następnie kąt C. 

Uwaca. — Ten przypadek , tak jak trzeci, może mieć dwa 
rozwiązania. Dyskussya ta sama. 

SY. Szosty PRZYPADEK. — Mając dane trzy katy A, B, C, zna- 
leźć trzy boki a, b, e. 

Bok a wyznaczy się równaniem 

dos A = — dosB dosC + wst B wst © dosa 

które daje 
dos A +dos B dos C 

+ wst B wstC 
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Ale, aby otrzymać formuły wyrachowalne przez logarytmy, 
poszukamy wartości wstża, dosża, sty4a. 

Owoż, mamy 

h 1 — dosa wstB wst C—dosBdos C—dos A 
Wstą a= Spe = 

2 wst B wstC 

V= dosA—dos(B+C) 
KS 2wstBwstG 

Lecz 

dos A+ dos (B-+ C)= 2 dos (<=) dos (==) : 

wiec 

EE EO ) dos (B+C-A 
wst B wstC 

: DARE: wst B wst C + dosB dosC-H dosA 
Podobnie,  dosęa = V ima 

za CIE (B- ()_, /dos$(A+B—C) dos} 2(A—B-+C) | 
= 2 wstB wstC =a wstQ 

Albo, czyniąc dla skrócenia A+ B+ C—180=25$, będzie 

tt jee A—S) 

bess ae a wstBwstG ? 

ZE jon y/ SSE S) wst (C— = 
wst B wst C 

Zkad, dzielac stronami, mamy takze 

4 =y wst S wst (A—S) 

vs wst (B—S) wst (C—S)' 
Prostą zmianą liter, z tych trzech formuł, wywodzą się sześć 

innych które służą do rachunku boków Ż, c. 

Można, biorąc jedną którąkolwiek ze trzech formuł, i rozumu- | 
jac jako w numerze (76), łatwo dowieśdź że w każdym trójkącie | 
sferycznym
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4° Summa kątów dwójściennych zawiera się między dwoma 
i sześcioma kątami prostemi. 

2° Każdy kat dwójścienny powiększony dwoma prostemi jest 
większym od sammy dwóch innych dwójściennych. 

3° Nareszcie te warunki koniecznie są dostatecznemi. 

Radzimy czytelnikowi aby, dla ćwiczenia i nabycia biegłości 
w przerabianiu formuł trygonometrycznych, bez czego żaden 
postęp w umiejętnościach nie jest możebnym, sam starannie 
dowiódł wymienionych twierdzeń, opierając się na samej tylko 
analizie. 

Uwaca. — Rozwiązaliśmy wprost sześć przypadków które się 
znajdują w trójkątach sferycznych. Ale uważać należy że można 
było nie wykonywać podobnych rachunków we trzech ostatnich 
przypadkach, których rozwiązanie przywodzi się do trzech 
pierwszych , za pomocą trójkątów biegunowych. 
Zajmiemy się teraz okazaniem formuł które znakomitą grają 

rolę w trygonometryi sferycznej, 

FORMUŁY DELAMBRA I NEPERA. 

S2. FORMUŁY DELAMBRA. — Jeśli w formułach 

wst 3 (A-EB) = wst A dosą BX dos! A wst£B, 

dos; (AB) =dos}A dos; BF wst! A wst4 B, 

zastapimy wst3A, wstąB, dosżA, dosiB, przez ich wartości 
znalezione w numerze (76), będziemy mieli 

wst(p—%) + wst (p—a) wst p wst(p—c) 4(ALB)= Sea wst; (AE B) waże y wsta wstó ? 

dost (A + B)= wst pzp wst (p— ce) pi wst (p—6) 
wst¢ wst a wst 6 . 

albo 
= 5) + wet!» — wet A Bye dont 

Wst © 

k.75 = t nis 

dos; (A EB) =~ U wst 4C, 
wste 
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Zamieniając nareszcie 

wst (p — 6) Z wst (p 

KSIĘGA CZWARTA 

—a) i wst pk wst (p — c) 

na iloczyny, otrzymamy cztery następujące formuły Delambra. 

wst4 (A + B) __dosz(a—b) 
dos §C 

wst 4(A —B) 

1 1 dos tc 

__ Wst3(a—d) 

dos 4C 

dos 3 (A +B) 

wst4C 

dos 4 (A — B) R 

wst $C 

SS. ANALOGIE NEPERA. 

> wstic 

__ dos3 (a+ 4) (a+ 6) 

dosże ” 

wst; (a +b) 
wstźć -- 

Jeśli podzielimy pierwszą formułę Delambra przez trzecią, 
drugą przez czwartą , potem czwartą przez trzecią i drugą przez ) 
pierwsza, otrzymamy cztery nastepujace, znane pod nazwiskiem 

analogy albo proporcyj NEPERA. 

sty ; (A+ B) _ dos §(a — b) 
dots 

stys(A—B) _ 

 dost (a+b) 

wst 5 (a—b) 
dot&C 

styg(a-+8) _ 

styg e 

styż (2—6) _ 
styż © 

(10) 
witt (a+b)? 

dos4 (A —B) 
= ei (AFB) 

wst 4 (A—B) 

wst (AFB) 

Uwaca. — Każda z formuł Nepera zawiera tylko pięć części 
trójkąta sferycznego, gdy tymczasem każda z formuł Delambra 

zawiera sześć takowych części. 

Zastosowanie analogij Nepera do rozwiązania trój kątów 
sferycznych. 

$4. Analogie Nepera służą do sproszczenia rozwiązania trój- 
kątów sferycznych; można albowiem, stosując je, uniknąć
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kątów pomocniczych. Co właśnie pokażemy następującemi 
przykładami : 

DRuGi PRZYPADEK. — Majac dane dwa boki a, b, ¢ kat zawarty 
C, znaleźć A, B, c. 

Analogie Nepera dają zaraz 

dosż (a—6) 
1 = doti 3 sty 4 (A + B) dots Gz re 

Sey 020) 
styz(A — B) = dots sO Sere ay 

zkąd się wyliczą wartości $(A-+B), $(A—B), a następnie 
kąty A iB. 

Wyrachowawszy tym sposobem katy A, B, otrzymamy bok e 
z proporcyi 

wste : wsta:: wstC: wstA. 

Można jeszcze, jeśli chcemy, wyrachowaé bok c za pomocą 
formuły 

wst S wst (C--S) (6 
tyz= : SJ wst(A—S) wst (B — S) 

Widzimy że zagadnienie ma jedno tylko rozwiązanie. 

TRZECI PRZYPADEK. — Mając dane dwa boki a, b ikąć A prze- 
ciwny jednemu z nich, wyznaczyć B, C, c. 

Jako już wiadomo, kąt B wyznacza się formułą 

wst A wst 6 

wsta 
wst B = 

Potem analogie Nepera dają dla kąta G i boku e: 

wst 4(a—b) 

wst £(a-+ 6) sty4(A—B)’ 

wst 5 (A+B) 

wstź (A— B) 

(4) sty} C= 

(3) styge = sty 3 (a— 4) 

Widzieliśmy w uwadze n° 78 że dwie różnice a—b i A—B 
muszą być obie jednego znaku. Dodaliśmy potem że zagadnie- 
nie jest możebnem i ma jedno albo dwa rozwiązania, jeśli, ze 
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znalezionych dwóch wartości dla kata B, jedna albo obie za» | 
dosyć czynią rzeczonym różnicom. Cośmy tam zapowiedzieli | 
możemy tu łatwo udowodnić. 

Jakoż, ze znalezionego teraz kąta C i dwóch danych boków 
a, b które go zawierają, można zawsze zbudować trójkąt. Na- 
zwijmy c, A’, B’ trzeci bok i dwa inne katy tego trójkąta ; 
będziemy mieli w zbudowanym trójkącie 

wstą (a— 6) 

wst 3 (a-+ 6) sty $ (A —B')' 

Aże, na mocy rachunku kata C, mamy także 

wst 4 (a —%) : 

wst4 (a+ 4) sty (A —B)’ 
wiec A'-B =A—B. 

styż U = 

Sty 5 G= 

W tym samym trójkącie mamy jeszcze 

wsta _ wst A’ 

wstó wet B'? 

wsta-- wstó wsSst A' + wstB’ 

wsta—wstó wst A’—wstB’’ 
+ Py A (AS r albo styg(a--0) _ styg(A' +B') 

zkad 

Aże znowu, na mocy rachunku kata B, mamy także 

> ; 4 1 wsta  wstA zkąd styż (1-+0)__sty4 (AB), 
wstó _ wstB” sty$(a—b)  styż(A—B)" 

a zaś dopiero co otrzymaliśmy A’ —B' =A—B; 

więc A'-+B' =A-+B. 

Zatem A'zB,. Ble Be 

To pokazuje że trójkąt szukany istnieje rzeczywiście, jeśli 
rachunek wyznacza dla kąta B wartość która nadaje różnicy 

A—B znak różnicy a—b. Jeśli dwie znalezione wartości dla 

kąta B czynią obie zadosyć temu warunkowi, wtedy wyznaczy p 

się osobno dwie wartości dla boku c, i dwie odpowiedne dla 
kata C; natenczas otrzymuje się dwa trójkąty które rozwiązują 

zagadnienie. — ( Dowodzenie to wyjęliśmy z trygonometryi 
PP. BRioT i BOUQUET).
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Dyskussya. — Aby umieć naprzód rozpoznać możebność za- 
gadnienia, przedłużmy ramiona kata 

danego A aż do spotkania się w punk- 
cie A’; uczyńmy bok AG=Ż, i z punk- 

tu CG spusémy prostopadłę sferyczną 
CD na ramie AB. 

Uważajmy teraz że 4° na mocy zna- 
nego już twierdzenia, w trójkącie sferycznym prostokątnym ACD, 

ramie CD kata prostego t kat mu przeciwny są oba jednego ro- 

dzaju, to jest oba mniejsze albo oba większe od 90°. 

2° Prostopadta sferyczna GD. jest najmniejszym albo najwię- 
kszym łukiem wielkiego koła, podług tego jak kat A jest ostrym 
albo rozwartym. 

Na tych dwóch uwagach opiera się cała dyskussya trzech 
różnych przypadków zagadnienia. 

I. Gdy bok a zawiera się między bokiem b i jego spełnieniem 
180° —4, trójkąt jest zawsze możebnym, jakikolwiek jest kat A, 
i ma jedno tylko rozwiązanie. 

Bo wtedy okrąg nakreslony z punktu C jako bieguna, pro- 

mieniem sferycznym a, spotyka łuk GA i przedłużenie łuku CA’, 

albo naodwrot; a więc w obydwóch razach przecina pdlokrag 

ADA’ w jednym punkcie B. 

Il. Gdy bok a jest mniejszym albo większym od boku b i od 

jego spełnienia 180” —6, wtedy należy odróżnić dwa poddziały. 

4° Jeśli bok a i kąt przeciwny A nie są oba jednego rodzaju, 

trójkąt szukany nie istnieje: co oczywiste na mocy twierdze- 

nia 2° wyżej przytoczonego. 

2° Jeśli zaś bok a i kat mu przeciwny są oba jednego rodzaju, 

zagadnienie jest o tyle możebnem, o ile rachunek wyznaczy 

wartość rzeczywistą dla kąta B. 

wstó wst A 
Jakoż, wst B= 

wsta 

a w trójkącie prostokątnym AGD, wst CD = wstó wst A; 

wst GD 

wst a ~ zatem wst B= 
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Ztad wnosimy, że jeśli rachunek daje wstB <4, bok a jest 
zawartym między mniejszą i większą prostopadłą sferyczną , 
spuszczoną z wierzchołka C na bok AB. Więc trójkąt ma dwa 
rozwiązania, i to właśnie stanowi przypadek wątpliwy. 

A jeśli wst B=t, wtedy bok a równa się jednej z tych dwóch 
prostopadłych sferycznych, i jedno tylko jest rozwiązanie. 

Trójkąt jest widocznie niemożebnym jeśli wst B jest urojoną, 
to jest gdy rachunek daje wst B >4. 

III. Gdy bok a równa się bokowi b albo jego spełnieniu 
180 —b, trójkąt ma jedno rozwiązanie, albo też nie ma ża- 
dnego; według tego jak bok a i kat mu przeciwny A są oba, 
albo nie sa, jednego rodzaju. Co przez się widoczne. - 

Należy tu uważać szczególny przypadek w którym boki równe 
a, b są ćwiercianami. Ponieważ wtedy trójkąt szukany powi- 
nien być dwójprostokątnym ; więc, jeśli kat A nie jest prostym, 
zagadnienie nie jest mozebnem; a jeśli zaś kat A jest prostym, 
to wtedy zagadnienie zostaje niewyznaczonem, i ma nieskoń- 
czoną liczbę rozwiązań. 

Tę dyskussyę tak prostą i tak ogólną wyjęliśmy prawie całą 
z Geometryi Pana G.-H. NIEWĘGŁOWSKIEGO. 

Chociaż powyższa dyskussya obejmuje dokładnie wszystkie 
przypadki zadanego zagadnienia, przytaczamy jednak poniżej 
tablicę tych przypadków, zwykle dawana w dziełach trygono- 
metryi, aby czytelnik sam się naocznie przekonał o trudności 
dyskussyi tego zagadnienia, i tém lepiej umiał ocenić jej war- 
tość. Oto rzeczona tablica : 

eae ROZK Oar ZEN dwa rozwiazania, 
bea, a ee REZ jedno rozwiazanie, 
Wa >b iatb<180°. .. jedno rozwiązanie, 

a >b i a--b=180* albo a+b>180°, żadne. 

A< 90° b==906)2< EEE OK WERE AE, dwa rozwiązania, 
= | d==6 alb0 45 0..2..25 żadne rozwiązanie. 

a<bia-++b<1809.. . . dwa rozwiązania, 
a<bia+b=180° albo a-Hb >180*, jedno, 
G>5 aAbóSa> > żadne. 

b > 90 
\ 
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| / ach abo Gb 50. zadne rozwiazanie, 
6<90°ja>bia+tbd<t80... jedno, 

a>biatb=180° albo a + b>180°. ah. 

> on zzesan (2 2,0 810070 >%.7a 225 żadne rozwiązanie, 
ABD PY s smi nieskończona liczba rozwiązań. 

a <b i a-+-:6> 180°. jedno rozwiązanie, 
b >9094a Cb i a--0 < 180° albo atb= 180°. żadne, 

a8—b5alhod>0. . « « - 1 żadne. 

[ a<b albo a=. ... . żadne rozwiązanie, 
b<904a>b i a+ 6> 180°. dwa rozwiązania. 

a>b i a--b = 1809 albo a+b < 180°. zadne. 

\ a<b albo a=d. ... . żadne rozwiązanie, 
| b== 90* A : 

A>90° la SO 000 BÓG dwa rozwiązania. 

a<bia+b>180. . . jedno rozwiązanie, 

a< bi a--b=1809 albo a-L-b < 180°. żadne, 

| b> 90% a=b i a+b >180». . jedno, 

a =b iat+b=180° albo atb< 180°. żadne. 
\ CSO AEON EO dwa rozwiązania. 

CZWARTY PRZYPADEK .== Majqc dany bok e i dwa kąty przyległe 
A, B, znaleźć a, b, C. 

Formuły Nepera dają 

ery B) 

; wst4 M 
ty 4 (a—b) =styżc ——— GK ty be AFB) 

Wyznaczywszy tym sposobem boki a, 6, będziemy mieli kat C 
z proporcji 

wstQ : wstA : : wste : wsta. 

Kat C może się jeszcze otrzymać za pomocą formuły 

‘ = ye a) wst (pb) 

ooo wstp wst(p—c) 

PIĄTY PRZYPADEK. — Mając dane dwa katy A, B i bok a prze- 
ciwny jednemu z nich, znaleźć b, e, U. 
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Bok 5 wyrachuje się zaraz formułą 
wsta wstB 

oowstA 
Potem formuły Nepera dadzą, dla boku c i kąta C, 

sty z (a—b) wst ą (A +B) 

wstó= 

ees 
AS re eee. 
dott C — SI EA—B) wst (a + 4) 

Z wst ża —b) : 

Zagadnienie może mieć dwa rozwiązania; jest więc przypadek 
wątpliwy. Dyskussya jest zupełnie ta sama co w przypadku 

trzecim, do którego obecny przypadek może się przyprowadzić, 

za pomocą trójkąta biegunowego ; jakośmy już powiedzieli. 

Z FORMUŁ TRYGONOMETRYI SFERYCZNEJ WYWIEŚDŹ FORMUŁY 

TRYGONOMETRYI PŁASKIEJ. 

85. Niech będzie trójkąt sferyczny nakreślony na sferze pro- 
mienia R; nazywając a’, ’, c' linie których długość równa się 
łukom odpowiednym a, b, c tego trójkąta, mamy 

a’ b' G 
= R b= =, cas 

Wyobraźmy teraz że promień R zwiększa się nieograniczenie, 
ale długość boków a’, 6', c' zostaje niezmienną, trójkąt sfery- 

czny będzie się zbliżał nieskończenie do trójkąta prostolinijnego 

który jest jego granicą. Łuki a, b, c dążyć będą do zera, a iloczyny 

a' wsta 
, 

Rwsta, Rwst 5, Rwste do a/,V/, &'. Jakoż, R wsta = 

ud 

aże, gdy łuk a dąży do zera, gr. a == 1; więc gr. R wstasza. 

Tak samo, gr. Rwstó=b'. Gr. Rwstc=c'. 

To zrozumiawszy, łatwo widzimy że formuły trygonometryi 
sferycznej 

wsta _ wstb _ wste 

wstA  wstB wstG’ 
które można pisać 

a/  wsta b wstb c. - wste 

wstA” a  wsiB 6 - wetG' e ” 
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stają się, gdy promień R rośnie nieskończenie , 

a! b' e) 

wstA weiB wstC 

Weźmy jeszcze formułę fundamentalną 

dos a = dosb dosc + wstó wste dos A 

w której zamiast dosa, dos 5, dosc, połóżmy 1 —2wstżża, 
1—2wst?4b, 1 — wst*ge; otrzymamy 

wsi?4a—wst? 45+- wst? 4 c —2 wst*50 wst? c—g wstó wste dos A; 

albo pod inną formą 

(Gorge wst4 )- (> ey + e. wst ¢ 

Ea 

b' wst$b\2 /c' wstąc , yWstb wst e -zu( ys 20225 DE dos A 

Gdy R rośnie weż ostatnia formuła przywodzi się 
do znanej 

ai? =)? + ¢'2—2b'c' dos A. 

W trójkącie sferycznym prostokątnym 

r wstó _ 
wstb==wsta wstB, albo 2 +o = 4 „Zu T wst B. 

Gdy R staje się nieskończenie wielkim, z ostatniego równania 

wynika 
b=a wstB, 

znana formuła trójkąta prostolinijnego. 

Można się jeszcze zapytać, jakiej własności trójkąta prosto- 
linijnego odpowieda formuła 

dos a = dos 6 dosc. 

Aby rozwiązać to pytanie, zamieńmy dostawy na wstawy; 
będzie 

wst24 a = wst?4b + wst?4c —2wst?$6 wst*g c; 

albo 

(= wst 4a Se (Sy +(- a IUS e'wstze 
10 5 
3 

Ta ostatnia, gdy R=w, daje 

3024-02. 
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KILKA ZASTOSOWAŃ TRYGONOMETRYI SFERYCZNEJ. 

SG. ZAGADNIENIE 1.—Znajac długość 7 szerokość dwóch punk- 
tów globu, znaleźć odległość tych punktów. 

Niech będą A, B dwa punkta leżące na sferze ziemskiej ; 
N biegun północny, ECE' równik ; 
O punkt znany od którego liczą się 
długości. Przypuśćmy że długość 
wschodnia idzie w stronę OE, a dłu- 
gość zachodnia w stronę OE’. Niech 
będą NAS, NBS południki przecho- 
dzące przez dwa punkta dane A, B 
których mamy szerokości AC, BD, i 
długości OC, OD. Poprowadźmy łuk 
koła wielkiego AB. W trójkącie sfe- 

rycznym ABN, znamy boki AN, BN jako dopełnienia szerokości 
AC, BD ; znamy także kąt zawarty N który ma za miarę różnicę 
albo summe długości danych, według tego jak one są obie 
wschodniemi albo zachodniemi, albo też jedna wschodnią a 
druga zachodnią. Rozwiązawszy ten trójkąt, będziemy wiedzieli 
liczbę stopni łuku AB które łatwo zamieniają się na metry, i 
dają odległość AB żądaną. Następujący przykład lepiej jeszcze 
to wszystko wyjaśni. 

Niech będzie 

szerokość północna AC= 456/157 
Dla ponkta A | długość zachodnia OC = 54235". 

Wynika ztad 

BN = 90° —48023'14'=a, 

AN=90°— 1756/15" =, 
kat N = 54°35! — 6°49’ = 47 46'. 

Poczem szuka się boku AB=n za pomocą formuły 
dos n = dosa dos 5 + wsta wst dosN. 

Aby zastosować logarytmy, używa się, jako wiadomo, kąta 
pomocniczego w, kładąc _ wstb dos N= dosó dot 9. 
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Przez co formuła powyższa staje się 

dosa = ER wst (+e) 

Wsto 

Rachunek kata ę. Rachunek boku n w stopniach. 

gstyb albo log dot 4°56'15” log dos b = 8,9348468 
= 1,0635386 log wst (a+ ¢) = 9,8773621 

log dosN = 9,8274671 D* log wst p = 8,8945642 

log dot » = 0,8910057 log dos n = 9,7067731 

d= (MME == 092231002538: 

a+ 9 = 48°56! 12". 

Wiemy tedy ze łuk AB ma 59°23/5h",38. Aby wyrachować 
długość tego łuku w metrach, przypomnijmy sobie że ćwierć 

południka ziemskiego zawiera 10 000 000 metrów. Zatem, jeden 
ię | 10000000 

stopień zawiera 265008 1 

4000000» 
a > 59° 23'54",38 = 6599839 metrów. 

Albo, licząc 5000 metrów na milę zwyczajną , odległość AB 
ma 1319mil,968. 

(Rachunki tego zagadnienia wyjęte z trygonometryi Pana 

LEFEBURE DE FOURCY). 

metrów, a następnie łuk AB zawiera 

87. ZAGADNIENIE Il. — Przywieśdź kat do horyzontu. 

Niech będą AB, AC dwa ramiona kata A leżącego na płasczy- 
znie pochylonej do horyzontu ; 

z wierzchołka A tego kata, i 

z punktów B, C, wziętych do- 
wolnie na jego ramionach, 
spuśćmy, na płasczyznę hory- 
zontalną MN, prostopadłe AD, M 
BE, CF, i połączmy DE, DF. 

Otoż, kat EDF, rzut kata BAC 

na płasczyznie horyzontalnej, 
nazywa się katem przywiedzio- / 

nym do horyzontu, który wła- 
śnie wyrachować trzeba, mając dane katy BAC, BAD i CAD. 

N 
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Aby rozwiązać to zagadnienie , przypuśćmy że z punktu A, 
jako środka, promieniem jakimkolwiek, nakreślono sferę. Trzy 
płasczyzny BAC, BAD, CAD wyznaczą na sferze trójkąt PQR 
w którym boki PQ, PR, QR będą miarami kątów danych, a kąt 

Q będzie kątem szukanym. 

Wyznaczym y kat Q za pomocą formuły 

dzo ET 3 

: wst 6 wste 

log dos; Q=$)log wstp+-log wst (p—a)--D*log wstó+-D'logwste]. 

Niech będzie na przykład kat BAQ=37*19'40”=a; 

CAD = 672005126: BAD = 58°42! 35" ==c. 

Mamy a+b+c¢=2p= 158° 26'h0, 

p= 79913'20"; (p—a)=h1°53' 40". 

Rachunek kata Q. 

log wst 79° 13/20" == 9,9922706 ; 
log wst 44°53/40" == 9,8246206 

D* log wst 67° 24'25" == 0,0346775 

D* log wst 53°42' 35" == 0,0936494 

2log dos§Q = 19,9452181 

Q==10°16 20". 

(Rachunek wyjęty z trygon. PP. DELISLE i GERONO, wyd. 3°). 

SS. ZAGADNIENIE III.— Wyrachować objętość równoległościanu | 
pochytego, znając długości krawędzi i kąty tych krawędzi. | 

Niech będą OL=L, OM=M, ON=N trzy krawędzie przy- 
ległe równoległościanu. Z punk- 

tu O, promieniem wziętym za 
jedność, nakreślmy sferę która 
przetnie ściany kąta trójścienne- 
go O wedle boków trójkąta sfe- 
rycznego ABC. Boki a, b, c i katy ) 
A, B, G tego trójkąta są wiadome 

jako mierzące katy płaskie i katy 

dwójścienne trójścianu O, które 
są dane. 

N D 
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Równoległobok LOM ma za miarę LM wste; a jeśli z wierz- 

chołka D spuścimy prostopadłę DH na podstawę LM, i prosto- 
padłę DE na krawędź OL; będzie kat DEH-=A, i trójkąty 

prostokątne DEL, DEH dadzą 

DE=Nwstó, DH= DE wstA=NwstówstA. 

Więc objętość V równoległościanu jest 

V=LMN wstó wst c wst A. 

Owoż, czyniąc a--b--c==2p, mamy, jako wiadomo (76), 

t( 7 wolfe p El p—b)wst(p—c) _ 
wstó wste 4 

ALA VL 2 wst ( ( demi 

wstó wste 

zkąd 

tA =; , V wst rst a) wst (p — 6) wst (p—c) 
wer = 2 wstó wste YA? pag a 

Zatém ostatecznie 

V =+LMN V wstp wst (p— a) wst (p— b) wst(p— c). 

(To zagadnienie wyjęte z trygonometryi Pana SERRET). 
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ZASTOSOWANIE TRYGONOMETRYI 

DO ALGEBRY. 

Formuła Motvra, ż jej zastosowania. 

89. Formuła Motvra zależy na równości następującej : 

(1) dos a+ V—1 wst a)™=dosma+ V —1 wstma, 

która wyraża że, aby podnieść do potęgi jakiejkolwiek m dwu- 

mian dos a+ V— 1 wsta, dosyć jest pomnożyć łuk a przez 
wykładnik m potęgi. Dowodzenie tej formuły rozłożymy na 
trzy przypadki. 

Uważajmy naprzód przypadek w którym wykładnik m jest 
całkowitym i dodatnym. 

Mnożąc  dosa-- /—A wsta przez dos b+ V/-1 wstd, 
wedle prawideł ugodnych na ilości urojone, znajdziemy iloczyn 

dosa dos b — wsta wst 5 4 V —1 (wst a dosd + dosa wst 6), 

albo 

dos (a--)+- V—1 wst (ab). 

To pokazuje że mnożenie dwóch czynników urojonych, formy 
dos a + V-—I wsta, dosb+ /—1 wstd, odbywa się prostem 
dodaniem do siebie łuków a i b. 

Jeśli ostatni iloczyn pomnożymy przez nowy czynnik tej samej 
formy, dose + V —1 wste, otrzymamy, na mocy wskazanego 
prawidła, iloczyn 

dos (a+ 5 +) + V—1 wst (a--6 + 0). 

I tak dalej, jakakolwiek jest liczba czynników. 

—
 
r
m
 



—
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Więc, jeśli przypuścimy że jest m czynników i wszystkie 
równe między sobą, będziemy mieli 

(1) (dosa + V —1 wst a» = dos ma | V—1 wst ma. 

Uważajmy teraz przypadek w którym wykładnik jest liczbą 
a - 

ułamkową dodatną. Kładąc łuk 7 Zamiast a, w formule (1) 1 

mamy 
a — aym m— 

(dos + V —1 wst z) =dosa+ V —1 wsta; 

zkąd, wyciągając pierwiastek my, wynika 

— > a = a 
(2) (cos. + V —1 wst «)n=dos — +V<twst-. 

m m 

Co dowodzi formuły Moavra na wykładnik — . 
m 

Nietrudno teraz dowieśdź tej formuły na wykładnik ułam - 
m 

kowy = 

Jakoż, na mocy formuł (1) i (2), mamy 

(dosa EV <J wsta) # albo V (\dosa-+ pa wsta )” 

= \/ dosma+ V —1 wstma = dos i + Vi wst = (3) 

Nakoniec, jeśli wykładnik potegi jest odjemnym, uważajmy ze 
= —m 4 

dos a+ “— 1 wsta = = 
( ) (dosa LV —1 wst a) a 

1 

ae dosma + —1 wstma’ 

Pomnóżmy teraz oba wyrazy ostatniego ułamku przez 

dos ma — | —1 wstma; ponieważ 
mianownik staje się dos?ma + wst*ma==1, znajdziemy 

(4) (dosa-+ yA wsta ) 7 = dos ma——1 wst ma 

== dos (— ma) + val (= ma )* 
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Tym sposobem formuła Moawra zostaje dowiedzioną dla 

wszelkiej wartości wykładnika potęgi. 

99. Alejest tu ważna uwaga do zrobienia gdy wykładnik 
jest ułamkowym; wtedy albowiem pierwsza strona formuły 

Moawra, jako pierwiastnik , daje wiele wartości, gdy tymczasem 

druga strona przedstawia jedną tylko. Aby poprawić tę niedo- 

(doda- kładność, uważajmy naprzód wykładnik uiamkowy — 
m 

tny ) ; mamy 
m 

y/ dosa -+ [PY'=4 wsta = dos “+ L-—1 wst =. 
1 2 

Widzimy tu ze pierwiastnik Y dos a+V—1 wsta ma m 

różnych wartości czyli wyznaczeń, gdy tymczasem druga strona 

równania, — -+ / —1 wst =, jedną tylko przedstawia wartość. 
m m 

Aby druga strona miała wszystkie m wartości pierwszej, dosyć 
w niej, zamiastłuku a, położyć łuki a--2kr mające z tym 
łukiem te same wstawę i dostawę. 

Formuła powyższa, tak zmodyfikowana, 

m SZ 1 2 k sA 2 ; ok 

Y dos a+) —1 wsta==dos =< M [1 wst = 

jest dokładną. 

Jakoż, każda z wartości drugiej strony, podniesiona do po- 

tęgi mei, daje pierwszą stronę dos a + =! wsta. 

Powtóre, jeśli za k podstawimy m liczb całkowitych po sobie 
idących jakichkolwiek, jako 0, 1, 2, 3,... m—4, druga strona 

będzie miała m różnych wartości. Bo, dwa łuki nie mogą mieć 

zarazem tej samej wstawy i dostawy, tylko wtedy gdy ich różnica 

jest wielokrotnikiem okręgu; to jest, nazywając hk” ik" dwie 

różne wartości podstawione za k, musi być 

2(k'—l')r 

m 

Więc, jesli za k podstawimy m liczb po sobie idących, for- 
inuła (3) da m różnych wartości, i nie da ich więcej. Zatem jest 

ogólną: 

=Q2ir, Zkąd Kk'==k-kium. 

e
m



o
>
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24. Nakoniec gdy wykładnik jest ułamkiem niezredukowal - 
m : Ę ; : | nym — , aby formula (3) była ogólną należy, zamiast łuku ma, n : 

położyć łuki ma+-2 kr które mają z nim te same wstawę i do- 
stawe; co daje 

- = ma 4-2 kr 

n 
(dos a--V—1 wsta ) n = dos: Ę 57 2 5 

n 
Druga strona równania, jeśli w niśj zamiast k podstawimy n 

liczb całkowitych po sobie idących, jako 0, 1, 2.. n—1, daje 
wszystkie 7 wartości różne pierwszej strony, i nie daje ich 
więcej; co właśnie dowodzi ogólności tej formuły tak zmodyfi- 
kowanej. Wszystko to łatwo się sprawdza powtarzając rozumo- 
wanie dopiero co wyżej użyte. 

Jednakże winniśmy ostrzedz czytelnika że ostatnie uwagi mają 

miejsce tylko wtedy gdy ułamek — zostaje do najprostszej przy- 
n 

wiedziony formy : inaczej albowiem, gdyby ułamek — nie był 
Ę n 3 

uproszczonym, druga strona równania przedstawiałaby więcej 
wartości niż pierwsza, i formuła nie byłaby zupełnie prawdziwą. 
Użycie przeto formuły Moawra wymaga pewnych ostrożności 
na które pilnie w zastosowaniu baczyć trzeba. 

Mnożenie łuków. 

92. Formuła Moawra daje wartości wstawy, dostawy i sty- 
cznej wielokrotników łaku w funkcyi wstawy, dostawy i sty- 
cznej tego łuku. 

Jakoż, jeśli rozwiniemy druga stronę równania 
BĘ ZĘ : 

dos ma + V — 1 wstma = (dos a+ V —1 wsta Ne 
oddzielając część rzeczywistą od urojonej, otrzymamy 

? m (m— i) 
dos” a — e dos" a wst? a 

dos mah H wstma = \ 
ka > 2 m (m—1) (m--2) (m—~—3) , „4 ; 2S ———Ż 0s awst * d— ete. 

ds 2 2:04 

( m (m—1) (m—2 > 3 
m dos"=' awsta— ze ee) dos"? gwst3a 

z +4 O 

+1 

A 

nim—1) (m—2) (m—3) (m— - : ( 

+ im pt 5 km dos"~° 
a wst$ a — etc. ) 
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Ztad wybika A 

m=2 
a wst*a 

_ M mn = A) 
dos 5 

m (m—1) = (m—8) 

2.8.4 
dos"~* awst*ait. d. 

m (m—1) (m—2) 

(1) dos ma = je 

|+ 

m dos” a wsta — ABA dos "7 awst3a 

(2) wstma = : (2) | m (m=1) (m—2) (m--3) (mh) 4 aż 

160012821050 c 

Ustawa, wedle której wywodzą się wyrazy tych dwóch for- 

muł, jest widocznie łatwą. Oba rozwinięcia są skończone, bo m 

jest liczbą całkowitą dodatną. Formuły te pokazują że dos ma 

może się wyrazić funkcyą całkowita dosa. Co się tycze wst ma, 

ona może się także wyrazić funkcya całkowitą wsta, ale tylko 
wtedy gdy m jest nieparzystem. 

93. Można jeszcze wyrazić dos ma i wst ma pod inną postacią, 
w poszukiwaniach wyższej Analizy dogodną. 

Jakoż, jeśli w formule 

dos ma + V —1 wst ma= (dosa + V—1 wsta)” 

zamiast a położymy —a, będzie 

dosma— /—1 wstma == (dos a— Y/—1 wsta)”; 

z tych dwóch równań wywodzi sie 

NEYCEE m SĘPE m 
(dosa —1 wsta) -- (dos a —[/-—1 wsta) 

dos ma == 5 | 

SS zm 
: (dos a+ U—4 wsta) —(dosa—W=1 wst a)” 

WSL MU == = é 

2-1 

4. Dzieląc stronami równania (1), (2), mamy 
A 

n-=1 m (m =4) (m--2) > 
mdos"—* awsla— abe ja dos”? awst3a--..., 

wst mt IEE Jo 

dos ma m(m—1 = 
dos” a— > = ) dos"? a wst? a |... 

Dzieląc przez dos™a oba wyrazy ułamku który stanowi drugą
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4 ; +. ZZ SNF SUE 
stronę, I uważając że == styma, znajdujemy 

dos ma = RZEPA 

m (m—1) (m — 2) 
msty dl — ae stySa-b... 

(3) styma= m(n—1) i) 
_ m(m— 

sty 2a eas Fe 

Ta formula daje sty ma w „=. stosunkowej sty @. 

Dzielenie łuków. 

= 7 Be a . 35. Znaleźć dos — znając dosa = b. 
m 

Jeśli w formule (1), numeru 92, zamienimy ana — i uczy- 
m > 

Ę a a ——— x 

nimy dos — = 3, wst — =V1—2, dosa =b, otrzymamy ró- 
m m E 

wnanie stopnia m“s* formy 

AT" I Bre CE | Hr?—6 == 0. 

Wszystkie m pierwiastki tego równania są rzeczywiste i, ogólnie 

mówiąc, różne. Jakoż, łuki odpowiedające danej dostawie 5 
zawierają się w formule 2krEa; przeto uczynimy zadosyć 
równaniu biorąc za z dostawę jednego z łuków 

2kr-+a 2kr—a 
, , 

m m 

w których % jest liczbą całkowitą jakąkolwiek. 

Uważajmy teraz że, kładąc za k, w pierwszem wyrażeniu łu- 
ków, A’, a w drugiem wartość dopelniajaca m—k', mamy 

dos REŻ = 
2 (m =) e — a 

, == dos 
M, m 

bo summa dwóch łuków jest 2x. To pokazuje że niema po- 
trzeby brać obydwóch wyrażeń. Aże, jeśli podstawimy za /: 

dwie wartości różniące się wielokrotoikiem z m, otrzymamy 

dwa łuki które, rézniac się wielokrotnikiem z okręgu, mają te 

same dostawy; więc dosyć jest za k podstawić m wartości po 
sobie idących, jako 0, 1, 2... m—1. Ztąd wnosimy że wszy- 
stkie m pierwiastki równania są rzeczywiste i ogólnie różne. — 

Ale zajmować się wyznaczeniem tych pierwiastków nie tu jest 
miejsce. 
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5 zr a . VG. Znaleze wst — znając wsta= b. 
m 

21: > ese a Jeśli w formule (2), numeru 92, zamienimy a na =, i uczy- 
7 m 

2 a a je. nimy wst—= <2, dos > V1i—2,” wsta =b, otrzymamy 
m R 

równanie którego pierwiastniki będą wartościami wst — . 
s m 

Trzeba tu odróżnić dwa przypadki. Jeśli m jest liczbą niepa- 
rzystą, rzeczona formuła (2) da równanie stopnia me którego 
wszystkie wyrazy są stopnia nieparzystego. Ale, jeśli m jest 
parzystem, twzeba równanie (2) podnieść do kwadratu, aby znieść 

pierwiastnik [7/1 — 72: otrzyma się ztąd równanie stopnia 2m, 
w którem niewiadoma «© ma tylko potęgi parzyste; a zatém 
pierwiastki są po dwa równe i znaków przeciwnych. 

Aby mieć wyraźniejsze rozwiązanie zagadnienia, nazwijmy a 
najmniejszy łuk dodatny którego wstawa jest b. Wszystkie war- 
tości dla @ będą się zawierały w dwóch formułach 

2kq-a 3 (2k 4+ Vr — a = maa b. MZ WSU EE aaa 
"M m 

w których, jako wiadomo, dosyć, za k, podstawić m liczb cał- 
kowitych po sobie idących, jako 0, 1, 2..... m— 1. 

X == WSL 
? 

W tym ciągu podstawień dla k, łuki każdej formuły idą 

w postępni arytmetycznej której stosunkiem Jest —; zatém dwa 
m 

łuki jednej z formuł nie mogą mieć spólnej wstawy, bo ich 
summa nie równa się liczbie nieparzystej półokręgów (9), a ich 
różnica jest oczywiście mniejszą od okręgu. 
Zobaczmy teraz czy dwa łuki wzięte z obydwóch formuł, jako 

p. OWAJ 

Sie sid jn a8 moga mieé te sama wstawe. 
m m 

Różnica tych łuków, zawierając «, nie może być, ogólnie mó- 
(26-241) 

m ? 

nie może się równać liczbie nieparzystej półokręgów, jeśli m 
jest parzystem. Więc, gdy m jest parzystem, x może mieć 2 m ró- 
żnych wartości, które są po dwie równe i znaków przeciwnych. 

wiac, wielokrotnikiem okręgu; a zaś ich summa,
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N Ale, jeśli m jest nieparzystem, można zawsze, jakakolwiek jest 
liczba k zawarta między o i m, znaleźć drugą liczbę k' także 

"zawartą między o i m, tak aby summa 24-+ 2h’-++4 równała 
m 1 

p. 7 —~—k: wtedy 
2 w 

| druga formuła wchodzi w pierwszą. Więc gdy m jest niepa- 
rzystem, © może mieć tylko m wartości. 

się liczbie m; dosyć albowiem wziąć h’ = 

97. Rozumując, jako powyżej, łatwo się widzi że dos — 
m 

; 3 ; ; ; ; a 
w funkcyi wst a, jest dana równaniem stopnia 2m; a zaś wst = 

nN 

w funkcyi dosa, równaniem stopnia 2m albo m, według tego 

jak m jest nieparzystem albo parzystem. Nakoniec, sty— w funk- 
s m 

evi sty a zależy zawsze od równania stopnia m. 

Formuły dające dos™a 1 wst”a SEIS > 
w funkcyi dostaw i wstow wielokrotników łuku a. 

98. Aby łatwiej otrzymać te formuły, uczyńmy 

dos a + —1 wsta =u, dosa— 5 wsta=v, 

Wynika ztad 

2dosa=u--v, i 2 V—iwsta=u—v. 

Zajmując się najpierwej dostawą, otrzymamy 

m(m—1 nm, 
1.2 

uż0”7%--muv" Lom, 

2m dosm d= (Uv) = u™ 4 mu" o-+ m? AL oy 

m(m—1) 

rz 

Należy tu odróżnić dwa przypadki : 

19 Jeśli m jest parzystem, rozwinięcie ma liczbę nieparzystą 
wyrazów, wtedy wyraz środkowy jest 

m 
| m(m=1) (m—2) mus +1 ) U2 02 

1.2.3 m 

Zbliżając wyrazy skrajne, i te które są od nich po dwa 

| równie oddalone, otrzymamy 
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i (u™ + p" o ae ym? ) 

m(m— 
|-—— = ) us ve 

| ice (m—1) (M— 9)..... ARE NA 

m 

2 

2m qdosmq= 

. 
To ustanowiwszy, równości 

dosa + /—Ą wsta=u, dosa— LK —1wsta=r, 

dają, oznaczajac przez p wykładnik jakikolwiek , 

uP = dospa+ V—1 wstpa, v? = dospa — | /—1 wstpa; 

zkad ur + vP = 2dospa. 

Nadto, uv = (dosa+ W—1 wsta) (dos a — 1 wst a) 

= (dos?a + wst?a) = 1; 

wiec BAI ZA. 

Na mocy tych uwag, powyższe równanie staje się 

2” dos” a = 2dosma-+-2 m dos (m —2 ) + 

m (m— 1) (m— 2) ..... 244) 

) das (m—h) a+ wee 
2 : 

2.8 

2m(n 2m(m—4 

12 

albo, dzieląc przez 2 obie strony, 

dos ma -- m dos (m —2)a 

m (m— 1) 
+ — dos (m — 4) 4 +b vases 

RR 5 m(m—1) (m2)... 41) 
+ 

W
I
R
 

Formuła (1) wyznacza dos” a, w funkcyi dostaw wielokrotni- 
ków ma, (m—2)a, it.d., łukua, gdy wykładnik m jest pa- 
rzystym. 

2° Gdy wykładnik m jest nieparzystym, rozwinięcie (w+ v)* | 
ma liczbę parzystą wyrazów ; wtedy są dwa wyrazy środkowe.
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Ustawiajac odpowiednio wyrazy równie oddalone od skraj- 
nych, znajdujemy 

(tw Lo) £ muv (u? Lo" ) 

m (m-— zz ; 
p ates (ub Po) R > 

1.2 
52 dos a= 7 4 m+3 

m(m—1) (m—2).... SE 
; 2 lm Ra 

+ aa ua va (ut). 

\ 2 

A zatem, mając wzgląd na związki ogólne 

uP + vp =2dospa, i uPOP=l, 

i dzieląc przez 2, będziemy mieli 

m (m—1 
GAREIS (m—2) a+ 3 Mans (m—h) a 

m 
(2) 2777 dos" a= m (m— 1) (m—2) .... CZ +2) 

ve. dos a. 
+ MSZE : 

1.2.32: => 
2 

Formuła (2) daje dos™a w funkcyi dostaw wielokrotników 

łuku a, gdy wykładnik m jest nieparzystym. 

99. Aby znaleźć formuły odpowiedające wst™a, używa się 

równości 2y—4 wsta=u—v, która daje 

m (m—1) =" 

1.2 
0500 

4 

| u" mu ot 
m (p74) wst” a= (u—v)" = m (m—1) 

| 1.2 
m—2 użv FT mw" 9, 

Trzeba jeszcze odróżnić dwa przypadki, podług tego jak m 
jest liczbą parzystą Inb nieparzystą. 

“te Uważmy m parzyste. Wtedy oczywiście (V—1)"=(—1):, 

i w rozwinięciu znajduje się jeden wyraz środkowy który jest 

u (m— 1) (M— 2) ..... G +1) Wz v3 

1.2.3... = 
2 

Zbierając, po dwa, wyrazy równie oddalone od skrajnych, 

mamy 
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[Cu m Bley ye co? mw ( (> she $ 

m (m— ROBA) ot p95} 4. 
m 

<= AN 5m M EIER m m 
(—1)3 27 wst” a= AS Jaz +1) OF js 2 

1 

2 
POS 

A za pomocą związków 

uP --vP=2dospa, uwudyP—4, 

otrzymamy, dzieląc przez 2 obie strony, 

j dos ma —m dos (m— 2) a 

( m (m— 1) 

ZE a dos (m— 4) a—..... 
m 

2 7 i =1. wern Du. m x (8) (103 277" wst” a= |=. m(m —1)..... - +4) 
m 2 

B
I
 

\ 1.2.7 

Ta formuła daje wst™a w fuakcyi wstaw wielokrotników 
łuku a gdy m jest parzystem. 

2° Jeśli wykładnik m jest nieparzystym, wtedy 

(WI 
Zbierając, po dwa, wyrazy równie oddalone od skrajnych, 

mamy 

Nm \m—t 

= 

(cu —v" )-mu (WP — ov" 

m (m ; 
mh JA *D2(W 508) bese 

4) 9" Mh  wst™ oną |= pe 
m (m—1).. (Z = 
eal oa m—r m—r 

eS ua oe (u—). 

Ale ze zwiazkow 

ub = dos pa + = wstpa, VP = dos pa— Po wst pa, 

wyprowadza się 

uP —vP=2V—twstpa, i uPvb=1. 

Za pomocą dwóch ostatnich równości, i dzieląc wszystkie wy- 

razy przez 2[/—1, otrzymana formuła staje się,
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wst ma— m wst (m—2) a 

m (m—4 
-L an" wst (m— 4) d-E.1.1. 

m—t 

WWE DFF 2) wst™ GS | m (m=1) we (7 Ę 
2 

== wsta. 
| iż (>) 

heey) 
Formuła (4) wyznacza wst™a w funkcyi wstaw wielokrotni- 

ków łukua, gdy wykładnik m jest nieparzystym. 

ROZWIĄZANIE RÓWNAŃ DWUMIENNYCH I TRÓJMIENNYCH 

ZA POMOCĄ TABLIC. 

400. Niech będzie równanie dwumienne y"= A. 

Uważajmy naprzód przypadek w którym A jest ilością rze- 
czywistą dodatną; nazywając a wartość arytmetyczną pierwia- 
stku me? liczby A, i czyniąc y=ar, frownanie y" =A 
staje się 

OC gee! albo 72 

Wiadomo z Algebry że, jeśli «+ 6|/ —1 jest pierwiastkiem 

równania o spółezynnikach rzeczywistych, «— V-—1 jest 
także jego pierwiastkiem. Te dwa pierwiastki dają «*-+$*=1. 

Jakoż, podstawiając, mamy 
Rot NOR peep) ag WU A 

(e +P/ZT=1, (BP) =1; 
mnożąc te dwa równania stronami, wyniknie (27-6?) "—14. 
A że a? -|- ? jest ilością rzeczywistą i dedatna, więc a*--B*=1. 

Gdy pierwiastek równania «™—1= 0 jest rzeczywistym, 
wtedy =0, a==1; zatem 2 +6?=1. 

Ponieważ tedy «2+6?=1, ilości a, @ mogą się wziąć za 
dostawę i wstawe tego samego łuku; położymy przeto 

q = dosę + V —1 wstę. 
Aby wyznaczyć łuk g, mamy, na mocy formuły Moawra, 

£™= dos mo -|- Lae wsting ; 

więc 

dos mę + K—1 wst my =1. 

To równanie wymaga oczywiście aby było wste= 9, 
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i dos mp= 1. Pierwszemu warunkowi, wstmy =0, uczyni się ż 
zadosyć , biorąc za łuk my jakikolwiek wielokrotnik polokregu ; 
ale z przyczyny drugiego warunku, dos mę=1, łuk mp musi 

być wielokrotnikiem parzystym półokręgu ; trzeba więc wziąć 

2 kw 
mee, zkid o=—. 

: m 

A zatem 
2kr 

& = dos —+VA wst =, 

Wiemy już zkad inąd że równanie z*—1=0 ma m pier- 

wiastków, i że wszystkie są nierówne; dowiedziemy teraz że 
formuła powyższa wyznacza je wszystkie. 

Liczba k jest całkowitą jakąkolwiek , dodatna albo odjemna. 

Aby otrzymać wszystkie m wartości różne, które są pierwiastka- 
mi równania 2"=|, dosyć jest za k podstawić m—1 
liczb po sobie idących, 0, 1, 2... m-—1. Jakoż, otrzymane tym 

sposobem m wartości będą różne , bo największa różnica dwóch 4 

łuków, jako 1 i 0, jest mniejszą od okręgu; zatem 

między temi łukami niema dwóch któreby miały zarazem te 

samą wstawę i dostawę. 

Podstawiając inne liczby zamiast k nie otrzymamy nowych 
wartości. I tak, biorąc k=m-Li i<m, będzie 

dos tie ———+LV-1 PLA DE > | V—1 wst za” 
m m m 

co s, to samo jak podstawiając k == 1. 

Jeśli zaś weźmiemy k=— 1, i<m; a także 

— 28 ) 2(m— 1 
dos- + V—1 wst A dos > hae eae wst———_—_ > pe ; 

m, 

co = to samo jak aa. k=m—i. — Żadna a 
z tych dwóch wartości nie jest różną od otrzymanych powyżej. 

Ztąd wnosimy że podstawiając za k ciąg m liczb po sobie 4 
idących jakichkolwiek, znaleziona formuła da wszystkie m war- 

tości różne i nie da ich więcej. 

Ale można o połowę zmniejszyć liczbę rzeczonych podsta- 
wien. Uważajmy albowiem że dwie wartości 4. równie oadainne 
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od skrajnych 0 ¢ m —1, dają dwie wartości dla x które się 
różnią samym tylko znakiem wstawy. 

Jakoż, nazywając k' i m—h’ takie dwie wartości, mamy 

2k'w 2k'r 
001, = wst——, 

2 a —h' )w 

m, 

2 (m-— m «x 
x == dos +4 wst 

Qh! x 
os — 1 wa. 

Ztad wnosimy że, biorąc a 

2k 2k 
(1) u=dos Kr wst ŻE, 

dosyć jest, aby otrzymać wszystkie m różne wartości «©, pod- 
stawić za k liczby po sobie idące 0, 1, 2... az do największej 

RRS; ‘ „nr 
całkowitej która nie przechodzi or 

A teraz, jesli sas ee im jest parzystym , zastapimy liczbę k 

przez 0, 1, 2,.... z; podstawienie k=0, da «=1; na k=5, 

znajdziemy = Wartości pośrednie 1, 2, i t. d. dadzą 
pierwiastki urojone sprzężone, w liczbie m— 2, 

20 
g = dos — + WE wst 2, 

m 

h — h 
x == dos— + V—i wst— , 

m m 

Otrzymamy tym sposobem dwa pierwiastniki rzeczywiste 
=], i m—2 pierwiastków urojonych równania parzystego 
> 3 = 1. 

Gdy m jest nieparzystem, podstawi się za k liczby 0, I, 2 rece 

az do . Na k= 0 będziemy mieli «=1; inne podstawienia 

m1 | ; ; ; 
PES SS „aS —-» Wyznacza pierwiastki urojone 

w liczbie m — 1. 
2 poe rg 

z= dos — + V—1 wst A 
m m 
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h — 4 
a= dos— + Y—1 wst —, 

m n 

m 

Zmajdziemy tym sposobem jeden pierwiastek rzeczywisty 
£=1,im—41 pierwiastków urojonych,. sprzężonych po dwa; 
co być powinno, gdyż stopień równania «"=1 jest niepa- 
rzystym. 

404. Uważajmy teraz równanie dwumienne y%= A, 
w którem A jest ilością rzeczywistą. Niech będzie a wartość 

arytmetyczna pierwiastku m*e z A; czyniąc y= ax, będziemy 
mieli 

Ge ge A) ZL 

Biorac z= dose + V—I1 wstme, 

bedzie a™ = dosing + 7-1 wst my. 

Zatem dos mę + | —1 wst My =—1. 

Ostatnie równanie wymaga , aby było zarazem : 

wstmy=0, i dosmo=—1. 

Co pokazuje że łuk mę musi być wielokrotnikiem nieparzystym 
półokręgu. Oznaczając ten wielokrotnik przez (24--1)r, otrzy- 
mamy 

[ioe 

Wiec %= ds p RA DE +o iw gee 

Qe 

Powtarzając rozumowanie wyżej użyte, łatwo sie dowiedzie 
że, podstawiając za k ciąg m liczb po sobie idących, jako 
0, 1, 2,... m —1, formuła otrzymana da wszystkie m pierwiastki 
różne równania z™-+ 1 ==0, i nie da ich więcej. 
Ale, jako poprzednio tak i tu, można zmniejszyć liczbę pod- 

stawień za k. Jakoż, podstawmy zak dwie liczby k’ i m—k’—4 
których summa czyni m— 1; będzie 

os Bt th 74 VE wep OY Ur 
m 

U =d
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(2m—2h' — , (2m 2k! =l)r 

m 
= dos — 

m 

ok 4 

Le m 

Te dwie wartości dla z różnią się tylko znakiem wyrazu uro- 
jonego. Więc, biorąc formułę 

2% 41 5 I; 
(2) Ae Un ma 1-5 wst Q8+ Ie m 8 

i podstawiając za k liczby po sobie idące 0, 1, 2,.... aż do naj- 

= dos 

2 

> : s: , . - m-1 
większej całkowitej która nie przechodzi , otrzymamy 

wszystkie m różne pierwiastki równania 2” -+-1 =0. 

A teraz, jeśli wykładnik m jest parzystym, zastępując liczbę 
m= 2 

k przez 0, 1, 2, «+... : , otrzymamy m pierwiastków ró - 

wnania 2” -H 1 =0, które sa wszystkie urojone. 

TT are =| wT 
ge dos— EV hast —, 

m m 

3 — 3x 
gd — SV wsi, 

m m 

m— 4 
pe deg Z 

m 
= —1 wst e DE 

m 

Jeśli m jest nieparzystem, trzeba podstawić za hk liczby 

m=1 
0,4. 2025 ; co daje 

" Ler = 

gedos —= V —1 wt =; 
m m 

3% —— 3a 
a == dos — >= Y—1 wst =, 

m m 

w=—1. 

Jeden tylko jest pierwiastek rzeczywisty —1, a wszytkie 

inne m —1 są urojone. Go być pawinno, ponieważ stopień 

równania 2” +1 ==0 jest nieparzystym. 
> 
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£02. Własności pierwiastków równania dwumiennego 

e"—1 =0. 

TWIERDZENIE I, 

Pierwiastki urojone równania £™— 1 = 0 sa po dwa sprzeżone 
7 wzajemne. 

To pokazuje oczywiście formuła 

kr Qh 
g=dos LE + V—-1 PRAĆ 

m im 

TWIERDZENIE II. 

Moczyn dwóch pierwiastków równania dwumiennego x” —1==0 
jest jednym z pierwiastków tego równania. 

Jakoż , niech będą dwa pierwiastki 

Qan 2a ; 
= dos hice) CEST) wale; 

m m 

20r — 20 
Xv =dos—— + V —1 wst me 

m m 

ich iloczyn, na mocy formuły Moawra, jest 

gui, 2(a Ne 
R otym 2. Lo), dos = —— 

Co pokazuje że za z, 3 pierwiastkiem ye odpowieda 
wartości a+ 6 danej dla k. 

WMoOSEK I. — Wynika ztąd że potęgi jednego pierwiastku 
równania dwumiennego x” —1==0 sa także pierwiastkami tegoż 
równania. 

UN. — Moraz dwóch pierwiastków równania dwumiennego 
5" —1=0 jest Jednym z pierwiastków tego równania. 

Ho wera; 17% ape 2(a—b)x steed 
m m Lb > 

jest pierwiastkiem odpowiedającym wartości a—b danej dla kh. 
z
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TWIERDZENIE III. 

Jeśli iczba a jest pierwszą z m, pierwiastek; x, wydaje, przez 
swoje potęgi, wszystkie pierwiastki równania dwumiennego 
7™—1 =0. 

Niech będzie pierwiastek 

o (<== 

© <Lgos 74. = a > 
2 m m 

w którym liczby a i m są pierwszemi między sobą. 
Aby otrzymać potęgi po sobie idące 0, 1, 2,... m—1 tego 

pierwiastku, dosyć jest, na mocy formuły Moawra , pomnożyć 
2 ae łuk = przez wykładniki 0, 1, 2,... m —4. 

1 

Aże, jako wiadomo, dzieląc przez m wielokrotniki po sobie 
idące 0a, 1a, 2a,... (m—1)a liczby a pierwszej z m, 
otrzymamy, w porządku jakimkolwiek, m reszt różnych 
0, 1, 2,...m—1; więc tym sposobem mam wszystkie m , ; N ) 
pierwiastki równania dwumiennego «™ —41—0, 

Uwaca. — Jeśli liczby a i m mają największy spólny dzielnik 
d, wtedy pierwiastek 2» przez swoje potęgi, nie wydaje WSZYS- 

m 

tkich ale tylko T pierwiastków równania 2*—41=Q(. 

Jakoż, niech będzie a=da', m=dm'; mamy 
9 ür ===> 2ar 2a'x == 2a' m 8, =dos —~+WV—1 wst—— = dos “74 [Yo wet a a m m. m 

To pokazuje że «,, pierwiastek równania x™—4, jest lakże 
pierwiastkiem równania dwumiennego c”*'—1—=0: aże liczby 
a' i m' są pierwszemi między soba, więc x,, przez swoje po- 

m 

tęgi, wydaje tylko 7 pierwiastków równania «2'—4—0, 

OKREŚLENIE — Pierwiastkami pierwotnemi równania dwumien- 
nego <™—1—0, nazywają się te które, przez swoje potęgi po 
sobie idące, wydają wszystkie inne pierwiastki tego równania. 

10 
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Wynika z twierdzenia powyższego że równanie dwumienne 

gw—1=0 ma tyle pierwiastków pierwotnych ile jest liczb 
mniejszych od m ti pierwszych z m 

Na mocy tego co poprzedza, łatwo wnosimy że pierwiastki 

pierwotne równania dwumiennego «2% — 1 =0 noszą te główną 

cechę, iż nie są pierwiastkami żadnego równania dwumiennego 
stopnia mniejszego od m. 

Jeśli m jest liczbą pierwszą, wtedy, wyjąwszy tylko samą 

jedność, wszystkie inne pierwiaslki mie jedności są pierwo- 

tnemi. 

TWIERDZENIE IV. 

Jeśli m i n sa pierwszemi między soba, otrzyma się wszystkie 

pierwiastki równania gun 4 0; mnożąc. wszystkie 

pierwiastki równania £™—1=0 przez każdy pierwiastek 

równania 42 —1=0. 

Jakoż , niech będzie 
2k — 

eo: 7 + PP =1 wst a 
mn mn 

jeden z pierwiastków równania c™2 — 1 =0. 

Ponieważ m i n są pierwszemi między sobą, można zawsze 

znaleźć dwie liczby całe X i» takie aby było 

i a 
mh+np=k albo SEE ZZ 

m ma. 

Wiec mamy 

A 2 Żur Żur 
s=(dos = wst =i wet) (dos pe 1 Wit = 

Ztąd wńosimy że wszelki pierwiastek równania 2™"—1—=0 

„jest iloczynem z jednego pierwiastku równania c*—1=0 

„przez jeden równania zu —1 = 0. Zatem, otrzymamy wszystkie 

mn pierwiastki równania z™"—1—0, mnożąc każdy pierwiastek 

równania z”—1—=0 przez każdy równania £" — 1 =0. 

WNIOSEK. — Gdy m in są pierwszemi między sobą, otrzyma 

się pierwiastki pierwotne równania cm" — | ==0, mnożąc wszys- 

thie pierwiastki pierwotne równania «*—1=0 przez każdy 

pierwotny równania. ch —1=0. 
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To wynika z formuły 

s—(dos 2 + 1 wst 2) (aos = SR Vr wst 228), 

Jakoż, jeśli A jest pierwszem z 11,-1 „ pierwszem z m, summa 

dwóch ułamków = + z 7, Jest ułamkiem — niezredukowalńym; 
n mn 

k 
więc x= dos a R y=sfra = quis 

jest pierwiastkiem ae równania zmn—4=0, 

UwaGA. — Twierdzenie powyższe i jego wniosek mają wielką 
wage, bo za pomocą nich rozwiązanie równania 2P4r-- — 4 =0, 

w którem p, 4, r są liczbami po dwie pierwszemi między sobą; 

przywodzi się do rozwiązania równań g—1=0, 24—41 —0, 

zr—1l =0,... Dosyć jest wyznaczyć jeden pierwiastek pierwo- 
tny w każdem z tych równań, ich iloczyn będzie pierwiastkiem 
pierwotnym zadanego równania; a wiadomo że taki -pierwia- 
stek, przez swoje potęgi, daje wszystkie inne pierwiastki ró- 
wnania. 

103. Niecb będzie teraz do rozwiązania równanie dwumien- 
ne ogólne 

' U) ze=A+By=4 ; 

w którem A i B są liczby dane jakiekolwiek dodatne, odjerine 
a nawet i zero. 

Można nadać inną formę drugiej stronie. 

Jakoz, 

B 
— A?- B2 

pert ee ee Bap = =) 
B 

Ponieważ Sees | sa dwa ułamki klówjch 
ZA B> |/A24-B* 

summa kwadratów daje jedność, wolno > położyć 

i czyniąc także, dla skrócenia, VAŻĄ So =g „mamy 

x” = (dos a+ V—1 Wst a). 
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A teraz położywszy x—r(dosp+ V -—1 wsty), 
będzie 

rm(dosmę+- V—1 wst my) =p(dosa-- V—1 wst«); 

Ażeby temu równaniu zadość uczynić, trzeba i dosyć jest aby 
było : B=, mo=a42kr; 

zkad r= Vp, pro. 

Więc pierwiastki równania danego (1) otrzymują się formułą 

m, = k (2) we Vp (dos ES + Mie <<) | 
w której k oznacza liczbę całkowitą jakąkolwiek. 

Owoż, aby dwie wartości dane dla & odpowiedały dwom ró- 
wnym pierwiastkom, trzeba i dosyć jest, jako już wiadomo, aby 
różnica łuków odpowiednych była wielokrotnikiem z m; więc 
jeśli za k podstawimy ciąg m liczb po sobie idących jakichkol- ( 
wiek, np. 0, 1, 2,.. m—1, formuła (2) da nam wszystkie m 
pierwiastki różne równania zadanego, i nie da ich więcej. 

Można jeszcze pisać formułę (2) jako następuje 

=: 5 (052 + Y—i wst = (405227 -+ Yi wst. 

Czynnik v p (dos = + V—1 wst =) jest. jednym z pier- 

. : . Qk — k 
wiastków równania(1), a zaś czynnik dos + V-1 wst — | 

wyraża wszystkie mi pierwiastki jedności. Ztad wynika ze | 
otrzymuje się wszystkie m pierwiastki równania (1), mnożąc 
jeden z nich przez każdy m pierwiastek jedności. 

Jeśli nakoniec przypomnimy sobie że DRE pierwiastków 

: DE ; 2h | 
m" jedności jest także dog Ź Zz et — ; ( 

możemy jeszcze formule (2) dać saa postać 

(3) o=V » 7 (dos 2+ +. TĄ wst =) (do
 s EV wt i=), 

m
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wtenczas za k dosyć jest podstawić wartości 0, 1, 2,... a jeśli 

m jest parzystem; a zaś 0, 4, 2,... 5 jeśli jest niepa= 

rzystem. 

104. W szczególnym przypadku w którym B=0, mamy 
p= A; z pierwszym znakiem trzeba wziąć a=0, az dru- 

gim a=r. 

Zatem pierwiastki równania 

TEZA 
są dane formułą 

Wrz 2kr 
(4) c=YyA( dos 41/4 wt); 

m 

a pierwiastki równania 
t"=—A 

formułą 

(5): = VA (aos Sir +Y=1 wst | 

W tych dwóch formułach, dosyć jest za k podstawić liczby 

całkowite po sobie idące od 0 do 3 . To wszystko juz wiado- 

me (100, 101). 

405. Niech bedzie teraz rownanie trojmienne 

(1) ete pe? +-g== 0 
ktore daje 

Jako widzimy, rzecz cała przywodzi się do rozwiązania 
dwóch równań dwumiennych. Go już umiemy. 

Uważajmy szczególny przypadek w którym p i 9 sa rzeczy- 
2 „2 

wiste, a zaś pierwiastnik v - —q urojony, < q. 

Jeśli więc uczynimy 

a = (dos a+ V —I wsta); 
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będziepąy na jako wiadomo , 

—p P> 
= vq, dosc=>>. wst o = cza 

“Po. czem równanie (2) stanie się 

qm =gż (dos az V=1 wst a). 

- Qwoż, pierwiastki równania z%= q% (dos «+ VY —1 wst a) 
są dane formułą 

1 Qk - 2khw 4 gz qim(dos— 7 4 RSA) =<), 
m 

w której za k podstawi się wartości 0,41, 2,... m —4. 

Tak samo pierwiastki równania 2992 (dosa — W-4 wst a) 
mogą się = formułą 

2 (dos “ashes: VA w sto, 
m 

w której za k podstawi się wartości 0, —4, —2,...—(m—1). 

Więc wszystkie 2m pierwiastki równania a. da- 
‘nego zawierają się w jednej formule 

29 (dos > >> 1w wt ZO, 

w której dosyć jest za k podstawić m liczb całkowitych po sobie 
idących. 

TWIERDZENIE KOTESA I MOAWRA. 

406 Twierdzenie Kotesa (Cotes) ma za cel przedstawienie 
ZE dzielników rzeczywistych dwumianu 2” +1. 

- Podzielmy 01026 koła na liczbę parzystą 2m części równych, 
w punktach oznaczonych 
przez 0, 1, 2,... (2m—1);i 

punkta podziału połączmy 
z punktem jakimkolwiek 
B, leżącym na kierunku 
promienia Co. 
Powiadam że: 4° Ilo- 

tzyn m linij prostych Bo, 
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Ba, By,... Bom-2, które łączą punkt B z punktami podziału 
porządku parzystego 0, 2,... (2m— 2), równa się różnicy potęg 

mv z odległości BC i promienia koła. 

9° Iloczyn m prostych By, Bs,... Bam—t, które odpowiedają 

punktom podziału porządku nieparzystego 1, 3,... (2m—1), 

równa się summie potęg 77" odległości BC i promienia koła. 

To jest, biorąc promień koła uważanego za jedność, ozna- 

czająć przez x odległość BC, przez y,, Yar -Y,, Odległości Bo, 

Bo, B;..., a prZeZ Yi, Yo, Yon 4 odległości B;, Bz,..., 

mamy dwa równania 

(1) Yor Yor Vomp Yan—2 = gn—i, 

(2) Oh Yo Wan p oma 2: 

Dla większej ścisłości dowodzenia, odróżnimy dwa przypadki: 

m parzyste albo nieparzyste. 

Jeśli liczba m jest parzysta, odległość y m jest jednym z czyn- 
ników pierwszej części równania (1), 

bo : ym = BOG Cm=2x+1. 

Aze %=BC-Co=2-1; 

więc W 9, Hei. 

Co pokazuje że iloczyn y, y, jest czynnikiem drugiego 

stopnia, 2—4, który odpowieda dwom pierwiastkom rzeczy- 

wistym +1, —1, równania dwumiennego 2” —l =0. 

Nadto, pochyłe y, i y,,_„ 82 oczywiście sobie równe; podo 

bnież pochyłe y, 1 9%, 43 % | Va, .g> etc sa także sobie 
A * go en Meee ey Dis równe; zatem y, You 943) Yq Yom a Uy etc. 

W trójkącie CB2, trzy boki BC, B2, C2 mają za wartości 

L,Y 1, i kat przeciwny bokowi Y, równa się = wiec 

2 Qa 
sz he i— 2700s =. Ya =P xzdo — 

Ale KEY Sa wł a zaś 2-1 —2edos — jest 

iloczynem czynników linijnych, to jest pierwszego stopnia, 
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2 — 2 2 === (2—dos=* — V--4 wst =) (—dos mands V—1 wst 0) m m m m 
odpowiedających dwom pierwiastkom urojonym sprzężonym 
równania 2" — 1 =0, które sa dane formułą 

9 RY 
== dos spo est 

m m 

Więc iloczyn Ya Yon 2 Wyobraża geometrycznie czynnik rze- 
czywisty drugiego stopnia, w równaniu 2™ —4 =0, odpowie- 
dajacy dwom jego pierwiastkom sprzężonym które się otrzy- 
mują z formuły ogólnej 

2k — 2k 
ems —— BY 24 wst", 

m m 

zastępując k przez 1. 

Dowiedzie sie tak samo Ze iloczyn Yo Vom -4 Jest czynnikiem 
rzeczywistym drugiego stopnia, odpowiedajacym dwom pier- 
wiastkom urojonym sprzężonym, które się otrzymują zastępując 
w tej samej formule k przez 2; it. d. 
Więc (1) Nd a= =gz—1. Yom—4 Vam- 2 
Gdy m jest nieparzystem, liczba czynników iloczynu 

Yo Ya wre Yom 2 Jest także nieparzystą. Pierwszy czynnik 

% 7— 1 odpowieda jedynemu pierwiastkowi rzeczywiste- 
mu 2=1, równania z* —4=0. Nadto, mamy zawsze 

2 2% 
Yo ama TY = E72 +1—2 dos ~~ 5 

2 ha Yy Yan, = 27 4 1-2 dos >. 

Drugie strony tych równań są czynnikami rzeczywistemi 
drugiego stopnia, które odpowiedają pierwiastkom urojonym 
sprzężonym równania 2*—1—=0. Ztad wnosimy, jako wprzódy, 

(Ya Vy Uma Fanaa = 2" 1 
Co do równania y, Ys + Yous Jag FS" +, przy- 

puszczając naprzód m parzystem, czynniki pierwszej strony są, 
po dwa, równe pomiędzy soba; bo mamy oczywiście 

Y1 Jm % Vam-50*5 ZAtEM 

Ys Vam-1 sey Ys You—3—= V5) itd. 
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Ale trójkąt CB, daje 

y, =a? +1 — 2edos7 = 
m, 

(« os — 4 A sist =) a dos ++ t wst 

Co pokazuje że Y albo y, y,, 4» przedstawia geometrycznie 

czynnik rzeczywisty drugiego stopnia równania z”-- 1 =0, 
odpowiedajacy dwóm pierwiastkom urojonym sprzężonym 

xz =dos me Ma wst = które się otrzymują zastępując 

w formule ogólnej 

(2k' 4-4) 
m 

= va m ŻĘ 
m 

x= dos 

liczbę k przez 0. 

Tak samo, iloczyn y, y,,_„ wyobraża czynnik rzeczywisty 

drugiego stopnia, odpowiedający dwom pierwiastkom urojo- 
nym sprzężonym, które się otrzymują z tej samej formuły bio- 
rac k=1;it.d. Mamy więc 

(2) CAC ARE ee Jag = er. 

Przypuszczając nakoniec m nieparzyste, Ym =4% + 1 jest 

czynnikiem iloczynu y, yy You 3 Yona? 1 Odpowieda 

jedynemu pierwiastkowi rzeczywistemu, 4==—1, równania 
z™+4==0. Wszystkie inne czynniki idą parami czynników 
równych, y, = Ua Ys = Yom gn każda para formuje 

iloczyn, jako y, ya, _„» który, jakośmy już widzieli, wyobraża 

czynnik rzeczywisty drugiego stopnia równania z”--1 =0, 
odpowiedający dwom pierwiastkom urojonym sprzężonym. 

Więc mamy zawsze 

(3) Ją I3 00°? Yom—s Yom-1 SF 

407. W dowodzeniach poprzedzających, przypuściliśmy że 
punkt B leży zewnątrz koła którego promień Co = 1; wtedy 
gm —4 jest ilością dodatną. 

Jeśli punkt B znajduje się wewnątrz koła, równanie (1) 
staje się 
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(3) Vo Is = ana om a == 15-83 

Nakoniec, gdy punkt B leży na okręgu, wtedy równanie (4) 
jest oczywistem; bo mamy zarazem yo =0, i 1—a2™=0. 

Równanie (3) jest także oczywistem gdy punkt B leży we 
środku koła; bo wtedy z=0, i każda z prostych yn, Y,--- Yano 

równa się jedności. 

(Fo dewodzenie twierdzenia Koresa wyjęliśmy z trygonome- 
tryi PP. DELISLE i GERONO, wyd. 3°). 

TWIERDZENIE MOAWRA (+). 

£08. TWIERDZENIE Moawra (Motvre) przedstawia geometry 

cznie dzielniki drugiego stopnia, odpowiedające pierwiastkom 
sprzężonym, równania trójmiennego 

7 gms 2 pze dosa + p?= 0. 

„ Uważajmy naprzód równanie 

cm — 2ne™ dosa + p?=0 (1). 

Dwa czynniki linijne, odpowiedajace dwom pierwiastkom 
sprzężonym tego równania, są ogólnie 

RARE = VEL sz 

Kładąc wipe; dzielnik drugiego stopnia, odpowiedający 

tym pierwiastkom, wyrazi się przez 

a, 
c2—2R2zdos + R?. 

Aby otrzymać podobny dzielnik z równania 

u"--2pz"dosa+-p*=0 (2), 

uważajmy że to równanie może się pisać 

cm — 9 py" dos (x+a) + p?= 0 

- (5) Dowodzenie twierdzenia Moawra, jako też rozwiązanie równań dwumien- 

nych, wyjęto z rękopismu Pana G.-H. Niewęgłowskiegu.
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co je przywodzi do formy równania (1). Więc dzielnik drugiego 

stopnia, odpowiedajacy dwom pierwiastkom sprzężonym ró- 

wnania (2), jest 

£2— 2Rxvdos 
Qkttjrta | py 

m 

Niech będzie teraz koło O promienia R w które wpiszmy wielo- 

katforemny Ao Ay... Aam-i 

mający 2m boków. Po- 

łączmy OAo, i poprowadź- 
my prostę OC tak aby 
tworzyła z promieniem 

a 
OAo kat COAy = a weżź- 

my na tej linii OC, idąc ed 
0 do G, długość OB=z; 
i nakoniec, polaczmy punkt B ze wszystkiemi wierzchołkami 

wielokąta liniami prostemi BAo, BA: ,... BAgx....- 

Trójkąt BOA daje 

Zz: 2% 
BA = 2*— 2Rados ZE ate 

m 

a zaś trójkąt 

BA, = 27 — 2Rdos Git se a R2. 
+1 m 

Aże, podstawiając za k wartości 0, 1,72,... m — 1, otrzymuje- 

my wszystkie pierwiastki równań (1) i (2), a tem samem wszyst- 

kie dzielniki drugiego stopnia. odpowiedające tym pier- 

wiastkom sprzężonym; więc 

gm -- 2042 dosa + pP=BA, SBA’. BA”... BA, (3), 
2 4 2m—4 

i 2224-2042 dosa 4+ p2=BA, . BAL BA; ZE AD. , M. 

Otoż właśnie te dwa równania stanowią twierdzenie Moawra. 

469. Jeśli kąt a jest zerem, wtedy B leży na promieniu OAg, 
i pierwsze strony powyższych równości są kwadratami; wycią- 
gając pierwiastek kwadratowy z obydwóch stron, otrzymamy 

(cm — R") ==BA,. BA, . BA, ..... BA 
4 

z" 4Rw==BĄ,. BA,. BA,.:.. BAL, 7; 
2m—t 
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weźmie się znak + albo — podług tego jak punkt B leży ze- 
wnątrz albo wewnątrz koła. 

Biorąc R=1, dwie ostatnie równości dają twierdzenie KoTEsA, 

= (== 1)=%%%, oz Jama 

BMA HY, Ya wore 3 

które, jako widzimy, jest szczególnym przypadkiem twierdzenia 
MoAWRA. 

Rozwiązanie równania trzeciego stopnia. 

440. Wiadomo z Algebry że wszelkie równanie trzeciego 
stopnia może się przywieśdź do formuły 

(1) 223 -+ pr 490. 
Połóżmy «=z, równanie stanie się 

(2) 344 = : 

Można rozporządzić niewyznaczoną p tak aby było 

3 
BS zkąd | p=2 Vv. > > 
p 4 

jeśli nadto uczynimy 

7 

E i). 
0: 

SEN] 
równanie (2) stanie się 

b 
(3) dm ic—p=0. 

Lecz, gdy 6 jest rzeczywistem i zawartem pomiędzy —1 
i+ 41, wtedy równanie. (3) jest właśnie tem którem jużeśmy 

s a 
się zajmowali, gdy, mając dana dosa=ż, szukaliśmy dos W: 

Jeśli przeto uczynimy 
b=dosa, 

i za łuk a weźmiemy łuk a, najmniejszy z łuków dodatnych 
które mają liczbę b za dostawę, wartości z będą 

a 2% a hw a 
dos =, dos +5): dos (+2). 
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Więc pierwiastki równania zadanego są 

Va : a 7 sj p 27 «a 
2% 5408 7, 2¥ 5 dos aoe 

p hw 4) 
2V —* dos | —+-). 
V 3 3 +3 

Te pierwiastki sa wszystkie trzy rzeczywistemi i moga sie 
wyrachowaé przez logarytmy. Co się zaś tyczy kata a, wyra- 
chujemy go za pomocą formuły 

H
O
T
S
 

dosa = 
w
 

Y =, : 
797 

Ale, jakośmy powiedzieli, to wszystko przypuszcza że b jest 
rzeczywistem i zawartem pomiędzy —1 i +4. 

Aby wartość b była rzeczywistą , trzeba naprzód żeby p było 
odjemnem; nadto, aby ta wartość była zawartą pomiędzy —1 
i-+1, trzeba żeby jej kwadrat był mniejszym od 1: trzeba więc 
aby było (: ) 

EJ 
Takim jest warunek który musi być dopełnionym, aby pier- 
wiastki równania były rzeczywistemi i nierównemi. 

Jeśli jest = 
3 

y= 0, czyli b=-rh, 

2 3 

<ywoalbo 40 albo PALCA 

dwa eae równania na z sa równe +4: równanie 
zadane ma jeszcze wszystkie pierwiastniki rzeczywiste, ale dwa 
są równe między sobą. 

444. Pozostaje nam toraz do roztrząsnienia następujący 
przypadek 

ż b s => 0: nv tą > W 

lecz tu musimy przypomnieć czytelnikowi małe twierdzenie 

algebryczne do którego się odwoływać będziemy. 
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Równenie dwumienne 
= 0 

ma trzy pierwiastki których sześcian równa się jedności; jeden 
tylko z nich jest rzeczywistym i równą się jedności. Dzieląc 
równanie przez z— 1, otrzymamy 

23--2--1=0. 

To równanie ma dwa pierwiastki urojone; nazywając je 
aif, mamy 

_—A14+V3V _—1—V3/—- 
ee ee 

Łatwo widzieć że każdy z tych pierwiastków jest kwadratem 

z drugiego ; jakoż , mamy oczywiście 

ao 1h, (tS © zitem 0 25x 

Wynika ztąd, że trzy ilości, jako m, ma, mß maja 
wszystkie trzy ten sam sześcian m?. 

To ustanowiwszy, wróćmy do naszego równania 

(1) «”-Fpa + 9 =0, 

w którem, przypuszczając 
Be 

h 
odróżnimy dwa przypadki, p dodatne i p odjemne. 

p? 
Się 27 SU; 

Je Przypuśćmy naprzód p<0, iuczyńmy 

= e(Styg-- doto). 

Podnosząc do sześcianu, otrzymamy 

232) Sty? o + dot? + 3 (styg + doty) |: 

— Wynika ztad że równanie 

(2) 2°—3 p?a—p3 (sty? + dot) =0; 

„ma za pierwiastek 

e (sty p + dot ę). 
Podobnie, jezeli wezmiemy nastepnie 

£ =p(astyo | G6 doty), i % =e(Bstyp--a doty), 

znajdziemy, podnosząc do sześcianu i przypominając sobie że 

a6 = 1,
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g3 = 5 {sty?y+ dot? p+3 (a styp |-Bdotę)|, 

i «=p? |sty$9-+ dot? 8 + 3 (Bstyp |-adotę)|. 

Zkąd wynika że równanie (2) ma także za pierwiastki 

plastyp+ Bdoty), i  p(Bstyp-adoty). 
Lecz ;równanie (2) przywodzi się do równania (1), jeśli 

weźmiemy 

PF v_P i sty y+ dot? » = Fa 
3 3 Pp 

: 27 
więc pierwiastki równania (1) sa 

y= (sty y + doty), 

V— 2 (astyę +B doty), 

VP (Bstyytadoty) 

albo, zastępując « i $ przez ich wartości, sty» przez 3 
Sy 

dos . ; ; : 
i dot y przez =o te trzy pierwiastki wyrażą się przez 

P 

2.2 5 

ae 
wst2¢ * wst 2 p 

Pierwszy pierwiastek jest rzeczywistym i wyrachowywalnym 
przez logarytmy : dwa zaś inne są urojone i sprzężone, ich część 

rzeczywista jest połową pierwiastku rzeczywistego wziętego ze 

_ znakiem przeciwnym; co się zaś tyczy części urojonej, ona jest 

łatwą do wyrachowania przez logarytmy. To wszakże przy- 

puszcza, że kąt ę jest znanym. 

Otoż jakim sposobem można ten kąt wyznaczyć : bierze się 

drugi Kat pomocniczy, który nazwiemy », tak aby było 

sty w =sty*g; 

źstyp | 2 : 

1--stysp Sty*p+ dot? zkad wst 2» == 2sty o dos?» = 
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| WE Więc ZSR: y 27 

ta wartość wst2e jest zawartą pomiędzy —4 i +4 
2 3 

z przyczyny przypuszczenia > + 55 20. 

Tym sposobem łatwo się wyrachuje w przez logarytmy, i na- 
stępnie wartość kata o. 

2° Uważajmy teraz drugi przypadek w którym p>0, 
i połóżmy 

g=p(dotę—styp); 
ztąd, rozumując jako w poprzednim przypadku, wyprowadzimy 

(3) 23 + 3020 —p>(dot?o—sty*o) == 

Widzimy łatwo, że trzy pierwiastki równania (3) sa 

p(dotę—styy), p(adotp—Bstyy), i p(Bdotp—astyv). 

Aby ztosamić równania (3) i (1), dosyć jest wziąć 

BEŻ v?, | dot*p--Sty3p=-< I, | 3 v PE 

aT 
Kat o wyznaczy się czyniąc, jako wprzódy, styo= sty? 9; 

co daje dot 2 == 3 (dotw—styw) = 4 (dot? p — sty * gp). | | 

=, 

sy = 
27 

formuta ta jest wyrachowalna przez logarytmy. | 

Wiec dotżw==" = | 

Postępując jako w poprzedzającym przypadku, łatwo znaj- | 
dziemy że trzy pierwiastki równania są : | 

2 VP dotżę, i — VE dL GT | 
Pierwszy pierwiastek jest sam tylko rzeczywistym, dwa inne | 

są urojonemi i sprzężonemi. Wszystkie trzy są wyrachowalne 
przez logarytmy. 



ĆWICZENIA 164 

ĆWICZENIA. 

1. Wyrachować, w funkcyi trzech boków trójkąta sferyczne- 
go, promień koła wpisanego i opisanego. 

Il. Rozwiązać trójkąt sferyczny, znając trzy łuki kół wielkich 

które łączą środki boków z wierzchołkami przeciwnemi. 

Ill. Rozwiązać trójkąt sferyczny, znając trzy wysokości. 

IV. Dowieśdź że, jeśli « oznacza łuk wielkiego koła który łączy 
wierzchołek A trójkąta sferycznego ze środkiem boku prze- 
ciwnego, mamy 

__dosż(b+-c) dos $(b—e) 
dos a = 5 

dos ża 

V. Dowieśdź że, w trójkącie sferycznym, wstawy trzech wyso- 
kości są odwrotnie proporcyonalnemi wstawom boków na które 
te wysokości są spuszczone. 

VI. Rozwiązać trójkąt sferyczny prostokątny, znając prze- 
ciwprostokątnę i promień koła wpisanego. 

VII. R przedstawia promień sferyczny koła opisanego na 
trójkącie ABC, r promień koła wpisanego, « promień koła 

zawpisanego które dotyka boku a, 2p obwód a--5--c; do- 
wieśdź że : 

dot R = 2 dos4a dos 46 dost e we 

4 paw Wstó wst e wstA 

= 2 wst p ? 
wst b wst c wstA = 

se aes 2 wst (p—a) 

VIII. Wyrachować objętość czworościanu w funkcyi jego 
sześciu krawędzi. 

KONIEC TRYGONOMETRYI SFERYCZNEJ. (3 55% 
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"NOTA A. 

Granice , wyższa i niższa , między któremi zawiera się wstawa | 

i dostawa bitin pierwszej ćwierci okręgu. | 

1* W znanej formule 

wst a =3 wstża—4 wst?*4a | 

podstawmy, w ostatnim wyrazie, łuk 4a zamiast wst 4a, będzie 

3 | ha 
t 3 wst4 a — —— wst a > 3 wst3 a a7" 

W tej nierówności zastapmy wszędzie łuk a przez 3a, 
otrzymamy 

+ g
ol
» 

a a has 
MSE 78 Wet Ba | 

W ostatniej nierówności zastapmy podobnie łuk a przez 4a; 
i tak następnie w każdej otrzymanej nierówności; będziemy 
mieli 

a Gog 
wst > ima > 

a Ga? 
wel = >> OWS ae 

a ogólnie 
a. ha? 

to 3n=i AA set * 

Pomnóżmy teraz drugą nierówność przez 3, trzecią przez 32, 
i tak dalej , ostatnią przez 32-1; ies ox otrzymamy | 

ha 1 
wsta >31 wst — 5 1+- state wu kija 

W tym wyniku zróbmy x= w, i uważajmy że wtedy 

a 
awst — 

Gran. 3" wst-—= Gran. 
‘ gn 

=a. 
a 

SEES 
32 
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Bo, gdy łuk maleje aż do zera, stosunek wstawy do łuku ma 
za granicę 1. Nadto, wyrazy w nawiasach stanowią postępnię 
geometryczną nieskończenie malejącą; przeto granica summy 

: ; 4 9 ‘ 
tych wyrazów jest, jako wiadomo, ro 160 daje, 

k : Hae 9 0 A 
= onywajac 37 X ae ostatecznie 

as S as 
wst 2 > Oe albo Ce SS Oe es 

To znaczy że biorąc mały tuk zamiast jego wstawy, popełnia 
się błąd mniejszy od szóstej części sześcianu tego łuku. 

Jako widzimy, wsta jest zawartą między łukami a i a — = 

„ 2° Nie trudno będzie teraz znaleźć dwie granice, wyższą i 
niższą , między któremi zawiera się dosa. Jakoż, mamy 

dos a = 1—2 wst? 4a; 

kładąc naprzód zamiast wst 5 łuk , znajdziemy 

2 2 
dosa >1--2.5- albo dosa >1 — 5 

Potem, podstawiajac w tej samej formule, zamiast wst > 

różnicę. — ! (3). znajdziemy przeciwnie | 

Mak FE, a 4a>\2 aż . 30% 
dos a < 1—2 5 eS albo dosa< 1 ły 24 48% 

a tem bardziej dosa < 1 — =, gi 

To pokazuje że, w pierwszym ćwiereianie, dosa jest zawartą 
2 4 2 R= ae, GE 6 d . a 

między 1—— i 1—=—+zz; wiec, Bronac A — 2 2 2127 ] 2 
za dosa, popełnia sie błąd mniejszy od Awudaiesiej prue 
części czwartej potegi łuku a. 
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NOTA 2. 

O przybliżeniu z jakiem wyrachowano wstawy i dostawy tuków 
idących co 10”. 

Opierając się na poprzedniej nocie, nie trudno jest wyznaczyć 
błąd popełniony biorąc tuk 10” za wst 107. 

Jakoż, wiemy (29) ze tuk 10” więc rzeczony błąd 5 . 

10°’ 

jest mniejszym od 3 (san) a tém bardziej od za 
642.104 fe TO? 

Ztąd wnosimy że wst10" różni sie od łuku 10” dopiero w źrzy- 
nastej cyfrze dziesiętnej, i to jeszcze mniej niż jedną czwartą 
jedności tej cyfry. 

Co się zaś tycze dos 10”, biorąc 1 —$ (tuk 10”)? za dos 10”, 
an. : 2 Ge 4 4 4 

popełnia sie widocznie błąd mniejszy od 57 (Tr) , a tem 

bardziej mniejszy od 310%" 

Do wyznaczenia wstaw i dostaw łuków pierwszego ¢wiercia- 
nu, po sobie idących co 10”, można użyć wiadomych formuł 
Tomasza Simpson : 

wst (m + 1)10” == 2dos 10” wst (m. 10”) — wst (m—1)10”, 

dos (m +- 1) 10” = 2dos 10” dos (m . 40") — dos (m —1) 10"; 

i obrachować obie linie dla łuków od 0° aż do 45°; albo jedną 
tylko, ale od 0° aż do 90°, czyli do 324000”. A ponieważ łuki 
ida co 10”, wykona się przeto 32400 działań. 

Biorąc tedy wsć10” i dos 40" z dwunastoma dziesiętnemi 
dokładnemi, zachodzi pytanie na ile cyfer dokładnych, w osta- 
tniej wstawie obrachowanej, liczyć należy. 

Aby rozwiązać to pytanie, nazwijmy 8 błąd popełniony bra- 
kiem, poprzestając na 12 cyfrach dziesiętnych wstawy 10”. 
Błąd popełniony na dos 10”, jako mniejszy od jedności ośmna- 
stego rzędu dziesiętnego , może być zaniechanym obok błędu 
który jest trzynastego rzędu dziesiętnego.
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Na mocy tej uwagi, i wedle formuły powyższej, błąd popeł- 
niony na wst 20” ma za granicę 26; tak samo, błąd uczyniony 
na wst 30” ma za granicę 48—8= 38; a ogólnie, błąd uczy- 
niony na wst(m-+1)10” jest 2md—(m—15=—(m+1)8; 
bo wszystkie te błędy są brakiem. 

Ztąd wynika że błąd popełniony na wst(32400.10”) jest 32400 8; 

zatem jest mniejszym od ot a tem bardziej od ai A 

Więc ostatnia wstawa, znaleziona po wykonaniu 32400 ra- 
chunków przybliżonych, zawiera jeszcze dokładnych 9 cyfer 
dziesiętnych. Więc 12 cyfer dziesiętnych wstawy i dostawy 
łuku 10” Sa dostatecznemi do wyznaczenia, na mniej niż pół 

jedności osmego rzędu dziesiętnego, wstaw i dostaw łuków 
pierwszego ćwiercianu, idących co 10’. 

W tak długich rachunkach błędy są nieuchronne; dlatego 
trzeba było często sprawdzać znalezione wartości na wstawach 

i dostawach wprost obrachowanych, jako wst 9°, wst 18°,.. 
wst 30°. Go też własnie zrobiono. 

NOTA C. 

Rozwinięcie wstawy 7 dostawy wedle potęg Łuku. 

Dowiedziemy naprzód dwóch twierdzeń które nam później 
będą potrzebnemi. 

TWIERDZENIE I. 

m > ag 
Granica stosunku ——————., 

DZ 
gdy m rośnie nieskończenie, 

jest zero. 

Niech będzie k liczba równa albo większa od z; mamy 

LZ Bom nee eis a x 

(Ss.8 
2 Se ee ee S"a 
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- Gzynniki — 

ich m— k; 
> gm < ak T je” 

> 12.3.0 12.8 UL" 

są ułamkami malejącemi, a jest 
04 

eae k+2 

"Ate, jako wiadomo, potegi rosnace ulamka a i dążą 

coraz bardziej do zera ; 
> zm 

więc Gran ae 

TWIERDZENIE II. 

Granicą dos™—, gdy liczba całkowita m rośnie nieskon- 
m 

czenie , jest jedność. 

Mamy dos = =] Ta 

zatem dos» > — = (1- az) ; 

Rozwińmy drugą stronę wedle wstawy dwumianu. Aby 
przejść z jednego c > do drugiego, trzeba mnożyć przez 
c2 

SEM i przez czynnik — 
aa A 
a który najwięcej równa się 

; więc, jeśli „mi tak aby był EA. i m „więc, jeśli weźmiemy m tak aby było DEE czyli 

2 

m> 5 , wyrazy drugiej strony, naprzemian dodatne i odjemne, 

mniejsze od jedności , będą ciagle malaty. 

Zatem dos™ = weedy © 
2m 

Aze dos" <1, więc Gran. dos" = = bse 

Te trudność uprzątnąwszy, przystępujemy dó przedmiotu 
niniejszej noty. c - 
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Formuła Moawra, jako już wiadomo, daje 

m (m—1 
(1) dos mad = dos" a — = ) dos™~? a wst 1 a-|- etc. 

—1) (m—2 
(2) wstma == m dos "77 awsta— mer DE 2 dos "7? awst* a cte. 

Nazywając x łuk ma i biorąc dos" = na czynnik, 

te formuły mogą się wyrazić następującym sposobem : 

c (m D+ m (m—1) (m—2) (m— Ś ; 

am wte | dosq=dos" — 
. m 1:2.8:4 

a —1 —2 

m(1 m 1.2.3 
sty? “+= | 

Albo, co to samo, 
2; 

dos = dos" = e qa z Ż 
m © 

m 

sty, 
ZŹ (C= = 

tian CEED ufa ( > x 
m 

© 
wstc=dos" „| 

m 

3 ag 2 
5” — 7 50 <<) (1-5 dk, 

Zajmijmy się naprzód rozwinięciem dostawy. 

W nawiasie, aby przejść z jednego sn” do następnego , 
: 

k 
trzeba mnożyć pierwszy : 1° przez iloczyn (1- =) > = 

który jest mniejszym od jedności, 2° przez czynnik ALIEN" 

PN 2 
Sty = 

3* nakoniec przez stosunek '-- }. 

SU 
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Uważajmy teraz że, gdy z zostając niezmienne m rośnie 

Z 
sty— 

nieskończenie ,* stosunek oj maleje i dąży do jedności. 

sty st > rh 
A m m W Jakoź, Gr. | —— |= Gr, |. —™ Ui es 4. © © m 

— — 

m m 

Zatem, zostawiając © niezmiennem , można wziąć m dosyć 

sty — 

wielkiem aby stosunek = był mniejszym od 148, jak- 

m 

kolwiek małe jest 8; wtedy, jeśli weźmiemy 2k-+4 większe 
od z(1+-8), będzie widocznie cały mnożnik mniejszym od 
jedności , to jest będziemy mieli 

cN 2 

x 2k ZEENT a 22 (4 4-8)2 
BEFYGEFA( —m)(- = @ | (2%+1(24+2) 

m 

Wynika ztąd, że wyrazy nawiasu, począwszy od tego którego 
mianownik zawiera 2k +1, są mniejsze od jedności i maleją 
aż do zera gdy się m zwiększa nieskończenie (tw. 1);-a ponieważ 
one są naprzemian dodatnemi i odjemnemi , przeto zatrzymując 
szereg na jednym z nich , popełni się błąd mniejszy od wyrazu 
idącego po tym na którym poprzestajemy, i ten błąd będzie 
znaku przeciwnego. Więc 

He ( x? 4 SA dos z = dos RE = a EEE 
m 

2 
8 : 1 ert ae > 8 RER 3 m am „( " m 208 AA 

m 

6 oznacza liczbę dodatną mniejszą od jedności, azaś 2n > 2k--2. 

Przypuśćmy teraz że m rośnie do nieskończoności ; wtedy, 
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> sty = 

jakośmy okazali, Gran. dos" —=1; Gran. 7 —4: 
m © > 

m 

liczba 6, mniejsza od jedności, dąży do pewnej granicy tóm 

mniejszej im 2n jest większem; a zaś błąd pochodzący z wy- 

razów zaniedbanych jest mniejszym od 132.50 Aże ta 

ostatnia ilość , gdy weźmiemy n dostatecznie wielkiem , może 

stać się tak małą jak się podoba, więc szereg jest zbieżnym i ma 
za Summe dos x; więc 

z? zt zo 

a | WEGE WEHLE 
Rozumując podobnie, znajdziemy 

x? mo gg 

BBS PERU b dsal 35. 

Dwa te szeregi mogą służyć do wyznaczenia wstaw i dostaw 

łuków pierwszego ćwiercianu z przybliżeniem żądanem ; tém 
więcej że od 0° do 45° łuk z < 0,8, co zapewnia dostateczną 
zbieżność obydwóch szeregów ; zatem kilka tylko wyrazów ra- 

chować trzeba aby otrzymać wstawy i dostawy z przybliżeniem 

przyzwoitem. 

Nadto, biorąc pewną liczbę wyrazów, popełniony błąd jest 
mniejszy od wyrazu idącego po tym na którym poprzestajemy. 

Jakoż, wyrazy dwóch szeregów idą malejąc coraz bardziej, 

zatem biorąc tylko dwa pierwsze wyrazy, mamy widocznie, 

m? ee 
dos x > 1—-> idosz<i~ 00.507 więc biorąc 

x? . = a 
4 —— za dos z, błąd jest mniejszy od —. 

2 24 
xe 

230: 

Oba te wyniki są nam już znane. 

x? 

6 
Tak samo, wst z >a — zkad c«—wstz< 

Noty te winniśmy życzliwości Pana G.-H. Niewęgłowskiego. 

KONIEC. 





UKŁAD METRYCZNY 

MIAR I WAG. 

Układ miar i wag metryczny oparty na sposobie liczenia 

dziesiętnym, używany dzisiaj we Francyi, Belgii, Piemoncie, nie- 
których częściach Włoch, i nawet w Ameryce, jako jeden z naj- 
godniejszych w tym rodzaju utworów, zasługuje na uwagę 
każdego człowieka. Kto tylko raz doznał ile niedogodności 
przedstawia rozmaitość wag, miar i monet różnych krajow, 
dla podróżujących i handlu, ten pewnie zapragnie szczerze aby 
wszędzie jednakowy wprowadzono układ miar, wag i pienię- 

dzy. Pod tym względem dobrze jest poznać układ metryczny, 
bo on może niedługo w całej przynajmniej Europie, choć w czę- 

ści, zaprowadzonym zostanie. 

1. Mierzyć jaką wielkość, jestto szukać jej stosunku z inna 
wielkością, tej samej natury, wziętą za jedność. Właściwie tedy 

mówiąc, musi być w miarach ta sama rozmaitość jaka jest 
w rzeczach które porównywamy. Ale tutaj zajmiemy się mia- 
rami samej figury ciał porównywanych, nie zaś ich gatunkiem; 

mówić przeto będziemy o miarach długości, powierzchni, obje- 
łości, a nareszcie o wagach i pieniądzach. 

Wybor jednosci miar i wag nie jest rzeczą obojętną ani też 
łatwą. Trzeba aby te jedności nie tylko nie sprzeciwiały się 
bardzo już używanym, ale jeszcze znacznie ułatwiały rachunki. 
Gdyby do mierzenia rzeczy porównywanych samych tylko uży: 
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wać musiano jedności, wyrażenie tych miar byłoby często nie- 
dogodnóm. Jakoż, jeśli wielkość uważana zawiera bardzo wiele 
razy swoją jedność, wtedy liczba wyrażająca jej miarę jest bar- 
dzo wielką, i nie daje nam dokładnego wyobrażenia rzeczy uwa- 
Zane]. I tak : gdybyśmy powiedzieli komu że odległość dwóch 
miast wynosi milion stóp , nie mógłby od razu powziąć jasnego 
wyobrażenia tej odległości, bo stopa jest jednością za małą do 
mierzenia wielkich odległości. Gdybyśmy znowu do oznaczenia 
małej długości mieli tylko łokcie, musielibyśmy użyć ułamku, 
i mówić na przykład : ta długość ma 23; łokcia ; taka miara nie 
dałaby nam prawie żadnego wyobrażenia wielkości, chociaż ta 
wielkość byłaby istotnie wyznaczoną. 

Aby więc uniknąć tych obydwóch niedogodności, zrobiono 
z jedności pewne wielokrotniki i pewne potrzebne ułamki które 
osobnemi nazwano imionami. Te imiona, łatwo zrozumiałe, są 

zrobione wedle ustawy dziesiętnej naszego liczenia, aby tym 
sposobem rachunek miar był, ile można, najprostszym. 

Tak właśnie rozumowali uczeni założyciele układu miar i 
wag metryeznych. 

Nazwali tedy : metrem jedność linijna, arem jedność powierz- 
chni, metrem sześciennym jedność objętości, a zaś sterem jed- 
ność objętości drew i drzewa do budowy; /ićrem jedność obję- 
tości rzeczy płynnych i sypnych, nareszcie gramem jedność wagi, 
a nakoniec frankiem jedność pieniężną. 

Zachowałem nazwiska miar i wag francuzkie, dlatego że je 

przepolsczyć byłoby nader trudno, a nawet bez żadnego po- 
żytku, tutaj zwłaszcza gdzie nam chodzi raczej o poznanie 
układu metrycznego, nie zaś o jego w naszym kraju zastoso- 
wanie. 

Il. Zrobiono miary złożone z jedności, biorąc dziesięć, sto, 
żysiąc razy jedność ; a zaś miary ułamkowe biorąc jedną dzie- 
stata, jedną setną, jedną tysiączną część jedności. 

Aby łatwo utkwić w pamięci, i sposobem nieomylnym, na- 
zwiska miar wielokrotnych i ułamkowych, położono przed na- 
zwiskiem jedności wyrazy greckie deka, hekto, kilo, na oznacze- 
nie dziesięciu, stu, tysiąca jedności ; a zaś wyrazy łacińskie deci, 
centi, milli, na oznaczenie jednej dziesiątej, setnej, tysiącznej 
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cręści jedności. I tak, mówi sie: dekametr, 10 metrów; hektometr 
100 metrów; kelometr 1,000 metrów ; a nawet jeszcze myriametr 

10,000 metrów (prawie dwie polskie mile), 
A znowu decymetr to jest 54 metra; centymetr, 745 metra; 

millimetr, 73535 Metra. 
Tak samo możnaby powiedzieć dekar, hectar, hilar, na 

oznaczenie 10, 100, 1,000 arów ; a zaś decyar, centyar, milliar 

na oznaczenie 75, 74>, 7600 ara; chociaż istotnie tylko hektar i 
eentyar są używanemi. 

Ster nie ma innych wielokrotników tylko dekaster i decyster. 

Litr i gram maja: dekalitr, hektolitr, kilolitr, decylitr, centi- 
litr; dekagram, hektogram, kilogram, decygram, centigram, 
milligram. 
Co się zaś tyczy franka, on nie ma żadnych wielokrotników, 

a jego ułamkami sa: decym i centym. 

111. Aby nadać systemowi metrycznemu pewność i trwałość 

któraby nie podlegała zmianom społeczno-politycznym świata, 
przedsięwzięto oprzeć nowe miary na podstawie stałej, niepo- 
ruszalnej ; tę podstawę wzięto w naturze samej. Uczeni francuzcy 
DELAMBRE i MECHAIN zmierzyli łuk południka zawarty pomiędzy 

Dunkierką i Barceloną, i z wyniku swoich geodezycznych dzia- 

lan wnieśli długość ćwierci południka. Tę dłagość podzielono 
ne dziewięć milionów części równych, i zrobiono liniał z platyny, 
którego długość, w temperaturze lodu topniejącego, równa się 

właśnie jednej z tych części. Otoż taka długość którą wzięto za 
jedność linijna, i nazwano ją METREM. 

Metr przeto jest dziesięć milionowa częścią ćwierci południka 
przechodzącego przez Dunkierke. 

Metr służy także do mierzenia małych odległości; i chociaż, 
jakośmy już powiedzieli, jest miara hektometr, nie trzeba jed- 
nak mówić systematycznie : ta alea ma trzy hektometry, ale 

poprostu : ta alea ma trzysta metrów. 

Do mierzenia znacznych odległości używa się kilometru, albo 
też nawet myryametru, i mówi się : odległość Paryża od Pekinu 
jest około osiemset dwadzieścia i jeden myryametrów. 
Wynika z podziału metra że okrąg południka ziemskiego ma 

czterdzieści milionów metrów, czyli 40,000 kilometrów, albo 
4,000 myryametrów. 



174 UKŁAD METRYCZNY 

AR jest kwadratem którego bok ma jeden dekametr; przeto 
wartość ara jest sto metrów kwaaratowych (*). Wynika ztąd 
centyar jest to metr kwadratowy. 
Używa się ara i hektara do rozmiaru powierzchni pól; i mó- 

wi sie. na przykład, że ta rola, ten las ma 2 hektary, 35 arów, 
24 centyarów (2*,35,24). Ale, aby wymierzyć małe powierzch- 
nie, naprzykład w stolarstwie, w ciosełce, it. p., używa się za- 
wsze metra kwadratowego. 

Metr kwadratowy zawiera sto decymetrów kwadratowych; 
decymetr kwadratowy dzieli się tak samo na sto centymetrów 
kwadratowych ; a nakoniec centymetr kwadratowy, na sto mil- 

limetrów kwadratowych. Aby więc zamienić jakąkolwiek liczbę 
metrów kwadratowych na decymetry kwadratowe, albo na 
centymetry kwadratowe, albo nareszcie na millimetry kwadra- 
towe, trzeba pomnożyć tę liczbe przez 100, albo przez 10,000, 

1,000,000. 
Wielkie powierzchie, jakoto prowincyi, państwa jakiego, 

części świata, mierzą się na myryametry kwadratowe. 

Miary ułamkowe metra kwadratowego sa: decymetr kwa- 
dratowy, który jest setną częścią metra kwadratowego ; następnie 
centymetr kwadratowy, który jest setną częścią decymetra kwa- 
dratowego, a dziesięć tysięczną częścią metra kwadratowego; 

nakoniec millimetr kwadratowy, który jest setną częścią centy- 

metra kwadratowego, dziesięć tysięczną częścią decymetra kwa- 

dratowego, a milionową częścią metra kwadratowego. 

Jeśli więc chcemy powiedzieć : trzy metry kwadratowe, 

dwa decymetry, czterdzieści pięć centymetrów kwadratowych, 
należy pisać tę liczbę tak : 3*,0245. 

„ Jeśli cheemy. wiedzieć co znaczy liczba metrów kwadrato- 
wych napisana jako następuje : 6" *,76514 należy ją czytać : sześć 

metrów kwadratowych, siedemdziesiąt sześć decymetrów, pię- 

(*) Aby sobie jasno wyobrazić dlaczego ar zawiera sto metrów kwadrato- 

wych, wystawmy kwadrat którego bok zawiera dziesięć metrów długości, i 

przez punkta podziału wysokości poprowadźmy równoległe do podstawy, a zaś 

przez punkta podziału podstawy poprowadźmy równoległe do wysokości. To 

zrobiwszy, uważajmy że równoległe do podstawy dzielą kwadrat na dziesięć 

pasów,z których każdy zawiera dziesięć metrów kwadratowych ; więc cały kwe- 

drat, czyli ar, zawiera dziesięć razy dziesięć metrów kwadratowych, to jest sto 

metrów kwadratowych. 
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dziesiąt jeden centymetrów kwadratowych i 4 jednego centy- 
metra gwadratomego ; albo jeszcze, dopisawszy zero, możemy 
powiedzieć : 6 metrów kwadratowych, 76 decymetrów, 51 cen- 
tymetrów i 40 millimetrów kwadratowych. 

Do wymierzenia objętości ciał, ogólnie mówiąc, używa się 
metra sześciennego (*). Metr sześcienny dzieli się na tysiąc de- 

cymetrów sześciennych (**); decymetr sześcienny dzieli się na 

tysiac centymetrów sześciennych, a centymetr sześcienny, na 
tysiąc millimetrów sześciennych. 

Aby zamienić jakąkolwiek liczbę metrów sześciennych na de- 
cymetry sześcienne, albo na centymetry sześcienne, albo na 
millimetry sześcienne, trzeba pomnożyć tę daną liczbę przez 
1,000, albo przez 1,000,000, albo przez 1,000,000,000. 

Metr sześcienny bierze nazwisko steru gdy się używa do miary 
drzewa na opał albo na ciołkę. 

Litr jest miarą, formy walcowej, mającą objętość decymetra 
sześciennego. Wysokość litra jest dwa razy większą od średnicy 
podstawy. 

Podług tego łatwo widzimy że oxeft zawierający 2340 litrów, 
ma objętość dwóch metrów, trzystu czterdziestu decymetrów 
sześciennych. Co się pisze tak : 2™-*-,34, 

Wina, wódki, alkohole i likiery mierzą się na litry albo hek- 
tolitry, podług tego jak się sprzedają w małej albo w znacznej 
ilości. 

Rzeczy sypkie, jako zboże, maka, jarzyny, mierzą się także 
na litry albo na hektolitry, dekalitry i podwójne dekalitry. Ale 

(*) Sześcian jest to figura zamknięta sześcioma kwadratami równemi. Kostka 
do grania jest sześcianem. Jeśli każdy bok sześcianu ma metr, albo decy= 
metr,i t. d., mówi się że to jest metr sześcienny, albo decymetr sześcienny, i t. d. 

(*) Aby dobrze i łatwo pojąć dla czego metr sześcienny zawiera tysiąc decy= 
metrów sześciennych, wystawmy sobie- sześcian którego trzy krawędzie przy- 

ległe mają każda diugość jednego metra, czyli dziesięciu decymetrów. Przez 

punkta podziału tych trzech krawędzi poprowadzmy płasczyzny równoległe do 

ścian przeciwnych sześcianu. Te płasczyzny podzielą wysokość na dziesięć 

warstw równych, i każda warstwa zawierać będzie sto decymetrów sześcien= 

nych; bo podstawa została podzieloną na sto decymetrów kwadratowych, a 

na każdym takim kwadracie stoi decymetr sześcienny. Więc sześcian zawiera 

40 razy 100 decymetrów sześciennych, co właśnie czyni tysiąć decymetrów 

sześciennych. ś 
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w tym razie, wysokość litra równa się średnicy podstawy; za= 
tóm jest różna od wysokości litra którym się mierzą ciecze. 
Używa się także decylitra, szczególniej w ogrodnictwie, do 
miary nasion. 

Gram jest wagą, w próżni, centymetru sześciennego wody 
dystylowanéj, w temperaturze 4 stopni nad zerem termome- 
tru stu-stopniowego. Wybrano temperaturę 4 stopni ponad 
zerem, bo w tej temperaturze woda ma największą gęstość mo- 
żebną, a przeto największą wagę. 

Ważono na powietrzu, nie centymetr sześcienny, bo jego 
waga just za małą, lecz decymetr sześcienny wody ; potem ra- 
chunkiem wyznaczono wagę jaką ten decymetr sześcienny wody 
powinien mieć w próżni. Wiadomo albowiem że, wedle ustawy 
ARCHIMEDESA , każde ciało, zauurzone w jakimkolwiek płynie, 
traci ze swojego ciężaru tyle, ile waży płyn przez niego wy- 
pchnięty. 

Zrobiono tedy z platyny ciężar przedstawiający tak ściśle wy- 
rachowaną wagę: tysiączna część tego ciężaru jest więc gramem, 
bo, jako już wiemy, decymetr sześcienny zawiera tysiąc centy- 
metrów sześciennych. 

Wszelkie ciężary, jako naprzykład naładowania okrętów, 

statków, ważą się na beczki albo na centnary metryczne. 

Beczka waży tysiąc kilogramów, a centnar metryczny sto ki- 
gramów. 
Do oszacowania małych ciężarów używa się kilogramu, deka- 

gramu i gramu. A gdy chodzi o rzeczy bardzo wielkiej wyma- 
gające akuratności, jako lekarstwa medyczne, używa się decy- 
gramu i nawet centygramu. 

Dla większej dogodności użycia miar i wag w handlu, ustawa 
toleruje dekalitr podwójny i półdekalitr, podwójny hektogram 
i półhektogram. 
Wynika z określenia gramu że, aby znać wagę danej objęto- 

. ści wody, trzeba wyrazić tę objętość w centymetrach sześcien- 
nych. Wtedy, ile będzie tych centymetrów, tyle woda, czysta 

ma się rozumieć, ważyć będzie gramów. 

Litr czystej wody waży tysiąc gramów albo jeden kilogram ; 
a zaś beczka zawierająca tysiąc litrów albo jeden metr sze- 

ścienny, waży tysiąc kilogramów.
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IV. Monety francuskie srebrne i złote robią się z alliażu, 
jako i w innych krajach. 

Alliaż na monety francuskie srebrne składa się z dziewięciu 
części ciężarowych srebra a z dziesiątej części miedzi. 

Alliaż na monety złote ma skład podobny; to jest, na dzie- 
sięciu częściach alliazu jest dziewięć części złota i jedna część 
miedzi. Ten alliaż nadaje monecie pewną twardość którejby 
nie miała, gdyby z samego jeno srebra lub złota fabrykowaną 
była ; wtedy moneta, przez ciągły obieg, zcierałaby się prędko 
i zużywała. : 

Jednością monet francuskich jest frank. FRANK jestto kawałek 
alliażu srebrnego formy kolistej, ważący pięć gramów. 

Inne monety srebrne są : pięć franków, dwa franki, pół franka 
czyli 50 centymów, i piąta część franka czyli 20 centymów. 

Z określenia franka wynika łatwy sposób znalezienia wagi 
gdy jest daną liczba franków, i nawzajem liczby franków, któ- 
rych wiadoma jest waga. I tak, widocznie 200 fr. ważą 200 X 5 
gramów to jest kilogram. I nawzajem, worek zawierający sre- 
brne pieniądze, i ważący 82,5 hektogramów, ma wartość 
8250 sr- : ; 

—, to jest 1650 franków. 5sr. 

Dla tego też bank francuski, gdy płaci nowemi pieniędzmi. 
nie rachuje ich, ale tylko waży. 

Dla ustanowienia ceny złota, przyjęto we Francyi że stosunek 
wartości między złotem i srebrem, tej samej wagi, jest 15,5. 

Ztąd wynika że, ponieważ 20 fr. w srebrze ważą 100 gramów, 
1008 _ 1000er- 
{55° 282 1555 

To znaczy że 155 sztuk ,dwudziesto-frankowych ważą kilo- 
; : „_ 10003 A 

gram; więc każka taka sztuka waży TRE 68r,4516, nie- 

20 fr. w złocie ważyć powinny 

p. 

mal 6 gramów i pół. 
Średnica sztuki 20 frankowej jest 21 millimetrów. 

Inne pieniądze złote, dzisiaj we Francyi obieg legalny mające, 
sa: 5 fr., 10 fr., 50 fr. i 100 fr. 

Moneta miedziana robi się z bronzu który się składa z 0,94 mie- 
dzi, 0,04 cyny, 0,01 zynku. 

Pieniądze bronzowe francuskie są : centym który waży gram, 
dwa centymy, pięć centymów i dziesięć centymów. ? są 
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Monety francuskie, dzisiaj używane, składają się z 14 sztuk 
których średnicę i ciężar następująca okazuje tablica : 

| 
OZNACZENIE WARTOŚCI. ŚREDNICA.| CIĘŻAR. 

Moneta złota. millimetry.| grammy. 

Szluka 160 frankoWa . » + 6.0% 5 6 6 35 32 ,25806 
ee ely ee fees pe 28 16,12903 
== 20 = +6) uć wod 21 6,45161 

= 10 - = ad 3 8-4 WSA d 19 3,22580 
= M. = 47 1,61290 

Moneta srebrna. 

Satie 3 MARKOWA » 6 60 6 4 w 5 37 20 
= 2 == (WAWY BA BICZ CR" 27 10 
— I = ee ONE 6, 6s 6 ay WO 23 5 
==, 4 (50 céntyméw)e.s -. s 4 4 > 18 2,5 
== 2 (20 centymow). 4-2... * .. . 45 4 

Moneta bronzowa. 

| BZOGRAa FE €entiyMÓW . 03. 40 43 30 10 
= 5 = OE USZOL ROCH 25 5 
— 2 — e Rae, MAPA 20 2 
== 4 — GZK 4 ee er EO 7 15 1 

IV. Przedmioty fabrykowane ze złota albo ze srebra, zawie- 

rają zawsze metal tańszy, zwykle miedź, który im nadaje twar- 
dości, a przeto robi je trwalszemi. Ilość gramów czystego złota 
albo srebra na 1,000 gramów alliażu, nazywa się jego tytułem 

albo próbą. I tak, gdy się mówi że klejnot złoty jest próby 
840, to oznacza że na 1,000 gramów tego klejnotu, jest 840 gra- 
mów czystego złota, a 160 gramów miedzi ; albo że każdy gram 
klejnótu zawiera 08,84 czystego złota a zaś (:',16 miedzi. 

Gdy więc ten klejnot waży 50 gramów, to wtedy zawiera 
0:'84 X 50 == 428 czystego złota, a przeto 8 gramów miedzi. 

Monety francuskie są próby 900. 

Trzy są próby legalne dla robót złotych, to jest : 920, 840, i 
"150; a tylko dwie dla robot srebnych, to jest : 9501 800, 

Te próby sa wytłoczone na każdej robocie jubilerskiej, która 
nie może być puszczoną. w handel, dopóki takim nie zostanie 
opatrzoną stęplem. Stępel odbija się w biurze kontroli, po ści-
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słym próby sprawdzeniu. . To właśnie daje kupującemu legalną 
rękojmię. 
Ustawa z roku 1836 we Francyi oznacza 6 franków za kilo- 

gram złota, a 2 franki za kilogram srebra, jako koszta fabryka- 
cyi monety, licząc w to stratę menniczną metalu. Podług tego, 

kilogram srebra próby 900, wart 200 fr. — 2 fr. == 198 fr.; 
zaś kilogram złota, tej samej próby, wart : 

20 X 155 — 6 fr. = 3094 franków. 

Jeśli więc chcemy wiedzieć ile wart kilogram srebra, uwa- 
żajmy tylko że, wedle powyższego rachunku, kilogram alliażu 

monety srebrnej, czyli 900 gramów czystego srebra wartają 

198 franków. Zatem gram czystego srebra wart $35‘ = 07,22; 
to jest 22 centymy; a zaś gram czystego złota wart 31,43777, 
czyli kilogram złota wart 3437477. 

Łatwo więc można oszacować przedmiot złoty lub srebrny, 

którego wiadoma jest próba i ciężar. I tak, przedmiot srebrny 
próby 950, ważący kilogram, wart 22°" X 950 ==209 franków. 

Tak samo oszacuje się wszelki przedmiot złoty, bacząc że 
cena złota jest 3437,77 za kilogram czystego złota. Próba 
złotych przedmiotów pokazuje ile na każdym kilogramie roboty 
zawiera się czystego złota ; łatwo więc znajdzie się wartość ta- 
kich przedmiotów. 

Napływ niespodziany złota do Europy, zniżył cokolwiek obe- 
enie jego cenę, w porównaniu ze srebrem, tem więcej jeszcze 
że srebro staje się coraz rzadszem. Kilogram złota nie wart 
przeto dzisiaj 3437 franków ; ale to zniżenie nie jest wielkie, i o 
niem mówić niema tu potrzeby. 

Na tem kończymy rzecz o układzie miar i wag dziesiętnych, 

i ich zastosowaniu. 

KONIEC, 





TREŚĆ RZECZY 

ZAWARTYCH W TEM DZIELE. 

KSIĘGA I. — Określenie linij trygonometrycznych, ich związki, 
wstąa, dosża, styża,... etc. — Zamiana summy linij 
trygonometrycznych na wieloczyn, i nawzajem. 

KSIĘGA II. — Układ tablic. 

KSIĘGA III. — Rozwiązywanie trójkatów. — Powierzchnia 
trójkąta w funkcyi boków i katów. — Zastosowania trygo- 
nometryi do wymiarów na gruncie — Kilka zagadnień. 

KSIĘGA IV. — Trygonometrya sferyczna , niektóre jej zasto- 
sowania. 

KSIĘGA V. — Zastosowanie trygonometryi do Algebry. — For- 
muta Moawra.— Mnożenie i dzielenie łuków.— Rozwiązanie 
równań dwumiennych i trójmiennych za pomocą tablic. — 
Własności pierwiastków równania x 1 =0. — Twier- 
dzenie Moawra. 

TRZY NOTY. 
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CZYTELNIK ZECHCE POPRAWIĆ NASTĘPUJĄCE ZNACZNIEJSZE OMYŁKI. 

Stron. Wiersz. Zamiast. Czytaj. 

61 12 V a? —b2dosA V a? dus?A + a2— 6b? 

63 2 awstw dos a a wsty dosa 

awstB'/ H 2krzEA awst(B'+2k re A) 
63 14 

wstA wst A 
2 ‘B A / 

63 5 oddołu Fe ba i) wte AR 
wstA wst A 

65 8 ©, DG a, 0-8 

148  2oddołu pawinno powinno 

Ah 2 iczba liczba 

457  hoddołu toraz teraz 

NG 1 2m8—(m— 18 2m8—(m—1)8 
x 2? 

166 6oddolu m> 9 m >> > 

47325 dziewięć dziesięć 

WA 2 Wynika ztąd Wynika ztąd że 

152 gwadratowego kwadratowego 

475 15 na ciołkę na ciesielkę. 

4176-14 just jest 

176 24 kigramów kilogramów 








