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Ofiaruje autor,

WITOLD TURNO.

Berlin, dnia 25 Kwietnia 1856 r.







PRZEDMOWA

Przyjechawszy do Paryza w celu uczeszczania na kursa
Szkoly Politechnicznej, chcialem naprzéd zgtebié do-
kladnie te czesci Matematyki ktére mi, tak w tej szkole
jako tez w zawodzie wojskowym, mialy byé niezbednie
potrzebnemi. Zaczalem od Trygonometryi. Nie znajac
jeszeze dobrze Jezyka technicznego francuskiego, szuka-
lem polskiego dzieta ktoreby, stajac na réwni z cudzo-
ziemskiemi, ulatwilo mj napotykane tu i owdzie trudnosci.
Ale szukalem naproézno; bho Trygonometrye Poliniskiego,
Lewockiego 1 Libelta, zawierajac sama tylko Trygono-
metrye plaska, jakakolwiek mialy zalete w swoim czasie,
nie mog’(y mi byé, w obecnym stanie umiejetnosci, zadna
pomoca. Rad nierad, z zalem udalem sie do dziet fran-
cuskich. Musialem tedy walczyé z dwiema trudnoéciami,

z jezykiem i umiejetnoécia.




Aby .oszczg_dzié podobnych trudnosci moim mlodym
Kolegom, postanowitem zebra¢ to com najlepszego znalazt
w najznakomitszych dzietach cudzoziemskich i swojskich,
i ulozyé po polsku Trygonometrye prostolinijna i sfe-
ryczna. — Taki byt poczatek i taka pobudka niniejszego
dziela.

Niech mi tu wolno bedzie zlozy¢ publicznie glgbokie
podzigkowanie mojemu czcigodnemu professorowi, Panu
G.-H. NIEWEGLOWSKIEMU, za jego Swiatle rady ktore
natchnely to dzielo i niem kierowaty; a szczegblnie] za jego
dobro¢ z jaka pozwolil mi czerpaé obszernie w swoich

Notach trygonometryczn YCh .

Pisatem w Berlinie, dnia 25 Kwietnia 1856 r.




TRYGONOMETRYA

——— S O

WSTEP

W kazdym tréjkacie jest szesé czesei do uwazania, trzy boki
i trzy katy. Wiadomo z Geometryi, ze majac dane trzy z szesciu
czesci tréjkata prostolinijnego, mozna wyznaczy¢ trzy inne,
byle tylko migdzy czgsciami danemi znajdowat sie jeden bok
przynajmniej. ( Zob. Geometrye Pana G.-H. NIEWEGELOWSKIEGO).

Ale wykreslenia geometryczne, jako sposoby graficzne, nie
moga byé¢ dokladnemi, ani nawet daé czesto dostatecznego
przyblizenia, z przyczyny niedokladnosci narzedzi ktérych
uzywacé trzeba praktycznie. Dla uniknienia wlasnie tych nie-
dogodnoscei, starano sie, zamiast wykreslen, uzyé rachunku
ktéry zawsze pozwala dosiegnaé takiego stopnia dokladnosci
jaki mie¢ chcemy. Otoz,

Trygonometryi gltéwnym przedmiotem jest wyznaczyé rachun=-
kiem wszystkie czesci trdjkata, ktdrego liczba czesci danych jest
dostateczng. To wlasnie nazywa sig rozwigzaé tréjkat.

Aby wyrazi¢ dtugodci liczbami, odnosi si¢ je do pewnej
jednosci uzywanej, np. do metra, lokcia, stopy; tym sposobem
kazdy bok rowna si¢ pewnej liczbie metréw, ete.




WSTEP

Wielkos¢ katow oznacza sie wielkoscia tukéw ktore im sluza
za miarg. W tym celu podzielono okrag na pewna liczbe czesci
rownych, zwanych stopniami,; wtedy, kat albo tuk wyraza sie
liczba tych stopni.

Przyjmiemy dawny podsiat okregu kota, na 860 stopni, po-
niewaz tablice logarytmow, ktérych czesto uzyjemy, sa podlug
tego podzialu zrobione.

W tym podziale, jako juz wiadomo, kat prosty ma 90 stopni,
stopien dzieli si¢ na 60 minut, minuta na 60 sekund, etc.

Aby oznaczy¢é kat A zawierajacy 23 stopni, 28 minut,
40 sekund, pisze sig: A==23°28 540",

W nowym podziale okrag kola dzieli sie na 400 czesci ro-
wnych, nazwanych takze stopniami, stopie na 100 minut, ete.
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OKRESLENIA LINIJ TRYGONOMETRYCZNYCH.

1. W trojkacie, jako wiadomo, stosunek katow nie réwna
si¢ stosunkowi bokéw przeciwnych. Nie mozna tedy, znajac
boki, wyznaczy¢ geometrycznie wielkosci katéw tréjkata. Dla
usunigeia wlasnie tej trudnosei uzywa sie pewnych linij, zwa-
nych trygonometrycznemi, ktére zastepuja katy, i tak od nich
zalezq, ze znajac katy mozna wyznaczy¢ wszystkie linie trygo-
nometryczne; i nawzajem, znajomosé tych linij jest dostateczna
do wyznaczenia katow. Stosunki tych linij do promienia naste-
pujace maja nazwiska :

Witawg tuku, albo kata mierzonego tym tukiem, jest stosunek
do promienia prostopadlej spuszczone] z jednej skrajnosci tuku
na srednicg ktora przechodzi przez druga skrajnosé.

I tak, wstawa luku AB, albo

BC
kata AOB, jest stosunek —-, albo &
0OA @
azywaj tuk
co to samo Nazywajac a lu . M

e

; (
AB, a za§ R promien, pisze sig \ }/
Sress BC
przez skrécenie wsta =5 s

Jako widaé, wstawa tuku réwne sie stosun./{.owi do prom?em‘a
potowy cieciwy podpasujace] tuk .dwa razy ZL’I;Q’/{SZ‘Z/. Albo?\uem,
prostopadia BC jest polowa cigeiwy BE ktéra podpasuje fuk
BAE dwa razy wigkszy od luku AB.

Styezng trygonometrycing fuku, albo kata miergonego tym
lukiem, jest stosunek do promienja czegsci stycznej geometryt
cznej przechodzacej przez jedna skrajnosc tuku, a zawartej
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miedzy ta skrajnoscia i promieniem przedluzonym ktory prze-
chodzi przez druga skrajnosé. I tak, styczna trygonometryczng

fuku AB jest stosunek & albo tez

Gos e :
OA DA | pisze sig

AF :
sty a = n albo sty a:};—G.

Steczna tuku, albo kata mierzonego tym tukiem, jest stosunek
do promienia linii prostej ktéra, przechodzac przez jedna skraj-
nosé luku, laczy srodek kola ze styczna wyprowadzong z dru-
giej skrajnoSci. I tak, sieczna trygonometryczna luku AB jest
stosunek L albo co to samo g6, i pisze sie sie a = L4

OA? & OA’ p Q e R i
Czytelnik zechce uwazac ze trojkat prostokatny OAF daje
ﬁ*’a =0A’ + A_Fz;

zkad , dzielac przez (TA-Q, otrzymujemy
sic’ o =1 + sty2 a.
Réwnosé ta, okazujaca zwiazek miedzy sieczna i styczna luku
a, bedzie nam czesto uzyteczna.
Wstawe odwrotng luku AB jest stosunek strzaly AC tuku po-

= e T >
dwojnego do promienia, — albo i pisze sig wst.odw a=—-.
0A R

D
6&7

2. Dopetnientem luku nazywa sie luk ktéry mu dodacé trzeba
aby summa uczynila cwiercian czyli 90°. Dopelnienie luku a
jest 90°—a, albo § mw—a (*). Ztad wynika ze dopelnienie luku
wiekszego od 90° jest odjemnem.

Wstawa, styczna, sieczna, wstawa odwrotna dopelnienia luku,
nazywaja sie dostawa, dotyczng, dosieczng , wstawe odwrolng
tegoz tuku.

Na przyklad, przypuszczajaec ze luk AMB=90°, luk BM

Ese R
OB’ ktéry wy-
raza wstawe luku BM, jest dostawa Iuku Aﬁ"\L.Tal{ samo stosunki

bedzie dopelnieniem fuku AM. Zatem stosunek -

(*) Nalezy tu dobrze uwazac ze 900 —a i % = — a nie jest to samo. Roznica
90° — @ oznacza ze fuk @ jest wyrazony w stopniach, a za§ ¥ w— @ pokazuje
ze tuk a jest wyrazony w funkeyi promienia ktory wzigto za jednosc.
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ﬁ, -0—§, ]}9 przedstawiaja dotyczng, dosieczne i dostawe od-
R R R F >
wrotng Yuku AM.
B $
Poniewaz MQ=0P, przeto do- i

stawa tuku AM réwna sie stosun- e o7
kowi do promienia odleglosci | \\

spodku wstawy tego tuku od srod- o - T
ka kola : to jest dos AM.—:%E. \
ID’
Nazywajac « luk AM, mamy e
op BS > 0S ‘ BQ
dosa = e dota =5 dosie a = dos. odwa = =

3. Uwaca.— Nalezy dobrze uwazac¢ ze wielkosé liczb trygo-
nometrycznych jako wstawy, dostawy, stycznej... nie zalezy
bynajmniej od promienia, ale tylko od wielkosci kata. Jakoz,

" MP CD
\VSt:XO}I———-GSi———D—C

Wrynika ztad ze mozna, dla ulatwienia dowodzen, wziaé
promien za jedno$¢; tym sposobem liczby trygonometryczne,
nie zmieniajac swej wartosci, wyrazaja sie liniami; co wlasnie
ulatwia ich poréwnanie.

: i tak samo o innych.

0 WARTOSCIACH I ZNAKACH LINIJ
TRYGONOMETRYCZNYCH.

4. Dotad uwazaliSmy tylko linie trygonometryczne luku AM
mniejszego od é¢wiercianu. Gdy luk jest wiekszy od ¢wiercianu,
niektére z tych linij moga przybraé inne polozenia, calkiem ro-
zne od pierwszych.

Jakoz, niech bedzie fuk AM' zawarty miedzy 90° i 180°; jego

; AT skl

styczna trygonometryczna jest stosunek = Polozenia linij
S . AT SAR

AT, AT' sa wprost przeciwne. Zatem stosunki T R Tovne

co do wartosci liczebnej, a nieréwne co do kierunku linij AT,

AT, musza byé wyraznie odréznione od siebie. Dla tej wlasnie
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przyezyny, daje sie znak - liniom ktére ida w jednym kierunku,
a znak — liniom ktére ida w kierunku przeciwnym.

Na mocy tej ugody, jesli stosunek [-\E{E zostaje wziety jako do-

!

AT ; ;
datny, to wtedy stosunk e nalezy uwazaé za odjemny.

Tem uzyciem nakow -+, — do odréznienia linij, réwnej
wielkosci ale kierunkéw przeciwnych, formuly trygometryczne
staja sie ogélnemi.

Aby jeszcze lepiej rzecz tg wyjasnié, uwazajmy luk AM
mniejszy od 90°. Mamy

OP=0A — AP.
Ztad, dzielac przez promien OA, wynika
dos AM =1 — wst. odw AM,
Biorgc zas tuk AM', wigkszy od 90°, mamy przeciwnie
OP'=AP'—0A;
co pokazuje ze pierwsza formula dosAM nie stosuje sie do
tuku AN, gdyby dostawa tego tuku miala si¢ wyrazaé stosun-
!

kiem dodatnym 9-}[{-)- Ale, jesli stosownie do prawidla znakéw
wyzej polozonego, wyrazimy dostawe tuku AM’ stosunkiem od-
jemnym — —RI, wtedy ostatnia rownosé da nam, podobnie jako
pierwsza,

dos AM'=1 — wst. odw AM’

i ta sama formula stosowaé sig bedzie do obydwoeh lukéw
AM, AM.

W ogdlnosci wige, jesli braé bedziemy, na liniach jakich -
kolwiek, odleglosci od pewnego punktu stalego ktéry nazwiemy
pocsgtkiem , wtedy dawaé bedziemy tym odleglosciom znaki
dodatne, gdy beda wziete z jednej strony poczatku, a za$ znaki
odjemne, gdy beda wziete z drugiej strony tego poczatku.
Zreszty moina dowolnie rozporzadzi¢ strona w ktérej odleglosci
beda uwazane za dodatne.

We wszystkiem tem co nastapi, wezmiemy za poczatek lukéw,
tak dodatnych jako odjemnych, punkt jakikolwiek A okrggu
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kola, i luki dodatne liczyé bedziemy w kierunku AMB, a tuki
odjemne w kierunku przeciwnym ANB'.

Jesli teraz uwazac bedziemy ze, ” S 5
biorac promien OA=R za jednos¢,

o ) e
wstawa, dostawa, styczna, etc. Q eh
luku AM wyraza sie liniami MP, }

AEY

OP, AT, etc.; latwo pojmiemy ze  A|_|¥ 9

dajac tym liniom znak 4- w polo- \/

zeniu ktore maja gdy luk jest do- \

datny i mniejszy od 90°, nalezy im N f NN
daé znak — w polozeniach prze- e
ciwnych:

Wiec da sie znak - wstawom i stycznym lezacym nad Sre-
dnica AA’, a znak — gdy te linie beda pod srednica. Dostawy i
dotyczne beda mialy znak 4 albo znak —, wedlug tego jak te
linie beda poprowadzone w prawo albo w lewo srednicy BB'.

Nakoniec sieczna ma znak -4 lub —, podlug tego jak prze-
chodzi przez skrajno$¢ tuku albo idzie w strong przeciwna. I tak,

sieczna tuku AM jest dodatna -4~ %l‘ , a za$ sieczna luku AN/
!
odjemng — "

5. Linie trygonometryczne nie stosuja si¢ do samych tylko
lukéw ktére mierza katy, ale takze do lukéw ktdére moga za-
wieraé wiele okregéw. Nalezy przeto rozpatrzy¢ pilnie zmiang
wielkosci i znaku tych linij gdy luk rosnie od zera az do nie-
skonczonoéci. Od dokladnego albowiem zrozumienia tych zmian
linij trygonometrycznych zalezy tatwosé pojecia ich zwiazkdow.

Biorac punkt A za poczatek lukow, przypusémy ze tuk AM

rosnie dodatnie od 0° az do 90°. Widzimy ze wstawa IXi—g {ego

AT
tuku rosnie od 0 azdo1; styczna—ﬁ— rosnie od 0 az do «; a sie-

czna O—RI— od 1 az do «. Trzy za$ linie dopelniajace ida zmniej-
szajac sie, dostawa %god 1 az do 0; dotyczna —l%-?- od « az do 0;

a dosiecznaO—RS- od o az do 1.




KSIEGA PIERWSZA

Mamy przeto
wst0°=10, sty0°=0, sie0"=1,
wst 90°=1, sty90°—=w, sie 90° = 5
dos0°=1, dot0°=oo, dosie 0o=co ,
d0s90°=0, dot90°=10, dosie90°=— 1.

pr
Jesli tuk rosnie od 90° do 180°, wstawa ﬂRﬁ zostaje dodatna

1
i zmniejsza sig od 1 do 0. Styczna % jest odjemna i jej wartosé
!

e : orT ; o
rosnie od — e az do 0. Sieczna 1 Jest takze odjemna i jej

warto$é rosnie od — oo az do—1.
!

Dostawa %I—)—zostaje odjemng i maleje od 0 az do—1. Dotyczna
BY : : : . : ;
o Jest odjemng i maleje od 0 az do—w . Dosieczna zostaje
dodatng i rosnie od 1 az do 4 .
Przeto inamy:
wst180°=0, sty180°=0, sie180°=—1,
dos180°=—1, dot180°=—w, dosie180°—= 0.

i
Jesli tuk rosnie ciagle od 180° az do 270¢, wtedy wstawaNTP

staje si¢ odjemna i maleje od 0 az do — 1. Styczna f}{T— jest do-

datng, i powigksza si¢ od 0 az do « . Sieczna QR! zostaje odje-

mna i maleje od—1 do—,

B : cE e
Dostawa-oﬁ— zostaje takze odjemng i ro$nie od —1 az do 0.

Dotyczna BT:— jest dodatna i zmniejsza si¢ od w az do 0. Dosie-

czna %S jest odjemng i rasnie od — o do —1.

Ztad wynika
wst 270° =—1, sly270°=cw, sie270°=—o,
dos 270" =0, dot 270° =0, dosie 2700 = —1,
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Nim péjdziemy dalej, zwazajmy dobrze ze gdy tuk zwieksza
sie albo zmniejsza pélokregiem, wtedy wstawa i dostawa, sie-
czna i dosieczna zachowuja swe wartosci liczebne zmieniajac
tylko znaki; a za$ styczna i dotyczna zachowuja i wartosci
liczebne i znaki.

Nakoniec, jeslituk rosnie od 270° do 360°, wtedy wstawa jest
odjemna i maleje od —1 do 0. Styczna jest odJemm i ronie od
.— do 0. Sieczna zostaje znowu dodatng, i zmienia sie od
do 1. Dostawa jest takze dodatna i rosnie od 0 az do -|- 1. Doty-
czna jest odjemna i maleje od 0 az do — e . Dosieczna jest takie
odjemna, jej warto$¢ maleje od —1 az do—w

Zatem mamy

wst 360° =0, stycz 360'=0, sie 360°=1,
dos 360°=1, dot 360°= —», dosie 360° =— e .

Jesli przypuscimy ze tuk staje sie wiekszym od okregu kola,
jego linie trygonometryczne beda mialy te same wartosei i te
same znaki jak linie tuku dodanego do okregu.

I w ogéle, widoeznem jest ze dodajac do luku liczbe catkowita
okreg6w linie trygonometryczne zostaja te same. Latwo tedy
pojac ze, gdy sie dodaje do tuku liczbe nieparzysta polokregow,
linie trygonometryczne zatrzymuja te same wartosci, ale zmie-
niaja znaki, z wyjatkiem tylko stycznej i dotycznej ktérych sig
znaki nie zmieniaja.

Co sie tyczy lukéw odjemnych, ktére sig biora w kierunku
ANDB’, ich linie trygonometryczne, nie zwazajac na znaki,
rownaja si¢ tym ktorych tuki sa dodatne i maja te sama liczbe
stopni.

Biorac, na przyklad, fuk AN =AM, linie trygonometryczne
tych dwdch tukéw maja cczywiscie te same wartosei bezwzgle-
dne, ale moga byé znakdéw réznych. Jakoz, wstawy, styczne,
dotyczne i dosieczne tych dwoch tuk6w maja znaki przeciwne ;
a za$ dostawy i sieczne maja te same znaki. Zatem oznaczajac
przez — a tuk AN, bedziemy mieli nastepujacy zwiazek

wst(—a)—=—wsta, dos(—a)=dosa,
sty (—a)=—stya, dot(-—a)=—dot q,
sie (—a)=siea,  dosie(—a) = — dosiea.

@. Spetnieniem luku nazywa sie réznica olrzymana, odej-
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mujac ten luk od 180°. Spelnienie tuku a jest 180°— a. Aby
oznaczy¢ spelnienie tuku AM, dosyé jest poprowadzié przez
punkt M réwnolegle MM’ do $rednicy AA’, ktéra spotyka okrag
kola w punkcie M', tuk AM’ bedzie spelnieniem luku AM. Bo
AM =180°— A’M' =180°— AM.

Figura pokazuje oczywiscie ze wstawy dwéch tukéw spetnia-
Jacych AM, AM' sq te same. Tak samo dosieczna. Ale dostawy
albo stycane dwéch tukéw spelniajacych sa réwne i znakéw
przeciwnych.

Nazywajac, jako zwykle, a tuk AM, mamy :

wst (180°— a)=wsta,  dos (180°—a) =— dos a,
sie (180°— a) = —sie a, dosie (180°— @)= dosie «,
sty (180°—a)=—stya,  dot(180°—a) =—dot a.

Z veszty, formuly te moya sie dowiesdz bez pomocy figur
geometrycznych, pamigtajac tylko na to cosmy powiedzieli o
tukach réwnych znaku przeciwnego, i o tukach ktére sie réznia
liczba nieparzysta polokregéw. W samej rzeczy mamy :

wst (180°— a) = — wst (— a) =wst a.

Tak samo si¢ dowodzi ze

dos (180°— «)—=— dos (—a) = — dos a; etc.

%. Z tego przegladu linij trygonometrycznych wszelkiego
fuku wynika ze :

Wstawa i dostawa biora wartosci utamkowe poczynajac od
+ 1 az do —1, i zmieniaja znaki przechodzac przez zero. Sty-
czna i dotyczna biora wszelkie wartosci od 4« az do — e ;
zmieniajg znaki, przechodzac przez zero i przez nieskonczono§é.

Narescie, sieczna i dosieczna biora wartoéei zawarte miedzy
4114w, i medzy —1 i —o. Te dwie linie zmieniaja
znaki przechodzac przez nieskonczonosé.

Ztad wnies¢ mozemy, ze kazda liczba dodatna albo odjemna,
byle nie przechodzila jednosci , moze sie uwazaé za wstawe albo
dostawe tuku. A za$ wszelka liczba dodatna albo odjemna, wy-
znacza styczng albo dotyczne luku. Nakoniec, wszelka liczba
dodatna lub odjemna, ktdrej wartosé bezwzgledna jest wieksza
od jednosci, moze przedstawiaé sieczne albo dosieczne tuku.

Ta sama uwaga $cigga si¢ do wszystkich linij trygonome-
trycznych, ktore sie sta¢ moga nieskonczenie wielkiemi.




O LUKACH KTORE ODPOWIADAJA DANEJ LINII TRYGON. 11

8. Poniewaz linie trygonometryczne fukéw zawartych w pier-
wszym ¢wiercianie maja wszystkie wartosci bezwzgledne mo-
zebne; przeto, jakakolwiek jest linia trygonometryczna, dodatna
albo odjemna, mozna zawsze przyprowadzi¢ jej luk do luku
ktéry nie przechodzi 90°. I tak, jesli chcemy mie¢ wstawe tuku
1024° ; odciagniemy naprzéd 360° tyle razy ile mozna od 1024°
i bedziemy mieli reszte 304° ; zatem wst 1024° ==wst 304°; od-
ciggniemy potem 180° od 304°, co daje wst 304°=— wst 12/°;
nakoniec biorac spelnienie tuku 124°, ktdre jest 56°, otrzymamy
ostutecznie

wst 1024°= —wst 56°.

Uzyleczna jest rzecza znaé warto$é linij trygonometrycznych
niektorych fukéw zawartych w pierwszym éwiercianie. I tak,
aby wyznaczy¢ wstawe luku 30°, dosy¢ jest uwazaé ze cigciwa
luku podwdjnego, to jest 60°, rdwna si¢ promieniowi; zatem

wst 30°=1.

Jesli tuk ma 45°, jego cieciwa, jako bok kwadratu wpisanego
w kolo, jest R V/2; wige

wsth5e—=dos 45°=4 V' 2.

Wezmy jeszcze luk 60°; jego cieciwa, jako bok tréjkata ro-

wnobocznego wpisanego w kolo, jest R V'3; wiee
wst 60° = dos 30° =14 /3.

Gdy tuk ma 45°, tréjkat prostokatny OAT (fig. ostat.) jest

réownoramiennym, AT = 0A, zkad
sty h50 =dot h5° =1, siehs° = V2.

0 LUKACH KTORE ODPOWIEDAJA DANEJ LINII
TRYGONOMETRYCZNEJ.

9. Kazdy luk ma tylko jedna wstawe, jedna styczng, jedna
dostawe, ete ; ale oczywiscie jednej wstawie, jednej dosta<
wie, ete. odpowieda nieskonczona liczba lukéw. Szukajmyz
tedy lukéw ktére odpowicdaja danej linii trygonometrycznej.

Niech bedzie b warto$¢ wstawy ktorej luk niewiadomy ozna-
czymy przez x; bedziemy mieli x = tukwst 4, albo, co jest to
samo, wst r =4.
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Przypuszezajac b dodatnem, wezmy na OB, w kierunku do-
datnym, dlugos¢ 0Q=b, i popro-

5 i1 S wadzmy przez punkt Q réwnolegte
Ji ‘Q O T/ do $rednicy AOA’, przecinajaca
l

okrag kola w punktach M, M'.
¥ N ||,  Wszystkie luki dodatne albo od-
; jemne, ktére sie komeza w tych

dwoch punktach, odpowiedaja
N‘\ \_IQ' /\QT' wstawie danej; i nawzajem, wszy-
- stkie fuki odpowiedajace wstawie
danej, powinny sie konezyé w je-
dnym z {ych dwéch punktow.

Nazwijmy o najmniejszy tuk dodatny AM, ktéry ma za wstawe
dlugo$¢ 0Q=4. Oznaczajac, jako zwykle, polokrag przez =,
luki dodatne, konczace sie w punkeie M, beda :

o 2m e, el ..., elc. (1)

Poniewaz ifuk AM' =—r—c, luki dodatne, koinczace sie

w punkcie M/, sa:

Tt—o; 3w—a, br—a, ete. (2).
Luki odjemne AB'M, AB'M’ maja za warto$¢ absolutng 2z — «
i w4« Zatem ich wartoSci wzgledne sa —2n -+ o, —m — a.
Odejmujac od tych wartosci jakakolwiek liczbg okregéw, be-
dziemy jeszcze mieli, dla lukéw odpowiedajacych tej same;j
wstawie, nastepnjace dwa ciagi wartosei :
—2nto, —hr+a, —6n-+« ete. (8).
—n—oa, —3n—a, —DOr—a, etc. (4).
Uwazajmy teraz ze luki ciggow (1) i (3) formujg si¢ z tuku =,
dodajac mu wielokrotnik parzysty dodatny albo odjemny pot-
okrggu . Co sig za$ tyczy lukéw zawartych w ciagach (2), (4),
to one si¢ tworzg oczywiscie odejmujac tuk « od wielokrotnika
nieparzystego, dodatnego albo odjemnego, polokregu =. Przeto
bedziemy mogli zawrze¢ wszystkie luki odpowiedajace danej
wstawie w dwdch formulach nastgpnych :
2/€1r+a(1), (2/{—-{-—'1)7:—-0;(2),
byle tylko & bylo uwazane jako liczba calkowita jakakolwiek ,
dodatna albo odjemna, a nawet i zero.
Gdy wstawa dana & jest odjemna, wtedy trzeba wziaé na
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érednicy BB!, poczynajac od punktu O, dlugos¢ O/, i popro-
wadzi¢ przez punkt Q' réwnolegle NN do $rednicy AA’, ktdra
spotka okrag w punktech N, N. Nazywajac o najmniejszy tuk
dodatny ABN’, majacy za wstawe liczbe danad, bedziemy mieli:

ABN=3rn—«, ABN=2z—0a, AN=0—r;
zatem luki tak dodatne jako odjemne, odpowiedajace wstawie
danej, sa:
% 2n+a, hrta, ete.
dr—a, bn—a, Tn—a, etc.
—2n+a, —hwto, —6x+ a, etc.
+r—a, —w—a, —3w—aq, etc.

Widocznie wszystkie te tuki zawieraja si¢ w formulach (1) i
(2) powyzej otrzymanych.

Jest tu wazna uwaga do zrobienia. Wiemy juz ze uki rézniace
sie pewna liczba okregdw maja te same linie trygonometryczne,
Wiec ztad i z formul (1) i (2) powyzej otrzymanych, wynika ze :

Aby dwa tuki miaty te somg wstawe, trzeba i dosyc jest zeby
ich roinica byta pewng liczba okregdw, nie wylaczajac zera, albo
ich summa byta liczbg NIEPARZYSTA POLOKREGOW.

#0. Wezmy teraz x=1%ukdos b, czylico jest to samo dos z=4.
Jesli b jest dodatnem, wezmiemy dtugos¢ OP =¥, i przez punkt P
poprowadzimy, do srednicy statej AA’, prostopadlg MPN ktora
przetnie okrag kota w punktach M, N. Wszystkie tuki, dodatne
lub odjemne, konczace si¢ w punktach M, N, beda miaty oczy-
wiscie dostawe dang OP =0 ; i nawzajem, wszystkie tuki kto-
rych dostawa réwna si¢ liczbie 6, beda sie koniczyly w tych
dwoch punktach.

Jesli oznaczymy przez « najmniejszy tuk dodatny AM, ktérego
dostawa jest b, otrzymamy dla tukéw szukanych te cztery ciagi:

o 27+ o, b ta, etc.
Ywr—a, bx—a, 67—a, efc
— 2zt o, —hr+ta, —6m-fa. etc.
—a, — 27 —a, —hm—a, etc.
Wszystkie te tuki moga si¢ zawrze¢ w jednej formule 2kr fa,

w ktorej k oznacza liczbe calkowity, dodatna albo odjemna, a
nawet i zero. s
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Na mocy powyzszej formuly i tego co juz wiadome wnosimy ze
Aby dwa tuki mialy te samg dostawe trzeba ¢ dosyc jest zeby

ich réznica albo summa czynita pewng liczbe okregow, nie wyla-

czajac zera.

44. Niech bedzie jeszcze x=1uksty &, albo co jest to samo,
sty x="0. Jedli liczba & jest dodatna, weimiemy na stycznej
nieograniczonej TAT’ dlugos¢ AT =26, i przez punkt T i srodek
kola poprowadzimy lini¢ prosta TO, ktdra przetnie okrag w punk-
tach M, N. Wszystkie uki, tak dodatne jako odjemne, konczace
sie w punktach M, N’, beda mialy styczne dana AT =14, i na-
wzajem.

Nazywajac « luk dodatny AM, najmniejszy mozebny ktérego
styczna jest b, bedziemy mieli luk ABN'=r+«, AB'M=2r—a,
AB'N' = r—a; przeto luki szukane beda:

o, 27t o, hw+a, elc.
w+a, 3v-teo, Drta, ete.
—2x+a, —lhrt o, —w+a, etc.
—xato —3n+a, —5wta etc.

Wszystkie te tuki zawieraja si¢ oczywiscie w formule o -+ fr,
w ktdrej & jest liczba calkowita jakakolwiek, a nawet i zero.

ZWIAZKI LINIJ TRYGONOMETRYCZNYCH TEGO
SAMEGO LUKU.

2. Nazywajac « tuk AM, Il promien kola, mamy jako
wiadomo:

MP opP AT
g Wwsta=—r R dosa——— i ;stya=— R
BS. OoT 0S
doto— — i sxea_i—, dosxeamﬁ,
pla Trojkat prostokatny AMO daje
Mp* op*

MP-0P°=R"zk d—+—=1

albo wst’ a4 dos’a=1 (' ).
Trojkaty podobne OPM i OAT, OPM i OBS daja:
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AT MP -BS OGP OT 0 - 08 08B 3
OA™ 0P OB™ MP' OM OP' OM MNP
zkad otrzymujemy:

Formuty (4), (5) pokazuja ze sieczna jest odwrotnoscia do-
stawy, a dosieczna odwrotnoscia wstawy ; dlatego" tez sieczna i
dosieczna rzadko sie uzywaja.

£3. Chociaz powyzsze pie¢ formut otrzymane zostaly za po-
mocg tréjkatow, uwazajac luk AM dodatny i zawarty w pier-
wszym ¢wiercianie, sa one jednakze ogdlnemi, stosuja sie do
wszelkich tukow, i wtenczas nawet gdy tréjkaty, do ich znale-
zienia uzyte, nie istnieja. Jakoz, gdy tuk AM konczy jeden ze
czterech C¢wiercianéw, te trojkaty nie istnieja, ale wtedy albo
dostawa jest zerem, a za$ wstawa jednoscia, albo na odwrot ;
zatem formula (1) sprawdza si¢ oczywiscie; i tak samo cztery
nastepne. We wszystkich innych polozeniach skrajnosci M tuku
AM, linie trygonometryczne formuja trojkaty prostokatne po-
dobne ktére dadza, jako powyzej, ich wartosci bezwzgledne
(absolutne). Nalezy wiec tylko sprawdzié¢ czy znaki, wyznaczone
za pomoca tych formul, zgadzaja sig z temi ktéresmy wprost
otrzymali dla linij trygonometrycznych w kaidej czesci okregu.

Owoz, réwnanie wst a- dos” o — 1, zawierajac same tylko
kwadraty, jest zawsze prawdziwem jakiekolwiek wsta i dosea
maja znaki. — Co si¢ tycze innych formut (2),... (5), ich znaki
sprawdzaja si¢ bez trudnosci.

Jakoz, od 0° do 90°, wsta i dosa sa dodatne; formuly oka-
zane daja znaki dodatne dla styae, dota, siea, dosiea. Co
rzeczywiscie ma miejsce, jako juz wiemy.

0d 90° do 180°, wst a jest dodatug, a za$ dos @ odjemna ; for-
muly daja wartosci odjemne dla sty a, dota, siea, a warto$é
dodatna dla dosiea. Co tez by¢ powinno.

Gdy tuk a zawiera sie miedzy 180° i 270°, albo miedzy 270°
1 360°, czytelnik sam si¢ przekonaé raczy o wiarogodnosei
formul odpowiednych.
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Jesli przypuscimy ze fuk dany, przechodzac okrag kola, staje
si¢ 360°4-a, wtedy wszystkie linie trygonometryczne zachowuja
swe wartosci liczebne i znaki; co wlasnie zgadza si¢ z otrzyma-
nemi formulami.

Nakoniec, jesli tuk o staje si¢ odjemnym, wstawa zmienia
znak, a za$ dostawa zostaje ta sama. W tym razie rzeczone for-
muly pokazuja Ze sty«, dota, dosie e zmieniaja znaki, a siea
zachowuje swdj znak; co wlasnie dzieje si¢ wedle przyjelej
ugody znakow.

Formuty @ i (5) wywodza sie z (2) i (3); jakoz, jesli w tych
ostatnich zamiast fuku a polozymy 90° — ¢, otrzymamy

wst (90 — a) 3 1
Sty (90-—0) E m, Sle(go—a)-— m
albes dobei=— do_sa, dosie ¢ = :
wsta wsta

Zatem, scisle méwiac, niema potrzeby dyskutowaé ogélnosci !
dwach ostatnich formut.

44, Znajac pie¢ formul poprzedniego paragrafu, mozna
latwo, majac dana jedna z szesciu linij trygonometrycznych
tuku, wyznaczyé pieé innych.

PrzykeAD 1. — Znajac wsta, wyznaczyé dosa, stya, siea,
dot @, dosie a.

Za pomoca pieciu zwiazkow poprzednich znajdujemy

T wst a
dos a:ié,/i—~wst2a, stya= +—--———,
i 2
Vl —wst a
e e 1 +V/1—wst
sieq = y : Jotga=TX SN2 = i
e = = :
V{l._“rst“a wsta
i mamy nadto
: 1
dosie ¢ = ——.
wsta

Wyjawszy dosieczne, rachunek daje, jako widzimy, dwie
wartosci réwne i znakéw przeciwnych, dla kazdej z innyeh linij
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trygonometrycznych. I w samej rzeczy, danej wstawie MP ( fig.
ostatnia) odpowiedaja dostawy OP, OP’, réwne i znakéw prze-
ciwnych; i tak samo styczne AT, AT', dotyczne BS, BS', sieczne
OT, OT', ktére sa co dwie réwne i znakdw przeciwnych. Co si¢
za$ tyczy dosiecznych, to one sa réwne i tych samych znakéw.

PrzYkEAD 1. — Znajge sty a, znaleié wsta, dos a, dota, siea.
dosie a.

Aby otrzymac wst a, dos a w funkeyi sty @, mozna wziaé for-
muly (1) i (2) i rozwigza¢ je jako zwykle, co nie przedstawia
najmniejszej trudnosci. Ale, poniewaz te formuly czesto stuza
W zastosowaniu, nie Zle bedzie uzy¢ nastgpujacego sposobu
ktérym latwiej je mozna utkwié w pamieci.

Ostatnia figura daje oczywiscie

sie’a =1 - sty’a albo = =1 st %0
Tig e L
1
wiec dosai= = &
Vi + sty

Cheac mie¢ wst @ w funkeyi sty e, uwazajmy ze formula (2)
daje stya dosa=+wsla. Zatem mnozac obie strony ostatniego
réwnania przez sty e, otrzymamy

sly a

Wstio=:1

Vl + sty2a.

PraviEsD NI — Znaleié zwigzek miedzy sty a i dot a.

Mnozgc stronami réwnania (2) i (3) otrzymamy
il

stya dota=1, albo dota=———

sty a

Co sie tyczy trzech iunyeh linij, tatwy rachunek daje

Sielr— :_':\/1 +fsty2a,

Vi+ st,yza.

slya

dusiea = ==
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Formuty ktore daja wstawe i dostawe sumimy ¢ réznicy dwich y

tukiw, za pomoca wstaw 1 dostaw tych tukow.

#5. Niech beda dwa luki dane AB =« i BC =6 ; bedziemy
mieli, biorac promien OA za jednosé,
wst a==BD, dosa=0D, wsté=CE, dosb=OE,
wst (¢4-b)—= CF=HF+CH=EG+CH,
wst (2—b6)== Kl =EG—EL=EG—CH,
dos (4+0) =0F =0G—HE,
dos (¢—0) =0l =0G--HE.
Tréjkaty podobne OEG, OBD daja
EG* OE 106G " OF
BD—OB ! Op— OB’ zkad
EG = wstadosd, i OG =dos « dos b.
Trojkaty CEH, OBD, majace boki odpowiedne prostopadie,
sa podobne 1 dajg :

CH CE-; HE 'CE
oD~ OB ' BD OB’
zkad CH=dosawstd i HE=wsta w:téh.

Podstawiajac te wartosci, otrzymamy cztery formuly szukane :

wst (a4-b)=wsta dos b4~ dos @ wst b (1),
dos (a+b) =dos a dos b — wst a wst b (2),
wst (e—0)==wsta dos b — dosa wst b (3),
dos (a-—b) =dos a dos b+ wst a wst b (4).

16¢. W dowodzeniu formul poprzednich przypusdeilismy tuki
a i b dodatne, i ich summe mniejsza od ¢wiercianu, ¢+ 6 < 90°,
Co wigcej, formuly (3), (4) byly otrzymane w przypadkach
tylko szczegolnych w ktdrych fuk & jest mniejszym od «. Aby
okazaé ogolnosé tych formul, trzebaby je sprawdzi¢ we wszyst-
kich przypadkach mozebnych w ktérych fuki @, & maja takie
wartosci jakie sie podoba, dodatne albo odjemne, i wtedy nawet
gdy trojkaty wyzej kreslone nie istnieja. Sposob nastepujacy
uwalnia od tak rozlicznych sprawdzen; dowodzac wprost ogol-
nosci rzeczonych formut.
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Uwazajmy przedewszystkiem ze formuly (1) i (2) sa prawdziwe
gdy tuki e, b sa dodatne i ich summa czyni éwiercian. Bo wtedy
te tuki sa dopelniajace, i daja
wstb=dosa i dosb= wsta.

: 2 2

Wiec wst (¢+4-0) = wst'a + dos'a =1,
dos (a+-b) =dos a wst a — wst a dos & = 0.
Co by¢ powinno.,

Okazmy teraz ze formula (1) jest prawdziwg dla tukow do-~
datnych wszelkiej wielkosci.

Aby tego dowiesdz, powiadam naprzéd ze je$li formuly (1)
i(2) sa prawdziwemni dla tukdéw « i 6, dodatnych pewnej wiel-
kosci, to one sa takze prawdziwemi gdy jeden z tych lukdw
np. a powiekszy si¢ ¢wiercianem. Jakoz

wst{o +§n+0)=dos (—a—1b)= dos (a4 b),
a z zalozenia  dos (¢ -+ b)=dosa dosb— wst a wst h;
zatem wsl (a4 7 +4b) =dos a dos b --- wst & wstd.

Ale, uwazajac a -} jako jeden luk, mamy

wst (¢ 4 =) =dos a, dos (a4 §7)=—wsla;
wiee, podstawiajac za wsta, dos a, ich wartosci, bedzie

wst (a4 3= 4 b)= wst (a4 § =) dos b 4 dos (e + L =) wst b,

Ten wynik pokazuje ze formula (1) rozciaga sie do wszelkich
tukdw dodatnych tak wielkich jak sie podoba. Aby przeto jej
0golnos¢ byla niezaprzeczalna, pozostaje tylko do dowodzenia
ze sie rozcigga do wszelkich tukéw odjemnych.

Przypusémy tedy tuk a odjemnym, i dodajmy mu taka liczbe
okregéw 2/r aby luk 2kw—a byl dodatnym. Bedziemy mieli,
na mocy powyzszego,

wst (2kn— a-+b)=wst(2kr—a) dosb+-dos (2hz—a) wst 4,
albo, odejmujac 2=, co nie zmienia linij trygonometrycznych,
bedzie

wst (— a4 b) = wst (— a) dos b+ dos (— a) wst b.

To dowodzi ze formuta (1) jest prawdziwa gdy jeden z lukéw

staje si¢ odjemnym. Mozna tak samo dowiesdz ze formula ta
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zostaje prawdziwa gdy oba fuki sa odjemnemi. Wige formuta (1)

stosuje si¢ de wszelkich lukéw  tak dodatnych jako odjemnyel.
Formuta (2) wywodzi si¢ z formuly (1),

bo, dos (a-+b) = wst (L s —a —b);

aze, jakiekolwiek-sa tuki f=—a i 4, mamy

wst} gn—a-+(—0) | =wst ({=—a) dos (—&)+-dos (§n—a) wst (— &)

= dos « dos & — wst & wst 6.

Zatem dos (a+ b) =dos a dos & — wst a wst b.

Co wlasnie jest formula (2). Wigc ta formula jest takze ogélng.
Formuly (3) i (4), jako nastgpstwa formut (1) i (2) sa og6lnemi.
Wige ogélnos¢ formut (1), (2), (3), (4) jest dowiedziona z cala

$cisloscia jakiej tylko zadaé mozna.

Dowodzenie to, i wiele innych, uzytych w tem dziele, winie-
nem uprzejmosci P. professora G.-H. NIEWEGEOWSKIEGO.

MNOZENIE LUKOW.

¥%9. Przypuszezajac luk a =0, formuty
wst (a+406) = wst ¢ dos b + dos @ wst b,
dos (a4 b) =dos @ dos b — wsta wst b,
staja sie
wst2a =2wsta dosa (5),
2 e
dos 2a=\los’a —wst"a (6).
Gdy 6=2a, otrzymamy najpierw
wst 3a =wsta dos 2a -+ wst 2¢ dos a,
dos 3a=dosa dos2a— wsta wst2a;
potem, podstawiajac za wst2a, dos2a, ich wartosci (5), (6), i
e 2 2
uwazajac ze wst'a + dos"ea =1, otrzymamy
wst3a=3wsta—hwst'a (7),
dos 3a= hdos’a — 3dos a (8).
Podobnym rachunkiem otrzymamy wartosci wst 4a, dos ha,
wst5a, dossa, it.d., w funkeyi wste i dosa.
Zreszta mozna wywiesdz formulg (8) z (7), podstawiajac w tej
ostalniej ;= —« zamiast a.
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Radze wszystkim moim kolegom nie zaniedbywaé tych ra-
chunkéw, ktére beda dla nich wy$mienitem éwiczeniem.

DZIELENIE LUKOW.

8. W formulach (5) i (6) podstawmy luk L@ zamiast «,
ofrzymamy :

2 2
wsta=2wst4a dosta, dosga=dos ya—wst 4a.

Jesli, majac dana dosa, cheemy znalezé wstawe i dostawe
luku dwa razy mniejszego, 1o jest wstia, dosla, nalezy wziacé
dwa réwnania

2 2
dos™ja — wst” da=dos a,
2 2
dos”fa+ wst™ fa=1,
i raz je odejmujac drugi raz dodajac stronami, otrzymamy
2 ) 2
2wst ga=1-—dosa, i 2dos ta=1+4dosa;

zkad wynikaja ostatecznie dwie formuty zadane w funkeyi dosa:
wstda= i\/1 —dosa (9),

2
dos $a = =y/1+dosa yq)

2

Niewiadome wst } a, dos {a maja kazda dwie wartosci réwne
i znakow przeciwnych. Przyczyna tego ltatwo si¢ ttumaczy.
Jakoz, dana jest dostawa luku ¢ nie za$ tuk «, a wiadomo
ze tuki odpowiedajace danej dostawie sa zawarte w formule
2km 1 o, W kitdrej o oznacza najmniejszy tuk dodatny majacy
dostawe dang, a zas & jest liczba calkowita dodatng albo odje-
mng i nawet zero. PowinniSmy przeto olrzymaé wstawe i
dostawe polowy wszystkich tych tukow, to jest mieé

wst%a:wst(/m:':%-), i dos;—azdosO;,,i.;i)‘

Zatem biorac £ =0, bedzie

wst Lo === wstia, dosia=dosla;
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biorge za§ k=1, wiemy ze odejmujac liczbe nieparzysta pét-
okregéw = nalezy tylko zmieni¢ znak wstawy i dostawy, co
daje
o
wst §a=wst (w i;) — == wst La

Se))

(24
dos{a=dos (7::*:5-> = —dosia.
\ 3

Gdyby za & podstawiono dwie inne liczby calkowite po sobie
idace, dodatne albo odjemne, oflrzymanoby widocznie te same
wartosci. Wiec wstia, dosia w funkeyi dosa maja tylko
kazda dwie wartosci réwne i znakéw przeciwnych; co bylo do
okazania.

49. Niech hedzie teraz dana wsta; aby znalezé wstiq,
dos $a, moznaby zastapié w formulach (9), (10) dosa przez
2 - . . . s
i\/l —wst'a. Wynikloby ztad, dla kazdej z linij szukanych,
cztery wartosci rowne po dwie, ale znakéw przeciwnych. Ra-

chunek nastepujacy jest prostszym.

Wezmy dwa réwnania

2 2
wst datdos fa=1, 2wstiadosia=wsta,
i raz dodajac stronami, drugi raz odejmujac drugie rownanie
od pierwszego, otrzymamy
2 2
(dosia+wstia)=1+wste - (dosja—wstia) =1- wsta;
zkad, wyciagajac pierwiastek kwadratowy, wynika

dos ba + wst La = /1 wst q,

dosta-—wstla= + /1 —wsta.

Dodajac stronami ostatnie réwnania i odejmujac, mamy
ostatecznie

wstla= L/ 14 wsta= L /1 — wsta (11),

dosya==El /14 wsta=®={y/1—wsta (12).

Jako widaé, kazda z niewiadomych szukanych ma catery
wartosSci.

Wynik ten latwo si¢ usprawiedliwia. Jakoz, dan est wstawa
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tuku @ nie za$ tuk «; a wiadomo ze tuki odpowiedajace danej
wstawie zawieraja sie w dwdéch formulach Qe i
(2k+1)m—a.  Powinnismy przeto znalezé wstawe i dostawe
polowy wszystkich tych lukéw, co daje

wst 32 = wst (lfferg) i wst}a=rwst </‘,N i ﬁ—.,_a)
dosta=dos (km4-5) i dosia=dos (ke +752).
Biorge tedy £ =0, bedzie

ste = i st == wst (= a) los —;
wsto=wsts, I wstg=¥ <-2- g = dos =

&

1 g P i dosa——doq A st
M W 57 <“> 2>_ o

Biorge za$ k=1, i odejmujac od luku polokrag =, bedzie

a 3 o
\\'St§=Wat (7:—}—5) :_“St_i’
. a ™ o o
1 wst §=WSt <7r +§—§> — — dos 5
‘a S 7 % R -oi
(1055 = dos Kn-—{— §> = — dos 5"

o
'5-

Gdyby za £ podstawiono dwie inne liczby calkowite po sobie
idace, dodatne albo odjemne, otrzymanoby oczywiscie te same
cztery wartosci dla kazdej z niewiadomych wstia, dosia.
Wiec te niewiadome, wyrazone w funkeyi wsta, maja tylko
cztery wartosci : co wlasnie bylo do okazania.

Ale gdy luk a jest danym, wtedy naprzéd wiemy Zze tylko
jedna jest wartosé dla wstia, i jedna dla dosia. Te jedyne
wartosci wyznaczymy za pomocg nastepujacych uwag ktore
rozwiniemy na przykladzie.

Przypus$émy, jedynie dla utkwienia mysli, ze luk a==1024°,
i szukajmy wstla Znak szukanej wstawy jest znany, bo

1024° = =
mamy Wit—— == wst 12 wsb152%=1vst 262, -\Nstawa

3 a ™ 3
i dos§~ dos <n +§—--§> = — Wst
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szukana jest dodatng; przeto wylaczamy zaraz wartosci odje-
mne z pomigdzy cztereeh wartosei, ktére sa te same dla wst1a
i dos ja jeno w odmiennym porzadku, dwie dodatne i dwie od-
jemve. Aby wiedzieé ktora z dwéch wartosei pozostalych do-
datnych odpowieda naszej wstawie, uwazajmy ze ta wstawa,
rowna wst 28°, jest mniejsza od wst45°, to jestod £ /2. Co
pokazuje ze trzeba wziaé dwa pierwiastki ze znakami przeci -
wiemi.

Nadto, poniewaz wsta=rwst1024°=1st 304° jest odjemng,

drugi pierwiastek V'1—wsta jest wigkszy od piersvszego
L 1+ wsta. Wiec

1024 e
wst —2‘ =— 11T+ wst1026° + L L/ T—wst 10257,

Rozumujac podobnie znajdziemy ze
10242 5+

dos e =— L 1 wst1026° — 171 —wst 102200,

20. Szukajmy jeszcze wstia i dosia, majac dane wsta
i dos a.
Jedli w formulach
wst 3a—=3wsta—/Lwst’a, dos3a="hdos’a— 3dosa,
podstawimy 4a zamiast a, olrzymamy
wsta =3 wst fa—Lwst’La,
5
dosa=1!dos" fa— 3 dosta.
Przypusémy ze wst a=»0, oznaczajac wst La przez x, bedzie-
my mieli réwnanie
3
. 3 . Ly
z —3x4+16=0.
Wiemy z Algebry ze to réwnanie 3° stopnia ma wszystkie trzy

e : 4 : : ) S 2
lerwiastki rzeczywiste, poniewaz tutaj warunek (—4)’ 4~ (1)< o
9k 4 8/

jest dopelniony. Mozna tez dowiesdZ Zze te trzy pierwiastki sa
rzeczywiste za pomoca samej trygonometryi.

Jakoz, luki odpowiedajace danej wstawie & sa zawarle
w dwoch formulach 2kx 4o, (2k4-1)r — «, przeto rachunek
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powinien da¢, dla niewiadomej x, wstawy wszystkich fukéw
zawartych w formulach
2kt Qk+1) " —a
S 3 :

Dosyé bedzie w kazdej z tych formul podstawic za & trzy
liczby calkowite po sobie idace; a poniewaz luki otrzymane
tym sposobem, tworza postepni¢ arytmetyczna ktorej stosun-
kiem jest L w, podstawiajac za k liczby catkowite nastgpujace,
otrzymanoby te same tuki powigkszone lub zmniejszone liczba
calkowita okregow, co daje te same linie trygonometryczne.

e A 2k
Dajac liczbie % wartosei 0,1, 2 w formulach -—t—";—+—f‘,
. (2k41)r— : e
i (—*Qn—of, bedziemy mieli Tuki
9
o 27‘ X% 47{' a
SRER T
. 1'['—0( _i 51? o
Baw' o Waew -y
2 : ; e :
Ale ]ukig i n—%, —?’E—Jr—% i ’—;—%, jako spefniajace, maja
: ol 5 :
te same wstawy; podobnie laki L;'*'% i l:)’f—%, ktorych

summa czyni liczbe nieparzysta pétokregdw, maja te same wsta-
wy. Wiec niewiadoma x ma zawsze trzy wartosci rzeczywiste

o 2 « e o
wst—,  wst (— ->, wst <—— - ).
3 3 i 3 3 + 5:)
Uwaca I. —Trzy pierwiastki zadanego rownania latwo sie
geometrycznie wyobrazaja.

Niech bedzie kolo nakreslone pro-
mieniem OA wzietym za jednos¢, i

luk AB:‘;_‘. Jesli wpiszemy troj-
Al

kat réwnoboczny BCD majacy punkt

B za wierzcholek, prostopadie BE,

CF, DG, spuszczone z wierzcholkéw

B, C, D na érednice AA', beda wyo-

Bl e
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: : . . o 2 @ b o\
brazaly trzy pierwiastki wstg, wst (—3— -+ = ) . wst <T+‘

hr

bo ok  ABR— A(‘:;—)—{-Q{—, ACD=5+17.
J

o
g,

Jest wigcej jeszcze. Mozna latwo okazaé ze summa trzech
wstaw jest zero. Jakoz, figura pokazuje ze jedna z tych wstaw
jest znaku przeciwnego dwoch innych. Zatem dosyé dowiesdz
ze DG=BE + GF. Poprowadimy $rednice DH i spus¢my pro-
stopadlg HK na $rednice AA’. W trapezie BEFC, BE4CF=2HK.

DG OD
Nadto trojkaty prostokatne DGO, OHK podobne daja ik = Of°
A ze apotema OH=10D; wiee HK=1DG. A zatem

DG = BE - CF.

Uwaca I1.—Gdy wstawa 4 jest dodatng i mniejsza od jednosci,
mamy

a<<90°  zalem 1lg<C30°,

1 oczywiscie wst .
7y 3< -
-4 211‘ . . . r
buk ——{-7— jest zawartym miedzy 120° i 150°%; pizeto
/i
\\sL< —) jest dodatng i wieksza od —. Trzeci 1uk —+ if

jest zawartym miedzy 240° i 270°; zatem wst <§ +hz—”> jest
odjemna, i jej warto§¢ liczebna jest wieksza od 1.
Jesli zas wstawa & jest odjemna, bedziemy mieli
270° >= > 1800,

zkad 00° >%‘ > 60°.
1 Wi
Zatem wst% jest dodatna i wigksza od 5 Wstawy dwdch in-
nych fakéw
a 2w a  AOm
._;; + E’v g + "3— 1

sg odjemnemi; warto$é liczebna pierwszej jest mmiejsza od
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, a przeciwnie warto$é liczebna drugiej jest wieksza od 3

O] =

Za pomoca tej uwagi, latwo si¢ odrézni miedzy pierwiastka-
mi réwnania

& —3x41b=0,

. . o s 7. o
ten ktory ma si¢ wziac za wartoS¢ wst 3 przywodzac pofem

lukg do pierwszego ¢wiercianu, zobaczymy czy wartos¢ li-

: . - . 1
czebna tej wstawy jest wieksza lub mniejsza od ulamka 2
ktory wyraza wst 30°.

Niech bedzie na przyklad a=390°, bedziemy mieli luk
%:—130“, ktérego spetnienie jest 50°. Poniewaz wst 130° jest
dodatng i wigksza od }, trzeba wzigé na wartosé tej wstawy
7z réwnania

=34 10=0,

pierwiastek dodatny wiekszy od ;.

24. Takim samym sposobem mozna dyskutowa¢ réwnanie
3° stopnia :
50 a
Ados°—3- o dosa

kitdre wyznaczy wartosé dosia gdy dosa jest dang.
Dla skrécenia, nczynmy dosia=-z i wsta=>4; bedzie do
rozwigazania réwnanie

8 08
r —ip——-=10.
i ll

Poniewaz dostawa dana 6 odpowiada tukom 2k ==«, powin-
niémy otrzymac dla niewiadomej z, dostawy wszystkich tukow
objetych formutami

2k x4+ «, 2kr—a
3 T

w ktorych dosyé bedzie, jako juz wiadomo, polozyé za k trzy
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liczby calkowite po sobie idace 0, 1, 2. Co ezyniac otrzymamy
tuki

o 27  « hir o
b et ey
o 27 « hr - «
AT R R

PR o ’ . . . .
Ale luki 3 | —3» rowne i znakow przeciwnyel, maja te same
J

2o, b o e coci 27 o ¢
dostawy; podobnie —+4—- i ———=, ZZ42 § =% ke
o 313 Selcasma sy 3y
rych summy czynia liczbe okregéw, maja takze te same do-
stawy. Wiec niewiadoma z ma trzy wartoéci rzeczywiste, i
wiecej ich mie¢ nie moze, a one sj :
o 2z « U weg
dos - dos <— —> dos(—— —).
3’ 3 T3) 573
Czytelnik, przypuszczajac naprzod dos a dodatng a potem
odjemna, latwo znajdzie ze powyisze trzy pierwiastki rowna-
nia, uwazane co do wartosci liczebnej, sa zawarte miedzy

liczbami 0, §, § V'3, 1. Nie trudno wiec bedzie, majac dany
A : : ; : a

tukdos 6, wiedzie¢ ktéry z tych pierwiastkow odpowieda dos —
9

bo wtedy znak szukanej dostawy i tuk « sa wiadomemi.

Konczae dodamy ze summa trzech rzeczonych dostaw jest
zero; co po prostu geometrycznie okazaé sig moze. Jakoz, bio-
rgc ostatnia figure, widzimy ze dostawa OE jest dodatna, a za$
dostawy OF, OG odjemnemi. Aze KE=KF, a trojkaty po-
dobne DGO, HKO daja 0G=20K, wiec OE=0F'+ 0G; etc.

Moznaby jeszcze podobnym rachunkiem znalezé, chociaz
dosyé mozolnie, réwnania ktére daja wst 4a, dosha,... wst 5a,
a
i
dosa; ale jest na to znakomita formula o ktérej pézniej mowic
bedziemy.

1 a a : :
dos 5a,... a nastepnie \vst[:, dos~, wstg... w funkeyi wst ¢,

22. Rozwiazmy teraz te same zagadnienia dla stycznych.
Szukajmy naprzdd stycznej summy dwéch tukdéw a, &, znajac
styczne kazdego z tych tukdw.
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Mamy

sty (a+b) =

wst (a+b)  wsta dosh+dosa wsth
" dos (a+b)  dosa dosb — wsta wstd’

zkad, dzielac przez dos @ dos b oba wyrazy utamku, wynika
wsta = wsth
wsta wsth’
~ dosb dosb

sty (a4 0) =

albo, co (o samo,
stya sty b

b = )
Sy 1 —stya stybU/'
Znajdzie sie podobnie
stya—styd
Sty (a—b)_l-{——slyaTyb (2)
Gdy 6=qa, formula (1) staje si¢
By e
1—stya

Jesli b=2a, mamy
sty a-sty 2a
1—styasty2a’
stya

G)
Zastepujac sty 2a przez jej warlos¢ ————, i uproszczajyc,

1—stya

sty 3a =

bedzie

3stya—sty'a
sty 3a T2 s e _’y (4
1—3sty'a
Podobny rachunek da wartosc styla, sty5a, i t.d. w funkeyi
sty a.
rr a . 5 a .
23. Aby znalezé sty 2 znajac sty a, polozmy 3 zamiast «

w formule (3); bedziemy mieli
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Znoszac mianownik, otrzymamy réwnanie stopuia drugiego

201 2 a
= — stv - —1 = 5
SLyQ—*—styasy? i

zkad sty %: S%;K—l = V/l -+ styga> .

. 5 G e a : e
Rownanie (5) pokazuje ze niewiadoma sty 5 ma dwie wartosci

rzeczywiste, ktorych iloczyn réwna si¢ — 1; co sig latwo spra-
wdza trygonometrya.

Jakoz, powinnismy znalezé dla niewiadomej sty 5 styczne

k
wszystkich tukow -—'ﬂ;_ z

; aze, podlug tego jak & jest parzystem

; kr - a a
albo nieparzystem, mamy sty T sty 5
albo
ke + o ™ +
ty = =—dot=,
2 2 2

. a a
iloczyn sty = X —dot—=—1,
2 2
Jesli cheemy otrzymaé styia, znajac sly @, uczynimy
sty ja=ux, stya=10; formula (4) da nam
3~z
e
1—3z
zkad, znoszac mianownik, wynika réwnanie 3 stopnia
%
2
& —=3br" 324 b=0
ki s B et aii : :
Ktore wyznacza trzy wartosci dla sty 5 W samej vzeczy, danej

stycznej 4 odpowiedaja tuki k= +o; przeto rachunek powinien

da¢ dla niewiadomej  styczne wszystkich lukéw mj_ 5.
9
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. : S o o
Aby otrzymac wszystkie wartosci sty -, dosy¢ jest podstawié

9
za k trzy liczby po sobie idace 0, 1, 2; bo luki otrzymane tym
sposobem, tworza postepnie arylmetyczna ktorej stosunkiem
jest §=; przeto kladac za & nastepujace liczby, otrzymamy te
same tuki powigkszone albo zmniejszone liczba calkowita pol-

: Al — a
okregdw; co nie daje néwych wartosci dla sty L Mamy tedy

trzy wartosci rzeczywiste szukane :

i w G wE+)

Uwaca. — Gdy styczna dana 4 jest dodatna i skonczona,
wtedy luk < 90°; zkad

,
0< =< 30°, 60°< =400, 120°< 224 2 150,
3 3 5% R

7 g 7/2 3‘ =
Zatem sty3<1, sly \3—}-3) 1

2 g . v
azas sty (-§~+%> jest odjemnaq.

Jesli dana styczna b jest odjemna, ale zawsze skonczong,
wiedy fuk « jest zawarty miedzy 90° i 180°;

2;
zkad 30°< 2< 60°, 90°< =+ < 1200, 150°< T %< 1800,
3 HE =ty o =3
Zatem styg jest dodatng; sty <13r -+ g) jest odjemna i licze-

S : o . BTt Oy
bnie wigksza od jednosci; nakoniec sty (~—-}——) jest takze
J =3
odjemnaq, ale liczebnie mniejsza od jednosei.

Opierajac si¢ na tej uwadze, latwo mozna odréznié miedzy
trzema pierwiastkami rownania ten ktory wziac nalezy gdy luk
a jest danym. Albowiem znajac tuk a, znamy zaraz znaki stya

¢ Ve . e a . : :
1sty§, i wiemy naprzéd czy niewiadoma styg jest liczebnie
mniejsza albo wigksza od jednosci.

Przyktad nastgpny postuzy na objasnienie.
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Przypusémy a = 300°. Sty 300 jest odjemna; co pokazuje ze
/ L s 2 : e

rownanie ' —3bx" -—3x +b=0 ma jeden pierwiastek dodatny

a dwa odjemne : aze sty 100=—sty 80 jest odjemna i wigksza

liczebnie od jednosci; wiec wartoscia niewiadomej styg jest ten

z dwdch pierwiastkow odjemnych réwnania ktory ma wartosé
bezwzgledna wieksza.

Formuly stuzgce do zamienienia summy lub réinicy dwich
liny trygonometrycznych na iloczyn.

24. Ze czterech ogolnych formut
wst (a4 b) =wst a dos b4 dos a wst b,
wst (a—b&)=wsta dos b—dos a wst b,
dos (a+0) = dosa dos b —wsta wst b,
dos(a—b)=dosa dos b+ wsta wst b,
otrzymujemy, raz dodajac a drugi raz odejmujac, cztery naste-
pujace, czgsto uzywane
wst (a4 b) 4 wst (¢ —b) = 2wst a dos b,
wst(a+0) — wst (e —b) =2dos a wst b,
dos (a« -+ b) -+ dos (e — ) = 2dos a dos b,
dos (@ —b)—dos (a4 b)= 2 wst a wst 0.
Jesli zas uezynimy
atb=yp, a—b=gq,
: I s sl =1
zkad a = O_TI,
ostatnie cztery formuly stana si¢

\Vbt17+\Vblq_2\VStl+/ ];’1(1)’

= :st”.%'u-n,

,ﬁ+q.,p~q
st -~ wst e

wst p—wst g = 2dos——

dos p+dos g =2 dos 24

(b).

dosg—dosp=2w
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Te formuly pokazuja jak si¢ zamienia na iloczyn summa i
1 et T ’ . .
; roznica dwéch wstaw albo dwoch dostaw. I na wzajem,

Mozna takze zamieni¢ na iloczyn summe i réinice dwdch
' stycznych albo dwdch siecznych. Jakoz,

wsta , wstb wstadosd= dosa wstb
styazEsty b=- = = e

dosa _dost dosa dosb :
: , . wst(az=0)
; tya st styb=———" (5),
| wiee e A
} Podobnie
{ : ; 1 dosb4dosa
siea+-sieb= Vdesh. N, Aot

j dosa

Qdos(

Yon ().,

dosa dosb

/ 1 dosb—dosa
dosa dosb  dosa dosb

(22 w(t5)

dosa doso

siea—sieb =

| GdybySmy mieli do zamienienia na iloczyn wsta 4 dosé,
[ dosy¢ byloby zastapi¢ dosb przez wst (90°—b); albo wsta przez
' dos (90°—a). Biorac pierwsza, bedzie

wsta 4 dosh = wsta-4 wst(90°—4)

— (lx 5°+ ———) dos (—— —_ lw“)

25. Wiadomo Ze nie mozna za pomocg logarytméw odbywaé
dodawania ani odejmowania. Trzeba wiec umieé¢ zamienié
summeg algebryczng na jednomian aby zastosowaé logarytmy
do rachunku trygonometrycznego. Niech bedzie tedy, na pier-
wszy przyklad, summa a5 dwéch wyrazow zawierajacych
linie trygonometryczne jakiekolwiek.

b .
Mamy widocznie a+&=:a<1 +Zi)’ a biorac teraz kat po-
3
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mocniczy ¢ taki aby sty o= ~, co sie znajduje za pomoca tablic
linij trygonometrycznych o ktérych nie dlugo méwic bedziemy,
otrzymamy
wste a
atb=a(14stye)=a(1+4+-+—)==—"(dos sto);
= (st ) —a (14 gt ) = gor(dosg+ st

0WozZ,

dosy - wsto=wst(90°— ) 4 wst=2wst 45°dos (45°—¢);
wiec

; _ 2awsth5 dos (45°—¢y @ 1/2dos (h5°—¢)
e dos e = dose :
Sposéb powyiszy, stuzacy do zamiany dwumianu na jedno-
mian, jakakolwiek jest wielkos¢ i znaki wyrazéw a i b, moze
si¢ sprosci¢ w szezeg6lnych przypadkach. T tak, jesli naprzod
wiadomo ze ilo$ci @ i 4 sa obie dodatne, mozna uczynié

b o :
—=—sty ¢ codaje a- b”—“a(i—{—sty%):‘ Uz . ‘
3 dos @

; b .
Jesli a>0 b<<0, i nadto 2<1, wtedy mozna uczynicé

g:—dosega; co daje a+b=c (1 + g)_—:u, (1— dos’g)=a wst’e.
Niech bedzie teraz wyrazenie a —b-+c—d+ it d. zawie-
rajace tyle wyrazow ile sig podoba; bedzie mozna zawsze,
podlug tego co poprzedza, sprowadzi¢ dwa z tych wyrazéw do
jednego. Przy kazdem z tych dzialan liczba wyrazow zmniejsza
sie o jeden, 1 nareszcie dojdzie si¢ do wyrazenia zawierajacego
tylko jeden wyraz. Aby daé przyklad tych przeksztalcen,
wezmy réwnanie 2° stopnia, i uwazajmy naprzéd przypadek
;c‘z—[—px—aq:O

iy . . - P ‘/[]2
w ktérym pierwiastki = 51— —

5 +¢ sarzeczywiste

i znakéw przeciwnych.
Mozna zaraz tym pierwiastkom nastepujaca dac forme

= Py e g
P
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Niech bedzie ¢ kat pomocniczy taki aby s!yz?:l‘_g, €O Mmo-

zebne bo ¢>0: podstawiajac tg warto$é otrzymamy
gt dylie
=5 (—1ZEsieq);

zkad, biorac znak -, mamy

P wst™¥

x,_p<1—dos(p>_ 3
= IX duse J  dosy '

a biorac znak -—, hedzie

= _-p(l—{—'(]o&p _ p(loq
i dose o dos ¢

<

Uwazajmy teraz réwnanie .1;24-/7:1: +4- ¢ =0 ktére daje
l
L= —(~ ;B \/’1 —ﬂ

Aby pierwiastki byly rzeczywiste i 111016\\'110, trzeba mic¢

T ke 23 : gemy pot i
—5< 1; wige w tem przypuszezenia moZemy polozyé ——wst'y
P P
Podstawiajac, bedzie

2=z (—1%dose);

.
o

2 ¥ b
zkad Z==-pwst ;f, 1 z=— lndosz‘—f.

P4

26. Formuly (1), (2), (3),
)—i—_{

h)z

dos (
(5
(1
(;

* (28) daja :
A,
i
o
T

Pt
{,,_E,)
5 ()

(/%1> (9);

wst p--wst o

wstp—wstqg (
2

8);

wst p+wslg
dosp+dosqg

p—q
P—q

’
Eii
o
)
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\bt(/ H) ( q)

wstptwstg -

dosg—dosp (/—{—r/)d ( ()
ol lo o

wstp—wstg )(“)‘

dos pHdosg 5 dos (/—!—{)0< f) 2 )

2 dos (qu) wst </——~7_(1>
wstl;——\\ st = —dot (p+(1) (@2
dos g—dos p (1 +1) (I’ 'l> : :

PN st
dosp-+tdosg = ( 2 )dos( 2 )
dosg 2 wst (/lﬂ) wst (Z—)—q) : i
2 2
—dot (”#) dot (p‘—)q) (13)

Do tych formut dod"qemy jeszcze nastepujace :

(10);

wstla— wst” b={(wsta+ wstb) \\sta——\\stb)

=Jwst ) (a ) X 2 dos ( \’st<a ; /))

=vst (@ +b) wst (a—b) (1h).

I takze dos’a—dos*b = wst(a-+0) wst (a—b).

Formula (8), ktéra niediugo bedzie zastosowana do rozwig-
zania tréjkatéw, moze si¢ wystowié nastepujacym sposobem.

Summa dwich wstaw ma sie do ich rdznicy juko styczna poto-
wy summy tukéw odpowiednych ma sie do stycznej potowy
roznicy tychze tukdw.

2%. Zakonczymy ten rozdzial dajac jeszcze dwie rdwnosei
ktore zastuguja na uwage.

Niech beda a, b, ¢, trzy tuki ktérych summa réwna sig = albo
liczbie nieparzystej potokregéw, (2 1) =, bedziemy mieli :
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10 dosta+dos b+ dos‘lc+2(losadosb dosc=1.
Bo réownanie atbte=(2k+1)=r daje
dos (b +¢) = dos (= — a) = — dos a;
zkad dos b dos ¢ —wstd wst c = —dos a,
albo dosh dosc+ dosa = wst b wst .
Podnoszae do kwadratu i zastepujge wst’h, wst'e, przez
(1 ~—dos’), (1 —dos’¢), otrzymamy
dos?b dos’c + dos’a +9dose dos b dose
—1—dos’b—dos ¢ -+ dos’s dosgc,
albo  dos’a - dos” & -+ dos’c 4+ 2dosadosb dosec=1.
Mozna teraz zapytaé si¢ jakie sa Tuki ktore zadosy¢ czynig
ostatniemu réwnaniu?

Aby odpowiedzieé na to pytanie, rozwiazmy rzeczone ro-
wnanie np. na dosa, bedzie

dosa=—dosh dosc =% \/doszb dos’c +1— dos” b-—dos’c.
Podslawiajac za dos’ b, dose ich wartosci 1— wst®h, 1—wst’e,
i wykonywajac dzialania, otrzymamy

dosa=--dosbdosc = \/wst2 bwste,
czyli, co to samo,
dosa = —dos (b+¢),
albo jeszcze dos (w—a) =dos (b+¢c).

Aby te dwie dostawy byly sobie réwne, trzeba, jako wia-
domo, zeby roznica albo summa ich Tukéw réwnala sig liczbie
parzystej polokregow. Co daje

a4btec—n=2kr
i btfe—ata=2Fknm,
albo, co wychodzi na jedno,
at+bte=(2k+N)= (1)
i bfe—a=Q )= (2).
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Gdyby$my rozwiazali réwnanie na dosb albo na dose,
otrzymalibysmy podobnie

at+c—b=(2k+1)= (3)
atb—ec=2k+1)x (h).
Wige wszystkie Tuki ktére sprawdzaja réwnanie
dos2a+ doszb—}— dos’c +2dosa dosh dose =1
s3 zawarte w jednej ze czterech sum powyzszych,

20 stya—-styb +stye = stya sty b sty c.
Bo réwno$¢ a+b+c==  daje
stya--sty b
sty (a4} = —stye, -zhkad LT —_ stye,
ety Y = 1—slyastyb g

a znoszac mianownik olrzymamy
sty @+ sty b =—sty c4-sty a sty b sty ¢; ele.
Rozumujgc jako w poprzednim paragrafie znajdzie sie latwo
ze tuki sprawdzajace réwnanie
stya+-sty b+ styc=styasty b sty e
zawieraja si¢ w jednej ze czterech sum
a+b-tc=lkr,
bte—a=rlkr,
at+c—b=kx,
a+b—c=lkx,
w ktdrych % jest liczba catkowitg jakakolwiek,
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UKEAD TABLIC TRYGONOMETRYCZNYCH.

28. Aby linie trygonometryczne mogly postuzyé nietylko do
rozwigzania trojkatow ale i do innych zastosowan, trzeba zna¢
ich wartosci liczebne, z przyblizeniem dostatecznem, odpowie-
dajace tukom idacym co 10",

Co sie tyezy wielkosci i znakéw tychze wartosci, poniewaz,
jako$my widzieli, linie trygonomeltryczne w pierwszym c¢wier-
cianie biora wszystkie wartoSci liczebne, jakie tylko wedle
swej natury braé moga; dosy¢ przeto wyrachowac te wartosci
dla linij odpowiedajacych tukom zawartym pomiedzy 0°1i 90°;
a nawet mozna ograniczy¢ ten rachunek na tuku £45°, z przy-
czyny linij dopelniajacych.

Bo, na przyklad, wst 72° réwna si¢ dos 18°. Mamy wigc tylko
do obrachowania rézne linie trygonometryczne tukow zawar-
tych pomiedzy 0° i 45°.

A poniewaz zwigzki, ktore istnieja pomiedzy liniami trygo-
nometrycznemi jednego tuku, pozwalaja otrzymaé wszystkie te
linie gdy wstawa jest znang, nalezy naprzdd zajaé si¢ wyzna-
czeniem tej ostatniej linii.

Najmniejszy tuk ktéry uwazaé nalezy, jest luk 10”; wyzna-
czenie wstawy tego tuku polega na nastepujacych twierdzeniach.

10 W picrwszym éwiercianie, wszelki tuk jest wiekszym od
swej wstawy o mniejszym od swej styczney.

Weimy luk AB'=AB, i przez
skrajnosci B, B' poprowadzmy
styczne ktdre sie spotkaja w pun-
kecie S $rednicy AA’. Mamy wi-
docznie Tuk BAB' wigkszy od
cigciwy BB’, a mniejszy od linii
BS-}-SB’. Wiec fuk AB jest wigk-
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szy od swej wslawy BC, ale mniejszy od swej slycznej BS.

20 Jesli tuk, zawarty w pierwszym cwiercianie, maleje az do
zera, stosunck tego tuku do wstawy maleje takze ; i ma za granice
Jednosé.

Aby dowiesdz naprzod ze stosunek luku do wstawy maleje
gdy 1uk staje sie coraz mniejszym, dosy¢ jest okaza¢ ze
a0 a
Sreee—,
wst (a--0) " wsta
Owoz, ta nierdwnosé jest ta sama co
(@4-0) wst a> awst (a 4- ),
albo  a wst a6 wsta> a wst o dos b ~+adosa wst 4.

Aze widocznie a wsta >awsta dos?, dosyé' przeto bedzie
sprawdzié nieréwnoéc

bwsta > adosa wst b.
Dzielae przez dosa, ktéra jest dodatna, bedzie
ac | ? J < <
bstya>awstbh,
nier6wno§¢ oczywista, bo tak 6> wst4 i stya > a. Wiee, ete.
Dowiedzmy teraz ze, w pierwszym cwiercianie, stosunek fuky
da wstawy ma za granice jednosé, gdy tuk dazy do zera,
Wiemy ze
sty a > tuka> wsta,
Dzielac przez wst a, bedzie takze

: a
siea
> wsta

S
Gdy tuk o maleje dazac do zera, siea dazy do jednodci, i
moze si¢ od niej rézni¢ tak mato jak si¢ podoba. Wiec stosunek

=t ciagle zawarty miedzy siea i 1, dazy takze do jednosci,
wsta :

ity + - . a %
gdy tuk @ zbliza si¢ do zera; wige granica stosunku e Jest
jednos¢.

3° W pierwssym cwiercianie, réznica miedzy tukiem i jego

wstawg maleje z tym tukiem, 1 jest mnigjszg od czwarte) czescl
szesciany fuku.
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Biorge promien OA za jednosé, BP jest wstawa luku AB,
a CQ wstawg luku AC. Trzeba okazaé ze

AB—BP< AC—CQ.
albo, co to samo, Ze

CQ —BP <<AC— AB,
albo jeszeza ze €D < luku BC.

Ostatnia nierdwnosé jest oczywisty; :
wiee, ote. A
Aby dowiesdz ze, w pierwszym c¢wierclanie, roznica migdzy
lulnemljeﬂo wslawg jest mniejsza od ¢éwierei szescianu tego
tuku, uwazajmy ze, nazywajac a tuk rzeczony, mamy

a a
wsta—2 wst; dos 3

: e SRR = s
albo wsta= Qsty dos) sty 2(1 wst 2)

Podstawiajac w drugiej stronie luki zamiast linij trygonome-
tryeznych, oba czynniki stana si¢ mniejszemi, a tem samem ich
iloczyn. Wiec

b (1 “2>
wsta >a{1—-—};
1 h
a@
zkad a—wsta< T

To pokazuje ze blad ktdry sie popelnia, zastepujac tuk przez
wslawe, jest mniejszym od éwierci szescianu tego tuku (*)

o W plerwszym Cwier mame dostawa tuku a jest wigkszq nis

1 a“ iy + a*

— —, amniejszia niz 1 — —

g & 16’

- 2Q 2.4 9 @
Jakoz, dosa=dos"—=—wst 5 =1—2wsi 5
“ <~
= a a !
Ztad, podstawiajge tuk 3 @ wst 5 wynika

2

Qa
dosa>1— &

P

(*) Zobacz note 4.
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: . e a
Na mocy poprzedniego twierdzenia (3°), mamy a—wsta < W

> ) ; a
Zatem, podstawiajac 3753 zamiast wst 5

kad wate> 22
sl Bl R 2

w réwnania powyzszem dosa, bedzie

S 2
a a
dosa<1—2(2_2),
0s a< (2 16
(/2 al‘ (56
to jest dosac It .
e et e

4

: o GgEt<q
wiec tem bardziej dosa< 1— /—) -+ o

®9. Szakajmy teraz wartosci Juku 10" ktérego promiei
bierzemy za jedno$¢. W tem przypuszezeniu dlugosé Tuku 180°,
wyrazona liczba =, jest
w=3,14159 26535 89793 23846.....

Aze 180° = 648000,
ige Tuk 10" = _"_=10,00004 84813 68110 .....
wice luk 61300 ,00004 84813 68110

Ale wst 10" jest mniejsza od taku 10”; przeto
wst 10 <C0,00004 84813 68110 ..... (1).
Mamy nadto tuk 10" < 0,00005, zkad

1 (Tuku 10”)° < 0,00000 00000 00032,
Wynika ztad ze
w0 {_ oo smtsto....
albo, uskuteczniajac odejmowanie,
wst 10”7 > 0,00004 84813 68078 ..... (2)
Nieréwnosei (1) i (2) pokazuja nam Ze réznica miedzy tukiem
10" i jego wstawa jest mniejsza od polowy jednosei trzynastego
rzedu dziesigtnego; biorac tedy
wst 10" =.0,00004 84813 681,
blad popetniony bedzie mniejszym od pot jednosci ostatnie
deiesigtnej zachowanej.
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Moznaby teraz otrzymaé warto$¢ dos 10", wkladajac warto$é

wst 10”7, wyzej znaleziona, w formule dos 10”7 = V1 —wst*10",
Ale daleko jest prosciej, do wyznaczenia dos 10", uzyé for-

muly przyblizonej
2

dos 10" = 1—4(luk 10")".
Jakoz, na mocy twierdzenia 4°, blad ktéry sie popelnia bio-
a a

rac 1-—5 7a dos @ jest mniejszym od 16" W naszym rachunku

(tuk 107) 1 1
i 16 > . 18°
2.10 6 256.10" ~ 2.10

Wiec, uzywajac formuly powyzej wskazanej do wyznaczenia
wartosci dos 10", popelnimy blad mniejszy od polowy jednosci
osmnastego rzedu dziesietnego. Bezpiecznie tedy mozemy otrzy-
mac, dla wartosci dos 10", trzynascie pierwszych cyfer dziesie-
tnych ktorych potrzebujemy. Znajdziemy tym sposobem
‘ dos 10" = 0,99999 99988 248.....

Tuk 10" <

3 @ nastepnie

80. Trzeba teraz wyrachowaé wstawy i dostawy fukéw za-
wartych w pierwszej polowie ¢wiercianu, biorge te fuki co 10",
Formuly
wsl (a4 b)+ wst (¢ —b) =2wsta dos b,
dos (a+ b) + dos(a—b) = 2dos a dos b,
daja, czyniac a=mb,
wst (m-41)b=2dos b wstmb—wst(m—1)b (1),
dos (m+41)b = 2dos b dos mb—dos (m-—1)b (2).
Formula (1) pokazuje e, jeSli znamy wstawy dwoch
wielokrotnikéw po sobie idaeyeh (m—1)b, mb tuku b, otrzy-
mamy wstawe wielokrotnika (m +-1) 6, bezposrednio wyisze-
go, mnozac wstmb przez 2dos b, i odejmujac od iloczynu
wst (m— 1)b.
Jesli wezmiemy b= 10", bedziemy mieli, kladac nastepnie
za m'liczby 1, 2, 3...,
wst 20" =2dos 10" wst 10" — wst §° =2 dos 10" wst 107,

d0s 20" — 2 dos 10" dos 10" — dos 0°==2dos’ 10" ~1,
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wst 30" =2dos 10" wst 20" — st 107,
dos 30” =2dos 10"dos 20" — dos 10",

BN e, e e el el R e e e e e e e

Mozna uproscié rachunek iloczynéw wstaw albo dostaw na-
stepujacym sposobem :

Czynuik 2 dos 10" rozni sig malo od dwdeh jednodei, ponies
waz roznica 1 —dos 10" jest bardzo matg. Polézmy wiee

2dos10"=2—%, zkad £=0,00000 00023 504.....

Zastepujac w formulach (1), (2), 2 dos? przez 2—*F, bedzie-
my mieli dwie formuly ktére podal angielski Matematyk,
Tomasz Sivesox.

wst (m4-1)b=(2— k) wst mb—wst (m —1) 5,
dos(m--1)b=(2— k) dos mb — dos (n—1) b,
albo
wst(m 1) b—wstmb = wstmb—wst (m —1)b—k wst mb (3),
dos (m+1)b—dosmb=dosmb — dos(m —1) b — k dos mb (),

Gdy réznica wst (m +1)b—wstmb bedzie znana, powigk-
szajac ja iloscig wstmb, otrzymamy zadana wst(m--1)b.

Ale formula (3) pokazuje, ze ta réznica réwna sig réznicy
wst mb— wst (m—1)b, juz wyrachowanej, mniej iloczynem
kwstmb, w ktérym czynnik £ jest niezmiennym. Mozna skrécié
dzialanie robiac naprzéd iloczyny liczby k przez dziesieé cyfer
znaczacych, 1, 2, ... 9. Bedziemy wigc mieliiloczyny czastkowe,
skladajace kazdy z iloczynéw takich jako % wstmb, ktére tym
sposobem fatwo si¢ wyznacza.

Formula (4) postuzy do wyrachowania podobnym sposobem
dostawy tukow co 107, od 0° az do 45.

34. W tak dlugich rachunkach btad fatwo sie weisnaé moze.
Nalezy przeto sprawdzaé otrzymane wyniki, rachujac wprost
wstawy i dostawy Iukéw co 9°.

Oto spos6h znalezienia tych wartosei.

Poniewaz wstawa 18° réwna si¢ potowie boku dziesieciokata
foremnego wpisanego w kolo, czyniac wst 10° =z, bedzie

1:22::2831—22; zkad xg—l—'»;—x:%.
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Opuszczajac wartosé odjemng, ktéra nam tu nie jest potrzebna,
mamy

z=wst18=dosT-o=1(—1+ VB),
dos 18°—=wst 722 =} T—wsE18: =1y/104-2 V5.
Te wartosci prowadzg zaraz do wst 36° i dos 36°, bo mamy
Wst36° = dos 540 =2 wst18° dos 18° =1 3/10 —2 /5.

dos 36° = wst 54°=dos?18°—ws(218°=1 (1 4+ V/5).

Formuly ktére wyznaczaja wstawe i dostawg polowy tuku,
w funkeyi wstawy tego tuku, daja

wst9°=d0381°=§~\/3+ \/5——}\/5—-\/5-,

dos 9°o=1wst 81°=1 \/3 +V5+iys5 - V5.

Podstawiajac w te same formuly, zamiast wsta, wartosé
wstshe—1 1+ vV 5), otrzymamy

wst27°=dos 63° =1 ‘/5—}— V5—1ys— V5,

dos21o—wis{639—1 \/5 +V5T i\/?r —§5:

Nakoniec, jesli do znalezionych warto$ci dolaczymy juz wia-
doma wst 45°=dos 45°=1 V2, uformujemy nastepujaca ta-

belle
wst 0° =10 - dosie=1
wst0o =4 V34 b 5—1v5— 173,
dos 9o =1 \/3—}— e v e

wst18°=1(— 14 V'5),

dos 18 =2V 1042 V5,
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wst 270 =14/5- L5 — 1 V/3_ 175,
dos 27°=1¢/54 L5 4 1 Vi3—175,

wstgﬁuzg\/w—‘zl/ﬁ,

: | 5
dos 36°=14(14175),
wst 450 :%l/?,
dosh5° =179,

Te formuly, kidre daja wstawy i dostawy tukéw co 9°, przez
wyciaganie pierwiastkéw kwadratowych, pozwalaja otrzymaé
je z takiem przyblizeniem jak sie podoba.

Poréwnywajac te wyniki z warto§ciami znalezionemi w ra-
chunku wstaw i dostaw co 10, bedziemy wiedzieli na jaka
liczbg dziesigtnych doktadnych liczy¢ mozna.

32. W zastosowaniach liczebnych trygonometryi, uzywa sie
zwykle logarytméw wstaw, stycznych, dostaw i dotyeznych,
1 dlatego zrobiono tablice ktére zawieraja logarytmy tych czte-
rech linij trygonometrycznych dla lukéw co 10",

Ale wstawy i dostawy sa ulamkami, a przeto ich logarytmy
sa odjemnemi. Dla uniknienia logarytméw odjemnych, ktérych
rachunek przedstawia pewna niedogodnosé, w tablicach dodano
10 do kazdego logarytmu wstawy i dostawy; przez co te loga-
rytmy staja si¢ dodatnemi dla wszystkich lukéw Jakich zasto-
sowanie wymaga¢ moze (*}. Co sig tycze logarytmu stycznej,

(*) Nazwijmy x tuk ktérego wstawa jest mniejsza od =y Wicmy ze

10
wst 107 >> 0,00004 84813 680,
x luk 10" tuk 10"
Zatem e </
1 wst 10" 0,00004 84813
zkad tuk 10" o fuk 1
a =< 484813 2 tem bardziej @ <1~M.

Wiec, jesli logarytm wst
liczba 10, kat odpowiedaja
czes¢ sekundy.

awy jest odjemunym, chociaz zostal powigkszony
¢y bedzie mniejszym niz Jedna dziesigciotysigezna
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poniewaz styczna fuku mniejszego od 45° jest ulamkiem, a
przeto ma logarytm odjemny, w tablicach Kalleta (Callet) do-
dano 10 do logarytmu stycznej lukéw mniejszych od 45°, a zo-
stawiono nietykalnemi logarytmy stycznej lukéw wigkszych
od 45°, jako same przez si¢ dodatne.

Wyznaczywszy logarytmy wstaw i dostaw, mozna otrzymaé
logarytmy stycznych i dotyeznych za pomoca formut

wst a dos @

— 5 dota = :
dosa wsta

ktore daja
log stya ==log wst «+ D¢ log dos a—10,
log stya=logdos a4 De log wsta—10.
Steczne i dosieczne sg odwrotnosciami dostaw i wstaw : nie
ma przeto potrzeby umieszezac ich logarytmow w tablicach, bo
one fatwo sie znajda za pomoca formul

: 1 :
siea= : dosiea =
dos a

ktdre daja
log sie « = D¢ logdos a,
log dosie a = D¢ log wst a.

UKEAD I UZYCIE TABLIC TRYGONOMETRYCZNYCH
KALLETA (CALLET).

33. W tablicach Kalleta postawiono naprzéd logarytmy
wstaw 1 stycznych lukow co sekunda, dla pieciu stopni éwier-
cianu, a tem samem logarytmy dostaw ¢ dotycznych lukéw za-
wartych pomiedzy 90° i 85°. Po czem znajduja si¢ logarytmy
wstaw, dostaw, stycznych 1 dotycznych co 10", od 0° do 90°.

Stopnie sa oznaczone na gorze i na dole kazdej stronicy, mi-
nuty w pierwszym i ostatnim rzgdzie, sekundy w drugim i
przedostatnim.

Gdy kat lub luk jest mniejszym od 45°, szuka sig liczby stopni
u gory stronicy, a za$§ minut i dziesiatkow sckund w dwoch
pierwszych rzedach po lewej stronie lezacych. Gdy kat prze-
chodzi 45°, bierze sig liczbe stopni na dole stronicy, a za§ minuty




48 KSIEGA DRUGA

1 dziesiatki sekund w dwoch ostatnich rzedach lezacych na
prawo, idac do gory.

Postepujac wedle takowego oznaczenia, znajdzie si¢ bez zadnej
trudnosci
log wst 6242/ 30" = 9,0566218,
logdot 81°46' 20V =9,1601596.

Jezeli kat dany zawiera jeduosci sekund i ich ulamki, trzeba
si¢ uda¢ do réznic, i dziataé tym samym sposobem, jako szu-
kajac logarytmow liczb ktdre sig nie znajduja w tablicach.
Przypuszeza si¢ wtedy, ze roznice logarytméw wstaw, do-
staw, etc. sa proporcyonalne réznicom tukow odpowiednych.
To przypuszezenie nie jest zupelnie prawdziwem, ale daje
w ogole przyblizenie dostateczne we zwyczajnych zastosowa-
niach. Aby dac lepiej rzecz t¢ zrozumieé, przylaczamy tu kilka
przykladow.

L ZsGADNIENIE. — Majgc dany tuk, znaleié logarytm jego linij
irygonometrycznych.
1° Znaleié logaryim wst 40° 33" 26", 5.

Nazwijmy, dla skrécenia mowy, A roznicg tablicowa dwéch
logarytméw po sobie idacych.

log wst 40° 33’ 20”7 =9,8130370 A—=206
dla 6" 147,6
dla Gih 493

log wst 40° 33 265 =9 8130530
20 Znaleié logarytm dos 36° 35' 36,2

log dos 36° 35’ 40" = 9,904648 A=156
dla 3" 46,8
dla 0,8 12,48

log dos 36° 357 36,2 =9,9046540
3° Znaleié logarytm sty 26° 24’ 35",1.

log sty 26° 21/’ 30 = 9,6959941 A=529
dla 5 26,5
dla 0,7 37,03

log sty 26° 24’ 85",7=19,6960243
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L° Znaleié logarytm dot 23° 17/ 22,1

Iogdot 23°17' 30" = 0,3660313 A =580
dla gHs 406
dla 06 34,8

log dot 23°17' 227, =10,3660754
Rozwiazemy teraz zagadnienie odwrotne :

Il ZacaoNigNie. — Majae dany logarytm linii trygonome-
tryczne) wyznaczycé kat odpowiedajacy.

Przypusémy naprzéd ze chcemy znalezé tuk ktdrego log wst,
réwny 9,3541803, znajduje sie w tablicach. Szuka sie tego
logarytmu w jednej z dwoch kolumn noszacych, na goérze albo
na dole, tytul sin (wst); znalazlszy go, spostrzegamy ze tytul sin
jest na gérze kolumny ; idzie sie przeto do kolumny znajdujacej
si¢ na lewo, w tej samej linii co liczba dziesietna 3541803, i tam
czytamy 50"; posuwamy si¢ potem do nastgpnej kolumny, i
w tej samej linii nie znajdujemy nic, ale idac w gore spotyka-
my 3'; nakoniec na gorze stronicy, na zewnatrz ramy, znajdu-
jemy 13 stopni.

Wiec kat szukany jest 13°3'50".

Przypusémy teraz ze logarytm linii trygonometrycznej, ktorej
tuku szukamy, nie znajduje sie w tablicach. Niech bedzie, na
przyklad, log wst x =9,7293441.

W tablicach pomiedzy logarytmami wstaw, mnuiejszemi od
9,7293441, najblizszy jest 9,7293229, ktéry odpowieda katowi
32°25'30". Ten logarytm rézni sig od danego iloscia 212 ; ré-
inica tablicowa, to jest réznica dwoich logarytméw po sobie
idacych ktore zawieraja logarytm dany, jest 331; przeto po-
dzielimy 2120 przez 331, biorac dziesiata czesé ilorazu na se-
kundy; ten podzial daje 6,4, co trzeba dodaé do 32024’ 30",

Wiec T =252°26'36"4.

Rachunek moze byé nastepnie rozporzadzonym
1e log wst £ = 9,7293441 A =331
9,7293229 daje 82°256301
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I reszta zakonczona zerem 2120 daje 6",
Iz reszta zakonezona zerem 1340 daje 0'',4;

wiec 2 = 30°25' 36,0
2° Wezmy jeszcze, dla lepszego wyjasnienia, nastepujace
przyklady
logdos z =9,7293441 A =332

9,7263560 daje 57°34'20"

Iza reszta zakonczona zerem 1190 daje 3",

IIs2 reszta zakonczona zerem 1940 daje 07,6

x==57°3423",6.

30 logsty z =19,6960243 A=529
9,6959941 daje 26°24' 30"

Isza reszta zakonczona zerem 3020 daje 5",

1lea reszta zakonczona zerem 5750 daje 07,7

be log dot £=9,6960243 A—929
9,6960470 daje 63°35'20"

Isza reszta zakonczona zerem 2270 daje 4",

IIs# reszta zakonczona zerem 1580 daje 0”,2.

% =63°35'24".2.
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ROZWIAZANIE TROJKATOW.

Zwigzkt 1stniejace pomiedzy bokami i katami trjkatow
prostolinignych.

Dla skrocenia, bedziemy oznaczali katy tréjkata wielkiemi
literami A, B, G; a za$ boki przeciwne tym katom malemi,
@, 0.c.

34. TwierDzeNE L. — W trdjkacie prostokginym, kazdy bok
kata prostego rowna sie przeciwprostokatnej pomnozonej priez
wstawe kata przeciwnego.

Niech bedzie ABC tréjkat prostokatny w A ; z punktu B na-
kreslmy promieniem BA luk kola AD,

i spusémy z punktu D prostopadie DE £
na AB. Trdjkaty podobne ABC, EBD D\/
daja i
AC__DE \
BCTBD 1
Aze wstB:l—ég, wiec Z:ﬁ wstB, B~ gt o

albo b=awstB, albo jeszcze, co to samo, &= adosC,

Dowiedzie si¢ podobnie, ze
c=awst C=adosB.

35. TwierozeNE 1. — Werdjkacie prostokatnym, kazdy bok

kata prostego réwna si¢ drugiemu bokowi pomnozonemu przez
styczne kata przeciwnego pierwszemu bokowi.

AC .
Jakoz E:styB; wiec b=c¢styB.

Tak samo ce=0bstyC.
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Uwaca.— Twierdzenie 11 moze si¢ wyprowadzi¢ z twierdze-
nia I, poniewaz rownosci b = awst B, ¢=uadosB, podzielone

stronami, daja g = sty B Snalbort —cistyB:

Rozwigzanie trijkatow prostokatnych.

86. Za pomoca dwdch powyzszych twierdzen mozna roz-
wiazaé wszystkie cztery przypadki trojkatow prostokatnych.

1. PrzYPADEK. — Majac dang przeciwprostokatne a ¢ kat ostry B,
znaleié boki b, c i kgt C.
Mamy C=90°—B; i, podlug twierdzenia I
b—=awstB, c=awstC, zkad
log 6 =log a+ log wstB — 10 (*),
log ¢ = log &+ log wst C — 10.
Otrzymawszy boki 6, ¢; mamy sprawdzenie b+ =d".

Il PrzyPADEK. — Majac dang przeciwprostokgine a ¢ bok b,
znalez¢ bok ¢ i katy B, C.

Twierdzenie I, daje

b=awstB; zkad wstB-:é

a’
i log wst B=log b6 - De loga.
Znajac kat B, mamy teraz  kat C=90°—B.
Bok ¢ otrzymuje si¢ z réwnania c=a wstC,
zkad ~ logc=loga+log wst C—10.

Uwaca. —Mozna wprost otrzymaé bok c.

Bo Ve P RE T
Bok ¢, otrzymany dwoma sposobami, postuzy do sprawdzenia
calego rachunku.

(*) Czytelnik zechce sobie przypomnie¢, ze w tablicach Kalleta dodano 10 do
logarytmu linij trygonometrycznych ktére sa ulamkami, jako wstawa i dostawa
wszelkich katéw, i styczna kata mniejszego od 45° albo dotyczna kata wiekszego
od 45°. Dla tego wiasnie odciagnelismy 10 od logarytmow wst B i wst C.
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11T PrzYPADEK. — Majac dany bok b kgta prostego ¢ kat ostry B,
wyznaczyé boke a, ¢ 7 kgt C.
Mamy natychmiast ~ CG=90°—B,

Twierdzenie 1 daje

b
b=awstB, zkad O

i loga=logb 4 De log wstB.
Twierdzenie 1I daje
c=0sty €, albo e¢=06dotB;
zkad, stosujac logarytmy do ostatniego réwnania, otrzymujemy
log c=log b+ logdot B — 10.
Uwaca. — Odjelismy 10 od log dot B w przypuszczeniu ze kat

B>45°. Gdy kat B<C45°, wtedy logdotB jest prawdziwy
w tablicach, nie trzeba wiec od niego odejmowa¢ 10.

IV Przyxzap. — Majgc dane dwa boki kata prostego b, ¢, wy-
znaczyé przeciwprostokatne a ¢ katy B, C.
Naprzod kat B otrzyma sie za pomoca formuty
b=rcsty B
ktéra daje
sty B:é; zkad  logsty B=logb+ De log c—10-

Uwaca. — Jesli b < ¢ nie trzeba odejmowac 10.

Majac kat B, otrzymamy kat GC=90°—B; a nastgpnie
b
= WstB’

Moznaby dla sprawdzenia rachunkow ktére poprzedzaja, wy-

zkad  log a=1logb - Delog wst B.

znaczyé bok a za pomoca réwnosci  a= /242
Twierdzenia stuzace do rozwiazania tréjkatéw jakichkolwiek.

3%. TwiernzeNik [.— W kazdym trijkacie prostolinijnym,
boki majq sie jako wstawy katow przeciwnych.

Niech bedzie trojkat jakikolwiek. Spusémy z wierzchotka G
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prostopadlg CD na bok przeciwny AB. Jedli prostopadta padnie
S wewnalrz trojkata ABC, trojkaty pro-
stokatne BCD, ACD dadza
CD=awstB, i CD=20wstA;
zkad awst B=b wst A.
/ Zatem a:b::wstA: wstB.
Jesli prostopadta pada zewnatrz troj-
kata ABC, wtedy trojkaty prostokatne

CBD i ACD dadza
\ CD=a wstB, i CD=4wstCAD,
\ albo CD =6 wst A,
‘":\AB bo kat A tréjkata ABC jest spefnieniem

kata ostrego CAD.

»
=
=

e

=]
>

Zatem, poréwnawszy dwie wartoSci boku CD, znajdziemy
jako wyzej
a:b:: wstA : wstB.

To twierdzenie moze si¢ dowiesdZ nastepujacym sposober.
Opiszmy kolo na tréjkacie ABC, i po-
tem poprowadzmy srednice EF pro-
stopadta do cieciwy BC. Kat wpisany
A réwna sie katowi COE ; wiec

5 tA—CD—— a
WST ¢ —~0—C-——2‘R*,
a
— =2R.
zkad e R

Rownanie to okazuje ze w kazdym tréjkacie stosunek boku
do wstawy kata przeciwnego réwna sig Srednicy kola opisanego.

a / @
Wi = = =
e wstA  wstB  wstC

38. TwigRDZENE II. — W kazdym trijkacie prostoliniynym,
kwadrat z jednego boku rawna sie summie kwadratow = dwdch in-
nych bokéw, mniej podwdjnym iloczynem z tych dwich bokiw
priez dostawp kata niensi zawarteqo.
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To jest, w kazdym trojkacie prostolinijnym, mamv
¢ —b —{—02—200 dos A (1).
Niech bedzie ABC tréjkat uwazany. Z wierzcholka G spus¢my
CD prostpadle na AB.

Jesli kat A jest ostrym, mamy, na mo- “

cy znanego twierdzenia geometryi ele- A i

mentarnej, — i

g !

—9 e —_ 5 H
BC—AB’-+AC*—2AB. AD, e HE

albo =024 c2—2¢x AD.
Ale tréjkat prostokatny ACD daje
AD =bdos A.

A\

Wiee  a?=0*+c2—2bcdos A. / %
Gxs : B ® D
Jesli kat A jest rozwartym, mamy tak-
ze, jako wiadomo, BC=AB’4+AC’+2ABX AD,
albo 2=b42+2c X AD.

Ale tr6jkat prostokatny ACD daje
AD =ados CAD.
Nadto, kat CAD jest spelnieniem kata A tréjkata ABC, przeto
dos CAD = — dos A. Wiec ostatecznie
a2 =02+ 2—2bc dos A.

Ta formuta, przystosowana nastepnie do kazdego z bokow
tréjkata, daje trzy réwnania:
@=0~42—2bc dos A (1),
b= a2 c>—2ac dos B (2),
2=a*+b62—2abdos C (3),
za pomoca ktérych mozna wyrachowaé trzy z szesciu czesci
trojkata, gdy trzy inne sa wiadome, z warunkiem, aby przy-
najmniej jeden bok znajdowal sie miedzy danemi.
Uwaca. — Twierdzenie I moze sie wyprowadzié¢ z twierdze-
nia 1L
Jakoz réwnanie (1) daje
22— a?

:\ e
dos Y
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zkad
Bl 2 n L H2e2— (824 c2— a2 )2
wstPA =1 — I s ar ) ;
ey lL/) c2
wykonywajac, otrzymamy
wstPA 20?62 240234 2022 —at— bt —
a - ha2b? 2 :
Druga strona tej ostatniej réwnosci jest symetryczna co do
liter a, b, ¢ ; to znaczy, e nie zmienia wartosci, gdy zamieni-
my Jedn@ hter@ na druga, inawzajem: np. a na 6 i 6 na a.

Ztad wniesé nalezy, ze stosunek boku do wstawy kata prze-
ciwnego jest iloscia ta sama w danym tréjkacie. Wiec

KSIEGA TRZECIA

a b ¢
wstA  wstB~ wstC’

albo
Zihe s e wstIN T EwS B st (O

I nawzajem, mozna z twierdzenia I wyprowadzié formute ‘
a*= 0%+ c2— 2bc dos A.

Jakoz, w tréjkacie ABC summa katow A+4+B 4 C=180°;

zatem
wst G = wst (A 4-B) = wst A dos B--dos A wst B (1)
Z proporeyj
a:b::wstA:wstB, a:c::wstA: wstC
wyprowadzamy
b wst A c wstA

wst B = , wstC=": c
a a

V o2 — 5 wst2B
e
Zastgpujac wstB, dos B, wst C przez ich wartosei, w rowna-
niu (1), bedziemy mieli
wstA Va2 — 2 wst2 A e bwstA dos A

) }

a nastepnie des B===

cwstA_

—+
a a a

tA
albo, znoszac czynnik &

ce= 4 ‘/u2

» Spolny wszystkim wyrazom, bedzie

Bwst2A + b dosA.
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Ztad , odosobniajac pierwiastnik , podnoszac do kwadratu 1
Jac p » P 2
uproszczajac, wynika ostatecznie
a*=0>+4c*— 2bc dos A.
C. b. d. o.

39. Twierozenie III. — W trdjkacie prostoliniynym, kozdy
bok jest summq rzutw dwich innych.
Jakoz trdjkaty prostokatne ACD, BCD
daja (34) AD = AC dos A,
BD=RCdos A;
zkad, biorac summe algebryczna, wynika
AB = AC dos A BC dos B,
albo c=adosB+bdosA. (1)
Otrzyma sie podobnie
a=0bdosC+cdos B (2),
b=cdos A +adosC (3).

Uwaca. — Te trzy formuly wywodza si¢ ze trzech formut
twierdzenia poprzedzajacego.
Jakoz, aby mie¢ formule (2) dosyé jest dodaé¢ dwie ostatnie
formuly twierdzenia poprzedzajacego, co daje
0=a2-—ac dos B— ab dos C;
zkad, dzielac przez a, wynika
a=0h dosC ¢ dos B.

Rozwigzante tréjkatow jakichkolwiek.

40. Pierwszy Przypapek.— Majac dane bok a ¢ dwa katy
trigkata, wyznaczyé boke b, c, ¥ kat trzect.

Jakiekolwiek sa dwa katy dane, otrzyma sie trzeci odejmujac
od 180° summe dwéch pierwszych ; poten mamy podtug twier-
dzenia I

U0 WSt Bl wsAREE e e R (B wet A
awst B awst C

zkad b S e g
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A biorac logarytmy bedzie
log b =1log a+log wst B+ De log wst A 10,
log ¢ =log a4 log wst G 4 D°log wst A — 10.
44. Druet Przypapek. — Majac dane dwa boki a, b, i kat A
przeciwny jednemu z nich, znalezé katy B, G, @ trzeci bok c.
Poszukajmy naprzod kata B.
Twierdzenie I (37) daje
wstB : wstA :: b: a,

(1),

albo log wst B=1log 64-log wst A 4 Delog a—10.

b wst A
a2

zkad wst B=

Bedziemy mieli potem
—180° — (A+B) (2);
b awstG
1 nareszcie e per (3); |
albo log ¢ =1log a4 log wst C + D¢ log wst A--10.

Dyskussya.— Réwnanie (1) wyznacza wartosé wst B, byle bylo
bwst A
T < 1, albo w logarytmach, logé-log wstA—loga< 10.
Tablice dadza dla kata B wartosé B'< 90°. Aze spelnienie kata
B', ktore jest 180°—B'=DB", ma te sama wstawe ; znajdziemy
wiec dwa katy B', B” spelniajace ktore odpowiedaja wst B.
" Podstawiajac tedy za B wartosci B’ i B”, otrzymamy kat
C'=180°— (A+B'), i kat ("=180°—(A+B").

Poniewaz warto$ci na trzeci kat C musza by¢ dodatne, trzeba
aby katy B/, B” zados¢ czynily nieré wnosciom

A +B'< 180°, A+ B"< 180e.

Jesli te dwa warunki sa dopelnione, wstawy katow G', G
beda dodatnemi, i kladac je w réwnanie (3), otrzymamy dla
boku ¢ dwie wartosci dodatne

awstC’

,_awst G’
T =
wstA wst A
Jedyne przeto warunki konieczne sg

A+B<180°, A-4B’< 280°.

/J
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Zobaczmy teraz w jakim razie te warunki moga by¢ dopel-
nione.

10 Jesli kat dany A jest rozwartym lub prostym, bedziemy
mieli

A--bB'">180°;

przeto wartos¢ B” > 90° musi by¢ odrzucona.

Aby kat ostry B’ byl przyzwoitym, trzeba i dosy¢ jest zeby

A+B' < 180°, albo B'<180°—A.
Ztad wniesiemy ze
bwst A
wst B’ < wst A; albo ———<<wstA;
a

co wymaga aby bylo b<a.

Wiec gdy kat dany jest rozwartym lub prostym, zagadnienie
moze mie¢ tylko jedno rozwiazanie, i aby to rozwiazauie istniato,
trzeba i dosyé jest, zeby bok przeciwny katowi danemu byl
wiekszym od boku przyleglego temuz katowi.

20 Jesli kat dany A jest ostrym, bedziemy mieli
A4B'< 180°;
zatem kat ostry B’ czyni zawsze zadosy¢ danemu zagadnieniu.
Warunek A-}-B"<C180° czyli A <<180°—B", daje
bwstA
wst A << wst B”, albo wstA< ;

a

Zatem a<b.

Wiec, aby bylo dwa rozwiazania, trzeba zeby bok przeciwny
katowi- ostremu A byl mniejszym od boku przyleglego. Ten
warunek konieczny jest widocznie dostatecznym, byle tylko

bwst A
bylo zawsze meen L
a
a
mamy B =90 BT —9U"

Nieréwnosci, A--B'< 180°, A--B"< 180°, sprawdzaja si¢, bo
7 i 7 .l <
kat dany A jest ostrym ; i znajdujemy tylko jedno rozwiazanie.
Dyskussya geometryczna obecnego zagadnienia prowadzi do
tego samego wyniku.
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Jakoz, niech bedzie kat XAY = A, i bok AC=14; punkta A,
C, beda dwa wierzchotki trojkata szu-
kanego. Trzeci wierzcholek bedzie
na spotkaniu linii prostej AX z okre-
giem nakreslonym ze érodka C, pro-
mieniem réwnym a. Aby te dwie linie
si¢ spotkaly, trzeba zeby promien byt
przynajmniej réownym prostopadiej
CD, spuszczonej z punktu € na kie-

L runek AX. Ale, tréjkat prostokatny
\ CAD daje CD=06 wst A ; trzeba przeto

XC\ aby bok @ byl przynajmniej réwnym
a bwst A

bwst A; albo co jest to samo, :
14

|
j nie ma by¢ wigkszym od 1. Przypu-
R S e . .

SRR ) Wst 2 *rme
szczajac A A‘< 1, bedziemy mieli

a

CD < a; zatem kolo przetnie w dwoeh punktach B/, B” kierunek
linii prostej AX, przedluzonej, jesli tego trzeba, po drugiej
stronie wierzchotka A. Punkta B/, B”, tak otrzymane, wtedy
tylko czynia zadosyé zagadnieniu gdy sie znajduja na ramieniu
AX danego kata A, a nie na jego przediuzeniu. Przeto liczba
rozwigzan bedzie réwna liczbie punktéw spotkan lezacych na
samem ramieniu AX danego kata A.

To zZrozumiawszy, przypusémy naprzdd ze kat A jest rozwar-
tym. Spodek prostopadiej D padnie na przedluzeniu ramienia
AX, tak jako i punkt B’. Wiec punkt B’ nie uczyni zadosyé za-
gadnieniu. Aby punkt B dal rozwiazanie, trzeba zeby bylo,

DB>DA; zkad CB>CA, albo a>b.

Gdy kat dany A jest prostym, punkta przecie¢ B, B’ beda ré-
whnie oddalone od A ; jeden z nich pada na ramieniu AX, a drugi
na jego przediuzeniu. Bedzie wiec jedno tylko rozwiazanie gdy
a>b, albo zadne gdy ten warunek nie jest dopetnionym.

Gdy kat A jest ostrym, punkt B padnie na ramieniu AX, i
tréjkat CAB rozwiaze zagadnienie. Aby punkt B’ znajdowat sie
takze na ramieniu AX, trzeba aby byto

DB'<DA; autad CB<CA, tojest a<é.
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b wst A

Nakoniec, gdy CD=aq, to jest =1, kolo jest stycznem
w punkcie D linii prostej AX, dostatecznie przedluzonej. Wtedy
zagadnienie ma jedno tylko rozwiazanie gdy kat A jest ostrym
a jest niemozebnem gdy kat A jest rozwartym albo prostym.

42. W rozwiazaniu poprzedniem wyznaczyliSmy naprzod
katy B, C; potem otrzymaliSmy bok ¢, za pomoca wartosci tych
katéw. Mozna wprost znalez¢ bok ¢ w funkeyi danych «, 6, A,
jako nastepuje :

Na mocy twierdzenia II (38) mamy
@ =0+c*—2bcdosA albo 2—26dosA .c 62— a2=0.

Rozwiazujac to ostatnie réwnanie znajdujemy

iR
e=bdos A==V a®— 2 dos?A,
albo ostatecznie
oG Ry
e=bdosA== V & — PP wstA.
Wartosci boku ¢ powinny by¢ rzeczywiste i dodatne, co wy-
i : it Stealiihy
maga aby ¢ réwnalo si¢ przynajmniej wartosci 6 wst™ A ; zatem

/ St A /
)W@t\<47 A b\\stA:

musi by¢ s

a
bwstA
a
sa rzeczywiste i nierdwne. Zostaje jeszcze do zobaczenia w ja-
kim one przypadku sa dodatne. Gdy kat A>90°, dos A jest
odjemng ; w tym razie pierwiastnik powinien byé¢ wzietym tylko
ze znakiem —+.

Przypuszezajac ze <1, wtedy dwie wartosci boku ¢

Nierownos¢ bdosA 4 V i — BPwstA >0 da nastepnie
¥ wstA >—0bdosA, a®— 0 wst2A>02dos?A, a2 >,
a ostatecznie a>b.

Gdy A =190°, bedziemy mieli

dosA=0, wstA=1 i c=Vd—¢
zkad a>0b.
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Gdy A< 90°, wtedy dosA >0,

i wartos¢ bdos A + \/a"’a b wst’A,
jako dodatna, zadosyé czyni zagadnieniu.
Aby druga wartosé¢
bdos A — ‘i/ areb’ WStQA,
zadosy¢ uczynila, trzeba mieé
Va6 wst’A < bdosA, albo a*—b2wst?A < b2 dos?A;
zkad < 0? (wst? A +dos?A), a nakoniec a<<é.

Znajdujemy tym sposobem warunki juz otrzymane w pier-
wsze] dyskussyi zagadnienia. Zreszta, mozna wprost, nie roz-
wiagzujac réwnania > —20dosA.c+02—at=0  dojs¢,
daleko fatwiej, do tych samych warunkéw.

43. Aby zastosowaé logarytmy do formuty
c=bdos A —*_—j/a —0b wst™ A,
trzeba sprowadzi¢ druga strone do jednomianu.
Za pomoca przeksztalcenia bardzo prostego, mamy naprzdd

c:/jdosA:*:.a“/f]—[rLZL-‘% (1)

a

A . o, DPwst2A |
- Przypuszczajac pierwiastnik rzeczywistym, ilosé S— jest
a
mniejsza od jednosci; przeto mozna wyznaczyé kat pomocni-
: : o bwst A
ciy o taki aby jego warto$¢ byla wsto —=—-—,
a
Wynika ztad
b2 wst2A R
-3 s P,
B~ =1 —wst?o =dos ¢.
3
; o bwstA | |
Nadto, r6wnos¢ wst ¢ = y daje
@ WSt ¢
b.——.

B A
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e I V\Sh“A 4
Zastepujac bi ¥ T przez ich wartosci w (1), bedzie
awstodosA awste dosa== adose wst A
» _—_—— % (_la — )
wstA wst A

albo nareszcie
a wst (¢ A)

W St A

Wryrazenie to moze sie oczywiscie wyrachowaé za pomoca
logarytmow.
Trzeba uwazaé ze wartosci kata pomocniczego o muiejsze
bwstA s
0d 180°, wyznaczone formuta w stﬁa——& —, sa wlasnie warto-
sciami kata B, w trojkacie ktory jest dany do rozwiazania;

- 8Os
poniewaz wst B=

. Zuajdziemy wiec dla kata ¢ wartosci
a

B’ + 2/=, i B" 42kx. Podstawiajac te warto$ci w rownaniu
awst (= A)
T wsiA
wyniknie
awstB' 4-2kr= A awst (B” +2krx - A)
wst A e wst A

Te dwa wyrazenia sprowadzaja sie zaraz do
awst ’B’iA) : a wst(B''2=A)

i c=—

wstA wstA

Co wiecej, wst (B'— A)=wst (B"+4A), bo summa katéw
B'—A, i B’+A jest rowna 180°. Dla tej samej przyczyny
wst (B — A) =wst (B'4-A).

Wiec bedziemy mieli tylko dwie wartosci rézne

__awst (B+4A) ey awst (B4 A)

SWStAL i wst A

o

.

Spetnieniami katow, B'4+ A, B+ A, sa wartosci C/, C”
kata C w trdjkacie szukanym ; wiec ostatecznie
~— o wsbll o e s st

1 ¢ = ———
“wstA '’ wstA
Widzimy tu, ze drugie rozwigzanie, otrzymane za pomoca
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kata pomocniczego ¢, nie rézni sig od pierwszego w ktérym
naprzod wyznaczyliSmy katy B, C.

44. Trzect PrzyPapER. — Majac "dane dwa boki a, b, i kat
zawarty G, znalezé dwa inne katy A, B ¢ traeci bok c.

Mamy, na mocy twierdzenia I, (37)

a:b::wstA: wstB;
zkad
at+b:a—b:: wstA-+wstB: wstA—B.
Ale, jako wiadomo (n° 26, formuta 8),

A —
wst A+ wstB : wst A— wstB : : sty _‘i—B: g

wiec a4b:a—b: sty :;—E : sty f\:;]i

Ta proporcya daje styczng polowy roznicy katéw A, B; al-
bowiem z rownosci A-+B = 180°—C, mamy

G A
A%}%:: 90°— 3 zatem sty _;B: dot L G,
G
; A B (a—b) dOt:j
a nastepnie sty G e -

Wyznaczywszy tym sposobem wartosé

B
» otrzymamy
katy A, B, znajac polowe ich summy i polowe réznicy.
Potem, proporcya c:a::wstC: wstA, daje
__awstC

wst A

awst G

wst A

rytmow, to jest loga, log wstC i log wst A. Dzialajac jako na-
stepuje, bedziemy mieli do znalezienia dwa tylko logarytmy.

Formula ¢ =

wymaga szukania trzech nowych loga-

Jakoz, mamy ciag stosunkow réwnych
a Giins iy a-tb
wstA  wstB wstC wstA - wstB’
(a—+b) wst C

Zki S wstA+wstB’
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ale, wst C=2wst (—}dos%C,

wstA+wstB=2wst A-;B dos (é—g—B _QdOS;Cdos(A )
Zatem, podstawiajac, bedzie
__(a4-b)wst ;G
e
dos( 2 )
Formula ta zawiera a- b, kidrej logarytm juz byl znalezionym
w poprzednim rachunku.

45. Mozna takze znalezé wprost bok ¢ za pomoca danych
a, b, c. Jakoz, formula

2=a2+ 62— 2abdos C

daje ¢ = V a*+ > —2ubdosC;

Mozna zrobi¢ formule ¢= \/a?+ b>*—2abdosC, wyracho-
walna przez logarytmy, nastepujacym sposobem.
2 G 2 G :
Pomnézmy @46 przez summe dos §+wst2§ ktora
sie rowna jednosci, i zamiast dosC, poldzmy jej wartosé

G :
dos2(2;——--wst2 2; otrzymamy naprzéd

/ ) (B
F= ”:/(a2 + %) (doszg =1 wst'%) —2ab (dosea — wstz—g) )

albo e \/(a-{—b)2 wst® %—{—(a — b)2 dos” g;
Wyrazenie to moze wzia¢ nastepujaca forme
(a,—{-b e G (a— )2d0t2iJ
2 \/ Ui
zkad, nazywajac ¢ kat pomocniczy taki aby bylo
(a—0b dot 2
sty o= % e r wyniknie

(>4
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C e
c=(a-+b) wst 5\/1 + sty"o = (a+ 0) Wst(-;—sie ®,

albo jeszcze
(a--0) wstg
i dOS(p
Co bylo do okazania,
Z reszta, to drugie rozwiazanie dajace bok ¢ nie rézni sie od
poprzedzajacego.

: : el o E :
Jakoz, kat pomocniczy , rowna si¢ 57 1 bo, jakosmy wi-

dzieli,

i laerb) dot(—

sty 5P ey Zatem
(a-]—b)wst-g (ct—f-b)wst9

—— 2 °
dose . (A-—-B
2

A6, CawarTY PRZYPADEK. — Mujoc dane trzy boki a, b c,
znalesé trzy katy A, B, C.

Poszukajmy naprzdd kata A.
Twierdzenie 11 (38) daje

b 4 0% ?
© Be=Pp?—2bcdosA; zkad dosAm-—j})T«-——-
e
, s , o Dt
Ale tizeba jeszcze zamienic wyrazenie %—-— na inne,

ktéreby za pomoca logarytméw wyrachowaé mozna,

Widzimy zaraz ze, odejmujac od 1 wartosé dos A, i sprowa-
dzajac do jednego mianownika, bedzie
2bc—b2—c2+a?  o?—(b—c)?

2 be S
Licznik, jako réznica dwdch kwadratow, réwna sig iloczynowi
#z summy przez rdznicg ich pierwiastkdw, to jest

e (b omcP=(04b~c)(a—btc);

i — dosA ==
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a zas$ 1 — dos A=2wst?LA.
e
Wiec QWStZA el et b+c),
2b¢
zkad
Wsté—__ﬁ\/(a—i—b—c(a—b—i—c)
2 hbe

Uczyfimy, jako zwykle dla skrécenia, a4 b4 c=2p, wy-
niknie ztad
a—b+t+e=2(p—b), i atb—e=20p—0);
co podstawiajac otrzymamy

(p—20)(p—c)
7 t_—— »
e \/ be ()

Mozna otrzymac¢ podobnym rachunkiem dostawe L A. Jakoz,
dodajac jednos¢ do obydwoch stron réwnania

[)‘2+c2__a‘2
‘ dosA——Q—bc——,
otrzymamy
Pt 2bc—a (b4 cp—a
e AR 200 e
albo . :
2ot =0t eta) bhe—a),
2 26¢

zkad, uzywajae skrécen powykej wylozonych, wynika ostatecznie

A p(p~=a)
— 2= et (91
dos 2 \/ be OF

Formuly (1), (2) daja natychmiast, dzielac jedng przez drugg,

StV ;A—\/b— b )___—_i
p(p—a)

Formula ta pokazuje ze, aby ofraymaé styczne potowy jednego
% katéw szukanego trdjkata, trzeba odjaé od potowy obwodu, ko~
lejno, kaidy z dwich bokdw ktore ten kgt zawierajg, potem po=
dzielié iloczyn tych dwich réinic przez iloczyn z pétebwodu i
réznicy migdzy pétobwodem i traecim bokiem; nakoniec, wyciggngé
% tlorazu pierwiastek kwadratowy ktory bedzie szukang styezng.
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Stosujac to prawidlo do katéw B i C znajdziemy >

sty;B:\/ p—c,
a) (p—0)
sry;c—\/" P_pc 3

We wszystkich tych formulach wst L A, dos 1A, stylA, trzeba
wziaé pierwiastnik ze znakiem -, poniewaz linie trygonome-
tryczne katéw ostrych $A, 4B, 4C sa koniecznie dodatnemi.

Stosujac logarytmy do tych trzech réznych formut, mamy

log wsti A=1{log (p—b)+ log (—¢) +Dclogh+Deloge! ,
logdostA=1{logp+log(p— a)+Delogb + Deloge!,
log sty § A=1 | log(p—b)+1og (p—¢)+ D¢ log p+ De log(p—a)} -

Jesli jeden tylko jest kat do wyznaczenia, poniewaz kazda
ze trzech formut rzeczonych wymaga szukania czterech logary-
tmow, jest prawie obojetna rzecza uzyé ktorejkolwiek z nich;
chociaz $cisle mowiac, w tym przypadku formuta (2) cokolwiek
mniej wymaga rachunku niz dwie inne. Ale, gdy trzeba wyra-
chowad trzy katy, najkorzystniej jest uzyé formuly (3), bo wtedy
dosy¢ znalez¢ logarytmy liczb p, p—a, p—b, p—c, aby olrzy-
mac trzy katy trojkata; gdy przeciwnie, uzywajac formuly (1),
lub formuly (2), tuebdby szukac szesciu logarytmow dla pier-
wszej, a siedmiu dla drugiej.

Dyskussya — Poniewaz warlos¢ wst ;A= \/(-p—_:fg-g[z——_c)
)

powinna byé rzeczywista i mniejsza od jednosci, trzeba zcby

{B=-b){p—c)
be

iloraz - byl dodatnym i mniejszym od jednosci.

Pierwszy z tych warunkéw wymaga, aby réznice, p— b, p —e¢,
byly obie razem dodatne albo odjemne, to jest (p—b) >0,
i(p—c)>0, albo (p—6) <0, i (p—c)<<0. Ale dwie osta-
tnie nieréwnosci nie moga istnie¢ jednoczesnie, bo dodajac je
znajdziemy

2p—b—c<0, albo a<0;
to jest bok a musiaiby by¢ odjemnym, co niemozebne.
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Z nieréwnosci (p —6) >0, (p—¢) >0, wynika o< p, ¢<p,
albo 26 <<a+-b+4-c, 2c< a+b+c, co daje b<<a-tc, c<<a+tb.
(p=1) (p—)
B
(p—0)(p—ec)<be; zkad p2—p(b+c) + be<<be.
Znoszac wyraz spolny be, i dzielac przez czynnik p ktéry jest
dodatnym, otrzymamy .
—(b+c)<<0; zkad
2p—20—2¢<<0, albo a<ibtec

Drugi warunek < 1, prowadzi do

Dyskutujmy teraz formule

dosiA= V/)

Dostawa kata § A powinna byé rzeczywista i mniejsza od je-
dnosci : przeto trzeba aby bylo

T e
be
Pierwsza z tych nieréwnosci daje zaraz
alp; zkad a<<bic.
Z drugiej nieréwnosci przychodzi
p(p—a)<be.
a+b-}c¢
2

p—a)

Zastepujac p przez jeg

(a —{—b+c)ﬂ(b+c-—-a)<bc,

a nastepnie (b4 —a*<hbe, albo (b—c)2<
Ztad, przypuszezajac 6< ¢, wynika ostatecznie

b—c<a, albo b<a-tc;
a nadto c<a-+b, bo c< b zprzypuszczenia.

otrzymamy

Co do trzeciej formuly

” M@—d
styi A= \/ —”;_ 9

da ona dla kata A wartosé rzeuzy\wstg i mniejsza od 180°, jesli

(p—0)(p—e) .

est iloscia dodatna i skorczona.
pp—a)

9
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Ten warunek wymaga aby licznik i mianownik byty ilo- b

Sciami skoriczonemi, i oba tych samyeh znakéw. Uwazajmy

nadto ze dwie réznice ktérekolwiek, jako p—a, p—b, nie moga

by¢ odjemne, bo dodajac je, mielibysmy 2p—a—b< 0, zkad

¢ << 03 co oczywiscie niemozebne. Ztad wnosimy ze wszystkie

trzy réinice: p—a, p—>~, p—c, musza by¢ dodatne ; p jest

oczywiscie liczba dodatng. Zatem p >a, p> b, p>c¢; a ztad

alb+te, b<a+te c<a-tb.

Otrzymujemy tedy, za pomoca trygonometryi, te same wa-
runki mozebnosci tréjkata, ktérego trzy boki sa dane, jakie
wskazuje Geomelrya elementarna.

43. Wiadomo z Geometryi ze znajomos$é trzech katow troj-
kata nie jest dostateczna do jego wyznaczenia, daje ona tylko
stosunek bokdw. Mozna tego wprost dowie$ds za pomoca samej
trygonometryi.

Jakoz, w kazdym trojkacie, mamy (39)
a=0bdos G+ cdos B (1),
b=cdosA 4 adosC (2),
c=adosB-+bdosA (3).

Wyrugujmy niewiadome ¢ miedzy pierwszem i trzeciem
rownaniem, otrzymamy

a=0 (dosC -+ dos A dos B) 4 a dos?B,
2 a 9
albo dos G 4-dos A dosB = 7 Wt B (4).
Aby wyrugowaé wprost ¢ miedzy drugiem i trzeciem réwna-
niem, uwazajmy ze rownanie (1) staje sig (2), jesli w niem prze-
mienimy Bna A, anabibnaa.

Wiec dos G+ dos A dos B :%wstQA (5]

Wynika z réwnan (4) i (5) ze powinno bvé
Y P y

a Py b 2 a b
- wst B=—-wst” A albo ————2-—=
b a J wstA  wstB’

co wlasnie ma miejsce w kazdym tréjkacie.
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Wiec réwnania (h) i (5) sa tosame; zatem miedzy bokami
ai b niema tylko jedno réwnanie, i dlatego boki te zostaja

: gt G
niewyznaczone. Ale przeciwnie ich stosunek 5 jest wyznaczo-

a_dosA dosB - dos C
b wst2B y

nym, poniewaz

Kofczac, zwracamy baczno$é czytelnika na powyzszy sposéb
dowodzenia, ktory pokazuje jak z réwnan (1), (2), (3) mozna
tatwo wyprowadzié zasadnicze rownania

a b ¢
wstA  wstB  wstC’

WYZNACZENIE POWIERZCHNI TROJKATA,
PROMIENI KOL OPISANEGO I WPISANYCH.

48. Aby uzupelni¢ rozwiazanie trojkatow, nalezy jeszcze
pokazaé jak si¢ otrzymuje ich powierzchnia w funkeyi ilosci
danych, w kazdym ze czterech przypadkow.

1° Sa dane bok a i dwa katy B, C.

Nazwijmy S powierzchnig¢ trojkata
ABCG, bedzie

/N
S—1d x AD. i R
W trojkacie prostokatnym ABD, mamy B ,, ———\—1:

AD = ¢ wstB.
TR A wstC  wstG e __awstB wstG
@ wstA  wst(B+4C)’ ~ wst(B+0C)°
a2wstB wst G
Wi _— .
e Jwst (B 0C)
9 Sg dane dwa boki a, b ¢ kat G niemi zawarty.
Mamy S=1a X AD.
Trojkat prostokatny ACD daje
AD = bwst C.

Wiec S=1abwstC.
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3° Sg dane dwa boki a, b ¢ kat A przeciwny jednemu z nich.
Na mocy powyzszego przypadku,
S=1bcwstA.

Ale wartos¢ boku ¢, w funkeyi czeSci danych tréjkata, jest
juz wiadoma (42)

c="bdosA=% /> — 2 wst?A ;
wiec S=;bwstA(bdosA = y/a2—b2wst2A).

Wiemy juz w jakim razie dwie wartoici otrzymane czynia
zadosy¢ zagadnieniu, i jak mozna zrobi¢ formute wyrachowalna
przez logarytmy.

e Sq dane trzy boki a, b, ¢ triojkata.

Aby znalezé powierzchnig trojkata w funkeyi bokow, za po-
ab wstC
2
Owoz mamy wst G=2wst {1 CdosiC.

moca formuly S=

, poszukajmy naprzéd wartosci wst C.

Ale na mocy wiadomych formut

e s 10—  /P(P—¢)
wstiC= \/ = doseCM\/ 5

a nastgpnie

wstC—— [/p —a)(p—bj(p—e);

zatem S=l/p (p—a)(p—2b) (p—¢).

Wiec, aby wyznaczyé powierzchnie trojkata w funkeyi trzech
jego bokéw, trzeba od polowy obwodu odciagnaé kolejno kazdy
z tych bokéw; zrobi¢ potem iloczyn ze trzech reszt i z polowy
obwodu, i nakoniec wyciagnaé pierwiastek kwadratowy z otrzy-
manego wyniku.

Rozwiazemy jeszcze kilka zagadnien, aby tem lepiej pokazaé
uzycie trygonometryi w kwestyach geometrycznych.

49. ZacApNENIE 1. — Majac dane boki tréjkata, znaleié pro-
mienie kot, opisanego, wpisanego ¢ zawpisanych.
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Aby znalezé promien R kota opisanego na trojkacie ABC,
mamy widocznie w tréjkacie BOD,

=R wst BOD =R wst A.

Nadto, wstA—=2wstiA dosiA.
Wiec
a
“hwstiAdosiA
abe

Th Vp(p—a)(p—10) (p—e)

50. Niech beda D, E, F punkta ze-
tknig¢ kola wpisanego, ktérego promien
OF nazwiemy 7. Poniewaz summa trzech
odcinkdow nieprzyleglych AF, BD, CD
rowna sie widocznie polowie obwodu
trojkata, mamy

AF=p— (BD+CD)=p—a.
Wiec w tréjkacie AQF

r=(p—a)sty;

albo r=(p—a) V/%)_(_%%ﬂ i /(])— a) (p;b; (]J—C).

514. Nazywajac o« promien O'H kola zawpisanego, ktdre jest
stycznem w kacie A trojkata ABC, mamy w tréjkacie AO'H

O'H=AHsty1A, albo a=pstyiA

(p—0b) (p—¢) __ . [o(p—0b)(p—0)
ww SRR

Nazywajac podobnie B, y promienie kot zawpisanych sty-
cznych do katow B, C, bedzie

B \/pp—]Lb : \/2917—0 )
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POWIERZCHNIA CZWOROBOKU.

52. ZAGADNIENIE 1. — Znalezé powierzchnie czworoboku ABCD
ktérego dane sg obie praekatne AC, BD, ¢ kat niemi zawarty AEB.
Mamy
tréjkat ABE=4AE. BE wst AEB ;
tréjkat BEC =1 CE . BE wst BEC.
Dodajac te dwie rownosci i baczac
ze katy spelniajace AEB, BEC maja
te samg wstawe, bedzie

tréjkat ABC=1AC . BE wst AEB.

Znajdziemy podobnie

trojkat ACD=14AC .DE wst AED— . AC . DE wst AEB.
Zatem

trojkat ABG +tréj. ACD albo ABCD=+AC.BD wst AEB.

Co pokazuje, ze powierzchnia czworoboku jakiegokolwiek réwna
st potowie tloczynu =z dwéch praekatnych przez wstawe kata za-
wartego.

53. ZsGApNENE 1. — Wyznaczyé prackgtne i@ powierzchnie
czworoboku wpisalnego, ktorego sg dane cztery boki.

Niech bedzie ABCD czworobok wpisany w kolo, ktdrego boki
AB, BC, CD, AD nazwiemy «, b, ¢, d.

Katy przeciwne B, D, jako spelniajace, maja dostawy réwne
i znakéw przeciwnych, a tréjkaty ABC, ACD daja

AC’ = +12—2ab dos B (1),
E2=02+d2+20dd058 2%
zkad A4 0*—20ab dosB =2+ d2+2¢d dos B,
a zatem
2 pa g2 g2
dieBan Y e,
2(ab—+-cd)
Zastgpujac te wartosé dos A, w réwnaniu (1), znajdziemy
Ea_mcd(a‘z—f—[ﬂ)—{—ab(c?—{—ﬁ) (ac + bd) (ad +be)

ab+cd ab—+cd i

(3)-
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__w/lacHt-bd)(ad 1 be)
= \/ ab—+cd

Takim samym sposobem znajdzie si¢

BD — \/(ac—i—bd (ab—{—cd) (5).

(h).

albo

ad -+ be
Z rownan (4), (5) mozna wnie$¢ zaraz
BD  ad-+be
b bd C— =
Do e AGC  ab+cd

Co daje dwa znane twierdzenia Geometryi.

W czworoboku wpisanym w koto, 1° prostokat z przekatnych
réwna sie summie prostokatéw z bokbw, przectwnych; 2° prze-
katne majg sie do siebie jako summy prostokatéw z bokéw ktore
schodzq sie przy ich skrajnosciach.

Formula (3), dajaca kat B w funkcyi czterech bokow, nie jest
wyrachowalna przez logarytmy; ale mozna z niej wywiesdz
inna temu rachunkowi dogodna.

1--dosB 2 1+ dosB
5 dos” i B= i‘)——,
podstawiajac wartos¢ dos B, bedzie
(c+dP—(a—0b? (btctd—a)(atetd—0)

Jakoz, wst® 1 iB=

wst’ iB= — %
b (ab + cd) L(ab+cd)
dos> iB__(a + b2 —(c—d)?* _(a-+b+d—c) (0+b4-c—d)
Ve o Blebled) o l (ab+- cd) '

Uczynmy 2p obwod czworoboku, bedziemy mieli
atbte—d=2(p--d), ete. Zatem

in—V(p—9) (p——b)
i \/ " ab+cd (6),

/I(P_C)(p -d)
% e REERS {
dosiB= V¥ e (1);

zkad, dzielac stronami, otrzymujemy formule zadana

Vie=9(p—0

e =d)

(8).
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Aby znalezé powierzchnie czworoboku ABCD wpisanego,
uwazajmy Ze, na mocy (48, 2°), mamy
trojkat ABC = } ub wst B, trojkat ACD =1 cd wst B,
zatem czworobok  ABCD = £ (ab + cd) wst B.
Ale, mnozac stronami réwnania (6), (7), mamy
wstB— 2V (P—a)(p—0) (p—¢) b,
ab 4 ed
wiec, podstawiajac, otrzymamy
ABCD = V(p—a) (=) (=) (p—d) (9).
Gdy bok d =0, czworobok zmienia si¢ na trojkat, ktorego
trzy boki sa a, &, ¢, i znajduje sie formuta juz znana

S=Vp(p—a)(p—0) (p—0).
54. Mozna jeszcze wyznaczyé promien R kola opisanego
w funkeyi czterech bokéw.
Bo, w tréjkacie ABC, jako juz wiadomo,
s A0
"~ 2wstB®
; 1\ /lac+bd)(ab+cd) (ad +- be)
Wiec R-—=~\/'—\ ——— (10).
- 5 (p—a) (p—b (p—0) (p—a) ¥
Dla ¢éwiczenia, i zarazem aby pokazaé obszerniejsze uzycie

trygonometryi, dajemy tu jeszcze kilka zagadnien, ktore sig
fatwo rozwiazuja geometrycznie.

- 35. ZAGADNIENIE 1V. — Majac dang liczbe bokdw n wielokata
foremnego wpisancgo w koto, ktérego promier jest R, wyznaczyé
bok wielokata, ¥ w funkeyi tego boku znalezé - 1° bok wielokata
foremnego opisanego, tej samej liczby bokow ; 2 boki wielokatdw

oremnych, wpisanego i opisaneqo

CE_:KI"J)f e S g e

TN/ bodwijng liczby bokéw.

A\ e * " Niech beds b, B boki AB, CD wie-
4 lokatéw foremnych, wpisanego i
opisanego, majacych n bokéw; ma
sie oczywiscie
AH=0A wstAOH, CK=OKsty COK,
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czyli
12 b—2Rwst =, B=2Rsty —.
n n
Te dwie réwnosci daja natychmiast
b
B —
dos =
n

A jesli zechcemy uwazaé ze

™
wst ey zkad dos~—\/1 hR2’
2
ofrzymamy B— —Rb—
V 4R2—p?

22 ’\Idzmjmy teraz ', B’ boki wielokatéw foremnych wpisa-
nego i opisanego, ma;gcych 2n bokow. Bedziemy mieli naprzéd

AK czyli &'=2R wst Zz—’ 2EK czyli B'=2R styQ——.

”»

i o bdncicra et aulois
Owoz, Wt (‘/‘1 + wst -’—r —_ ""/'l —wst = ;

2n 2 n
albo \\st—-— (‘/1 -, \/1 s

. T
wiee R( 1+2H— 1—'ﬁ{-'
Mamy nadto

Wt —wstEe  wil—- 9 wst2
2 2n

2n 2n
Sty2n = = :—%272 5
™ ™ ™ 757
dos— dos— . = 4
2n 2 2n WSth s n

Zastepujac w tej ostatniej réwnoSci, wst% i wst % , przez

ich wartosci, znajdziemy

_’L_QR( \/i———) .

hR2
wiec nakoniec B ——‘— (i —_ 1 s *ﬁ)
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56. ZAcADNENIE V. — Majac powierzchnie s, S wielokatéw
foremnych, wpisanego i opisanego liczby n bokéw, znaleié po-
wierzchnie s', 8" wielokatéw foremnych, wpisanego i opisanego
podwdjnej liczby bokdw.

Poprzednia figura daje tatwo

s=ntréj. ABO, S =n tr¢j. CDO.
G 2
Ale  tr6j. ABO=140A . 0B wst AOB=1R* wst -,

n
a za$ tr6j. CDO = OK . CK =R’ sty :f
2
Zatem s:.éan2 wst% {1y, S=nR> styf (2).

Zastepujac w tych dwoch formufach 7 przez 27, bedziemy
mieli
2 ™ 2 0
s'=nR" wst = {8y, 'S =2nR styﬂ (4).
Za pomoca tych formul atwo rozwiazuje sie zadana kwestya.
Jakoz, dzielac stronami, wynika naprzéd

27 ™
5 \VStT o wst —
4 n
—== =dOSr, —_— "'._':dOS‘E’
) ™ n S ™ n
2 wst — sty —
n n
g . —
zkad 7= albo &= /Ss.
A potem mamy takze
; wstZ wst - dos—- 1 4 dos o
i n 2n 2n Lt n
, 2st f—m sty — e T
y 2n y 2n =
; s
Ale, z powyzszego rachunku, dos % ==
8
il
zatem 2 B, o
K gt
e ; 283

a nastgpnie  S'=

wige S=—,

s s4¢
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5%, ZAGADNIENIE VI.— Znaleic powierzchnie trijkata, znajac -
1° katy i obwod; 2° katy @ promieh jednego z kot wpisanych;
20 katy © promien kota opisanego.
Niech beda A, B, G, trzy katy tréjkata; S jego powierzchnia ;
7, R promienie k6l wpisanego i opisanego; «, (3, y promienie
ko6l zawpisanych.

Wiemy ze
StV — (—————b)—(E—c—) sty E; — Q//.(&_M__cz
plp—=a) ° 2 atp—h)
b)

R e e
sty = WAl el g s —————

p(p—e)
Wrynika ztad

sty s sty oty £ Y/ 2= (Z 0} pmel B
AR R 7 )

a zatem
A B G
o S=p? sty— sty - =

2° Rugujac p w dwdch rownaniach
S=pr i S=pstyiAstyiBstydC

otrzymujemy
)
r

ti t1AstyiBstys G

Podobnie, rugujac p miedzy réwnaniami numery 5
a=psty}A, L=pstyiB, y=pstyiC
i 8=p?stytAsty4{BstyiC,
wyniknie ;
__a?sty4Bsty§C
sty 4 A :
B* sty 3Asty§C
styiX =
__ sty gAsty B
sty 3 G

9
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3° Nareszcie rOwnania i
S=ibcwstA, S=1lacwstB, S=iabwstC,
pomnozone przez siebie, daja
S3=1a202c* wst A wstB wst C.
Ale, jako wiadomo, abc = 4RS; wiec, podstawiajac, mamy
S3=2R2S? wst A wst B wst C,

albo S—2R2 wstA wst B wstC.
Co daje rozwiazanie zagadnienia.

58. ZaGapNENIE VII.—Jakie powinny byé dwa tuki «, (3, kto-
rych summa o+ jest stutg, aby tloczyn ich wstaw, wst « X wst 3,
byt najwiekszym mozebnym ?

Nazwijmy m summe¢ dang dwéch tukéw zmiennych o, §;
bedziemy mieli

wsta wstB =1 | dos («— B)— dos m}. ;
Wige, aby iloczyn wst« wst, byl najwigkszym mozebnym,
musi byé («— )=1. Co wymaga aby
== B —9kx N
wyrazajac przez k liczbg calkowita, dodatng albo odjemna,
ktora moze byé zerem.

Z réwnosci a4-B=m, o—B=2%kx, mamy
m m
a:;—f—kn, :E—/in-.
Zastepujac, w tych dwéch formulach, & przez 0, 1, 2, ...,
LA o = iRiEm ;
az do najwiekszej liczby calkowitej zawarte] w 5 bedziemy
™
mieli wszystkie wartosci «, 3, odpowiedajace szukanemu mazi-

mum , ktore jest  4(1— dosm) = wst® gl

Gdy summa dana m jest mniejsza od okregu, % nie moze mieé
za wartosc tylko zero, wtedy

a:%:p,

Wige w tym razie jedno tylko jest rozwiazanie.



w

ZASTOSOWANIE TRYGONOMETRY! 81

59. ZscadNiENE VL. — Ze wszysthich trijkatéw majacych
ten sam bok a @ kgt mu praeciwny A, ktéry jest najwiekszym?

Katy przylegte B i C nie sa znane, ale ich summa jest wia-
doma, bo B+4C=180°— A. Biorac tedy powierzchnie tréjkata
szukanego w funkeyi boku « i kata mu przeciwnego A, mamy
102 wst B wst G

wage 4

To pokazuje, ze kwestya zadana przywodzi si¢ do znalezienia
maximum iloczynu, wstB wstC, wstaw katéw B, C ktérych
summa jest stala. Aby otrzymaé to maximum, trzeba waziaé
B = C, jako$my to dopiero co widzieli.

S.—_—

Wigc ze wszystkich trojkatéw majacyeh bok i kat mu prze-
ciwny spélny, najwigkszym jest ten w ktérym dwa katy zmienne
sa sobie rowne.

€60. Mozna dowiesdz geometrycznie ze Summa wstaw dwdéch
tukdw ma sie do réinicy tychze wstaw, jako styczna potowy sum-
my tukdw odpowiednych do stycznej potowy ich réznicy.

Niech beda AE i AC dwa luki jakie-
kolwiek, ktére nazwiemy a i b; mamy
EG = wsta, CD = wstb. A jesli popro-
wadzimy CH réwnolegla do AA’, i prze-
diuzymy EG az do spotkania z okregiem
w punkcie E’, bedzie
"~ CE=a—b, CE=a+b,

EF = wsta—wst b, E'F=wsta-}-wstb.

To zrobiwszy, poprowadzmy jeszcze proste EH, iz punktu H
jako srodka, promieniem kola OA, nakreslmy luk RR/; jesli
poprowadzimy IKI” prostopadia do CH, odecinki KI, KI' beda
stycznemi tukéw KS i KS'. Lecz kat CHE ma za miarg z jednej
strony luk KS, a z drugiej potowe luku CE, i te dwa tuki sa
nakreslone tym samym promieniem; zatem luk KS jest polowa
tuku CE. Dowiedzie si¢ podobnie ze luk KS' jest polowa luku
CE’. Wynika ztad ze

Kl=styi(a—10), KI'=styl(a+4).

Owoz, podlug twierdzenia dawno nam znanego, trojkat KHE
daje proporcye FE' : FE : : KU : KI;

6
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wiec wsta 4 wsth: wsta — wstd : : stys(a+-b) : styd(a—b).

Co bylo do dowodzenia.
ZASTOSOWANIA LICZEBNE.

64. Dla wprawy rachunku liczebnego, dajemy fu przykltad
jednego przypadku trojkata prostokatnego, i jeden przykliad
kazdego ze czterech przypadkow trojkatow jakichkolwiek ;
w jednym z nich dotaczamy powierzchnig trojkata.

Pierwszy PRzykEAD. —— S¢ dane w trdjkdacie prostokatnym
A—0900. a=—1785™, 395; B =59°37"42"
a trzeba znalezé b, ¢, C.
Odejmujac kat B od 90°, mamy kat €. =30°22"18". Boki b, ¢
rachuja si¢ jako nastgpuje

Rachunel boku b. | Rachunek boku c.
b=—=awstB ¢ =ados B.
log 1785,395 = 3,2517343 log 1785,395 =— 3.2517343
log wst 59° 37 42" —=9,9358919 | log dos 59°37' 42" = 9,7038132
log b = 3,1876262 log ¢ = 2,9555475
6=A1500", Si{h. ¢=9027,708.

Druci PrzykzAD. — S¢ dane
A=81°47"12",5 B=3812 75 a="701m224
a.trzeba wyrachowaé G, b, c.
Mamy najpierw kat C=180°—A—B = 60",
Oto wzoér rachunku bokéw & i c.

Rachunel boku b. Rachunek: boku c.
awstB awstC
= WstA R Y
log 701,224 =2,8458568 log 701,224 =—2,8458568
logwst 38°1 247",5=9,7914024 | D°1.wst81°47712",5=0,0044774
Del.wst81°47'12",5=0,0044774 | log wst 60° =9,9375306
'10.;;5 =2,6417566 loge =3,7878648
b=1438™,265. t= 013571 3

>
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TrzECI PRZYKEAD. — Sg dane
a= h20>096; b=371=084; C=214712".5;
wyrachowaé A, B i c.

Rachunek: kgta L (A —B),

a—=b
7% A—B — t} .
sty 4 ( ) a—|—(1d0 iC
log (a—06) =1,7243742
a—b= 53,012 Delog (- 0) =17,0995346
a-+b=1795,18 logdot £ C=10,7156816

L0 =10°53'36" log sty & (A—B)=9,5395904

1(A—B)=1906'23" 75

Rachunek katéw A ¢ B.
3(A+B)=179623" 75
$(A—B)=—10°6'23",75

zkad, dodajac i odejmujac,
RO
B =60°.

LRachunel: wprost boku .
e (a4 b) wst LG

" ., dosi(A—=B}°
log (@ +6) = 2,9004654
log wst £C = 9,2764213
Delogdos £ (A — B )=0,0246099
log ¢ =2,2014966

c=— 1595056

GzwARTY PRZYKEAD. — Sg dane dwa boki a, b ¢ kat A przeci-
wny jednemy z nich; znaleié katy B, C, ¢ bok c.

Niech bedzie a=5467" 18, §— 5784™,59, A=66°18'42",
Rachunek kgta B,

bwst A
wstB = a
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log 5784™,59 = 3,7622726

log wst 66°18'42" == 9,9617743
Delog 5467™,48 = 6,2622128.

A< 90, ia>bwstA albo

Pierwsze rozwiazanie
B=15°39'147".6.
Rachunek kata C.

C=180°—(A+B)
A =66°18" 12"
B—175°39'47",6
A4+ B=141°58'29",6
C = 381’ 30" 4.
Rachunek; boku c.
awst G
wstB
log 5467,48 = 3,7377872

log wst38°1/30",4=9,7895855
Del. wst 66°18'42" = 0,0382257 |

log ¢ = 3,5655984

c=3677",88.

0= 2850,031;

p=~04322,102
p—a=1468,071
p—b=1075,1175
p— ¢=1778,856

Raclunel przygotowawezy.

|
i

log wst B =9,9862597,
katy odpowiedajace sa: Bl —1715239"171",6 % BIU=—104220"12/"1.

Tedwie wartosci czynia zadosyc¢ zagadnieniu, poniewaz mamy

loga >log b + log wst A—10.

Drugie rozwiazanie
B =104°20'12" 4.
Rachunek kata C.
C=180°—(A+B)
A 662 18HDL
B— 02904200
A4-B=170°38'54" 4
€= 9721556,

Rachunek boku ¢

__awstG
.
log 5467,48 = 3,7377872
log wst9°21' 57,6 = 9,2108313
Del. wst66°18'42" = 0,0382257
log ¢ =2,9868442
c =902 16,

Piaty PrzYKEAD. — S¢ dane trzy boki
b= 3206,927;
znalezé trzy katy A, B, G, © powierzchnie S.

¢ = 2543,206;

De log p = 6,3643050
log (p —a) = 3,1667472
log(p—06)=13,0314793
log (p—¢) = 3,2501409
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Rachunek kata A.

stysA=— \/ Lol p—c).

p (p—a)
log (p— b)= 3,0314793
log (p—e¢)= 3,2501409
Delog p = 6,3643050

Delog (p—a) = 6,8332528

19,4791780
log sty $ A =9,7395890

sA=28°46'3",8
A=57°22'7".6

Rachunek kata C.

sty $C= v (=% (p_b).
p(p—e)
log(p—a)= 3,1667472
log (p — b) = 3,0314793
Delog p = 6,3643050

Delog (p-——-c¢)= 6,7498591

19,3123906
log sty £C' = 9,6561953

10 =204°29'31",2
C=108°05" 27,4

Rachunel; kata B.

e e
iy B=VE= A0
= p(p—0)

log (p —a) = 3,1667472
log (p — ¢) = 3,2501409

Delog p = 6,3643030
Delog (p—b) = 6,9685207

19,7497138
log sty 4 B = 9,8748569

| 1B = 36°51'25"
1 B = 73°42'50"

Sprawdzenie A4-B 4 C=180°.

Rachunek powierzchni S.

S= Vp(p—a) (p—0)(p—0)

logp = 3,6356950
log (p—a)= 3,1667472
log (p—06)= 3,0314793
log (p—¢) = 3,2501409

13,0840624
log S = 6,5420312
S = 3183623m kv,

ZASTOSOWANIE TRYGONOMETRYI DO DZIAELAN
NA GRUNCIE.

62. Nim bedziemy méwili o gléwnych zastosowaniach trygo-
nometryi, opiszemy naprzod i wskazemy uzycie killku narzedzi
nieodzownie potrzebnyeh do dzialan praktycznych.

Dzialania trygonometryi wymagaja aby$my umieli wyznaczyé
dwie rzeczy konieczne, 1° kierunek i miarg odleglosci dwoch




86 KSIEGA TRZECIA

punktéw danych; 2° miare katéw utworzonych liniami proste-
mi ktére tacza punkta dane na gruncie.

O tyczkach @ tancuchu metrycanym.

Do wytknigcia kierunku linii prostej poprowadzonej przez
dwa punkta ktorych cheemy wyznaczyé odleglosé, uzywa sie
tyczki, to jest kawalka drzewa formy zwyczajnej graniastono-
wej, zakoficzonej kraficem zelaznym, ktéry sie wtyka w ziemie.
Aby wytknaé kierunek, trzeba przynajmniej dwéeh os6b.
Jedna z nich staje tak aby jej oko bylo na plasczyznie piono-
wej, przechodzacej przez
dwa punkta dane A i B;
druga za$ wtyka, w pe-
wnych odlegtosciach po-
miedzy znakami A, B,
tyezkiG, C, C,..., tak aby
si¢ znajdowaty na plas-
czyznie pionowej prze-
chodzacej przez oko pier-
wszej osoby i przedmioty A, B. Takim sposobem wytyka sie
linia prosta.

Aby wymierzyé odleglosé AB, uzywa sig zwyczajme Zancuch
metrycznego ktérego dlu-
gos¢ jest10 metrow. Ten
Coopel tancuch sklada sie z o-
: i gniw prostych, na 10
decymetréw dlugich. Kazdy metr sklada sig z pieciu ogaiw, i
oznacza sie kélkiem mosieznem. W $rodku fancucha widaé
maly kawatek zelaza, ktéry oznacza odleglo$é 5 metréw. Tak
sporzadzony tancuch bierze jeszcze nazwisko dekametra.

Leaziewed 1%@/0215/‘

Dwdch ludzi idzie z tym tancuchem rozciagnietym w kie-
runku linii prostej juz wytknietej, poczawszy od A do B.

Ten ktéry idzie naprzod, niesie dziesieé czopkiw zelaznych,
ktore wtyka w ziemie, jeden po drugim, za kazdym razem jak
fancuch jest rozciagnietym ijego krance sa na linii poziomej,
jakiekolwiek jest z reszta polozenie gruntu. Potem lancusznik,
ktory idzie wtyle, podnosi te czopki w miare jak do nich przy-
chodzi; i ile ich ma na koncu dzialania, tyle razy bylo 10 me-
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tréw wymierzonych. Linia tak zmierzona na grancie nazywa
sie podstawg.

Linial drewniany, dtugoéci dwéch metrow, zastepuje korzy-
stnie tancuch gdy chodzi o wymierzenie male] odleglosci, albo
gdy sie dziala w miejscach malej rozciaglosci.

Dodajemy tutaj ze miara podstawy jest najgtowniejsza rzecza
w dzialaniach trygonometrycznych. Aby byé pewnym wiekszej
dokladnosci dzialania, powtarza sie kilka razy wymierzenie tej
podstawy, robi sie potem summa wynikéw otrzymanych, i dzieli
sie przez ich liczbe; tym sposobem otrzymuje si¢ wartos¢ dla
podstawy tak dokladna jak mozebnie.

0 narzedziach stuzgeych do mierzenia katow.

Gléwne narzedzia ktérych sie uzywa do mierzenia wielkosci
katow sa : grafometr, busola, koto powtarzajace, teodolit, sextan
¢ reflektor kotowy.

Samo proste widzenie tych instrumentéw wiecej nauczy niz
ich opis, chocby nawet najdrobniejsze zawieral szczegOly. Dla-
tego tez odsytamy ciekawego czytelnika do dziet specyalnych,
jako Astronomia, Geodezya, Zegluga, gdzie takowe instrumenta
sa przedstawione dokladnym i skrupulatnym rysunkiem. —
W przykladach ktére damy, przypuscimy ze czytelnik umie
uzyé Grafometra do mierzenia katéw, i wskazemy wykonanie
rachunkow potrzebnych.

Przystapmy teraz do przykladow.

63. ZAcADNENE I1X. — Wyznaczyé wysokosé budynka.

Przypusémy naprzéd, ze podstawa budynku jest przystgpna
i ze grunt jest prawie pla-
skim. Jesli jest mowa na
przyklad o wiezy, aby wy-
mierzy¢ jej wysokos¢ AB,
staje sie w pewnej odleglosci
od stopy wiezy, W punkcie
D, gdzie si¢ stawia grafo-
metr. Prowadzi si¢ potem
promient oczny poziomy do
boku AB wiezy,i drugi pro-
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mien do jej szczytu A. W tym celu stawia sie kolo, podzielone
na stopuie, prostopadle wedle pionu ktéry powinien sie przy-
klada¢ do plasczyzny instrumentu. Przywodzi si¢ potem linie
staly grafometru do poziomu; co wymaga aby pion padal na
kierunek 90° kola podzielonego. Gdy linia ruchoma zostala
ustalona w kierunku AD, czyta sie kat ADC i mierzy potem
odleglos¢ CD == BE. Wtedy znamy w trojkacie prostokatnym
ACD kat ADG i bok DC kata prostego ; bedzie wiec mozna wy -
rachowaé bok AC, to jest wysokosé wierzchotka wiezy nad
plasczyzna pozioma ktéra przechodzi przez rodek grafometru,
a to za pomoca rownosci AC = CD sty ADC. Dodawszy wyso-
kos¢ narzedzia DE do AC, bedziemy mieli wysoko$¢ zadana AB.
PRZYKEAD. —DE=1",10; BE—61",28; D—4#1°31/25".
bedziemy mieli
AC=61,28 x sty 41°31'25"
" log 61,28 —1,7873188
log sty 41°31/25" = 9,9471690

b
logAC=1,7344878
AC=— 54" 261
zatem wysokosé AB=55",361.
Jesli spodek wiezy jest niedostepnym, wtedy wyprowadzimy
linig prosta BCH przecho-
ﬂ%r‘ dzaca przez o$ wiezy; we-
BB[ - zmiemy dwie stacye C i
H na tej linii prostej; i na- ¥
koniec wymierzymy pod-
stawe CH = DK, i katy
ADE, AKE.
Tréjkat ADK, w ktérym
znane sa bok DK, kat K, i
. wst K
kat A=ADE —K, daje bok AD:DKwstA :
Potem tréjkat prostokatny ADE, w ktérym znane sa bok AD k3
ikat D, da -

AE = AD wst D.

Dodajac do AE wysokos¢ CD mnarzedzia nad linia pozioma
BCH, otrzymamy zadana wysoko$é AB.
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Przykeap. — Niech beda nastepujace dane :
DK = 14,762, kat ADE =41°29’, i katK=133°17".
Odciagajac kat K od ADE znajdziemy  kat A—=812".

Rachunel boku AD. Rachunek wysokosci AR,
log DK =1,1691452 log AD =1,7543356
log wst K =9,7393980 log wst ADE = 9,8211217
log AD =1,7543356 AE = 37,623
AD =56™,798.

Wiec wysokos¢ AB= 38=,723.

UwAGA. — W dziataniach na gruncie trzeba unikaé katéw zbyt ostrych; bo
nawet maly blad popelniony na innych katach trojkata moze sprowadzi¢ znaczny
blad na boki przylegle. Aby to lepiej okazaé, przypusémy Ze, mierzac wysokosé
wiezy, nie popeiniamy biedu jeno na samych katach. Dla skrécenia, nazwijmy
D kat ADE prawdziwy, a za$ D -} kat ADE wymierzony grafometrem, k wyso-
ko$é prawdziwa AE. Wysoko$¢ wyrachowana bedzie

DEsty (D o), =h dot D sty (D a).
Wiec blad & w wyznaczeniu wysokosci AE jest

hsty (D~+a)—sty D . hwsta il 2hwsta
= styD = dos(D-Fw) wstD  wst (2D o) —Wsto "
Przypuszezajac blad o stalym, widzimy ze 8 bedzie tém mniejsze im wst (2 D)
bedzie wigksza. Zatem minimum dla ¢ odpowieda wartosci maximnm dla
wst (2D -+«), zkad 2D -« = 90°; a poniewaz o« jest bardzo mate, wigc, aby
btad & byt najmniejszym mozebnym, trzeba zeby kat obserwowany byl blisko 45°.

)

64. ZacApNIENIE X. — Wymierzyé wysokosc gory.

Wezmiemy naprzod podstawe CD, ktérej wymierzymy diu-
gos¢, 1 przy obydwoch
jej skrajnosciach wy-
znaczymy katy SCD,
SDC. Znajac wtedy,
w trdjkacie SCD, bok
CD i dwa katy wyra-
chujemy bok CS.

Potem, z punktu C,
wyznaczymy kat SCZ
utworzony wierzchot -
kowa CZ i promieniem
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ocznym CS. Znajac tedy w tréikacie ACS przeciwprostokatne
CS, kat ostry S, wyrachujemy bok AS, ktéry jest wysokoScia
wierzcholka S ponad instramentem, za pomoca réwno$eci
AS=CS dos S; dodajac AB, znajdziemy wysoko$¢ zadana BS.

65. ZscapNIENIE XI. — Wyznaczyc odlegtosé punktu danego B
od innego punktu niedostepnego A ; jako np. wymierzyé szerokosé
rzeki.

Mierzy si¢ na gruncie podstawa jakakolwick BC i dwa katy
ABC, ACB. Wtedy trzeci kat BAG tréj-
kata ABC jest znanym, i odleglosé szu-
kana AB otrzyma si¢ przez proporcye

AB: BC:: wstC: wst A,

Niech b@dzie dla rachunku liczebnego
BC=247",49; B=62"11"; C=5942".
Wywodzi sie ztad kat C=57°37".

Rachunek odleglosci AB.

log 247,09 = 2,3935577

log wst62°41" = 9,9362098

Delog wst 57°37" = 0,0734087
log AB = 2,0031762

Odlegios¢é szukana AB = 253™,032.

66, ZAcapMENE XIL — Wyznaczyé odlegtosé dwdich punktow
niedastepnych A, B, ale widocznych.

Mierzy si¢ na gruncie podstawa CD i katy ACD, BCD, ADR,
ADC, BDC. Zna sig¢ wtedy
w kazdym z tréjkatow ACD,
jeden bok i dwa katy; przeto
bedzie mozna wyznaczyé war-
tosci bokéw BD, DA; mamy
tym sposobem, w trdjkacie
ADB, dwa boki DB, DA i kat
niemi zawarty ADB ktdry byt

mierzonym. Rozwiazujac ten
ostatni tréjkat, otrzymamy szukana odleglosé¢ AB.
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Rozwiazanie trojkatéw ACD, BCD daje logarytmy bokéw AD
i BD, nie za$ same boki. Nastepujacy sposoéb pokazuje, jak, nie
przechodzac do liczb, i za pomoca samych jeno logarytméw
bokéw AD, BD i kata niemi zawartego, mozna znalezé zadana
odleglos¢ AB. :

Uezynmy, dla skrécenia, bok DB=a, AD =/ i kat ADB=D,
bedziemy mieli proporeye

D -
at+b:a—0b:: dot— : stvéf——lé;
2 R
zkad

b
Lk tDﬂiﬁ" T
B, o 1+9><<02

a

b

Wezmy kat pomocniczy o, taki aby stye=-; kat ¢ wyznaczy
a
sie za pomoca logarytmow linij trygonometrycznych.
Wyniknie ztad

A=-B 1-—sty
sty -

- D
=t i =
o i, X dot 5"

Ale znana formula
sty a—sty b

sty (a—0) = ——— daje
o ) 1+4styastyb ¥
przypuszezajac @ =A45°, a tem samem sty a=1,
1-—sty b

sty (45° —b) =————.
v ) 141styd

Kladac w te] ostatniej ¢ zamiast b, i podstawiajac otrzymana
warto$¢, znajdziemy nakoniec

— D
sty é_g_]} = sty (45° —¢) dot 5"

To ostatnie réwnanie wyznaczy wartos¢ potowy réznicy ka-
téw A, B tréjkata ADB. Polowa summy tych dwdch katow
jest z reszta wiadoma, poniewaz réwna si¢ polowie spelnienia
kata ADB ktory byl mierzonym na grancie.

Tak wiec katy A i B wyznacza sie za pomoca polowy ich
summy i polowy réznicy.
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Aby wyrachowaé odleglos¢ AB, wezmiemy proporcye
AB : AD : : wst ADB : wstB;
zkad
log AB=1log AD -log wst ADB + D¢ log wstB —10.

67. ZscapNiENIE XIM. — Majge dane trzy punkta widoczne A,
B, C na karcie krajowey, wyznaczyé potozenie czwartego D z ktd-
rego widaé proste AB, BC pod katami wiadomems.

Punkt D przypuszcza sig tu na plasczyznie ABC i w kacie C.

Aby rozwiazaé zaga-
dnienie graficznie, na-
kreslmy na prostych AB,
BC odcinki két obejmu-
jace katy dane ADB,
BDC, z tej strony oby-
dwoch linij z ktorej
punkt D ma sie znajdo-
waé. kuki tych dwéch odeinkéw két beda miaty punkt B
spolny, a ich drugim punktem przeciecia bedzie oczywiscie
punkt szukany D.

Jesli odcinki ko, obejmujace katy dane, mieszaja sie z sobg,
zagadnienie jest niewyznaczonem. Ten szczegdlny przypadek
istnieje gdy katy dane ADB, BDC sa odpowiednio rowne katom
ACB, BAC tréjkata ABC.

Jesli za$ luki tych odcinkéw maja tylko punkt B spolny,
zagadnienie jest niemozebnem w calem znaczeniu tego wyrazu;
poniewaz punkt D powinien si¢ znajdowaé wewnatrz kata ABC.

Aby rozwigzaé to samo zagadnienie rachunkiem, dosyé wy-
znaczy¢ katy BAD, BCD. Albowiem, gdy te katy beda znane,
tatwo znalei¢ wszysikie cagsci czworoboku ABCD, poniewaz
w kazdym z (réjkatow BAD, BCD bedziemy mieli wiadome
jeden bok i dwa katy.

Dia skrécenia, ucayfimy BC=a, AB=14, kat BDA =g,
BDC=pB i ABC=B; kat niewiadomy BAD=xz i BCD=y.

Bedzie naprzéd

.’L’—}—‘Z/::;(SO“—- (B—}—a—!—ﬁ),

nadto
wstx: wsta::BD:e, i wsty:wstB::BD: a;
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: wstz a WSt o a

zkad wynika e el M R
2 wsty cwstB d

t : . :
hokiz e = d; liczba d atwo si¢ wyrachuje przez logary-
o

kia Llc

tmy, za pomocg poloionego réownania.

stz a 2 g
Poczem réwnanie —— = daje nastepnie
\\sty
sty (*7—
wstz—wsty a—d ko =
wstzfwsty a+d’ (¢+7/) a—}-d’
sty

zkad sty (Jz—y) ( +3/)

a nakoniec sty(x ‘/) d—a (B+ —{-Q)

. : 'y s Y :
Ta ostatnia réwnosé¢ wyznacza wartosé 3 . Bedziemy

przeto znali polowe réznicy i polowe sammy katéw «, y, a na-
stepnie wartosci tych dwoch katéw.

Musimy tutaj zwrdci¢ uwagg na to, ze wartos¢ niewiadome;j

z—y
t
S

a=d, B 4+« =180°. Ta szczeg6lna okolicznosé, jako tatwo
sie widzi, odpowieda przypadkowi w ktérym odcinki kot, obej-
mujace katy dane, schodza si¢ w jeden; wtedy

—ACB 1 3 —BAC.

) wzigtaby forme 0o, gdybySmy mieli zarazem

Jakoz, nazwijmy A, C katy BAC, ACB, bedziemy mieli
A4+-B+C=180°=B+a-4(,

zkad A+C=a+.
Nadto, réwnos¢ przypuszczona a =d i trojkat ABC daja
wsta ¢ wstC
wst 3 = wstA :

ztad wywodzimy nastgpujacy wynik :
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wstoa 4+ wst3  wstC 4 wst A
wsta — wst~ wstC—wstA’

sty ( - + Q— sty (M)
sty( ) sty ( :

oz SR , zatem q:»r@:—«ChA;
2 = 2 2

albo

Aze z powyzszego

wiec ca— S e

Czego wtasnie trzeba bylo dowiesdz.

CWICZENIA.

I. Okazaé ze luksieb=2%kn * «; a za$ lukdosie b =2kr-}«
itukdosieb=(2k+1)x —oa. A
I. Wyrachowa¢ wstawy i dostawy luku % i jego wielo-
krotnikow.
III. Dowiesdz ze, jesli a+ b+c=(2k+1)=, wtedy
‘ b ;
wst a -+ wst b4 wst ¢ =4 dos ? dos = dos =
2 2 2
IV. Dowiesdz ze w kazdym trojkacie
wst A+ wst B+ wstC = R >
dos{AdosiBd 4C="1
08 054 i R’

pr

wstA wstB wst C = e

7
wst%Awst;Bwst;C:b—R, L

A B Co A B (- 298

dot 3 -+~ dot;z -+ dot 3 _dot?) dot—2 dm§:72‘
p oznacza polowe obwodu trojkata, R i, promienie kol opisa-
nego i wpisanego.
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sty z

V. Dowiesdz ze stosunek rosnie ciagle od 1 dowe gdy

tuk rosnie od 0 do ¢ =.

VI. Wyznaczy¢ granice do ktérej dazy iloczyn
a a a a
sa dos = dos — = .. —
do 5 dos 55 dos 5 dos P
gdy » rosnie nieskonczenie.

VII. Wyrachowaé za pomocg tablic pierwiastki rzeczywiste
réwnania
awstz 4+ bdosz=c.
VIII. Cztery punkta niedostgpne A, B, G, D, lezace w linii
prostej, sa widziane z punktu O na ktérym si¢ znajduje Miernik,
Wyznaczyé odleglos¢ BC, znajac odleglosci AB i CD.

IX. Rozwiazaé tréjkat ktorego znang jest podstawa, wysoko§é
i réznica katow przy podstawie.

X. Rozwiazaé trojkat ktérego dane sa trzy wysokosei.

XI Rozwiazaé trojkat majac dane promienie trzech kot za-
wpisanych. :

XII. Przez punkt O, wzigty zewnatrz kola C, poprowadzono
sieczne OAB. Dowiesdz ze iloczyn sty £ ACO sty £ BCO jest sta-
tym, to jest nie zalezy od polozenia siecznej OAB.

XIIl. Pek czterech prostych przecigto poprzeczna ktora spo-
tyka te proste w punktach A, B, C, D. Dowiesdz ze stosunek

D

nieharmoniczny — : —— jest stalym.
i e

XIV. Cztery plasczyzny, przechodzace przez jedna linie pro-
sta , przecigto poprzeczna ktora spotyka te plasczyzny w punk-
tach A, B, G, D. DowiesdZz Zze stosunek nieharmoniczny
AB CB
AD"CD

XV. Dowiesdz ze wszelka poprzeczna, spotykajaca kierunki
trzech bokow trojkata, wyznacza na nich szesé odcinkéw takich
ze iloczyn trzech odcinkow nieprzyleglych rowna sig iloczynowi
trzech innych.

jest stalym.
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wst (z -+ b) —wstz

7 ma za granice
s

XVI. Dowiesdz ze stosunek

dosz gdy & maleje az do zera.

XVII. Majac dany wielokat foremny i punkt M na jego plas-
czyznie; dowiesdz ze summa kwadratéw odleglosci tego punktu
od wszystkich wierzcholkéw wielokata zalezy od samej tylko
odleglosci punktu M od $rodka wielokata.

Zobacz, do tych réznych zadan, GEOMETRYE pana G.-H. Nig-
WEGLOWSKIEGO.

KONIEC TRYGONOMETRYI PELASKIEJ.



KSIEGA CZWARTA

TRYGONOMETRYA SFERYCGZNA

Zwigzky miedzy bokams i katami trdjkata sferycznego.

68. Trygonometrya sferyczna ma za cel rozwiazanie trojka-
tow sferycznych.

Boki i katly trojkata sferycznego, wykreslonego na danej
sferze, sa wyznaczone gdy jest znana liczba stopni kazdego
z nich. Rozwiazanie tréjkata sferycznego zalezy wige od zwigz-
kow ktore zachodza miedzy liczbami trygonometrycznemi, to
jest wstawami, dostawami, etc. bokéw i katdw. Dlatego wia-
$nie wskazemy naprzéd formule fundamentalna ktéra wyraza
zwiazek migdzy jednym katem i trzema bokami, a z kiorej wy-
wodza sig wszystkie inne rozwiazania trojkatéw sferycznych,
gdy dana jest dostateczna liczba czesci wiadomych.

Jako zwykle , oznaczaé bedziemy boki tréjkata matemi litera-
mi a, b, c, a katy im przeciwne wielkiemi A, B, C.

Formuta fundamentalna.— Niech bedzie trojkat ABC nakre-
slony na danej sferze ktéra ma 2
$rodek w punkeie 0. Do bokéw .
AB, AC kata A poprowadzmy AR
styczne AD, AE, i przypusémy ¢
ze spotykaja, w punktach D, E,
promienie OB, OC dostatecznie
przediuzone.

Biorac promien OA za jednosé,
bedziemy mieli

AD=stye, AE=stybd, OD=siec, OE =sied.
Nadto, kat stycznych DAE jest wlasnie katem A tréjkata sfe-

rycznego, a za$ kat DOE ma za miare bok « tego trojkata.
1
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To zrozumiawszy, trojkaty prostolinijne DAE i1 DOE, daja
DE’ = AD” 4 AE" — 2AD . AE dos DAE
i DE* = 0D" 4 OE” — 20D . OE dos DOE;
zkad, odejmujac pierwsza réwnosé od drugiej, baczac e
0D* — AD" =1, Gﬁzm F\Ezzl,
i dzielac przez 2, bedzie

0 =1 —sied sie ¢ dosa -} sty & sty c dos A.

Ale
sicl/:——L siec:——i—m stvb:ws—t—b syc:m"
dosd’ dos¢’ « dos b’ dose’
mamy przelo
dosa wst b wstedosA
" dosb dose dos b dose

albo
dosa==dos b dosc -+ wst b wstc dos A. (1).

Lwiazek istniejacy miedzy katem A i trzema bokami trojkata.
Dowodzenie poprzednie przypuszeza ze hoki 4, ¢ sa mniejsze
od éwiercianu, ale znaleziona formutla (1) jest ogdlng.
Jakoz, przypusémy naprzod ze bok ¢>90°, ale 5<<90°;
przedtuzmy boki «, ¢ az do ich

e /(L\Q spotkania w B’. JeSli uczynimy

/ bok AB'=¢/, CB'=2¢'; trojkat

B ¢ >B AB'C, w ktorym boki ¢', & sa

V \‘*c;;\h__‘/_’/ obydwa mniejsze od ¢wiercia-
A : nu, da

dosa’ ==dos b dos ¢’ 4 wstd wst ¢’ dos B'.
Lecz
o =180°—a, ¢ =180°—¢, B'AC=180°—A;
ivige, podstawiajace, bedzie
— dosa=—dosb dos c—wst b wste dos A,
albo dos a = dosb dosc - wst b wste dos A.
Co jest wlasnie formula (1).

Przypusémy teraz ze boki 4, ¢ sa oba wigksze od 90°, i przé-
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dluzmy je az do spotkania sie ¢
w A', Poniewaz spelnienia ¥/, ¢/,
tych bokéw, sa mniejszemi od 4,
90°, bedziemy wiec mieli, w tréj-
kacie BA'C, B -

dosa=dos &' dos ¢’ 4 wst &/ wste! dosA’;
a podstawiajac za ¥, ¢’ ich wartosci 180 — b, 180—¢, i uwa-
zajac ze kat A'= A, otrzymamy formule (1).

Gdy oba boki 4, ¢ sa ¢wiercianami, formuta (1) redukuje sig do
dosa =—=dos A ;

ta rownos¢ jest oczywista, bo wtedy punkt A jest biegunem
boku «, zatem kat A ma za miare fuk o.

Nakoniec, jesli jeden z dwoch bokéw, jako ¢, réwna sie 90°,
a drugi b r6zny od 90°, formula jest jeszeze prawdziwa.

Na dowodzenie tego, wezmy na AC luk AD = 90°, i popro-
wadzmy Iuk wielkiego kota BD.

Jesli BD=90°, punkt B jest bie- c
gunem tuku AC, i mamy zara- /_\ 7
zem a=90°, 6=90°1 A=090°; A o
wtedy formula (1) przywodzi sie \”//
do tosamosci 0=0. ;

Jesli zas tuk BD jest réznym od 90°, wtedy trojkat BCD, na
mocy tego co poprzedza, daje
dosa=dos BD dosCD - wstBD wst CD dos BDC.
Ale dosBDC=0, dosCD=dos (90°—b)=wst 5, dosBD=dos A
wiec dosa=wstd dos A.

’

Owoz, do tej wlasnie rownosci przywodzi sig formula (1), gdy
w niej przypuscimy ¢=90. Wigc ta formula zostaje dowie-
dziona we wszystkich przypadkach.

69. 1° Zwigzek miedzy trzema bokami ¢ jednym katem. Daje
ten zwiazek fundamentalna formula (1) z ktérej, prostag@ze-
miang liter, wywodza si¢ dwie inne; mamy wiec raz

dosa=dosb dosc + wst b wste dos A
(1)  dosb=dosadosc+ wsta wstc dos B
dos ¢ = dosa dos b+ wsta wstd dosC:
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Te trzy rownania fundamentalne trygonometryi sferycznej sa
dostateczne do wyznaczenia trzech ktorychkolwiek z szesciu
czgsei trojkata sferycznego gdy trzy z nich sa dane. Idzie zatem
ze tylko trzy rézne rownania miedzy temi szeScioma czgsciami
istnieé moga. Ztad wnosimy ze wszystkie inne zwiazki, migdzy
bokami i katami, ze trzech powyzszych réownan wywiesdz sig,
przeksztalceniem algebrycznem, beda mogty.

90. 20 Zwigzek pomiedzy dwoma bokame ¢ dwoma katami
praeciwnemd.

Aby otrzymac zwiazek pomiedzy dwoma bokami ¢, 4 i kata-
mi przeciwnemi A, B, dosy¢ jest wyrugbwa¢ bok c¢ miedzy
dwoma pierwszemi réwnaniami (1). Mozna tez dojs¢ do tego
zwigzku nastepujacym sposobem, juz uzytym w trygonomelryi
prostolinijnej.

Pierwsze z rownan (1) daje
dosz—dos bdos ¢

wstb wste

dos A=

zkad
ws(2b wst? ¢ — (dosa — dos b dos ¢ )
wst?b wst?c
(1 —dos?b) (1 — dos*c ) — ( dosa— dos b dosc)?
wst2 b wst? ¢

wst'A =1 — dos’A —

ki

1 —dos2a— dos?6—dos? ¢+ 2 dosa dosh dos ¢
o wst2h wst2 ¢ :

zatem
wst2a wsta? wst 62 wst ¢2
wst2A ~ 1— dos?a— dos2b— dos2c+2dos @ dos b dosc”

wst?a
wsiZA
je zmienia si¢ gdy te litery przemieniaja si¢ jedne na
wiec

Ta wartos¢ jest symetryezna wzgledem liter 4, 4, ¢; to

jest
drug

wst2a wst2 b wst2¢

wst2A ~ wst?B wst2C’

A nakoniec, poniewaz boki i katy sa mniejsze od 180°, mamy
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wsta wsth wste
wstA =~ wstB  wstC’

(2)

co wyraza ze w kazdym trijkacie sferycznym wstawy bokéw sq
proporeyonalne wstawom katéw praeciwnych.

Wh. 3° Zwiazek miedzy dwoma bokami, katem zawartym ¢ kg-
tem przeciwnym jednemu z nich. Aby otrzymac¢ zwiazek miedzy
a, b, Ci A dosyé jest wyrugowaé ¢ miedzy pierwszem i osta-
tniem réwnaniem (1). Postugujac si¢ réwnaniem (2) rachunek
jest prostszy. Rugujac najpierwej dosc znajdujemy

dosa=dos a dos2b - dosb wsta wst b dosC + wst b wst ¢ dos A;

poczem, przenoszac dosa dosb na pierwsza strong, zastepujac
1—dos?b przez wst? 0, i dzielac przez wsta wstb, bedzie
wstedos A

o

dota wsth = dosb dosC

wsta
wste wstC

wsta wst A

dot @ wst b = dosb dosC -} wste dot A,

zkad, z przyczyny

wynika

formuld szukana z ktorej, prosta przemiana liter, wywodza sie
pieé innych podobnych. Mamy przeto razem szes¢ nastepuja-
cych réwnarn :
dota wstb = dosb dos C + wst C dot A,
dot b wst e = dosa dos G+ wst G dot B,
(3) dota wste= dosc dosB 4 wstB dotA,
dotc wsta = dosa dosB+ wst B dot C,
doth wstc =dosc dosA -} wst A dot B,
dote wsth =dos b dosA + wst A dotC.

92, h° Zwigzek miedzy jednym bokiem i trzema katami.

Moznaby ten zwiazek wyprowadzi¢ z formut fundamental-
nych (1), rugujac miedzy niemi dwa ze trzech bokéw ; lecz jest
proseiej uzyé trojkata biegunowego.

Niech wiec beda A/, B/, ¢/ katy, i d’, &', ¢’ boki tréjkata bie-
gunowego ktory spelnia trojkat dany; mamy

dosa’ = dos &’ dosc’ -+ wsth' wste' dos A'.
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Podstawiajac za o', &', ¢/, A’ ich wartodci 180°—A, 180°— B,
180°—C, 180°— a, i zamieniajac znaki, wyniknie

dos A = — dosB dos (: 4 wstB wstC dosa.

Stosujac te sama formule do dwéch innyeh bokéw o o
otrzymamy podobnie dwa nowe réwnania: co razem czyni trzy
nastepujace :

dosA = -— dosB dosC + wstB wstC dos «,
(4) dosB=-—dosA dosC+ wstA wstC doss,
d0s G == — dos A dos B+~ wst A wstB dosc.

FORMULY I WLASNOSCI TROJKATOW SFERYCZNYCH
PROSTOKATNYCH.

¥3. Trojkat sferyczny jest prostokatnym gdy ma jeden kat
prosty. Bok przeciwny temu katowi nazywa sie przeciwpro-
stokatna.

Wiemy ze tréjkat sferyczny moze byé dwuprostokatnym i nawet
trajprostokatnym; to jest, moze mie¢ dwa katy proste, a nawet
wszystkie trzy katy proste. W pierwszym przypadku, dwa boki
sa éwiercianami, a za$ trzeci bok jest miara kata przeciwnego.
W drugim przypadku, wszystkie trzy boki sa éwiercianami;
przeto dwa te przypadki nie tworza zadnego zagadnienia.

Uwazaé zatem bedziemy na przyszlosé trojkaty prostokatne
w ktorych tylko jeden kat jest prostym; dwa zas inne katy,
ostre lub rozwarte, nazywaé bedziemy pochylemi,

Aby mie¢ formuly stuzace do rozwiazania tréjkatéw prosto-
katnych, dosyé jest w formulach ogdlnych, ktéresmy powyzej
otrzymali, przypusci¢ kat A=90°; wynikna ztad zadane rd-
whnania nastepujace :

(5) dosa=dosédosc,
(6) wsth=wsta wstB, wste = wsta wst G,

) styb =stya dosC, sty c =stya dos B,
styb = wste sty B, styc = wstb sty C,
dosa=dotBdotC, dosB = wstC dos/,
dosC=wstBdose.

(8)

Jest spos6b pamigciowy za pomoca ktérego wszystkie dziesigé
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formul powyzszych (5)...(8) fatwo sig znalezé moga. Dajemy go
wedle lekkiej modyfikacyi Pana G.-H, NIEwrGLOWSKIEGO, jako
nastepuje.

W trojkacie sferyeznym ABC, na ramionach kata prostego,
zamiast bokéw &, ¢, pisze sie ich dopelnienia

: el A

Ln—0, Le—c; wiedy, nie uwazajac kata

prostego A, pieé ilosci a, B, jr—¢, v —10, G L
: - . o 2

formuja ciag zamkniety. Otoz, rzeczone for- o

muly zawieraja si¢ w tej jednej ustawie spo- 27‘”‘ A

strzezonej przez NEPERA.

Dostawa kazdej z pieciu ilosei réwna sie ilo-
ezynowt wstaw dwdch iloser odosobnionych , albo tez 2loczynozc1
dotycznych dwich ilosci przylegtych.

Uwazajmy teraz ze biorge trzy ktérekolwiek z pieciu ilosel,
jest zawsze jedna z nich albo odosobniona od dwdch innych,
albo im przylegla ; przeto, na mocy ustawy wyslowionej, znaj-
dziemy latwo zwigzek miedzy temi trzema ilosciami.

I tak, wezmy na przyklad ilosci ¢, b, c. Poniewaz na obwo-
dzie tréjkata sferyeznego ilosé a jest odosobniona od & i ¢, mamy
dosa = wst(in—0b)wst (4w —c), albo dosa=dosb dosc.

Jesli za$ szukamy zwiazku miedzy &, ¢, B; poniewaz ilosé
tx—c przytyka do B i do = — 0, bo kat prosty A nie liczy
sie, mamy

{dos (fm—c)=dot ({m—0)dotB, albo styb==ystestyB.

%4, Powyzsze réwnania (5)... (8) wskazuj niektére wiasnosci
tréjkatéw prostokatnych ktére nie Zle bedzie uwazac. I tak:

1° Formuta dose=dosbdosc pokazuje ze dostawy trzech
bokéw sa wszystkie trzy dodatne albo dwie tylko odjemne a
trzecia dodatna. Wigc

W kazdym trijkacie sferycznym prostokginym, wszysthie trzy
boki sa zarazem mniejszemi od 90°, albo tez jeden z tych bokiw
jest mniejszym od 90° a dwa inne wigkszem.

90 ] nawszajem, gdy trzy boki tréjkata zadosyé czynia rownaniu

dosa =dosb dose,
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ten trojkat jest prostokatnym i ma bok « za przeciwprostokatna.
Ta sama uwaga Sciaga si¢ takze do kazdego z réwnan (5)... (8).

3° Poniewaz wstawy bokéw 4, ¢ sa dodatne, réwnania

styb=wstestyB i styc=wstbstyC

okazuja ze styczna kata pochylego i styczna boku przeciwnego
sa obie tego samego znaku. Ztad wnosimy ze

W trijkacie sferycznym prostokatnym, ramie kata prostego
kat mu przeciwny sg zawsze oba jednego rodzaju, to jest oba
mniejsze albo oba wigksze od 90°.

Nareszcie formula wstd = wsta wstB jest podobna do for-
muly b=awstB kiéra ma miejsce w trojkacie prostokatnym
plaskim.

ROZWIAZANIE TROJKATOW SFERYCZNYCH
PROSTOKATNYCH.

%5. Bedziemy si¢ teraz zajmowali rozwiazaniem réznych
przypadkéw trojkatow sferyeznych prostokatnych ; te przypadki
sa w liczbie szesciu.

Pigrwszy Przypapek. — Majac dane przeciwprostokatne a @
bok b kata prostego, znalesé bok ¢ i dwa katy pochyte B, C.
dosa_
i €
ierwsze

Formuta (5) daje, do wyrachowania boku ¢, dose¢ =

a do wyrachowania katow B, C, pierwsze z réwnan (6) i p
. ; y wst b sty b

z rownan (7), daja wstB = , dosC=——.
wsta sty a

UwaGA. — Zagadnienie moze jedno tylko mieé rozwiazanie,
chociaz kat B jest dany przez wstawe; bo, jako wiadomo z uwa-
gi 3°, kat B powinien by¢ tego samego rodzaju co bok 4 ktéry
mu jest przeciwleglym.

Druet Przypaprk. — Majac dane dwa boki b, ¢ kata prostego,
wyznaczyc a, B, C.

Z formul (1)1 (7) wyprowadza sie
sty b sty ¢
—_— sftyl=——.
wste % wst b

dosa —1losbidoscistivD —




ROZWIAZANIE TROJKATOW SFERYCZNYCH PROSTOKATNYCH 105

TrzEct PRZYPADEK. — Znajac przeciwprostokatng a ¢ kat B,
znaleé b, ¢, C.

Mamy podiug formul (6), (7), (8)

dos a
dotB”

Zagadnienie ma jedno tylko rozwiazanie; bo bok &, dany
przez wstawe, musi byé tego samego rodzaju co kat mu prze-
ciwny B.

wstb=wsta wstB, styc=styadosB, dotC—=

CzwARTY PRZYPADER. — Znajac bok b kata prostego ¢ kat przy-
leqty C, wyznaczyé a, c, B.

Za pomoca formut (7) i (8) mamy

S Er——" o
stya-_m, stye=wst bstyC, dosB = wstCdosb.

PiATY PRzyYPADEK. — Znajac bok b kata prostego ¥ kat mu prze-
ciwny B, wyznaczyé a, c, C.

Formuly (6), (7), (8) daja

wst b sty b : dosB
wsta = ) Wstc=£r—g, wst C= dost
Dyskussya. — Aby zagadnienie bylo mozebnem, trzeba zeby
wartosci znalezione dla trzech wstaw byly mniejsze od jednosci;
to jest, trzeba i dosy¢ jest aby kat dany B byl zawartym miedzy
bim—0b.Gdy ten warunek jest dopelniony, wtedy kazda ze
trzech niewiadomych ¢, ¢, G ma dwie wartosci spetniajace.

Jako juz wiadomo, wartosci boku ¢ i kata mu przeciwnego C,
powinny by¢ wziete obie jednego rodzaju. Co do wartoSci prze-
ciwprostokatnej a; poniewaz w tréjkacie prostokatnym wszystkie
trzy boki sa mniejsze od 90°, albo jeden tylko mniejszy a dwa
inne wieksze od 90°; wiee, jesli bok b< 90°, wtedy @ i ¢ moga
by¢ wzigte oba mniejsze albo oba wigksze od 90°; a jesli prze-
ciwnie 6>90°, wtedy boki @ i ¢ musza byé wzigte jeden mniej-
szy drugi wigkszy od 90°. Jest przeto w obydwoch razach dwa
rozwiazania. Mozna to latwo geometrycznie usprawiedliwic.

Jakoz , niech bedzie tréjkat ABC rozwiazujacy zagadnienie;
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jesli przedluzymy hoki BA, BC

e > az do ich spotkania B’, ufor-
B"’/ /4 p mujemy drugi tréjkat AB'C
/ ktorego boki AB’, CB’ sa spel-
en A it nieniami bokéw ¢, a, i ktéry

oczywiscie zadosé czyni zada-
nemu zagadnieniu.

Gdy B=14, kazda ze trzech wstaw, wsta, wste, wstC réwna
si¢ jednosei; wtedy, o =c=C=90°, trojkat szukany jest dw¢; -
prostokatnym przy A i C, i zagadnienie ma jedno tylko roz-
wiazanie.

Sz0sty PRayPaDEK. — Znajac dwa katy pochyte B, C, znaleic
trzy boki a, b, c.

Formula (8) daje

= dos B dos G

dosa=dotB dotC, dosb;—_ﬁ——’, dosc—=-—_.

wst G wst B

Wiadomo z Geometryi ze w kazdym tréjkacie sferycznym jest

A+B{ C>r, a zarazem Az >B4C i CLx>A 1B,

przypuszezajac G<C B. Zkad, podstawiajac A= 1+, otrzymamy

Te trzy warunki konieczne sa dostatecznemi. Jesli wiec dwa
katy dane B, C zadosy¢ im czynia, zagadnienie ma jedno tylko
rozwiazanie.

Uwags. —Jest jedna wazna uwaga do zrobienia ktéra si¢
tyczy zastosowania logarytméw w rachunkach linij trygonome-
trycznych. Trafia sig¢ czesto ze trzeba wyznaczyé kat dany przez
dostawe albo przez styczng. Gdy wartosé tej dostawy albo tej
stycznej jest odjemna, nie mozna uzy¢ logarytmow ; wtedy za-
miast kata szukanego, nalezy wyrachowac kat spelniajacy ktdry
ma te sama dostawe albo styczne ale znaku przeciwnego. Znajac
kat spelniajacy, latwo si¢ znajduje kat zadany.

I tak, gdybysmy szukali kata B danego przez réwnanie

dot G ] 5 ;
styB:dO , w ktorem przeciwprostokatna a>>90°; biorac
Sa

log dos (w—a), i wykonywajac rachunek, otrzymamy spelnienie
kata B, po czem latwo znajdziemy sam kat B.
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Gdyby za$ byla do wyrachowania warto$¢ dos a =dos? dosc,
a boki &, ¢ byly oba wieksze od éwiercianu ; w takim razie dosyé
jest wziaé dostawy spelnien bokéw danych 4, ¢, co bynajmniej
nie zmienia wartosci dosa.

ROZWIAZANIE TROJKATOW SFERYCZNYCH
JAKICHKOLWIEK.

%@, PiErwszy PRzYPADER. — Majac dane trzy boki a, b, c,
wyznaczyé trzy katy A, B, G.
Kat A otrzyma sie za pomoca formuly
dosa =dosb dosc -+ wsth wste dos A,

ktéra daje
dosa—dosb dos e

dosA =
wst b wste

Ta formuta nie jest wyrachowalna przez logarytmy, ale mozna
z niej wyprowadzi¢ inne temu rachunkowi dogodne.

Podstawmy powyzsza wartoS¢ dosA w formule

1 —dosA
wstiA = \/—— ; otrzymamy

2
: \/wstbwstr:—l—dos/) dosc—-dosa ‘/dos(/; —c)—dosa
wsti A= = —— :
2 wst b wste 2wstb wste

albo, poniewaz

dos(b—c)—dosa == 2wst (L) (a+c._.],>,

£ e L
A wst (M) wst ((ii—.b___(;)
mamy Wbt e \/ 2 2 -

wstbh wste

Polézmy, dla skrécenia, @ +b6+4c=2p, zkad

ate—b. . gtb—0 >
b, =

\\st )y —b Wst ) ~— C
zatem wst+A = \/ (s ( ).

wstb wste
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Podobny rachunek daje

wstp wst (p—a
dosiA = \/ 5 e el (‘Z )
wsth wste

Dzielac pierwsza przez drugg, otrzymamy

stylA — \/WSL(])——— ) wst (p-—c)'
: wstp wst(p—a)

W tych trzech formulach, podobnych formutom otrzyma-
nym do rozwiazania tréjkata prostolinijnego ktérego trzy
boki sa dane, pierwiastniki powinny byé wziete dodatnie, bo
katZA jest ostrym.

Gdy mamy do wyrachowania trzy katy tréjkata sferycznego,
dobrze jest uzy¢ ostatniej formuly, z przyczyny ze wtedy czterech
tylko logarytméw szukaé trzeba. Nalezy pamigtaé ze, majac
dane trzy boki, mozna nakresli¢ na sferze dwa tréjkaty syme-
tryczne; ale te dwa trojkaty, majace te same boki i katy, uwazaja
si¢ za jedno rozwiazanie.

Dyskusya. — Roztrzasnijmy teraz formule

Sty fh = \/Wst p—0b) wst(p—rc)
wstp wst (p—a)

w ktorej dane boki a, b, ¢ sa tukami mniejszemi od pétokregu
kola.

Aby warto$¢ sty A byla rzeczywista, ilo§é pod pierwiastni-
Kiers, wst (p — b) wst(p—-c)

5 wstp wst (p—a)
maga aby wszystkie czynniki byly dodatnemi, albo zeby odjemne
byly w liczbie parzystej. Owoz, przypuszczenie dwéch ktorych-
kolwiek czynnikéw odjemnych jest niemozebnem. Bo, dajmy
na to ze wstp <0 i wst(p-—a)<<0; wyniknie ztad

b+c
2

, powinna byé dodatna; co wy-

wstp4-wst(p—a) <0 albo  wst

Ale —+——< 180, < 90°, a nastepnie wst bi >0 1dos

a
dos 2—< 0.

przeto nie moze byé wst dos§<0. Wiec nieréwnosci

wstp <0, i wst(p—a)< 0 istnie¢ razem nie moga.
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Zobaczmy teraz czy nie mozna mie¢ zarazem wst (p — )< 0
1 wst(p—0)<0.
Jesli to mozebne, powinno byé takze w nastepstwie
\\at dos b <0

E o Z; . &
Ale %< 90°, a < 90°; zatem wst%>0, dosa . b s

b
i \\at; desi= >0l Wiec dwa czynniki, jako wst(p —a),

wst(p — b), nie moga byé oba razem odjemnemi.

Ztad wnosimy ze wszystkie cztery czynniki wstp, wst (p—a),
wst(p—b), wst(p— c¢) sa dodatnemi.

Nadto, zaden luk, jako p—a, nie moze byé odjemnym: albo-
wiem przypusémy p —a < 0; poniewaz wst (p—a) > 0, byloby
n—p>180°, zatem bok « >180°. Co niemozebne, bo kazdy
bok wielokata sferycznego jest mniejszym od pétokregu.

Mamy wigc zarazem

p =0 pi—un U= e e 0.
Pierwsza z tych czterech nieréwnosci, dlatego ze wstp >0, daje
p<180° albo a6+ c<3860°.

Ze trzech nastepnych wynika

a<bt+c, b<a+te, c<a-b.

To pokazuje ze warunki konieczne i dostateczne mozebnosci
trojkata sferycznego sa :

1° Summa trzech bokéw danych musi by¢ mniejsza od okregu
kota wielkiego.

90 Kazdy z bokéw musi by¢ mniejszym od summy dwoch
innych.

Dyskussya formut

T wst(p—0) wst(p—¢)
wstiA= \/ o :

/wstp wst(p—a)
0StA= . sl
Gy V wsth wste

do tych samych prowadzi wynikow.
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%9. Druct PrayPADER.— Majac dane dwa boki a, b i kat niemi
zawarty G, znaleié A, B, c.
W tym przypadku trojkat jest zawsze mozebnym. Szukajmy
naprzdéd kata A. Mamy
dote wstb=dos b dosC 4~ wstC dot A ;
zkad

dotA = sth—

== W SR
wst G wstG dota

dos G
dota’

dota wstb—dosbdosG  dota ( dosC dosb)

Wezmy teraz kat pomocniczy ¢ taki aby  styo=—
co zawsze mozebne; bedzie

dota (wsthdose—wstedoshy  dota wst (b— )

dotA= -
wst G dose dose wst G

Formula wyrachowalna przez logarytmy.
Znajdzie sie podobnie kat B, za pomoca formuly
__dotd wst (a—1)
dosy wstG
w ktorej kat pomocniczy ¢ wyznacza si¢ réwnaniem
__dosG
Sty = 5=
Aby wyznaczy¢ bok ¢, bierze si¢ formuta
dosc = dosa dos b + wst ¢ wstd dos G
ktora si¢ przerabia na inna, zastosowaniu logarytmow dogodna,
sposobem nastepujacym
dosc=dos e (dosb + wstbstya dosC),
dos e dos (o — 6)

albo dosc=dosa (dosb + stye wst b) =
dos
Kat pomocniczy ¢ juz wyzej uzyty.

Uwaca.— Mozna latwo okaza¢ co wyobraza geometryeznie
kat pomocniczy ¢ w szukanym trojkacie ABC. Z punktu B spusé-
my prostopadie BH na bok ACG. W trdjkacie prostokatnym BCH
(ktory sobie sam czytelnik nakresli), mamy
dosC=dota sty CH;

wiee ¢ = CH.
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98, Trzect PRzYPADEK. — Dane s¢ dwa boki a, b ¢ kat A prze-
ciwny jednemu z nich, znaleié¢ B, G, c.
: : - wst b wstA
Kat B wyznaczy si¢ za pomoca formuly wstB = ———WD—E
wsta
Aby znalezé kat C, uzyjemy formuly
dota wsth =dosb dos G+ wstC dot A,
ktora daje
dos b dota wst b

st C oy
L +d tA = dotA

Niech bedzie ¢ kat pomocniczy taki aby stye m(} Z\, bedzie
wst o dosG  dota wstd
dos¢ S
dota wst b dos ¢
dotA !
dota wsth dose
dotA
Ta ostatnia réwnosé daje kat C 4 ¢, a nastepnie kat C odcia-
gajac ¢ od G+ ¢.
Bok ¢ otrzymuje si¢ za pomoca formuty
dos a=dosb dosc -+ wstb wstedosA,
=dosb (dosc+ styb dos A wste),
ktora, biorac kat pomocniczy ¢, tak aby styb dosA =dot,
staje sig

wst G +
albo wstC dosy + wste dosC =

zkad wst (C+¢)=

los/ dos b wst
dosa —_z\ost/. (wsty dos ¢+ dosy wste) = ‘_j\%t%‘tﬁ)’
dos a wst

dosb
Ta réwnosé daje ¢ -+, a nastepnie bok c.

zkad wst (c+¥) =

Uwaca.— Niewiadome B, C 4 ¢, ¢+ sa dane przez wstawy,
aby wiee tréjkat szukany mogl istnieé, trzeba przede wszystkiem
zeby znalezione logarytmy dla tych wstaw byly mniejsze od 10.
Gdy ten warunek bedzie dopelnionym, kazda ze trzech formuf
da dla niew iadomej odpowlednej dwa luki spelniajace. Ale wia-
domo ze w trojkacie sferycznym naprzeciw boku. mniejszego




112 KSIEGA CZWARTA

lezy kat mniejszy, trzeba wigc aby dwie réznice a—b i A—B
byly obie jednego znaku. Jesli zadna warto$é kata B, poréwna-
na z katem A, nie czyni zado$¢ temu warunkowi, oczywiscie
trojkat zadany nie istnieje: gdy za$ jedna albo dwie warto$ci
kata B zados¢ czynia rzeczonemu warunkowi, wtedy zagadnie-
nie ma jedno albo dwa rozwiazania ; co wlasnie pézniej okazemy
dyskutujac szczegélowo ten przypadek.

99. CzwartY PRavPADER. — Majac dane dwa katy A, B
z bokiem przylegtym c, znaleié a, b, C.

Otrzymamy kat C za pomoca formuty

dosC = —dos A dos B+ wst A wstB dose¢
= dos A (—dos B+-sly A dosc wst B);
zkad, czynige styAdosc=doty, wynika
dosC=dos A (—dos B+ wst B dot),
albo dosC =———————dOSA UL 90). \
Wste
Bok a wyznacza si¢ formuta
dota wst ¢ == dosc dosB--wst B dot A ;

=dose¢ (dosB + wstB dOtA)
dosec

=dosc (dosB+ wstBstyo);

zkad wynika

dow.:dotcdos (B—o)
dose

Kat pomocniczy ¢ jest ten sam co wyzej uzyty.

Znajdziemy tak samo
dot ¢ dos (A — )

dotb = ]
wstd
¥ jest kat wyznaczony réwnaniem
dotB
dT.S—C = dOtlL \

80. PiATY PRzyPabEk. — Majac dane dwa katy A, B i bok a
praeciwny jednemu z nich , wnalezé b, ¢, C.

Bedziemy zaraz mieli
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wst a wst B
wstA
Bok ¢ otrzymamy za pomoca formuty
dota wst ¢ = dos ¢ dos B wst B dot A,
z ktore] wynika
dot a

JosB wst ¢ —dosc =sty B dotA.

wsth =

dota

Jesli wezmiemy kat pomocniczy ¢ taki aby dote = JosB’

bedzie
sty B
wste dos g — dos ¢ wst ¢ = gy—wst @,

tyA
albo

sty
Wst (¢—¢) = —— wst ¢.
(e—¢) e
Ta formula da ¢— ¢, a tem samem bok c.

Do wyznaczenia kata C, uzyjemy formuty
dosA = — dosB dos C+ wst B wstC dosa,
ktéra daje
dosA

wstC styB dosa—dosC = ToiB’

ztad, jesli polozymy jako zwykle,
dosA
== trzy st (C—1) = —— wst .
sty Bdosa=doty, otrzymamy wst(C—) b wst
Bedziemy tedy mieli kat C—1, a nastepnie kat C.

Uwaca. — Ten przypadek, tak jak trzeci, moze mie¢ dwa
rozwiazania. Dyskussya ta sama.

84. Szésty PrzyPADEK. — Majgc dane trzy katy A, B, C, zna-
lezé tray boki a, b, c.
Bok @ wyznaczy sie réwnaniem
dos A = —dosB dosC - wstB wst C dosa
ktore daje
i dos A 4dos B}ios G
08 4= T stB wstC
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Ale, aby otrzymaé formuly wyrachowalne przez logarytmy,
poszukamy wartosci wstia, dosia, styia.

Owoz, mamy

e /T—dosa \/wstB wst C—dosB dos C—dos A
o V 2 2wstB wstC

\/—— dosA—dos(B+C)

o 2wstB wstC

Lecz

dosA +4dos (B+C)=2dos (_A_tI;iC) dos (B+—(21—é) ;

wiec

i \/—dosg(A-l-B—}—C )dos (B+C—A
wstB wstC

Bedobnia: i \/wstB wst C 4 dosB dos C+ dosA
{ LA 2wstB wst G

_\/dosA—{—dos (B--C) . /dos§(A+B—C)dos} (A—B—l—C)
= 2 wst B wstC WSLB wstC

Albo, czyniac dla skrécenia A4 B+ C—180°=28, bedzie

bt \/wstSwstA S)
i wstB wstC

ol \/V\St (B—S) wst (C—S)

wst B wst G

Zkad, dzielac stronami, mamy takze

o a—-\/ wstS wst (A —S)
v wst (B—S8) wst (C—S8)°

Prosta zmiana liter, z tych trzech formul, wywodza sie szesé
innych ktore stuza do rachunku bokéw b, ¢.

Mozna, biorac jedna ktérakolwiek ze trzech formut, i rozumu-
jac jako w numerze (76), latwo dowiesdz ze w kazdym trojkacie
sferycznym
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1° Summa katéw dwdjsciennych zawiera sie miedzy dwoma
i szescioma katami prostemi.

2> Kazdy kat dwojscienny powiekszony dwoma prostemi jest
wigkszym od summy dwdch innych dwéjsciennych.

3° Nareszcie te warunki koniecznie sa dostatecznemi.

Radzimy czytelnikowi aby, dla éwiczenia i nabycia bieglosci
w przerabianiu formul trygonometrycznych, bez czego zaden
postep w umiejetnosciach nie jest mozebnym, sam starannie

dowi6dt wymienionych twierdzei, opierajac sie na samej tylko
analizie.

Uwaea. —Rozwigzalismy wprost szes¢ przypadkéw ktére sie
znajduja w tréjkatach sferycznych. Ale uwazaé nalezy ze mozna
bylo nie wykonywaé podobnych rachunkéw we trzech ostatnich
przypadkach, ktérych rozwiazanie przywodzi sie do trzech
pierwszych, za pomoca trojkatéw biegunowych.

Zajmicmy sie teraz okazaniem formut ktére znakomita graja
role w trygonometryi sferycznej.

FORMULY DELAMBRA I NEPERA.

82. FormuLY DELAMBRA. — Je$li w formulach
wst3(A=B)=wst{ Adosi B dosl A wstiB,
dos3 (A=B) =dos{A dos{ Bz wst1 A wst B,
zastapimy wstgA, wstiB, dosiA, doslB, przez ich wartoSci

znalezione w numerze (76), bedziemy mieli

P wst(p—0b) = wst(p—a) wstp wst(p —5
wsti (A=B)= L=
wste wsta wst b

2

Aos}(a 2 Bz WP AR WEiip ) \/Wst(p—a) Wt (p—10)

wste wst a wst b ?
albo

e B = st —

wsth AL B TR e,
wst ¢
tp = t(p—

dos%(AiB)——wS e Y wst1C,

wst e
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Zamieniajac nareszcie

wst (p—b)Z=wst (p—a) i
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wst p=wst (p—¢)

na iloczyny, otrzymamy cztery nastgpujace formuty Delambro.

wsti (A +B)

__dosj(a—b)

dos §
wst (A —B)

1 2
dosic

=‘Vst;—(a—b)

) dos {C
dos! (A +B)
wstiC
dosi (A —B)
wst3 G

83, ANALOGIE NEPERA.

wstice 7

_dos (a40)

doste ’

wst‘(a—{—b)

wstic

Jesli podzielimy pierwsza formule Delambra przez trzecia,
druga przez czwartg, potem czwarta przez trzecia i druga przez “
pierwsza, otrzymamy cztery nastepujace, znane pod nazwiskiem

analogij albo proporcyy NEPERA.

stys(A+B)

dosi(a—b)

dotiC
sty 3(A—B)

" dost(a+0)

__wstg(a—b)

dotiC
(10)

styg(a+6)
stysc

stys (a—10)
stysc

"~ wsti(a48)’
dosi (A—B)
~ dosi(AFBY
__wst{(A—B)

~ wsti(A+B)°

Uwaca. —Kazda z formul Nepera zawiera tylko pieé czeei
trojkata sferycznego, gdy tymeczasem kazda z formul Delambra

zawiera szes¢ takowych czeSci.

Zastosowanie analogij Nepera do rozwigzania trdj katow
sferycznych.

84. Analogie Nepera sluza do sproszezenia rozwiazania troj-

katéw sferycznych; mozna albowiem, stosujac je, uniknaé
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katéw pomocniczych. Co wiasnie pokazemy nastepujacemi
przykladami :

Druet PrzyPaDEK. — Majac dane dwa boki a, b, ¢ kot zawarty
C, znalei¢ A, B, c.

Analogie Nepera daja zaraz

dos% (a—b)
L — dot2 :
sty (A + B) dotQC YT
i stgla—0)
sty3(A —B) =dot Cwst%(a o)
zkad si¢ wylicza wartosci 4(A-+B), 4(A—B), a nastgpnie

katy AiB.

Wyrachowawszy tym sposobem katy A, B, otrzymamy bok ¢
z proporcyi
wste s wsta :: wst G wstA.

Mozna jeszcze, jesli chcemy, wyrachowaé bok ¢ za pomoca

formuly
P e \/ wstS wst (C—S)
Y37 V wstA—S)wst B—5)"

Widzimy ze zagadnienie ma jedno tylko rozwiazanie.

Trzect PrzyPADEK. — Majge dane dwa bok a, b i kat A prze-
ciwny jednemu z nich, wyznaczyé B, C, c.

Jako juz wiadomo, kat B wyznacza si¢ formula

o wst A wst b
wst a
Potem analogie Nepera daja dla kata C i boku ¢:
g wsti(a—0b)
A = e wia—B)’

wst3 (A4 B)

1o —stvi(a— -
(3) styzc=sty}(a b)wsL%(A—-B)

Widzielismy w uwadze n° 78 ze dwie réznice ¢ —b i A—B
musza by¢ obie jednego znaku. DodaliSmy potem Zze zagadnie-
nie jest mozebnem i ma jedno albo dwa rozwiazania, jesli, ze
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znalezionych dwéch wartosci dla kata B, jedna albo obie za-
dosy¢ czynia rzeczonym réznicom. Cosmy tam zapowiedzieli
mozemy tu fatwo udowodnié.

Jakoz, ze znalezionego teraz kata C i dwéch danych bokéw
a, b ktére go zawieraja, mozna zawsze zbudowaé tréjkat. Na-
zwijmy ¢, A’, B’ trzeci bok i dwa inne katy tego tréjkata;
bedziemy mieli w zbudowanym tréjkacie

wstg (a— 6)
wst § (a4 0) sty s (A’—B')’
Aze, na mocy rachunku kata C, mamy takze
wst & (a — b) !
wsti(a+b)styL(A—B)’
wiec A'—B' =A —B.

styttG=

sty3 C =

W tym samym tréjkacie mamy jeszcze

wste  wstA!

wstb  wstB'’
wsta+ wsth  wst A’ - wst B’
wsta—wstb  wst A/ —wstB'’

zkad

1 (vi(A/ ’
albo StYQ(““l"b)__Styﬂ(A‘f‘B)

sty (a—0) ~ sty§(A—B)’
Aze znowu, na mocy rachunku kata B, mamy takie

= = 1 1
wsta  wstA zkad styQ(a—{—b)gstyg(A-f-B).

wsth  wstB’ sty (a—b6)  styf(A—R)’
a za$ dopiero co otrzymaliSmy A’ —B'=A —B;
wiec A'4+B' =A +B.
Zatem Al=B . 0 BB

To pokazuje ze tréjkat szukany istnieje rzeczywiscie, jesli
rachunek wyznacza dla kata B wartos¢ ktéra nadaje roznicy
A —B znak rdéznicy a—b. Jesli dwie znalezione wartosci dla
kata B czynia obie zadosy¢ temu warunkowi, wtedy wyznaczy »
si¢ osobno dwie wartosci dla boku ¢, i dwie odpowiedne dla
kata G; natenczas otrzymuje si¢ dwa tréjkaty ktére rozwiazuja
zagadnienie. — (Dowodzenie to wyjeliSmy z trygonometryi
PP. Brior i BouQuer).
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Dyskussya. — Aby umie¢ naprzéd rozpozna¢ mozebnoS¢ za-
gadnienia, przedluzmy ramiona kata
danego A az do spotkania si¢ w punk- b L
cie A'; uczynmy bok AC=0, i z punk- 4 :
tu C spusémy prostopadie sferyczna A A
CD na ramie AB.
B D

Uwazajmy teraz ze 1° na mocy zna-
nego juz twierdzenia, w trdjkacie sferycznym prostokgtnym ACD,
ramie CD kata prostego i kat mu przeciwny sg oba jednego r0-
dzaju, to jest oba mniejsze albo oba wieksze od 90°.

20 Prostopadia sferycana CD. jest najmnicjszym albo najwie-
kszym tukiem wielkiego kola, podtug tego jak kgt A jest ostrym
albo rozwartym.

Na tyeh dwoch uwagach opiera si¢ cala dyskussya trzech
réznych przypadkow zagadnienia.

I. Gdy bok a zawiera si¢ miedzy bokiem & i jego spetnieniem
180°—b, tréjkat jest zawsze mozebnym, jakikolwiek jest kat A,
i ma jedno tylko rozwiazanie.

Bo wtedy okrag nakre$lony z punktu G jako bieguna, pro-
mieniem sferycznym a, spotyka tuk CA i przedluzenie tuku CA’,
albo naodwrot; a wigc w obydwdch razach przecina pélokrag
ADA’ w jednym punkcie B.

1. Gdy bok @ jest mniejszym albo wigkszym od boku & i od
jego spetnienia 180" —b, wtedy nalezy odréznié¢ dwa poddziaty.

1° Jesli bok a i kat przeciwny A nie sa oba jednego rodzaju,
tréjkat szukany nie istnieje: co oczywiste na mocy twierdze-
nia 2° wyzej przytoczonego.

90 Jesli za§ bok a i kat mu przeciwny sa oba jednego rodzaju,
zagadnienie jest o tyle mozebnem, o ile rachunek wyznaczy
warto$¢ rzeczywista dla kata B.
wst b wst A

Jakoz, wstB=
wsta

a w trojkacie prostokatnym ACD,  wstCD = wstb wst A;
wst GD

wsta

zatem wst B =
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Ztad wnosimy, ze jesli rachunek daje wstB <<1, bok « jest
zawartym migdzy mniejsza i wigksza prostopadla sferyczna,
spuszezong z wierzchotka C na bok AB. Wiec trojkat ma dwa
rozwiazania, i to wlasnie stanowi przypadek watpliwy .

A jesli wst B=1, wtedy bok a réwna sig jednej z tych dwéch
prostopadtych sferyeznych, i jedno tylko jest rozwiazanic.

Trojkat jest widocznie niemozebnymn jesli wst B jest urojong,
to jest gdy rachunek daje wst B >1.

IIl. Gdy bok @ réwna sie bokowi & albo jego spelnieniu
180°—b, tréjkat ma jedno rozwiazanie, albo tez nie ma za-
dnego; wedlug tego jak bok « i kat mu przeciwny A sa oba,
albo nie s3, jednego rodzaju. Co przez sie widoczne. -

Nalezy tu uwazac szczeg6lny przypadek w ktérym boki réwne
a, b sa éwiercianami. Poniewaz wtedy trojkat szukany powi-
nien by¢ dwdjprostokatnym ; wiec, jesli kat A nie jest prostym,
zagadnienie nie jest mozebnem; a jesli za$ kat A jest prostym,
to wtedy zagadnienie zostaje niewyznaczonem, i ma nieskorn-
czona liczbe rozwiazan.

Te dyskussye tak prosta i tak ogélna wyjelismy prawie cala
z Geometryi Pana G.-H. NIEWEGLOWSKIEGO.

Chociaz powyzsza dyskussya obejmuje dokladnie wszystkie
przypadki zadanego zagadnienia, przytaczamy jednak ponizej
tablice tych przypadkéw, zwykle dawana w dzielach trygono-
metryi, aby czytelnik sam si¢ naocznie przekonal o trudnosci
dyskussyi tego zagadnienia, i tém lepiej umial ocenié jej war-
tos¢. Oto rzeczona tablica : .

R e e S dwa rozwiazania,
B i RS e jedno rozwigzanie,
9090 >6 i a+b< 1800, . . jedno rozwiazanie,
a>bia+b=180° albo a4 b6 >180°, zadne.

A< 90° b=—g0e{ < Domsiminoves ot e, dwa rozwigzania,
o { a—odlbora S0 zadne rozwiazanie.

a<bia+b<180°.. . . dwa rozwigzania,
a<bia+4b=180"albo a- b >180°, jedno,
a=—0 albo=a>6 ... . .

b > 90°
\ zadne.
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/ (a <hralborg =0 """ zadne rozwigzanie,
b<<90°5a>b i atb<180°. . . e(lno,
a>biatb=180° albo a4 b >180°. mdne

on e =abalbora bR zadne rozwigzanie,
Ae=tibc b= { ..... nieskonczona liczba rozwiazan.

a<biatb>180. jedno rozwiazanie,
b>900a<<biatb<180° albo a+b— 180°. zadne,

a—balboa>b. . ... . zadne
/ a< b albo a=5. . . . . zadne rozwiazanie,
b<<90°{a>0b i a+ b>180°. dwa rozwiazania.
a>b i at+b=180° albo a+b<’180° zadne.
e 900§a<b albo a=6. . . . . zadne rozwiazanie,
A >S90 TSl Pt DO dwa rozwiazania.
a<<bia+ b>180°. . . jedno rozwiazanie,
a<lbiatb=180° all)o a-+b<<180°. Ladno
6>90a=>5 i atb >180°. . jedno,
a-—b iat+b=180° albo a—l—b( 180°. zadne.
\ a Sh e LS dwa rozwiazania.

CzwARTY PrzyPaDEK.—=Majac dany bok c i dwa katy przylegte
A, B, znalezé a, b, C.
Formuly Nepera daja
dos4 (A—B)
1 —stvie 2
styd (a4 0) =styje Josi(AFB)
L actalaig VM
styila b) S St 1(A+B)

Wyznaczywszy tym sposobem boki a, b, bedziemy mieli kat C
zZ proporcyi
wstC: wstA :: wste : wsta.
Kat C moze si¢ jeszcze otrzymac za pomoca formuty

sty i C= szt(p— a) wst (p—0)
iC= :

wstp wst (p—c)

PiATY PrzypapEk. — Majgc dane dwa katy A, B ¢ bok a prze-
ciwny jednemu z nich, snaleié b, ¢, C.
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Bok 6 wyrachuje sie zaraz formuta

wsta wstB

T wstA

Potem formuly Nepera dadza, dla boku c i kata C,

sty (a—>b) wstt (A 4 B)
wsti(A—B) :

sty s(A—B) wst{ (a + b)
wst ia—0b)

wstb—

stydc=

dot} C= .

Zagadnienie moze mie¢ dwa rozwiazania; jest wiec przypadek
watpliwy. Dyskussya jest zupelnie ta sama co w przypadku
trzecim, do ktdérego obecny przypadek moze si¢ przyprowadzié,
za pomoca trojkata biegunowego ; jakosmy juz powiedzieli.

Z FORMUL TRYGONOMETRYI SFERYCZNEJ WYWIESDZ FORMULY
TRYGONOMETRYI PLASKIEJ.

85. Niech bedzie tréjkat sferyczny nakreslony na sferze pro-
mienia R; nazywajac o, ¥/, ¢' linie ktérych dtugo$é rowna sie
tukom odpowiednym a, 4, ¢ tego tréjkata, mamy

gl (3 Gl
a = E—, b= _ﬁ ~ C = TB-.

Wyobrazmy teraz ze promien R zwigksza sig nieograniczenie,
ale dtugosé bokéw a', &', ¢' zostaje niezmienna, trojkat sfery-
czny bedzie sig zblizal nieskonezenie do tréjkata prostolinijnego
ktéry jest jego granica. Luki a, b, ¢ dazyé beda do zera, a iloczyny

a' wsta
)

Rwsta, Rwstd, Rwste do o/, &/, ¢. Jakoz, R wsta —

wsta

aze, gdy luk o dazy do zera, gr. =1; wiec gr. R wst a==d’.

a
Tak samo, gr. Rwstb=104'. Gr. Rwste=c'.

To zrozumiawszy, latwo widzimy ze formuly trygonometryi
sferycznej
wsta  wsth  wste
wstA ™~ wstB wstC’

ktore mozna pisaé
a  wsta b wsth ¢ wste
WstA o CwEEBs TR B e
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staja si¢, gdy promien R rosnie nieskonczenie ,
a lil o
wstA ~ wstB~ wstC'
Wezmy jeszcze formule fundamentalna
dosa =dosb dosc + wstb wste dos A

w ktorej zamiast dosa, dosb, dose, poldzmy 1 —2wst?ia,
1—2wst21h, 1 —wst?jc; otrzymamy

wst2t a=wst2 4 b+ wst?§c —2 wst? 5 b wst?1 e —1 wstd wste dos A;

albo pod inna forma

(a wst a) (b’ wst“b) ¢ Wst‘
‘l fl 1 /)

o' wstib cdwstye ; ,wstb wst ¢
2R2< ) ( ) —20b'¢ i dos A.

Gdy R x'oéme meskonczeme, ostatnia formula przywodzi sie
do znanej

a?=0b24c'2—20 ¢ dosA.
W tréjkacie sferycznym prostokatnym

o' wstb 'wst a
wsth=wstawstB, albo 7 e & a\ wst B.

Gdy R staje si¢ nieskonczenie wielkim, z ostatniego réwnania
wynika

O =a wstB,

znana formula tréjkata prostolinijnego.

Mozna sie jeszcze zapytaé, jakiej wlasnosci trojkata prosto-
linijnego odpowieda formula

dosa=dos b dosc.

Aby rozwiaza¢ to pytanie, zamienmy dostawy na wstawy;

bedzie
wst24 a=wst240 4 wst24c —2wst23b wst?j ¢

albo

(a wst a) (b’ wst i b) (c wst?ie ) t“b(c wst‘
_C 2
2

Ta ostatnia, gdy R ==, daje
@'3=10'24 2
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KILKA ZASTOSOWAN TRYGONOMETRYI SFERYCZNEJ.

86. ZAGADNIENIE 1.—Znajac dtugosé ¢ szerokosé dwich punk-
tow globu, znalezé odleglosc tych punktow.

Niech beda A, B dwa punkta lezace na sferze ziemskiej ;
N biegun pétnocny, ECE' réwnik ;
O punkt znany od ktérego licza sie
dlugosci. Przypusémy ze diugosé
wschodnia idzie w strone OE, a dlu-
gos¢ zachodnia w strone OE’. Niech
beda NAS, NBS poludniki przecho-
dzace przez dwa punkta dane A, B
ktérych mamy szerokosci AC, BD, i
dtugosci OC, OD. Poprowadzmy tuk
kola wielkiego AB. W tréjkacie sfe-
rycznym ABN, znamy boki AN, BN jako dopetnienia szerokosci
AG, BD ; znamy takze kat zawarty N ktéry ma za miare réznice
albo summe dlugosci danych, wedlug tego jak one sa obie
wschodniemi albo zachodniemi, albo tez jedna wschodnia a
druga zachodnia. Rozwigzawszy ten tréjkat, bedziemy wiedzieli
liczbg stopni tuku AB ktére latwo zamieniaja si¢ na metry, i
daja odleglosé AB zadana. Nastepujacy przyklad lepiej jeszcze
to wszystko wyjasni.

Niech bedzie

szeroko$¢ pdinocna AC= £4°56'15"
Dla punktu A { dlugos¢ zachodnia OC = 54°35'.

‘ szerokosé pdlnocna BD = £48°23/14"
Dia punktu B { dlugosé zachodnia OD— 6049,

Wynika ztad
BN =090°—18°23' 14/ =q,
AN=90°— 0°56’15" =1,
kat N=50°35" — 6°49' = 47° 46/,
Poczem szuka si¢ boku AB—7 za pomoca formuly
dosn =dosa dos b + wsta wst b dosN.

Aby zastosowaé logarytmy, uzywa sie, jako wiadomo, kata
pomocniczego ¢, kladac  wst b dos N= dosé dot .
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Przez co formula powyzsza staje sie

dosn:dOSb wst(a—]:_(p_).

wste

Rachunek kgta . Rachunel boku n w stopniach.
gstyd albo logdot 4°56'15" log dos b = 8,9348468
—1,0635386 log wst (a+ ¢) = 9,8773621
log dosN = 9,8274671 D*log wst ¢ = 8,8945642
log dot ¢ =10,8910057 log dos n =9,7067731

=040 95 L n=:589223 51"/ 38.
a4 o =14856/12".

Wiemy tedy ze tuk AB ma 59°23/54",38. Aby wyrachowaé
dlugosé tego tuku w metrach, przypomnijmy sobie ze ¢wieré
poludnika ziemskiego zawiera 10 000 000 metrow. Zatém, jeden

o, . 10000000
stopien zawiera Tt

1000000™
TX 59°23'54",38 = 6599839 metrow.

Albo, liczac 5000 metréw na mile zwyczajna , odleglos¢ AB
ma 1319mil 968.

(Rachunki tego zagadnienia wyjete z trygonometryi Pana
LeriBure pE Fourcy).

metrow, a nastepnie tuk AB zawiera

8%. ZAGADNIENIE L. — Praywiesdz kat do horyzontu.

Niech beda AB, AC dwa ramiona kata A lezacego na plasczy-
znie pochylonej do horyzontu ;
z wierzcholka A tego kata, i
z punktéw B, C, wzietych do-
wolnie na jego ramionach,
spus¢my, na plasczyzne hory-
zontalng MN, prostopadie AD, M
BE, CF, i polaczmy DE, DF.
Otoz, kat EDF, rzut kata BAC
na plasczyznie horyzontalnej, D
nazywa sie katem przywiedzio- s
nym do horyzontu, ktéry wia-
$nie wyrachowac trzeba, majac dane katy BAG, BAD i CAD.

N
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Aby rozwigza¢ to zagadnienie, przypusémy ze z punktu A,
jako $rodka, promieniem jakimkolwiek, nakreslono sfere. Trzy
ptasczyzny BAC, BAD, CAD wyznacza na sferze trojkat PQR
w ktorym boki PQ, PR, QR beda miarami katow danych, a kat
Q) bedzie katem szukanym.

Wyznaczymy kat Q za pomoca formuty

donbly= \/WSw)wst(p—- a)
wsth wste
logdos} :_—.figlogwstp—{—logwst(p—a)—{—D“logwst/)-{—Delogwstcs.
Niech bedzie na przykiad kat BAC=37°19"40"=a;
CAD — 672200950 — b BAD —=58°12/35" ==¢,
Mamy a-+b-+c=2p=15826"40,
p==179°13'20"; (p—a)==~01°53"4L0".
Rochunek kata Q.
log wst 79°13' 20" = 9,9922706 '

log wst 41°53' 40" = 9,8246206
Delog wst 67° 24' 25" = 0,0346775%
De log wst 58°42' 35" = 0,0936494

2log dosiQ =—19,9452181
Q="Nh6°16"20".
(Rachunek wyjety z trygon. PP. DELISLE i GERONO, wyd. 3°).

88. ZAGADNIENIE 1IL.— Wyrachowaé objetosé rdwnolegtoscianu
pochytego, znajac diugosct krawedze @ katy tych krawedz:.
Niech beda OL=L, OM=M, ON=N trzy krawedzie przy-
legte rownolegloscianu. Z punk-
tu O, promieniem wzietym za
jednos§¢, nakreslmy sfere ktora
przetnie Sciany kata trdjscienne-
go O wedle bokéw tréjkata sfe-
rycznego ABC. Boki a, b, ¢ i katy )
A, B, C tego trdjkata sa wiadome
jako mierzace katy plaskie i katy
dwdjscienne trojscianu O, ktore
52 dane.

N n
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Réwnoleglobok LOM ma za miarg LM wstc; a jesli z wierz-
cholka D spuscimy prostopadie DH na podstawe LM, i prosto-
padle DE na krawedz OL; bedzie kat DEH = A, i trojkaty
prostokatne DEL, DEH dadza

DE=Nwstb, DH=DE wstA = N wst & wstA.
Wiec objetosé V rownolegloscianu jest
YV = LMN wst b wst ¢ wst A.
Owoz, czyniac a+0b+c=2p, mamy, jako wiadomo (76),

7t, —l s
Cipkias \/vxs p—b)wst(p—-c)

wstd wste :
Diihe \/wstp wst ( p—a),
wstb wste
zkad
1
woha=— = \/wstp wst (p—a) wst(p — b) wst (p-—c).

2 wst b wste

Zatém ostatecznie

V=4iLMN \/wstp wst (p—a) wst (p— b) wst(p—c).

(To zagadnienie wyjete z trygonometryi Pana SERRET).
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ZASTOSOWANIE TRYGONOMETRYI
DO ALGEBRY.

Formuta Mowvea, © jej zastosowania.

89. Formula Moivra zalezy na réwnosci nastepujace; :
(1) dos a4 v/—1 wst a)m=dosma+ {/—1 wstma,
ktéra wyraza ze, aby podniesé¢ do potegi jakiejkolwiek m dwu-
mian dos a4 /—1 wsta, dosy¢ jest pomnozy¢ tuk a przez

wykladnik m potegi. Dowodzenie tej formuly roztozymy na
trzy przypadki.

Uwazajmy naprzod przypadek w ktorym wykladnik 7 jest
catkowitym i dodatnym.

Mnozac dos a - \/:i wsta  przez dos b \/rl wst b,
wedle prawidet ugodnych na ilosci urojone, znajdziemy iloczyn
dosa dos b — wsta wst b+ V/—1 (wsta dosb + dos @ wst b),

albo
dos (a-8)+ v/ —1 wst (a+b).
To pokazuje ze mnozenie dwéch czynnikéw urojonych, formy

dosa+ \/—1 wsta, dosb-1/—1 wst, odbywa sie prostem
dodaniem do siebie tukéw a i 4.

Jesli ostatni iloczyn pomnozymy przez nowy czynnik tej samej

formy, dosc+ ¢/ —1 wste, olrzymamy, na mocy wskazanego
prawidia, iloczyn

dos(a+b+c)+ v'—1 wst (a -6+ c).

I tak dalej, jakakolwiek jest liczba czynnikéw.
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Wige, jesli przypuscimy ze jest m czynnikow 1 wszystkie
rowne miedzy sobga, bedziemy mieli

(1) (dosa+ v/ —1 wst g™ = dos ma + V/ —1 wst ma.
Uwazajmy teraz przypadek w ktérym wykiadnik jest liczba
ulamkowa dodatna. Kladac tuk g—l zamiast a, w formule (1),
mamy
(dOS SL + ¥/ —1 wst 7—(;1)”1: dosa+4 V1 wsta;

zkad, wyciagajac pierwiastek m'y, wynika
1
f— - a — a
(2) (dos a+V —1wst a>m:dos — L g
m m
i =l
Co dowodzi formuty Moavra na wykladnik — .
m
Nietrudno teraz dowiesdz tej formuly na wykladnik ulam -
m

kowy —.
n

Jakoz, na mocy formul (1) i (2), mamy

(dosa 4 V1 wst a>1% albo V(dosa—}— V=1 wsta)m

v/dosmfc—l— V 1 wstma = dos r —]~ 7 wst—— (3)
Nakoniec, jesli wykladnik pot@gijest odjemnym, uwazajmy ze

s —m 1
<dos at+ P —1wst a) = (dosa 1P =1 wst a) .
1

dosma+ V=1 wstma’

Pomnozmy teraz oba wyrazy ostatniego utamku przez

dosma — ' —1 wstma;  poniewaz
mianownik staje si¢ dos?ma - wst?ma=1, znajdziemy

(h) (dosa—{— b= wsta> =% dosma—1 =1 \wstma

= dos (— ma) + Vi wst(—mo)
9




130 KSIEGA PIATA
Tym sposobem formuta Moswra zostaje dowiedziong dla
wszelkie] wartosci wykltadnika potegi.

90. Ale jest tu wazna uwaga do zrobienia gdy wykladnik
jest utamkowym; wtedy albowiem pierwsza strona formuly
Moawra, jako pierwiastnik, daje wiele wartosci, gdy tymezasem
druga strona przedstawia jedna tylko. Aby poprawic te niedo-

1
kladno$¢, uwazajmy naprzod wykladnik vlamkowy — (deda-
m

tny ) ; mamy

m

\/dow -+ l/—l wsta = dos = l/:ﬁ wstij-.
m

m —

Widzimy tu ze pierwiastnik g/dos a+ bV —1 wsta ma m
réznych wartosei czyli wyznaczen, gdy tymezasem druga strona
. e — a-. - o
réwnania, — + L —1 wst —, jedna tylko przedstawia wartosé.

m m

Aby druga strona miala wszystkie m wartosci pierwszej, dosyc
w niej, zamiast luku @, polozyé luki a 4-2/k= majace z tym
tukiem te same wstawe i dostawe.

Formula powyzsza, tak zmodyfikowana,

‘/dosa—}— =1 wsta—dos " —]—2/”:+ w2 + L
jest dokladna.

Jakoz, kazda z wartosci drugiej strony, podniesiona do po-
tegi mtei, daje pierwsza strong  dosa +- V=1 wsta.

Powtore, jesli za k& podstawimy m liczb catkowitych po sobie
idacych jakichkolwiek, jako 0, 1,2, 3,... m—1, druga strona
bedzie miata m réznych wartosci. Bo, dwa luki nie moga miec
zarazem tej samej wstawy i dostawy, tylko wtedy gdy ich réznica
JPSt wielokrotnikiem okregu; to jest, nazywajac k' i k"' dwie
rézne wartosci podstawione za k, musi by¢

2(E"—k )

m

=24ix, vzkad &K'=k -+4im.

Wiec, jesli za & podstawimy m liczb po sobie idaeych, for-
mula (3 } da m roznych wartosci; i nie da ich wigcej. Zatem jest
0go6lna.

A
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24. Nakoniec gdy wykladnik jest ulamkiem niezredukowal -
m : : £ , : -
nym— aby formula (3) byla ogolng nalezy, zamiast tuku sma,
n

polozyé fuki ma+-2 kr kiére maja z nim te same wstawe i do-
stawe; co daje

m

7 P — = ma +2./1 — ma~ 2 krw

Kdos a-tV —1 wsta) n=dos ——————4 /—1 wst — ' "
n

Druga strona réwnania, jesli w niéj zar nmst A podstawimy #»

liczb calkowitych po sobie idacych, jako 0, . n—1, daje

wszystkie n wartoSci rozne pierwszej stmnv, i nie daJe ich
wiecej; co wlasnie dowodzi ogdlnosci tej formuly tak zmodyfi-
kowanej. Wszystko to tatwo sie sprawdza powtarzajac rozumo-
wanie dopiero co wyzej uzyte.

Jednakze winnisSmy ostrzedz czytelnika ze ostatnie uwagi maja
3 ) 8 Ja

o m 5 . .
miejsce tylko wtedy gdy. ulamek — zostaje do najprostszej przy-
n

. . > . S M . m 3
wiedziony formy : inaczej albowiem, gdyby utamek — nie byl
! o

uprosmzonvm druga strona rownania przedstawialaby wiecej

vartosci niz pierwsza, i formula nie bylaby zupelnie prawdziwa.
bz\@le przeto formuly AMoawra wymaga pewnych ostroznosci
na ktoére pilnie w zastosowaniu bacz;c trzeba.

Mnozenie tukdw.

92. Formula Moawra daje wartosci wstawy, dostawy i sty-
cznej wielokrotnikéw luku w funkeyi wstawy, dostawy i sty-
cznej tego tuku.

Jakoz, jesli rozwiniemy druga strone réwnania
i {
dosma -+ V/ — 1 wstma — (dosa 4+ V"1 wsta e
oddzielajac czgSé rzeczywista od urojonej, otrzymamy

mm—1)
\dos a— (1 — dos™ ™ awst ? ¢
dos ma V"1 wstma =
e el m m—l) (m-z) ’nL—o) o .
’ e dos™ ™" g wst b (1 — elc.
\ Teble
i m(m—1) (m—2)
mdos" ™" awstaq— _kl_(,('-) dos™* awst3a \'
—— Lresde
b (m—1) (m §
)+ il R 5 3) Ul dos™ ™ @ wst® ¢ — etc, \

{ Se iy
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Ztad wynika A

m(m—1)

dosiia — == iqisna
g

awst?a
1) dosma =
M m(m—1) (n—2) (m—3) . . _. Fa

—————_ dos"'™* awst*ait. d.

1.2 330
m (m—1) (m—2) =
U )( =
b ; 4.:23%
9) wsbima =
4 m (m—1) (m—2) ( m—-3) (m——-/;) g5

awstda i tod,

&m dos " awsta—
Z
\

1.2.3. 4.5

Ustawa, wedle ktorej wywodza sie wyrazy tych dwoch for-
mul, jest widocznie latwa. Oba rozwinigcia sa skoiiczone, bo m
jest liczba calkowita dodatna. Formuly te pokazuja e dos ma
moze sie wyrazi¢ funkeya catkowita dos a. Co si¢ tycze wst ma,
ona moze si¢ takze wyrazi¢ funkeya catkowita wsta, ale tylko
wtedy gdy m jest nieparzystem.

93. Mozna jeszcze wyrazic¢ dosma i wst ma pod inna postacig,
w poszukiwaniach wyzszej Analizy dogodna.

Jakoz, jesli w formule

dosma ++ V —1 wstinag== (dos ¢+ VT wsta)™
zamiast @ polozymy — ¢, bedzie
e Ty m
dosma— y/—1 wstma = (dos a— Y/ —1 wst a) ;

z tych dwoch rownan wywodzi sie
(dos a -+ —1 wsta)” + (dosa — /"1 wsta)"”
2 2
(dosa - l/ml \\sta) —(dosa— "7 wst o)
wskma == ~————— o — — :
2b/—1

dos ma =

94, Dziclac stronami réwnania (1), (2), mamy

=]

n (m—1) (m—2)
mdos awsta— ~—(—_>(—.
wst [ 1=0) ,5

dos ma mm—1 =
dos" a— —<1—2 ) dos" ™ a wst2 @ ...

dos™=% qwstSa I ...

Dzielac przez dos™a oba wyrazy utamku ktory stanowi druga
s v v tek'S
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wstma

strone, i uwazajac ze = styma, znajdujemy

dos mu
m(m—1) (m—2)
1.2.5

M sty @ —
(3) styma= -

stya--...

_m (m —1)

= sty2a - ..

Ta formula daje sty ma w funkcyl stosunkowe;j sty «.
Dzielenie tukdw.
i a :
Znalei¢ dos — znajae dosa = 0.
m
Jesli w formule (1), numeru 92, zamienimy « na — i uezy-
m <

: a ;
nimy dos — =z, w st—— = 1—a2, dosa =4, olrzymamy rj-
m =

wnanie stopnia m'° formy

Az + B>+ Ce™ +... + Hx2—b=0.

Wszystkie m pierwiastki tego réwnania sa rzeczywiste i, ogdlnie
mdwiae, rozne. Jakoz, tuki odpowiedajace danej dostawie &
zawieraja sie w formule 2kn == o; przeto uczynimy zadosyc
rownaniu biorac za z dostawe jednego z tukow

2kr+a  2kr—a

’ 5
m m

w ktoryeh £ jest liczba catkowita jakakolwiek.
Uwazajmy teraz ze, kladac za /£, w pierwszem wyrazenia lu-
kéw, A, a w drugiem warto$¢ dopelniajaca m — k', mamy

/
dos 2——16 =

2(m — k' )w—
e e

m, m

bo summa dwoéch tukéw jest 2. To pokazuje ze niema po-
trzeby bra¢ obydwoch wyrazen. Aze, jesli podstawimy za %
dwie wartoSei rozniace sie wielokrotnikiem z m, otrzymamy
dwa luki ktére, roznige sie wielokrotnikiem z okregu, maja te
same dostawy ; wiec dosyé jest za £ podstawi¢ m wartoSci po
sobie 1dacych ]'ﬂ\o 0, 1, 2...m—1. Ztad wnosimy ze wszy-
stkie m pierwiastki réwnania sa rzeczywiste i ogolnie rozne. —
Ale zajmowadé sie wyznaczeniem tych pierwiastkow nie tu jest
miejsce.
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a .
6. Znaleic wst — znajac wsta = b,
m
S : e qa
Jesli w formule (2), numeru 92, zamienimy « na —, i uezy-
2 ¢ m Y

: a a e
nmy wst —=uwx, dos —= {/1—a2 " wsta =10, otrzymamy
= m m : e :

. aen £ IS e e a
rownanie ktérego pierwiastniki beda wartosciami wst —
m

Trzeba tu odréznié dwa przypadki. Jesli m jest liczba niepa-

rzysta, rzeczona formula (2) da réwnanie stopnia mt° ktdérego

wszystkie wyrazy sa stopnia nieparzystego. Ale, jesli m jest

parzystem, trzeba rownanie (2) podnie$é do kwadratu, aby zniesé

pierwiastnik |1 —z2: otrzyma sig ztad rownanie stopnia 2m,
w ktorem niewiadoma # ma tylko potegi parzyste; a zatém
pierwiastki sa po dwa réwne i znakGw przeciwnych.

Aby mie¢ wyrazniejsze rozwiazanie zagadnienia, nazwijmy o
najmniejszy fuk dodatny ktérego wstawa jest 6. Wiszystkie war-
tosci dla & beda sig zawieraly w dwéch formulach

2/»'71:‘-1-0. 3 ('2]{+111'~a
L= WSt 5 =W ‘—-—; ;
m m

w ktorych, jako wiadomo, dosyé, za &, podstawié m liczb cal-
kowitych po sobie idacych, jako 0,1, 2 ... m—1.

W tym ciagu podstawierr dla %, tuki kazdej formuly ida
: S NMEdseaide ;
W postgpni arytmetycznej ktérej stosunkiem jest —; zatém dwa
m

tuki jednej z formul nie moga mie¢ spélnej wstawy, bo ich
summa nie rowna sie liczbie nieparzystej pétokregow (9), a ich
réznica jest oczywiscie mniejsza od okregu.
Zobaczmy teraz czy dwa tuki wziete z obydwdch formul, jako
3 Il
et kR Lide—o moga mieé te sama wstawe.
m m
Ronica tych lukéw, zawierajac «, nie moze byé, ogélnie mo-
(2h+4-20'4-1)
m ?
nie moze sie réwnac liczbie nieparzystej potokregow, jesli m
jest parzystem. Wiee, gdy m jest parzystem, z moze mie¢ 2m ro-
znych wartosci, ktore sa po dwie réwne i znakéw przeciwnych.

wiac, wielokrotnikiem okregu ; a za$ ich summa,
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Ale, jeSlim jest nieparzystem, mozna zawsze, jakakolwiek jest

liczba & zawarta miedzy o i m, znalezé druga liczbe &’ takze

-zawarty miedzy o i m, tak aby summa 254 24 41 réwnala
m—1

Ir o ; y

~— % wtedy

) 3

druga formula wchodzi w pierwsza. Wiec gdy m jest niepa-

rzystem, x moze mie¢ tylko m wartosci.

sie liczbie m: dosy¢ albowiem wziaé &' =

: ; i . e a
Rozumujae, jako powyzej, tatwo sie widzi ze dos —
m

: : i ; : . a
w funkeyi wst ¢, jest dana résvnaniem stopnia 2my a zas wst —
X m
w funkeyi dos e, réwnaniem stopnia 2m albo m, wedlwT tego
jak m jest nieparzystem albo parzystem. Nakoniec, stV — thlﬂ]\-
evi sty a zalezy zawsze od rownania stopnia m,
Formuty dajace dos™a ¢ wst™a,
w funkeyi dostaw @ wstow wielokrotnikdw tuku a.
98. Aby latwiej otrzymac te formuly, uczynmy
dosa + " —1wsta=u, dosa— I—1 wsta=w.
Wynika ztad
2dosa =u-tv, i 2 V iwsta=u—o.
Zajmujac sie najpierwej dostawa, otrzymamy
m(m—1
amdosm @ = (u—+v)* =u" fFmut o —F— ( )

m(m—1)
1.2

U v
w2 0™ Ly o™

Nalezy tu odrézni¢ dwa przypadki:
1° Jesli m jest parzystem, rozwinigcie ma liczbe nieparzysta
wyrazéw, wiedy wyraz srodkowy jest

m

m m
m(m— 1) (n—2) .(5 —[—1) Uz V2

m :
P
2

Zblizajac wyrazy skrajne, i te kidre sa od nich po dwa
réwnie oddalone, otrzymamy
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F (™ - o™ ) muro (um ")

m(m—1 . c
+-————(1‘2 )u‘-’ v2 (U ™) L

m et
mm—1) (m— 2)..... <-;—{-1)u 2 V2
+ s .

m
1.2.3 0000 —
o

o

2m dos™ q =

(3.

To ustanowiwszy, rdéwnosci
dosa+ [ 1 wsta=u, dosa— b"—1 wsta=n»,
daja, oznaczajac przez p wykladnik jakikolwiek,
u? = dospa+ = wstpa, v? =dospa — T wstpa;

zkad u? 4+ vr = 2dospa.

Nadto, uv =(dosa+ I"—1 wsta) (dos a — "1 wst a)

= (dos?a + wst?a) =1;

wiec Bap =t

Na mocy tych uwag, powyzsze rownanie staje sie

2™ dos™ a = 2dosma --2m dos (m—2) -

m
mm—1) (m—2) ... (—-41
2m(m—1) & ) d <2 S >
N dos(m—10)a 4 o.00o H
o 3

m

albo, dzielac przez 2 obie strony,

7
/

[ dosma +mdos(m—2)a

m (m—1)

-+ S o dos (m —h) @ e
1) 2%=" dos™ a—
® L Mn—1) (n—2).. %+Q
S
9° m
12340000 —
2

Formula (1) wyznacza dos™ «, w funkeyi dostaw wielokrotni-
kow ma, (m—2)a, it.d., luku a, gdy wykladnik m jest pa-
rzystym.

2° Gdy wykladnik m jest niepalzzystym, rozwiniecie (v 4 v)™
ma liczbe parzysta wyrazéw ; wtedy sa dwa wyrazy srodkowe.
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A Ustawiajac odpowiednio wyrazy réwnie oddalone od skraj-
nych, znajdujemy

/i
™ 4o™) + muv (w2 4-0™*)

m (m-—1 ; o
+—T;*<) SRS e e e e o
2™ dos™ @ = ¢ =

{ m— 3\

mim—1) (m—2)... <vi—)

Do \
{ e m—1 Aok gV IeY)
\ Y R
2

A zatem, majac wzglad na zwigzki ogdine
uP |- or —2despa, i uruvr=A1,
i dzielac przez 2, bedziemy mieli

m(m—1
/dosnm—}—mdos (m—2) a+ o = )dos (m—10) a
m
@ 2V 'dos" a= mm—1) (m—2).... ( +)
[ s e e 2R e - dos a.
? » + m—1

1.2.2¢0 ——

2
Formula (2) daje dos™e w funkeyi dostaw wielokrotnikéw
L luku a, gdy wykladnik = jest nieparzystym.
99. Aby znalezé formuly odpowiedajace wst™a, uzywa sie
rownosci 2 \/:—-I wsta =u—v, ktora daje

m (m—1 ]
—-——( ) 0

™ —mu" T o4 SO
m ——)m ™ i 42
(=) " wst™ g = (u—v)" = m (m—1)
( 4 = w2 o™ T o™= o™,

Trzeba jeszcze odréznié dwa przypadki, podiug tego jak m
jest liczba parzysta lub nieparzysta.
10 Uwazmy m parzyste. Wtedy oczywiseio (V/—1)" =(—1) 2
‘ i w rozwinieciu znajduje si¢ jeden wyraz srodkowy ktory jest

7”/ m m
m (m—1) (Mm—2) ..... (—-— +1) Uz V3
-+ - .

1+24 300000 =
2

Zbierajac, po dwa, wyrazy réwnie oddalone od skrajnych,
mamy
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/( m + ™ — muw m—n _{_,’ m-—32
m(m—1
s S —~—~—)‘ WA YR (Wt STy
m
N m m m m
(—1)2 2™ wst ? m(m—1).. 2__{_1)”; V7

1.2.800 o —

A za pomoca zwi@zkéw
uP 4 vP = 2dospa, wd pp =1,
otrzymamy, dzielac przez 2 obie sirony,
; dosma—m dos (m— 2) «

‘ n /nz l)

— dos (m—14) a—

m

gy S BT m
(@ ATl = m(m —1)..... ek )
SRS F :

lx:;)--

i 1.9 NI
\ ..‘.....—2-

Ta formula daje wst™a w fankeyi wstaw wielokrotnikdw
tuku @ gdy m jest parzystem.

2 Jesli wykladnik m jest nieparzystym, wtedy

& T N Yu g S Ve

Zbierajac, po dwa, wyrazy réwnie oddalone od skrajnych,
mamy

/( uvn — M —nl‘“v'l) ( um—z £ pm—=2 )

m (m—1 ; p
+ _( ) up? (“m—-o gyt )+”'
ln—f
(=1) 77 2™ =1 wst™ m--3
m (m—1)... —)
2 M—I Mm==I

L i ().

T m—1
g2 (2
\ 2

ub = dospa + I/-Tl wsbpa, P = dos pa— l/———l wst pa,
wyprowadza sie

Ale ze zwiazkow

ub — b =2y 1 wstpa, 1 uPovpP—=1,
Za pomoca dwdch ostatnich réwnosei, idzielac wszystkie wy-
razy przez 271, otrzymana formula staje sie,
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wstma —m wst (in—2) a

m (m—1
- —(—[——)—) wst (m— 1) a4
m—i

\—— gM—I ot ~ < m—3
@1 st “—) 1)1(m—-'1).....<

5

i . wst .

G ———c=y

Formula (4) wyznacza wst™a w funkeyi wstaw wielokrotni-
kéw tuku e, gdy wykladnik m jest nieparzystym.

ROZWIAZANIE ROWNAN DWUMIENNYCH I TROIMIENNYCH
7ZA POMOCA TABLIC.

200. Niech bedzie réwnanie dwumienne — y» = = A,

Uwazajmy naprzéd przypadek w ktorym A jest iloscia rze-
czywista dodatng; nazywajac a warto$¢ arytmetyczna pierwia-
stku m@e liczby A, i czyniac y= ax, rownanie ym=A
staje sie

D albp =%

Wiadomo z Algebry ze, jesli a+BV~1 jest pierwiastkiem
rownania o spolezynnikach rzeczywistych, o —0 P —1 jest
takze jego pierwiastkiem. Te dwa pierwiastki daja o2+ f2=1.

Jakoz, podstawiajac, mamy

Sy —-P T i)
(@+Bp)"=1, (=B 2) =1;
mnozac te dwa réwnania stronami, wyniknie (o?4-2)"=1.
A e o+ (32 jest iloscia rzeczywista i dedatng, wige o?+f2=1.

Gdy pierwiastek réwnania z™—1=0 jest rzeczywistym,
wtedy =0, o===1; zatem 24f2=1.

Poniewaz tedy o2-p2=1, ilosci o, § moga si¢ wziac¢ za
dostawe i wstawe tego samego uku ; polozymy przeto

z=dos ¢+ }"—1 wsto.
Aby wyznaczyé luk ¢, mamy, na mocy formuty Momwra,
TR =dosmy - J—1 wstie;
wiee
dosme + L1 wstm o=1.

To réwnanie wymaga oczywiscie aby bylo wsto =10,
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i dos me=1. Pierwszemu warunkowi, wstm ¢ =0, uczyni si¢

zadosyé, biorac za luk me jakikolwiek wielokrotnik polokregu ;

ale z przyczyny drugiego warunku, dosme=1, tuk me musi

by¢ wielokrotnikiem parzystym potokregu ; trzeba wice wziaé
2 ke

me=2kr, zkad o="—.

A zatem
z =dos -2—A—'r+ Vv j\\'stg—kf.
m m

Wiemy juz zkad inad ze rownanie z™—1=0 ma m picr-
wiastkow, i ze wszystkie sa nieréwne; dowiedziemy teraz Ze
formula powyisza wyznacza je wszystkie.

Liczba £ jest calkowita jakakolwiek , dodatna albo odjemna.
Aby otrzymaé wszystkie m wartosci rozne, ktére sa pierwiastka-
mi réwnania z"=1, dosy¢ jest za k podstawié m —1
liczb po sobie idacych, 0, 1, 2... m—1. Jakoz, otrzymane tym
sposobem m wartosci beda rézne, bo najwieksza réznica dwdch i
bl 2(m—1) . : o : :
ukow, jako e 0, jest mniejsza od okregu; zatem
migdzy temi lukami niema dwéch ktéreby mialy zarazem (¢

sama wstawe i dostawe.

Podstawiajac inne liczby zamiast & nie otrzymamy nowych
wartosci. I tak, biorac k=m i i<m, bedzie

2 ¥ 20 —_ 27
(m+z) 2 xS (m—}—z)n:dos -?_n'+ i i’r;
m m m
co ]est to samo jak podstawiajac £ =1.
Jesli za§ wezmiemy k= — i, i< m; b@dzie takze

2(m ...(H )

dos

21.1!' ) —21‘&‘
+ V' —1 wst —dos +l/~1 wst=—

n m
co jest to samo jak podstawiajac k=m —i. — Zadna wigc
z tych dwdch wartosci nie jest r6zna od otrzymanych powyze].

Ztad wnosimy ze podstawiajac za k cigg m liczb po sobie
idacych jakichkolwiek, znaleziona formula da wszystkie m war-
tosei rézne i nie da ich wigcej.

Ale mozna o polowe zmniejszyé liczbe rzeczonych podsta-
wien. Uwazajmy albowiem ze dwie wartosci k. réwnie oadainne
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od skrajnych 0 ¢ m —1, daja dwie wartosci dla « ktére si¢
roznip samym tylko znakiem wstawy.

Jakoz, nazywajac k' i m—1F’ takic dwie wartosci, mamy

2k 2k =
z -—dos—f--i-l/—l wst————
-._k —k
z = dos o T4 =1 wst —@2—7;/—)—

2k =
—ds——— =i \\st—-
Ztad wnosimy ze, biorac formulg
2

2k =
() z=dos — ==}/ —1 wst ==,
m m

dosyé jest, aby otrzymaé wszystkie m rozne wartosci z, pod-
stawi¢ za k liczby po sobie idace 0, 1, 2... az do najwiekszej

Fria ’ . S

calkowitej ktora nie przechodzi 5
A teraz, jesli kaladuik m jest parzystym , zastapimy liczbe &
przez 0,1, 2,.... —; podstawienie k=0, da x=1; na /s_.%l

znajdziemy z=—1. Wartosci posrednie 1, 2, i t. d. dadza
pierwiastki urojone sprzezone, w liczbie m —2,

7= dos 2—1— vV —1 wst 2—L

h -— /]
z = dos — + \/—l wst.—”,
m m

Otrzymamy tym sposobem dwa pierwiastniki rzeczywiste
=1, i m—2 pierwiastkéw urojonych réwnania parzystego
aeef

Gdy m jest nieparzystem, podstawi si¢ za £ liczby 0, 1,2

Liaee

< m—1 : o, 2 el
az do . Na k=0 bedziemy mieli =1 inne podstawienia

m—1 e : :
E—lle =2 = —5—, Wyznaczg pierwiastki urojone

w liczbie m —1.

2n
z=dos — == \/—-—1 wst 2—-
m m’
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b
e dos—- e \/ 1 \\st—
m’
(m—1)=
m

% — dos Sy sl
m

Znajdziemy tym sposobem jeden pierwiastek rzeczywisty
«=1, im—1 pierwiastkéw urojonych, sprzezonych po dwa;
co by¢ powinno, gdyz stopien réwnania z"=1 jest niepa-
rzystym.

404, Uwazajmy teraz rownanie dwumienne y%-=—A,
w ktorem A jest iloscia rzeczywista. Niech bedzie ¢ wartosé
arytmetyczna pierwiastku m's® z A ; czyniac y= ax, bedziemy
mieli

arr®=~—A albp z"=—1.
Biorac z=dosy+ V—1wstmg,
bedzie ™ = dosm ¢ + /=1 wst m 9.
Zatem dosme +"—1 wstme=——1.

Ostatnie réwnanie wymaga, aby bylo zarazem :
wstme=0, i dosme=-—1.
Co pokazuje ze tuk m ¢ musi byé wielokrotnikiem nieparzystym
potokregu. Oznaczajac ten wielokrotnik przez (24 -f-1)x, otrzy-
mamy _
2k4+1) =
m

5 2k 4+ 1) 1)

Wiee &= dos ( t+ ST T e T st /+1)ﬁ.
m

Powtarzajac rozumowanie wyzej uiyte, latwo sie dowiedzie
ze, podstawiajac za k ciag m liczb po sobie idacych, jako
0,1,2,... m—1, formula otrzymana da wszystkie m pierwiastki
rozne rownania z™ -+ 1 =0, inie da ich wiece;j.

Ale, jako poprzednio tak i tu, mozna zmniejszyé liczbe pod-

stawien za k. Jakoz, podstawmy za k dwie liczby & i m —k'—1
ktorych summa czyni m— 1 ; bedzie

(/U‘:‘

upu = e

1 wst

(24 + )=
m



liOZ\\'I;\ZA)lE ROWNANIA DWUMIENNEGO 143

e (2)72——2L —_ —I—V 2/71-—2/1 =)=
m m
; 2k '1 /e
=dos <——:_~— \/——1 \\stM
m

Te dwie wartosci dla z réznia sie tylko znakiem wyrazu uro-
jonego. Wiec, biorgc formule
2k +1 (2k-+1
(2) Jc=dos(————~ feoll PGBEE S L L+ = =
m

i podstawiajac za k liczby po sobie idace 0, 1, 2,.... az do naj-

. ; St . . . m—1
wigkszej calkowitej ktéra nie przechodzi , otrzymamy

wszystkie m rozne pierwiastki rownania z™ -1 = 0.

A teraz, jesli wykladnik  jest parzystym, zastepujac liczbe
fh—2

kprzez 0,1, 2, ... : , ofrzymamy m pierwiastkow 1o -
wnania z™ -+ 1 =0, ktore sa wszystkie urojone.

™ ] T
z = dos— = \/——’1 wst — ,
m m

3 — 3«
g —=dos=— Wl wst —,
m m

o @ W e e mcov e e

————-(m';nl) e T

z=dos
Jesli m jest nieparzystem, trzeba podstawi¢ za £ liczby

m—1 ;
0.1 2% 2 ; co daje

z=dos —%= ¥ —1 wst-«
m

3w . S
o =dos 2T == V1 wst ==,
m m

x=—1.
Jeden tylko jest pierwiastek rzeczywisty — 1, a wszytkie
inne m —1 sa urojone. Co byé pawinno, poniewaz stopien
réwnania ™ 4-1 = 0 jest nieparzystym.

»
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802. Wiasnosci pierwiastkow réwnania dwumiennego
zm— 1= 0‘

TWIERDZENIE [.

Pierwiastki urojone réwnania £™—1 =0 s¢ po dwa sprzezone
¢ wzajemne.
To pokazuje oczywiscie formula
2k

2k
z=dos — 4 V—l \\at——
m m

TwierpzeNIE II.

Hoczyn dwoch pierwiasthéw réwnania dwumiennego x™ —1=0
Jest jednym z pierwiastkéw tego réwnania.
Jakoz , niech beda dwa pierwiastki

Ty =—d0s *—i—[/—l wst2—;TE

20 = —_— 20
xy =dos—— 4 V1 wst —;
m m
ich iloczyn, na mocy formuly Moawra, jest

(a+11 2(a -H))fv

—{-V Twata ool

Lo —dos=—— "=

Co pokazuje ze x. jest pierwiastkiem ktéry odpowieda
wartosei a+ b danej dla .

Wniosek 1. — Wynika ztad ze potegi jednego pierwiasthu
rownanie dwumiennego x ™ —1=0 sq takze pierwiasthami tegos
réwnanie.

L. — llorazs dwich picrwiastkéw rownania  dwumiennego
" —1=0 jest jednym z pierwiasthéw tego réwnania.
; L 2(a l/
Boiloraz  —= = dos —(“) (

&p T m

jest pierwiastkiem odpowiedzqgcym wartoscel a—0 danej dla /.
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TwierpzENiE I11.

Jesli iczba a jest pierwszgz m, pierwiastek x_ wydaje, przez
swoje  potegi, wszystkie pierwiastki réwnania dwumiennego
zm—1 =0.

Niech bedzie pierwiastek

2 — 2
z =dosﬂ+ V' 1 wst 22T
4 m m

w ktorym liczby a i m sa pierwszemi miedzy soba.

Aby otrzymaé potegi po sobie idace 0,1, 2, ... m—1 tego
pierwiastku, dosyé jest, na mocy formuty Moawra, pomnozyé

2 oy
tuk g przez wykladniki 0, 1, 2,... m —1.
m

Aze, jako wiadomo, dzielac przez m wielokrotniki po sobie
idace  0a, 1a, 2q,... (m—1)a liczby @ pierwszej z m,
otrzymamy, w porzadku jakimkolwiek, m reszt réznych

0,1,2,...m—1; wiegc tym sposobem mamy wszystkie m
pierwiastki réwnania dwumiennego ™ — 1= (.

Uwaca. — Jesli liczby @ i m maja najwigkszy spdiny dzielnik
d, wtedy pierwiastek ., Przez swoje potegi , nie wydaje WSZyS-

m

tkich ale tylko % pierwiastkow réwnania z9—1 =,

Jakoz, niech bedzie a=do/, m=dmw’; mamy

2a e 2a 20’ — 24
z —dos ~—”+ b st el s ~~,-n+ L1 wst _f"*,".
a m m m

To pokazuje ze x,, pierwiastek rownania z=—1, jest takze
pierwiastkiem réwnania dwumiennego ™ —1 —¢ : aze liczby
a i m' sa pierwszemi miedzy soba, wiec Z,, przez swoje po-

m

tegi, wydaje tylko i pierwiastkow réwnania 2'— 14—,

OKRESLENIE. — Pierwiasthami pierwotnemi vwnania dwumien-
nego z™—1=0, nazywaja sig te ktére, przez swoje potegi po
sobie idace, wydaja wszystkie inne pierwiastki tego réwnania.

10
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Wynika z twierdzenia powyzszego ze rdwnanie dwumienne
am—1=0 ma tyle pierwiasthéw pierwotnych ile jest liczb

mniejszyc/z od m ¢ pierwszych z m
Na mocy tego co poprzedza, tatwo wnosimy ze pierwiastki

pierwotne rownania dwumiennego z»—1=0 nosza t¢ glowna

ceche, iz nie sa pierwiastkami zadnego réwnania dwumiennego

stopnia mniejszego od m.

Jesli m jest liczba pierwsza, wtedy, wyjawszy tylko samg
jednosé, wszystkie inne pierwiaslki mte jednosci sa pierwo-
tnemi.

TwierDZENIE IV.

Jesli m ¢ n sq pierwszemi miedzy sobg, ofrzyma sie wszystkie
plerwiastki réwnania amn 1 = mnozqc wszystkie
piérwiastki réwnania  x™—1=0  przez kaidy pierwiastek
réwnania  x®» —1=0.

Jakoz , niech bedzie
e dos i e BT »-/m

jeden z pierwiastkow 1‘(')Wnania g =),
Poniewaz m i n sa pierwszemi miedzy soba, mozna zawsze
znalezé dwie liczby cale ) 1 p. takie aby byto
2 9 2k
mi+np="~k albo ﬂ-{- o el
m mn

Wiec mamy
x—-(dos s —t l/——1 wst ~——) (d + \/—1 wst 2’”’)

Ztad wnosimy ze wszelki pierwiastek rownania zmn—1=0
jest iloczynem z jednego pierwiastku réownania z™—1=0
‘przez jeden réwnania z" —1 =0. Zatem, otrzymamy wszystkie
mn pierwiastki réwnania zm1—1=>0, mnozac kazdy pier \Vlastek
réwnania z®—1=0 przez kazdy rownania z" —1=0.

Wniosek. — Gdy m i n sa pierwszemi migdzy soba, otrzyma
sie peerwiasthke pier wotne réwnania z™mh— 1 =0, mnoigc wszys-
thie pierwiasthi pierwotne réwnanio z™—1=0 przez kazdy
pierwotny réwnania " —1=0.
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To wynika z formutly

— —|— V/ —1 wst ——) (dos T AR i QM

Jakoz, jesh ) jest pierwszem z n,.i p. pierwszem z m, summa

; ol ; S :
dwoch ulamkéw - 4 -‘i - Jest ulamkiem — niezredukowalnym;
n mn

L L
2 1r+ ‘/_1 St?/ﬂ:
mn

jest pierwiastkiem plerwomym réwnania zmn —1=¢,

wiec o

Uwaca. — Twierdzenie powyzsze i jego wniosek maja wielka
wage, bo za pomoca nich rozwiazanie réwnania xpdr-—14 =0,
w ktorem p, ¢, 7 sa liczbami po dwie pierwszemi migdzy soba;
przywodzi si¢ do rozwigzania réwnan x—1=0, z4—1—0,
z'—1=0,... Dosy¢ jest wyznaczy¢ jeden pierwiastek pierwo-
tny w kazdem z tych rownan, ich iloczyn bedzie pierwiastkiem
prerwotnym zadanego rownania; a wiadomo Zze taki-pierwia-
stek, przez swoje potegi, daje wszystkie inne pierwiastki ro-
whnania.

203. Niecb bedzie teraz do rozwiazania rownanie dwumien-
ne ogodlne

] ze=ALBy/ =% ~
w ktérem A i B sa liczby dane jakiekolwiek dodatne, od)emne
a nawet 1 zero

Mozna nadac’ inna forme drugiej stronie.

Jakoz,
B
— A2 B?
Al e (I/A"-I-B’ I/A2+B2‘/ )
B
Poniewaz — i sa dwa ulamki ktérych

/A1 B® | AL B
summa kwadratow daje jednosé, wolno jest polozyé
A : B

— —dos e, I e =E WL
I/A‘“’—}—BQ l/A2_rB2

1. czyniac takze, dla skrécenia, \/A?+B2=» mamy

r"=p(dos a4 |/ —1 Wst «).




48 KSIEGA PIATA

A teraz polozywszy  z =7 (dos¢ + V-1 wstg),
bedzie

r=(dosme—+ ‘/—Tl wst me) =p(dosa-+ \/j-l wsta);

Azeby temu réwnaniu zadoS¢ uczyni¢, trzeba i dosyé jest aby

bylo : o= mo=a+2kx;
{1l .nl
zkad r=Vp, y:)—ﬁl;n—-b.

Wiec pierwiastki réwnania danego (1) otrzymuja si¢ formuta

@) z=Vp (dost‘::—a—l- V=1 wst -———Mf;jha)

w ktérej & oznacza liczbe calkowita jakakolwiek.

Owoz, aby dwie wartosci dane dla & odpowiedaly dwom ré-
wnym pierwiastkom, trzeba i dosy¢ jest, jako juz wiadomo, aby
réznica tukow odpowiednych byla wielokrotnikiem z m; wiec
jesli za & podstawimy ciag m liczb po sobie idacych jakichkol- f
wiek, np. 0,1, 2,... m—1, formuta (2) da nam wszystkie m
pierwiastki rézne réwnania zadanego, i nie da ich wiece;.

Mozna jeszcze pisa¢ formule (2) jako nastepuje

a:—\/p (dos— + ¢/ —1 wst ) (dosgﬁz-l- gl wstg%ﬂ).

Czynnik V/p (dos 74; + v/ —1 wst %2) jest jednym z pier-

: - z . : : 2k —_— kx

wiastkow réwnania(1), a zas czynnik dos—— 4 /—1 wst ——
m m

wyraza wszystkie m'e pierwiastki jednosci. Ztad wynika ze
otrzymuje sie wszystkie m pierwiastki réwnania (1), mnozac
jeden z nich przez kazdy m! pierwiastek jednosci.

Jesli nakoniec przypomnimy sobie ze formula pierwiastkdw

2kn ‘

ir - 2k w
m jednosci jest takze dos ——* + /1 wst =5 !

mozemy jeszcze formule (2) da¢ nastepna postaé

(doe— /1 wat )(d xi)/m—i-l/ 2]”:)

m
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.- o 7 m ..
wtenczas za & dosy¢ jest podstawié wartosei 0, 1, 2,... o jesli

: ; m—1 ..., ;

m jest “parzystem; a zast 0, 1, 25, - jesli_jest niepa=
rzystem.

404. W szczegdlnym przypadku w ktérym B=0, mamy
p=1:=A; z pierwszym znakiem trzeba wzig¢ «=0, azdru-
gim a=T.

Zatem pierwiastki réwnania

LA
sa dane formula

e

2k -— 2k
%) z="%/A (dos ""'" V—1 wst—;lf);
a pierwiastki réwnania

zm=—A
formula

S — VX (dos (-%—A?_Ei)l- & V1 wst _(yf_-”[_;_l_)_f_r)'

W tych dwéeh formulach, dosyé jest za &k podstawi¢ liczby
calkowite po sobie idace od 0 do %l . To wszystko juz wiado-

me (100, 101).

405. Niech bedzie teraz réwnanie tréjmienne

(B et gt dg==0
ktore daje

(2) .'1:‘":——

Jako widzimy, rzecz cala pr‘zywodu sie do rozwiazania
dwéch réwnan dwumiennych. Co juz umiemy.

Uwazajmy szczeg6lny przypadek w ktorym p i ¢ sa rzeczy-

n2

wiste, a za$ pierwiastnik \/——q urojony, %( qs

Jesli wiec uczynimy

p+ _—g—P(dOSa-]- V1 wsta);
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bedziegy mieli, jako wiadomo,

e Sl p*
= - dosa—=-——— wWsto— /’I —_—
Vy a ' Y v

Po czem réwnanie (2) stanie sie
x"‘:qé‘_ (dosa=V/ —1 wst a ).

- Owoz, pierwiastki réwnania z™ = g% (dos e+ v/ —1 wst «)
sa dane formuta
1 2k : 2kw
x:gﬂ(dos———”_*_ S b et a),
m ke m
w ktorej za k podstawi sie wartosci 0,1, 2,...m —1.

Tak samo pierwiastki réwnania x"‘:qé‘ (dosa —"—1 wst o)
moga sie wvrazié formula
2k 2k w—
x—(l2m (dO% ﬂ-+a+l/——l wst ﬁn a)’
7
w kidrej za k podstawi si¢ wartosci 0, —1, —2,... — (m—1).

Wige wszystkie 2m pierwiastki réwnania tréjmiennego da-
‘nego  zawieraja si¢ w jednej formule

x:g‘z_m (dos -—-——-—kn—{—ai—.[/ri tzll—%t?),

w ktorej dosy¢ jest za k podstawié¢ m liczb catkowitych po sobie
idacych.

TWIERDZENIE KOTESA I MOAWRA.

106 Twierdzenie Kotesa (Cotes) ma za cel przedstawienie
geometryczne dzielnikéw rzeczywistych dwumianu z= = 1.

Podzielmy okrag Kkota na liczbe parzysta 2m czesci réwnych,
w punktach oznaczonych
przez0,1,2,... (2m—1);i
punkta podziatu polaczmy
z punktem jakimkolwiek
>3 B, lezacym na kierunku
promienia Co.

Powiadam ze : 1° Ilo-
czyn m linij prostych By,
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B2, B,,... Bom_2, ktdre lacza punkt B z punktami podzialu
porzadku parzystego 0, 2,... (2m— 2), réwna si¢ roznicy poteg
mv* z odlegtosci BC i promienia kota.

9° Tloczyn m prostych By, Bs,... Bam 1, ktére odpowiedaja
punktom podzialu porzzdku nieparzystego 1, 3,... (2m—1),
réwna sie summie poteg 7" odleglosci BC i promienia kota.

To jest, biorac promien kola uwazanego za jednos¢, ozna-
czajac przez x odleglosé BC, przez y, ,.. -¥,,, odleglosci Bo,
By, By..., a preez y,, y.,...y,, , odleglosci By, Bs,..,
mamy dwa réwnania

(1) #p % Yainzn Yoma =81
(2) Yy ‘7/5’““ Yom—z Yam—1 =t sl
Dla wigkszej $cistosci dowodzenia, odréznimy dwa przypadki:
m parzyste albo nieparzyste.

Jesli liczba m jest parzysta, odleglosé ym jest jednym z czyn-
nikéw pierwszej czesci rownania (1),

bo : ym =BG+ Cm=x41.
Aze Yy,=BC—Co=z—1;
wiec Yo ¥, =2*=—1.

Co pokazuje ze iloczyn y, v~ jest czynnikiem drugiego
stopnia, £2—1, ktéry odpowieda dwom pierwiastkom rzeczy-
wistym -1, —1, réwnania dwumiennego z™ —1=10.

Nadto, pochyle y, i y, ., sa oczywiscie sobie réwne; podo
bniez pochyle y, 1 ¥, .3 ¥ 1 Yy, ¢ etc- sa takze sobie
réwne; zatem y, Y, =Y Y, Yy _, =Y} €lC:

W tréjkacie CB2, trzy boki BG, B2, G2 maja za wartosci

: - i . el .
x, y,, 1, i kat przeciwny bokowi y, rowna sie —; wige
2 c 2
= z2+1—2xdos—.
Yy o+ .

] : _ 2 on
Ale y;:gQ e a za$ x’+i~—2wdos—7£ jest

iloczynem czynnikéw linijnych, to jest pierwszego stopnia,
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2 s 2 2 == 2
(x~«dos—7r — V=1 wst —”), (xmdos 1—}— V' —1 wst -"),
m m m m

odpowiedajacych dwom pierwiastkom urojonym sprzezonym
réwnania z™ —1 =0, ktére sa dane formula
2r — 2w
sa=dose— £ wst 2T
m m
Wiec iloczyn Yy Yy o Wyobraza geometrycznie czynnik rze-
czywisty drugiego stopnia, w réwnanin z» — 1 =0, odpowie-
dajacy dwom jego pierwiastkom sprzgzonym ktére sie otrzy-
muja z furmuly ogdlnej

2k — 2k
Ze=dos — = Bl Wb o
m m
zastepujac £ przez 1.
Dowiedzie si¢ tak samo ze iloczyn Y Ysu_, Jest czynnikiem
rzeczywistym drugiego stopnia, odpowiedajacym dwom pier-

wiastkom urojonym sprzezonym, ktére sig otrzymuja zastepujac
w tej samcj formule & przez 2; it. d.

Wige (1) Yol¥s Yy -ovvee —pm—1,

Yom—4 Yom-2

Gdy m jest nieparzystem, liczba czynnikéw iloczynu
Yo Yy vrveee Yom_o Jest takze nieparzysta. Pierwszy czynnik
Yp =% — 1 odpowieda jedynemu pierwiastkowi rzeczywiste-
mu z=1, rowuania ™ —1=0. Nadto, mamy zawsze

2 2x
W Vi g0 =2 Q—Qdosﬁ ’

Tt 2 s 25 ll‘n'
Y4 Ysm_y—Y; =2*+1—2dos 3
Drugie strony tych réwnan sa czynnikami rzeczywistemi
drugiego stopnia, ktore odpowiedaja pierwiastkom urojonym
sprzgzonym réwnania z"—1=0. Ztad wnosimy, jako wprzédy,
\ v —_—pm __ 4
1 YoY2 Y5 Yam_y Yom -2 < 1
A 1 — a1 =
Co d9 rownamia y, yoo... Y, o Yo iy —F .-{-1, przy
puszezajac naprzod m parzystem, czynniki pierwszej strony sa,
po dwa, réwne pomiedzy soba ; bo mamy oczywiscie
Y= v s Ys Vs grie  Aolein

3/1 yzm—l ———Z/f, ys y2m-5=y§’ it d
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Ale tréjkat CB, daje

yf =x2+1—2xdosf=
m
13 IR T ™ T ™
— (x—- dosa—l/—l WSt;z) (x— dos;l +V= wst;l).

Co pokazuje ze y? albo y, y, ., przedstawia geometrycznie

czynnik rzeczywisty drugiego stopnia réwnania z™-4-1 =0,

odpowiedajacy dwom pierwiastkom urojonym sprzezonym

z=dos ==} —fwst—, Kktore sie otrzymuja zastepujac
m m

w formule ogdlnej

5 0 ) r.)
x:doswt ‘/_.1 wst(‘-_/ﬁi__,lz.f
m m

liczbe % przez 0.

Tak samo, iloczyn y_y, . wyobraza czynnik rzeczywisty
drugiego stopnia, odpowiedajacy dwom pierwiastkom urojo-
nym sprzezonym, ktore si¢ otrzymuja z tej samej formuty bio-
rac k=1;it.d. Mamy wiec

(2) Yy Yg ooeee e y2m_1=x°‘+l.

Przypuszczajac nakoniec m nieparzyste, ym =2 + 1 jJest
czynnikiem iloczynu y, y....y ... Yoo 5 Y, ,» 1 odpowieda
jedynemu pierwiastkowi rzeczywistemu, z=—1, réwnania
z™+1=0. Wszystkie inne czynniki ida parami czynnikéw
réwnyeh, y, =y, ., Y, =Yy, 5 kazda para formuje
iloczyn, jako y_y, ., ktéry, jakosmy juz widzieli, wyobraza
czynnik rzeczywisty drugiego stopnia réwnania z™-4-1 =0,
odpowiedajacy dwom pierwiastkom urojonym sprzezonym.
Wiec mamy zawsze

(3) ¥ Y5-ern Voot Tom— % T 1

40%. W dowodzeniach poprzedzajacych, przypusciliSmy ze
punkt B lezy zewnatrz kola ktérego promien Co = 1; wtedy
x™ —1 jest iloscia dodatna.

Jesli punkt B znajduje si¢ wewnatrz kola, réwnanie (1)
staje sie
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Nakoniec, gdy punkt B lezy na okregu, wtedy réwnanie (1)
jest oczywistem; bo mamy zarazem yy =0, i 1—z®=0.

Rownanie (3) jest takze oczywistem gdy punkt B lezy we
srodku kota; bo wtedy z=0, i kazda z prostych Yo Yy Yokt o
réwna sie jednosei.

(To dewodzenie twierdzenia Korgsa wyjelismy z trygonome-
tryi PP. DELISLE 1 GERoNO, wyd. 3°).

TWIERDZENIE MOAWRA (¥).

208. TwierpzeNiE Moawra (Moivre) przedstawia geometry-
cznie dzielniki ‘drugiego stopnia, odpowiedajace pierwiastkom
sprzezonym, rownania trojmiennego

g2z I prmdosa Fp2— 0.

Uwazajmy naprzdéd réwnanie

2 —Aprmdosa + p2=10 (1)

Dwa czynniki linijne, odpowiedajace dwom pierwiastkom

sprzezonym tego rownania, sa ogolnie

my e ]{ q B A
r— \/p (dos 2—7:)—-—;’_L+ V—1 ws tg ﬂ;{— a)’

e m p(d 2k +n~l/—/] e 2—/l1;n+a)

Kladac ‘/p =R, dzielnik drugiego stopnia, edpowiedajacy

tym pierwiastkom, wyrazi si¢ przez

2/.7r+a

z2—2Rzdos + R2.

Aby otrzymac podobny dzielnik z réwnania
g2 -2 predosasf-pi =8 1),

\

awazajmy ze to réwnanie moze sie¢ pisaé
2™ —2pzodos (w+a)+ p2=20

(*) Dowodzenie twierdzenia MoAWwRA, jako tez rozwiazanie réwnan dwumien-
nych, wyjeto z rekopismu Pana G.-H. Nieweglowskiegu.
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co je przywodzi do formy réwnania (1). Wiec dzielnik drugiego
stopnia, odpowiedajacy dwom pierwiastkom sprzezonym ro-
whnania (2), jest

x2—92Rzdos (__—t‘_/_iﬁ

+ R2

Niech bedzie teraz kolo O pmmienia R w ktdre wpiszmy wielo-
kat foremny Ao Ay... Aoy - i
majacy 2m bokéw.. Po-
taczmy OAo, i poprowadz-
my proste OG tak aby
tworzyla z promieniem

0A, kat COAy = 7%, wei-

my na tej linii OC, idac od
0 do C, dlugos¢ OB=u;
i nakoniec, potaczmy punkt B ze wszystkiemi wierzcholkami
wielokata liniami prostemi BAo, BAy ... BAg.....

Tréjkat BOAgk daje

i 2k
BA; — #2— 2R dos il S T
2k m
a zas trdjkat
et k
B i dRas T g
Rt m

Aze, podstawiajac za k wartosci 0, 1,2,... m—1, otrzymuje-
my wszystkie pierwiastki réwnan (1) i (2), a tem samem wszyst-
kie dzielniki drugiego stopnia - odpowiedajace tym pier-
wiastkom sprzezonym; wiec
9

BA. 1,

2m —1

22 ——2 pr™dosa —i—/‘):m‘ B

i 24 2pa=dosa+ p2= BA* . B

. AD? , (4).

2m

Otoz wlasnie te dwa réwnania stanowia tw1erdzemf> Moawra.

109. Jesli kat a jest zerem, wtedy B lezy na promieniu OAy,
i pierwsze strony powyzszych réwnosci sa kwadratami; wycia-
gajac pierwiastek kwadratowy z obydwdach stron, otrzymanmy
(e —R")=BA,. BA . BA ... BA

% 2m—4

gn4-Rm=BA, . BA_.BA ... BA

2m-2°
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wezmie si¢ znak + albo — podiug tego jak punkt B lezy ze-
wnatrz albo wewnatrz kota.
Biorac R=1, dwie ostatnie réwnosci daja twierdzenie KoTEsa,
L (an—1) =y, gy oo Yim—1
zm-4-1 = o W
ktére, jako widzimy, jest szczeglnym przypadkiem twierdzenia
Moawra.

Rozwigzanie réwnania trzeciego stopnia.

2140. Wiadomo z Algebry ze wszelkie rownanie trzeciego
stopnia moze si¢ przywiesdz do formuly
(1) z*+prt+qg=0.
Polézmy &=z, réwnanie stanie sig
<1ty q
@) z4L:4 2.
4 P
Mozna rozporzadzi¢ niewyznaczona , tak aby bylo
p 3. Sos p.
=== 7kad =2 \/-45,

p W
jesli nadto uczynimy

8
- =
p‘&
9
réwnanie (2) stanie sie
- b
(3) Z3'——‘ZZ—E=0-

Lecz, gdy & jest rzeczywistem i zawartem pomiedzy —1

i +1, wtedy réwnanie. (3) jest wlasnie tem ktérem juzesmy
» a
sie zajmowali, gdy, majac danag dosa=b, szukaliSmy dos 5=
Jesli przeto uczynimy
b=dosa,

12a luk ¢ wezmiemy luk «, najmniejszy z tukow dodatnych
ktore maja liczbg b za dostawe, wartosci z beda

o 27 « hr  «
dosg, dos ?'*'5)’ dos(-:g)—-{—;)).
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Wiec pierwiastki rownania zadanego sa

oLt St L A
2y 3dosg, 2y 3dos(?—f—g),

P hr oc)
2V —=dos{ —-+=).
‘/ 3 3 +3
Te pierwiastki sa wszystkie trzy rzeczywistemi i moga sie

wyrachowaé przez logarytmy. Co sie za§ tyczy kata «, wyra-
chujemy go za pomoca formuty

NI

dosa =

‘-)/l':_?f ;
ST
Ale, jakosmy powiedzieli, to wszystko przypuszcza ze b jest
rzeczywistem i zawartem pomiedzy —1 i 4 1.
Aby wartos¢ b byla rzeczywista, trzeba naprzdéd zeby p bylo
odjcmnem; nadto, aby ta wartos¢ byta zawarta pomiedzy —1
i+ 1, trzeba zeby jej kwadrat byl mniejszym od 1: trzeba wigc

aby bylo
iy
(3)

2 3
B~ ih ol

(=5) :

Takim jest warunek ktéry musi by¢ dopelnionym, aby pier-
wiastki rOwnania byly rzeczywistemi i nieréwnemi.
Jesli jest .
f+?ji:0 czyli v o— -t
TEE T —a -

dwa pierwiastniki rdwnania na z s3 réwne =Z=1: réwnanie
zadane ma jeszcze wszystkie pierwiastniki rzeczywiste, ale dwa
sa réwne miedzy soba.

?

4414, Pozostaje nam toraz do roztrzasnienia nastepujacy
przypadek

TR :
; +27>0,

lecz tu musimy przypomnie¢ czyteluikowi male twierdzenie
algebryczne do ktdrego sie odwolywaé bedziemy.
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Réwnenie dwumienne

& —1 =10
ma trzy pierwiastki ktérych szescian réwna sig jednosci; jeden
tylko z nich jest rzeczywistym i réwna si¢ jednosci. Dzielac
réwnanie przez z—1, otrzymamy
z2tz41=0.

To réwnanie ma dwa pierwiastki urojone; nazywajac je

« 1 3, mamy

_ =1+ i vy e
= - , f=—— 2 F =

Latwo widzie¢ ze kazdy z tych pierwiastkow jest kwadratem

z drugiego; jakoz , mamy oczywiscie °
o=k g == zateml T 'BE=a

Wynika ztad, ze trzy iloSci, jako m, ma, mB maja
wszystkie trzy ten sam szescian m?.

To ustanowiwszy, wroémy do naszego rownania

(1) x4 px+qg=0,

w ktérem, przypuszczajac

2

a 3

L+l >,

it ]

odréznimy dwa przypadki, p dodatne i p odjemne.

1° Przypusémy naprzod p <0, i uczynmy
z=p(styp-+doty).
Podnoszac do szeScianu, otrzymamy
z3=p*{sty® o+ dot? ¢ 4 3 (sty g 4 dote) .
Wynika ztad ze rownanie
(2) x*—3p2x—op3(sty’e + dot3p) =0,
ma za pierwiastek
p(stye 4 dote).
Podobnie, jezeli wezmiemy nastepnie
x=p (astye+ B dote), i z=p(Bstyp—+adoty),
znajdziemy, podnoszac do szeScianu i przypominajac sobie ze
af=1,
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z3=p3% {sty?o+ dot?¢+3 (astyy 4B dote)},
i x3=p%|sty’p+dot®y+ 3 (Bstyy 4 adote)] .
Zkad wynika ze rownanie (2) ma takze za pierwiastki
plastypd Bdoty), i o(Bstyp+adoty).

Lecz ‘réwnanie (2) przywodzi si¢ do réwnania (1), jesli
wezmiemy

V5
wiec pierwiastki rownania (1) sa

\/—g (sty ¢+ dote ),

P
\/—g{astyga 4B dote),

'«/—gimstywdom;

albo, zastepujac « i (8 przez ich wartosci, stye przez ‘(’;’s“ﬂ’
0S ¢

: dos ¢ e i
i dot ¢ przez . te trzy pierwiastki wyraza sie przez
St

‘_)v L e Sy T
e 1TV dot2
wst2g wst2¢ el

Pierwszy pierwiastek jest rzeczywistym i wyrachowywalnym
przez logarytmy : dwa zas inne sa urojone i sprzezone, ich czgsé
rzeczywista jest polowa pierwiastku rzeczywistego wzigtego ze
znakiem przeciwnym; co sig zas tyczy czesci urojonej, ona jest
latwa do wyrachowania przez logarytmy. To wszakie pray-
puszeza, ze kat ¢ jest znanym.

Otoz jakim sposobem mozna ten kat wyznaczy¢: bierze sig
drugi Kat pomocniczy, ktory nazwiemy w, tak aby bylo

sty w == sty® o;

; 2sty®e -
e 58 d 2 — — == 5
Zk{;_ld wst 2w =28ty 0 d0S“» 1+5[y°? Sly3cp—’—d0t3<f !
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T
Wiec wst2w=——§ \/ 2;9 ;

ta wartoS¢ wst2e jest zawarta pomiedzy —1 i 41

2 3
Z przyczyny przypuszczenia i + ‘;)—7 =0.

Tym sposobem tatwo si¢ wyrachuje » przez logarytmy, i na-
stepnie wartos¢ kata o.

2° Uwazajmy teraz drugi przypadek w ktorym p >0,
i potézmy
&= p(dote—stye);
2tad, rozumujac jako w poprzednim przypadku, wyprowadzimy
(3) 234-3p%r —p®(dot3o—sty3e)=0.
Widzimy tatwo, ze trzy pierwiastki réwnania (3) sa
p(doty-—stye), plxdote—PBstyy), i ¢(Bdote—astye).
Aby ztosami¢ réwnania (3) i (1), dosyé jest wziaé
P \/E, i dot3¢—-—sty3<p-_~:—:
3 PE

2
Kat ¢ wyznaczy si¢ czyniac, jako wprzédy, Styw=sty3 ¢;
co daje dot 2w ==3 (dotw —styw) = § (dot3 p — sty 3 ¢).
s S
/_3' 9
27
formula ta jest wyrachowalna przez logarytmy.

Wiec dot2w=
2

Postepujac jako w poprzedzajacym przypadku, fatwo znaj-
dziemy ze trzy pierwiastki réwnania sa :
2\/1—; dot2¢, i ——"/gdotQ(piw[:g? oy '
Pierwszy pierwiastek jest sam tylko rzeczywistym, dwa inne
sg urojonemi i sprzezonemi. Wszystkie trzy sa wyrachowalne
przez logarytmy.
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CWICZENIA.

I. Wyrachowaé, w funkeyi trzech bokéw tréjkata sferyczne-
go, promien kota wpisanego i opisanego.

II. Rozwiazaé tréjkat sferyczny, znajac trzy tuki kot wielkich
ktére Taczq Srodki bokéw z wierzcholkami przeciwnemi.

III. Rozwigzaé trojkat sferyczny, znajac trzy wysokosci.

1V. DowiesSdz ze, jesli « oznacza tuk wielkiego kola ktéry laczy
wierzcholek A tréjkata sferycznego ze srodkiem boku prze-
ciwnego, mamy
dos 3 (b4c¢) dosi(b—ec)
dosg—=—2—_—*—_2 1

dosta

V. Dowiesdz ze, w trojkacie sferycznym, wstawy trzech wyso-
kosci sa odwrotnie proporcyonalnemi wstawom bokow na ktére
te wysokosci sa spuszczone.

VI. Rozwiazaé trojkat sferyczny prostokatny, znajac prze-
ciwprostokatne i promien kota wpisanego.

VII. R przedstawia promien sferyciny kola opisanego na
trojkacie ABC, » promien kola wpisanego, o promiei kola
zawpisanego ktére dotyka boku a, 2p obwéd a4+ ¢; do-
wiesdz ze:

dotR=2dosta dosibdosic U
s : *" wsta'

wst b wst ¢ wst A

wiews —
; wst b wst ¢ wst A £ 2
= oWt (p—a)

VIII. Wyrachowa¢ objetos¢ czworoscianu w funkeyi jego
szesciu krawedzi.

KONIEC TRYGONOMETRY! SFERYCZNEJ, G e

B R
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“NOTA A.

Granice , wyzsza ¢ nitsza, miedzy ktdremi zawiera sie wstawa
i dostawa tukéw pierwszej éwierci okregu.

1° W znanej formule
wsta =3 wstia—hwst?la

podstawmy, w ostatnim wyrazie, tuk 4« zamiast wst 4, bedzie

3 |

ha
{ 3wstia——
wsta >3 wstza 57"

W tej nierdwnosci zastapmy wszedzie luk o przez j
otrzymamy

l
IS

a a hagd
= 3 — e |
wst3> wsi;32 = )
W ostatniej nier6wnosci zastapmy podobnie tuka przez 4a;
i tak nastgpnie w kazdej otrzymanej nieréwnosci; bedziemy
mieli ;

a sl
wst ?:'2>3W5t-§-3~——39 ;

a a had
WStE} > 3 wst 37——' m,
a ogolnie

& e’
wst 3asi >3wst-?;—5——33" s

Pomnézmy teraz druga nier6wnosé przez 3, trzecia przez 32,
i tak dalej, ostatnia przez 3n-1; dodajmy stronami, otrzymamy

ha 1
Wsta>3"wst3~——— 1+4- —{—92—{— “'+g—n
W tym wyniku zrébmy n =, i uwazajmy ze wtedy

a
awst —
a 3
Gran. 30 WSt§f= Gran, —— =a,

3@
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Bo, gdy luk maleje az do zera, stosunek wstawy do luku ma
za granice 1. Nadto, wyrazy w nawiasach stanowia postepnie
geometryczng nieskonczenie malejaca; przeto granica summy

- ’ 1 9 5
tych wyrazow jest, jako wiadomo, i e daje,
‘ . . :
K : ha3 9 B asd ) M
yvy onywajac TRZ= ostatecznie
a3 - a3
vvsta>a—-—6 albo a——wsta<—é-.

To znaczy ie biorac maty tuk zamiast jego wstawy, popetiia
sie btad mniejszy od szostej czesct szescianu tego tuku.

3
Jako widzimy, wsta jest zawarta miedzy tukami a i« ——a—é

. 2° Nie trudno bedzie teraz znalezé dwie granice, wyzsza i
nizsza, miedzy ktéremi zawiera sie dosa. Jakoz, mamy

dosa =1—2 wst2}a;

: ; a a o0
kladac naprzéd zamiast wst 3 luké, znajdziemy

2 2

dosa>1—2.%— albo dosa>’1——a§-.

i ; ; 53 a
Potem, podstawiajac w tej samej formule, zamiast wst-é

et AN o o
réznice. —— — (-) , Znajdziemy przeciwnie
: 2 6\2 :
: a 1a5)\2 at . 208
dosa<1—2{( =—= — albo dosa 1——
= = +24 82;’
a2 a0k 3
a tem bardziej dosa << 1— Tz~+ %

To pokazuje ze, w pierwszym cwiercianie, dosa jest zawarta
=0 2 4 2
afs? as . a a . : a
miedzy 1—§ 1 1—-—~+-—; wiee, bwmc l—--2—
za dosa, popetnia -sig bfad mniefszy od dwudzieste] c‘.waatej
czesel czwarte) potegt tuku a.
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NOTA B.

0 przyblizeniu z jakiem wyrachowano wstawy 1 dostawy tukdw
idagcych co 10”.

Opierajac si¢ na poprzedniej nocie, nie trudno jest wyznaczy¢
blad popelniony biorac #uk 10" za wst 10".

Jakoz, wiemy (29) ze tuk 10" wiec rzeczony blad

5 .
10%’
jest mniejszym od = (——1—)3 a tém bardziej od £l :

6 \2.10% h.101

Ztad wnosimy ze wst10" r6zni sie od fuku 10" dopiero w #rzy-
nastej cyfrze dziesietnej, i to jeszcze mniej niz jedng czwarty
jednosci tej cyfry.

Co sig za$ tycze dos 10", biorac 1 —4% (fuk 10”)2 za dos 10",

et : : s 1 1 i
popelnia si¢ widocznie blad mniejszy od 55 (m) , a tem

S 1
bardziej mniejszy od ORI

Do wyznaczenia wstaw i dostaw lukéw pierwszego ¢wiercia-
nu, po sobie idacych co 10”, mozna uzyé¢ wiadomych formut

Tomasza Simpson :
wst (m +1)10" = 2dos 10" wst (m . 10"") — wst (m—1)10",
dos (m +1) 10” = 2dos 10” dos (m . 10"") — dos (m —1) 10";

i obrachowa¢ obie linie dla tukéw od 0° az do 45°; albo jedna

tylko, ale od 0° az do 90°, czyli do 324000”. A poniewaz luki

ida co 10", wykona si¢ przeto 32400 dzialan.

Biorac tedy wst10” i dos10" z dwunastoma dziesietnemi
dokladnemi, zachodzi pytanie na ile cyfer dokladnych, w osta-
tniej wstawie obrachowanej, liczy¢ nalezy.

Aby rozwiazaé to pytanie, nazwijmy ¢ biad popelniony bra-
kiem, poprzestajac na 12 cyfrach dziesigtnych wstawy 10”.
Blad popetniony na dos 10", jako mmuiejszy od jednosci osmna-
stego rzedu dziesigtnego, moze byé zaniechanym obok bledu
ktory jest ¢raynastego rzgdu dziesigtnego.
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Na mocy tej uwagi, i wedle formuly powyzszej, blad popet-

niony na wst 20" ma za granice 248; tak samo, blad uczyniony

na wst 30" ma za granice 48 —d=3J; a ogélnie, blad uczy-

niony na wst(m-4-1)10" jest 2mé—(m—15d=(m+1)$;
bo wszystkie te bledy sa brakiem.

Ztad wynika ze blad popelniony na wst (32400.10”) jest 32400 4;
- i 32600 A 1

zatem jest mniejszym od ﬁ;, a tem bardziej od 100"

Wiec ostatnia wstawa, znaleziona po wykonaniu 32400 ra-
chunkéw przyblizonych, zawiera jeszcze dokiadnych 9 cyfer
dziesigtnych. Wigc 12 cyfer dziesigtnych wstawy i dostawy
tuku 10" sa dostatecznemi do wyznaczenia, na mniej niz pél
jednosci osmego rzedu dziesietnego, wstaw i dostaw lukow
pierwszego ¢wiercianu, idacych co 10”.

W tak dlugich rachunkach bledy sa nieuchronne; dlatego
trzeba bylo czesto sprawdzac znalezione wartosci na wstawach
i dostawach wprost obrachowanych, jako wst9°, wst18°..
wst 30°. Co tez wlasnie zrobiono.

NOTA C.

Rozwiniecie wstawy © dostowy wedle poteg tuku.
Dowiedziemy naprzéd dwoch twierdzen ktére nam pdiniej
beda potrzebnemi.
TwierpzeniE 1.

m

: 75
Granicg stosunky ———————»
st

gdy m rosnie nieskonczente,
jest zero.
Niech bedzie % liczba réwna albo wigksza od z; mamy

x™ RS ST s i L

m—-.{"ﬁ'g“‘“_/{'m-m.....m.
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7 Czynmklk i m sa ulamkami malejacemi, a jest
ich m—£k;
= % i < i SN
o 1.2.5.m ~1.2..k '(/;-1.1
(VAze, jako wiadomo, potegi rosnace ulamka /_+x_I daza
v
coraz bardziej do zera ;
3 m
wiec Gran. warete

TwigrpzENIE II.

Granica dos™—, gdy liczba catkowits m rosnie nieskori-
m

czente, jest jednosc.

e ! % %2
Mamy d057n>1—m,
zatem dos™ ~ > (1 —_ x_ m.

m 2m?2

Rozwiflmy druga strone wedle wstawy dwumianu. Aby
przejsé z jednego wyrazu do drugiego, trzeba mnozyé przez

z2 —n—+1

= i przez czynnik -——n— ktory najwiecej réwna sie
m; wiec, jesli weZmiemy m tak aby bylo 2——2-<— s ezyli
: m

2
m> x2 , wyrazy drugiejstrony, naprzemian dodatne i odjemne,

mniejsze od jednosci, beda ciagle malaly.

: $2
Zatem dosm e
m

Aze dosm < 1, wiec Gran. dos™ 7—2 =1

Te trudnoéé uprzatnawszy, przystepujemy do przedmiotu
niniejszej noty. ; ;
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Formula Moawra, jako juz wiadomo, daje

m (m—1
~1 4os™2 ¢ wst 2 a-f ete,

(1) dosma = dos™ @ —

—1) (Mm—2
(2) wstma == m dos " awsta— ﬁz('mj ;)é =2 dos ™~° awstsa-cte.

Nazywajae = luk ma i biorac dosmrg ‘na czynnik,
te formuly moga si¢ wyrazi¢ nastgpujacym sposobem :

m (m—1)
1.2

m(m—1) (m—2) (m—3)
1.2.8.4

x @x
=dos™ —{ 1— ty2 — Sty? = = odeyy
dosa=dos { y m+ Y Pt = }

m m(m—l) (m-—2)

03
wstw=dosm;{—sty —— sty? —+— }

(e 1.23 m

Albo, co to samo,
2,

dosa;-:dos'"lw— 1_.__<1__ ———— +
m

- —

st 2
4 m

x)x
tz=dos™ —S— — —=
wstr=dos m‘(i 73 5w v 3( m) (1 -+

m

Zajmijmy si¢ naprz6d rozwinieciem dostawy.

W nawiasie, aby przejs¢ z jednego wyrazu do nastepnego ,
2k+1

trzeba mnozy¢ pierwszy : 1° przez iloczyn ( )(

ktory jest mniejszym od jednosci, 2° przez ezynnik W
o 2

sty =

3° nakoniec przez stosunek -;T- ,

—

m
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Uwazajmy teraz ze, gdy zostajac niezmienne m ro$nie
xr
sty—
: : : m Al i : ol
nieskonczenie,  stosunek ey maleje i dazy do jednosci.

sty = stZ

= wst—

. m m oo

Jakoz, Gr.J — J=Gr. | —2 lGr.sie. = =1,
T @« m

m m
Zatem, zostawiajac & niezmiennem , mozna wzigé m dosyé
sty-;%
wielkiem aby stosunek —— byl mniejszym od 1+, jak-

m
kolwiek male jest d; wtedy, jesli wezmiemy 2k+1 wieksze
od z(1-43), bedzie widocznie caly mnoznik mniejszym od
jednosci, to jest bedziemy mieli

9

X P
z? 2% JEEINT o z2 (1492
(2k+1)(2k+2)(1_5)(1— m ) IR M=y o)

m

Wynika ztad, ze wyrazy nawiasu, poczawszy od tego ktérego
mianownik zawiera 2k + 1, sa mniejsze od jednosci i maleja
az do zera gdy si¢ m zwieksza nieskonczenie (tw.1);a poniewaz
one sg naprzemian dodatnemi i odjemnemi , przeto zatrzymujac
szereg na jednym z nich, popelni sie blad muiejszy od wyrazu
idacego po tym na ktérym poprzestajemy, i ten blad bedzie
znaku przeciwnego. Wiec

z €x
dosx:dos“‘{il——-— I— ) =] +—
m

2n

2
2n 2 ll Sty—'
ol 4——1)...(1— "+) TG

1:2..2n m m

6 oznacza liczbg dodatng mniejsza od jednosci, azas 97 > 2k4-2.

Przypusémy teraz ze m roénie do nieskonczonosci ; wtedy,
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2z slyib
jakosmy okazali, Gran, dos™ ==1; Gran. — ™ —q.
J ;
m X

m

liczba 6, mniejsza od jednosci, dazy do pewnej granicy tém
mniejszej im 27 jest wigkszem ; a zas blad pochodzacy z wy-
. ; ; = G 2n
raz6w zaniedbanych jest mniejszym od £93. o Aze ta
ostatnia ilo§¢, gdy weimiemy n dostatecznie wielkiem , moze
sta¢ sie tak malg jak si¢ podoba, wiec szereg jest zbieznym i ma
za summe dosx; wiec

zs rt &
—§ PRt SR SN, O
i 13 1234 126"
Rozumujac podnbnie, znajdziemy
.Z'2 xﬁ x'l
b el v kR s e (e

Dwa te szeregi moga sluzy¢ do wyznaczenia wstaw i dostaw
luk6w pierwszego ¢wiercianu z przyblizeniem zadanem ; tém
wiecej ze od 0° do 45° tuk < 0,8, co zapewnia dostateczna
zbieznos¢ obydwoch szeregow ; zatem kilka tylko wyrazow ra-
chowaé trzeba aby otrzymaé wstawy i dostawy z przyblizeniem
przyzwoitem.

Nadto, biorac pewna liczbe wyrazow, popelniony blad jest
mniejszy od wyrazu idacego po tym na ktérym poprzestajemy.

Jakoz, wyrazy dwoch szeregéw ida malejac coraz bardziej,
zatem biorac tylko dwa pierwsze wyrazy, mamy widocznie,

o i d 22 B B
dos:z:>1—?2 i osx<l-—?+m, wiec biorac
g5 ; . 7
1 —— za dos z, blad jest mniejszy od —.
2 24
3 3

Tak samo, wstz > —

i T
o zkad z—wsta< +
Oba te wyniki sa nam juz znane.

Noty te winniSmy zyczliwosci Pana G.-H. Nieweglowskiego.

KONIEC.







UKEAD METRYCZNY

MIAR I WAG.

Uklad miar i wag metryezny oparty na sposobie liczenia
dziesietnym, uzywany dzisiaj we Francyi, Belgii, Piemoncie, nie-
ktérych czesciach Wioch, i nawet w Ameryce, jako jeden z naj-
godniejszych w tym rodzaju utworéw, zasluguje na uwage
kazdego czlowieka. Kto tylko raz doznal ile niedogodnosci
przedstawia rozmaitoS¢ wag, miar i monet réznych krajow,
dla podroézajacych i handlu, ten pewnie zapragnie szczerze aby
wszedzie jednakowy wprowadzono uklad miar, wag i pienie-
dzy. Pod tym wzgledem dobrze jest poznaé¢ uklad metryczny,
bo on moze niedtugo w catej przynajmniej Europie, cho¢ w cze-
$ci, zaprowadzonym zostanie.

1. Mierzy¢ jaka wielkos¢, jestto szukaé jej stosunku z inna
wielkosScia, tej samej natury, wzieta za jednosé. Wiasciwie tedy
mowiac, musi byé w miarach ta sama rozmaitos¢ jaka jest
w rzeczach ktore porownywamy. Ale tutaj zajmiemy sie mia-
rami samej figury cial poréwnywanych, nie zas ich gatunkiem ;
mowié przeto bedziemy o miarach dtugosci, powierzchni, obje-
tosci, a nareszcie o wagach i pienigdzach.

Wybor jednosci miar i wag nie jest rzecza obojetna ani tez
fatwa. Trzeba aby te jednosci nie tylko nie sprzeciwialy sie
bardzo juz uzywanym, ale jeszcze znacznie ulatwiaty rachunki.
Gdyby do mierzenia rzeczy poréwnywanych samych tylko uzy-
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wacé musiano jednosci, wyrazenie tych miar byloby czesto nie-
dogodném. Jakoz, jesli wielko$é uwazana zawiera bardzo wiele
razy swoja jednosé, wtedy liczba wyrazajaca jej miare jest bar-
dzo wielka, i nie daje nam dokladnego wyobrazenia rzeczy uwa-
zanej. I tak : gdybysmy powiedzieli komu ze odleglo$¢ dwoch
miast wynosi milion stép, nie méglby od razu powziaé jasnego
wyobrazenia tej odleglosci, bo stopa jest jednoscia za mala do
mierzenia wielkich odleglosci. GdybySmy znowu do oznaczenia
malej dtugosci mieli tylko lokcie, musieliby$Smy uzyé¢ utamku,
i méwié na przyklad : ta dtugo$é ma 22 tokeia ; taka miara nie
databy nam prawie zadnego wyobrazenia wielkoéci, chociaz ta
wielko$¢ bylaby istotnie wyznaczona.

Aby wiec uniknaé tych obydwoch niedogodnosci, zrobiono
z jednosci pewne wielokrotniki i pewne potrzebne ulamki ktore
osobnemi nazwano imionami. Te imiona, Yatwo zrozumiale, sa
zrobione wedle ustawy dziesietnej naszego liczenia, aby tym
sposobem rachunek miar byl, ile mozna, najprostszym.

Tak wlasnie rozumowali uczeni zalozyciele ukladu miar i
wag metryeznych.

Nazwali tedy : metrem jednosé linijna, arem jednos¢ powierz-
chni, metrem szesciennym jedno$é objetosci, a za$ sterem jed-
nos¢ objetosci drew i drzewa do budowy ; litrem jednosc obje-
tosci rzeczy plynnych i sypnych, nareszcie gramem jednosé¢ wagi,
a nakoniec frankiem jedno$é pieniezna.

Zachowalem nazwiska miar i wag francuzkie, dlatego ze je
przepolsczyé byloby nader trudno, a nawet bez zadnego po-
zytku, tutaj zwlaszcza gdzie nam chodzi raczej o poznanie
ukladu metrycznego, nie za$ o jego w naszym kraju zastoso-
wanie.

II. Zrobiono miary zlozone z jednosci, biorac dziesieé, sto,
tysige razy jedno$¢; a za$ miary ulamkowe biorac jedng dzie-
siatq, jedng setng, jedng tysigeang czeSé jednosei.

Aby latwo utkwi¢ w pamieci, i sposobem nieomylnym, na-
zwiska miar wielokrotnych i utamkowych, potozono przed na-
zwiskiem jednosci wyrazy greckie deka, hekto, kilo, na oznacze-
nie dziesigeiu, stu, tysiaca jednosci; a za§ wyrazy lacinskie dect,
centi, milli, na oznaczenie jednej dziesiatej, setnej, tysiacznej
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cresei jednosci. I tak, mowi sie : dekametr, 10 metréw; hektometr
100 metrow ; kilometr 1,000 metrow ; a nawet jeszcze myriametr
10,000 metréw (prawie dwie polskie mile).

A znowu decymetr to jest i melra; cenfymetr, i metra;
millimetr, 155 Metra.

Tak samo moznaby powiedzie¢ dekar, hectar, kilar, na
oznaczenie 10, 100, 1,000 ar6éw ; a za$ decyar, centyar, milliar
na oznaczenie 7, 133, vdss ara; chociaz istotnie tylko hekéar i
centy ar s3 uzywanemi.

Ster nie ma innych wielokrotnikéw tylko dekaster i decyster.

Litri gram maja : dekalitr, hektolitr, kilolitr, decylitr, centi~
litr; dekagram, hektogram, kilogram, decygram, centigram,
milligram.

Co sie za$ tyczy franka, on nie ma zadnych wielokrotnikéw,
a jego ulamkami sa : decym i centym.

II. Aby nada¢ systemowi metrycznemu pewno$é i trwato$é
ktéraby nie podlegata zmianom spoteczno-politycznym $wiata,
przedsigwzigto oprze¢ nowe miary na podstawie stalej, niepo-
ruszalnej ; te podstawe wzieto w naturze samej. Uczeni francuzey
DerayBrE i MEcHAIN zmierzyli fuk potudnika zawarty pomiedzy
Dunkierkg i Barcelong, i z wyniku swoich geodezycznych dzia-
tan wniesli dlugos¢ éwierci potudnika. Te dlugo$é podzielono
ne dziewie¢ miliondw czgsci rownych, i zrobiono liniat z platyny,
ktorego dtugos¢, w temperaturze lodu topniejacego, réwna sig
wlasnie jednej z tych czeSci. Otoz taka dtugosé ktéra wzieto za
Jjednosé linijng, i nazwano ja METREM.

Metr przeto jest dsiesieé milionowa czeseia éwierci potudnika
przechodzacego przez Dunkierke.

Metr stuzy takze do mierzenia malych odleglosci; i chociaz,
jakosmy juz powiedzieli, jest miara hektometr, nie trzeba jed-
nak mowi¢ systematycznie : ta alea ma trzy hektometry, ale
poprostu : ta alea ma trzysta metrow.

Do mierzenia znacznych odleglosci uzywa si¢ kilometru, albo
tez nawet myryametru, i mowi sie : odleglosé Paryza od Pekinu
jest okolo osiemset dwadziescia i jeden myryametréw.

Wynika z podzialu metra ze okrag potudnika ziemskiego ma
ezterdziesci miliondw metréw, czyli 40,000 kilometréw, albo
4,000 myryametréw.
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AR jest kwadratem ktérego bok ma jeden dekametr; przeto
wartos¢ ara jest sto metréw kwadratowych (*). Wynika ztad
centyar jest to metr kwadratowy.

Uzywa sie ara i hektara do rozmiaru powierzehni pdl; i mo-
wi sie. na przyklad, ze ta rola, ten las ma 2 hektary, 35 aréw,
24 centyarow (2",35%,24). Ale, aby wymierzy¢ male powierzch-
nie, naprzyklad w stolarstwie, w cioselce, i t. p., uzywa sie za-
wsze metra kwadratowego.

Metr kwadratowy zawiera sto decymetréw kwadratowych;
decymetr kwadratowy dzieli sie tak samo na sto centymetrow
kwadratowych ; a nakoniec centymetr kwadratowy, na sto mil-
limetréw kwadratowych. Aby wiec zamieni¢ jakakolwiek liczbe
metréw kwadratlowych na decymetry kwadratowe, albo na
eentymetry kwadratowe, albo nareszcie na millimetry kwadra-
towe, trzeba pomnozyé te liczbe przez 100, albo przez 10,000,
1,000,000.

Wielkie powierzchie, jakoto prowincyi, panstwa jakiego,
czesci Swiata, mierzy sie na myryametry kwadratowe.

Miary ulamkowe metra kwadratowego sa : decymetr kwa-
dratowy, ktory jest setna czeScia metra kwadratowego ; nastepnie
eentymetr kwadratowy, ktory jest setna czeScia decymetra kwa-
dratowego, a dziesie¢ tysieczna czgscia metra kwadratowego;
nakoniec millimetr kwadratowy, ktdry jest setna czeScia centy-
metra kwadratowego, dziesieé tysieczna czescia decymetra kwa-
dratowego, a milionowa czeScia metra kwadratowego.

Jesli wiec chcemy powiedzieé : trzy metry kwadratowe,
dwa decymetry, czterdzieSci pig¢ centymetrow kwadratowych,
nalezy pisac te liczbe tak : 3=k 0245.

Jesli chcemy wiedzie¢ co znaczy liczba metréw kwadrato-
wych napisana jako nastepuje: 6™*,76514 nalezy ja czytac: szes¢
metrow kwadratowych, siedemdziesiat szeS¢ decymetréw, pie-

(*) Aby sobie jasno wyobrazi¢ dlaczego ar zawiera sto metréw kwadrato=
wych, wystawmy kwadrat kiérego bok zawiera dziesig¢ metréw diugosci, i
przez punkta podziatu wysokosci poprowadzmy réwnolegle do podstawy, a za$
przez punkta podzialu podstawy poprowadZmy réwnolegle do wysokosci. To
zrobiwszy, uwazajmy ze réwnolegle do podstawy dziela kwadrat na dziesigé
pas6w,z ktorych kazdy zawiera dziesie¢ metr6w kwadratowych; wige caly kwe-
drat, czyli ar, zawiera dziesigé razy dziesigé metréw kwadratowych, to jest sto
metréw kwadratowych,
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dziesiat jeden centymetréw kwadratowych i % jednego centy-
metra gwadratomego; albo jeszeze, dopisawszy zero, mozemy
powiedzie¢ : 6 metrow kwadratowych, 76 decymetréw, 51 cen-
tymetréw i 40 millimetréw kwadratowych.

Do wymierzenia objetosci cial, ogdlnie méwiac, uzywa sie
metra szeSciennego (*). Metr szescienny dzieli sig na tysiac de-
cymetréw szesciennych (**); decymetr szescienny dzieli sie na
tysiac centymetréw szesciennych, a centymetr szescienny, na
tysiac millimetréw szeSciennych.

Aby zamieni¢ jakakolwiek liczbg metréw szesciennych na de-
cymetry szeScienne, albo na centymetry szeScienne, albo na
millimetry szeScienne, trzeba pomnozyé te dana liczbg przez
1,000, albo przez 1,000,000, albo przez 1,000,000,000.

Metr szescienny bierze nazwisko steru gdy sie uzywa do miary
drzewa na opal albo na ciotke.

Litr jest miara, formy walcowej, majaca objetosé decymetra
szesciennego. Wysokosé litra jest dwa razy wieksza od srednicy
podstawy.

Podlug tego tatwo widzimy Ze oxeft zawierajacy 2340 litrdw,
ma objetos¢ dwdch metréw, trzystu czterdziestu decymetréw
szeSciennych. Co sie pisze tak : 2=+,34.

Wina, wédki, alkohole i likiery mierza sie na litry albo hek-
tolitry, podlug tego jak si¢ sprzedaja w malej albo w znacznej
ilosei.

Rzeczy sypkie, jako zboze, maka, jarzyny, mierza sig takze
na litry albo na hektolitry, dekalitry i podwéjne dekalitry. Ale

(*) Szescian jest to figura zamknigta szeScioma kwadratami réwnemi. Kostka
do grania jest szeScianem. Jesli kazdy bok szeScianu ma metr, albo decy-
metr,i t.d., méwi si¢ Ze to jest metr szeScienny, albo decymetr szeScienny,it. d.

(**) Aby dobrze i latwo pojac dla czego metr szeScienny zawiera tysiac decy-
metr6w szeSciennych, wystawmy sobie- szeScian ktérego trzy krawedzie przy-
legle maja kazda diugo$¢ jednego metra, czyli dziesigciu decymetréw, Przez
punkta podzialu tych trzech krawedzi poprowadzmy plasczyzny réwnolegte do
Scian przeciwnych szeScianu. Te plasczyzny podziela wysoko$é na dziesieé
warstw réwnych, i kazda warstwa zawieraé bedzie sto decymetréw szeScien-
nych; bo podstawa zostala podzielona na sto decymetréw kwadratowych, a
na kazdym takim kwadracie stoi decymetr szescienny. Wiec szedcian zawiera
10 razy 100 decymetréw szeSciennych, co wiasnie czyni tysigé decymetrow
szeSciennych.
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w tym razie, wysokos¢ litra réwna sie¢ $rednicy podstawy; za=-
tém jest rézna od wysokosci litra ktérym sie mierza ciecze.
Uzywa si¢ takze decylitra, szczegdlniej w ogrodnictwie, do
miary nasion.

Gram jest waga, w prézni, centymetru szeSciennego wody
dystylowanéj, w temperaturze 4 stopni nad zerem termome-
tru stu-stopniowego. Wybrano temperature 4 stopni ponad
zerem, bo w tej temperaturze woda ma najwicksza gesto$é mo-
zebng, a przeto najwieksza wage.

Wazono na powietrzu, nie centymetr szeScienny, bo jego
waga just za malg, lecz decymetr szescienny wody ; potem ra-
chunkiem wyznaczono wage jaka ten decymetr szescienny wody
powinien mie¢ w prozni. Wiadomo albowiem ze, wedle ustawy
Arcuivepesa, kazde cialo, zauurzone w jakimkolwiek plynie,
traci ze swojego cigzaru tyle, ile wazy plyn przez niego wy-
pchniety.

Zrobiono tedy z platyny cigzar przedstawiajacy tak $cisle wy-
rachowang wage : tysiaczna czgsé tego ciezaru jest wiec gramem,
bo, jako juz wiemy, decymetr szeScienny zawiera tysiac centy-
metrow szesciennych.

Wszelkie cigzary, jako naprzykiad naladowania okretow,
statkOw, waza si¢ na beczki albo na centnary metryczne.

Beczka wazy tysiac kilogramow, a centnar metryczny sto ki-
gramow.

Do oszacowania malych ciezaréw uzywa sie kilogramu, deka-
gramu i gramu. A gdy chodzi o rzeczy bardzo wielkiej wyma-
gajace akuratnosci, jako lekarstwa medyczne, uzywa sig decy-
gramu i nawet centygramu.

Dla wigkszej dogodnoSci uzycia miar i wag whandlu, ustawa
toleruje dekalitr podwdjny i példekalitr, podwojny hektogram
i péthektogram.

Wynika z okreslenia gramu ze, aby zna¢ wage danej objeto-
. $ci wody, trzeba wyrazi¢ i¢ objetos¢ w centymetrach szescien-
nych. Wtedy, ile bedzie tych centymetrow, tyle woda, czysta
ma si¢ rozumieé, wazyé bedzie gramoéw.

Litr czystej wody wazy tysiac graméw albo jeden kilogram ;
a za8 beczka zawierajaca tysiac litréw albo jeden metr sze-
Scienny, wazy tysiac kilogramow.
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IV. Monety francuskie srebrne i zlote robia sie z alliazu,
jako i w innych krajach.

Alliaz na monety francuskie srebrne sklada sie z dziewiecin
czgsei cigzarowych srebra a z dziesiatej czesci miedzi.

Alliaz na monety zlote ma sktad podobny; to jest, na dzie-
sigciu czesciach alliazu jest dziewieé czesci zlota i jedna czesé
miedzi. Ten alliaz nadaje monecie pewna twardo$é ktorejby
nie miala, gdyby z samego jeno srebra lub zlota fabrykowana
byla; wtedy moneta, przez ciagly obieg, zcieralaby sie predko
i zuzywala.

Jednoscia monet francuskich jest frank. Frank jestto kawalek
alliazu srebrnego formy kolistej, wazgcy pieé gramow.

Inne monety srebrne sa : pieé frankow, dwa franki, pol franka
czyli 50 centyméw, i piata czesé franka czyli 20 centymow.

Z okreslenia franka wynika latwy sposob znalezienia wagi
gdy jest dang liczba frankow, i nawzajem liczby frankow, kté-
rych wiadoma jest waga. I tak, widocznie 200 fr. waza 200 X 5
gramow to jest kilogram. I nawzajem, worek zawierajacy sre-

brne pieniadze, i wazacy 82,5 hektograméw, ma wartosc
82508+ : ;
g t0 Jest 1650 frankow.

Dia tego tez bank francuski, gdy placi nowem: pieniedzma,
nie rachuje ich, ale tylko wazy.
Dla ustanowienia ceny zlota, przyjeto we Francyi ze stosunek
wartosci miedzy zlotem i srebrem, tej samej wagi, jest 15,5.
Ztad wynika ze, poniewaz 20 fr. w srebrze waza 100 gramow,
1005 1000
1535 2 165
To znaczy ze 155 sztuk ,dwudziesto-frankowych waza kilo-

0 r.
e

20 fr. w zlocie wazyé powinny

10
gram; wiec kazka taka sztuka wazy 155

mal 6 graméw i pol.

Srednica sztuki 20 frankowej jest 21 millimetréw.

Inne pieniadze zlote, dzisiaj we Francyi obieg legalny majace,
sa: b fr., 10 fr., 50 fr. i 100 fr.

Moneta miedziana robi si¢ z bronzu ktory sie sktada z 0,94 mie-
dzi, 0,04 cyny, 0,01 zynku.

Pieniadze bronzowe francuskie s : centym ktory wazy gram,
dwa centymy, pieé centyméw i dziesieé centymow. 3

12
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Monety francuskie, dzisiaj uzywane, skladaja sie z 14 sztuk
ktorych Srednice i ciezar nastepujaca okazuje tablica :

|

OZNACZENIE WARTOSCI. SREDNICA.| CIEZAR.
Moneta zlota. millimetry.! grammy.

Sztuka 160 frankowa .. . . .. . ¢ 35 32,25806
=50 T e et 28 16,12903
g e e 21 6,45164
= 4F . 3= eowsh dig Wk 19 | 3,22580
= i = 17 [ 1,61200

Moneta srebrna.

Sztitla 5 aRkowa » ¢ £ 5 v 0T 37

25

e 2 = U, T Cl S NG | g 27 10

— 1 = NSO T e e 23 5
==, % (50 cemtymow e - s . o . ¢ o 18 95

==. 3 (20 Gentymow)s o & o v .o . 15 1

Moneta bronzowa.

bztulte 40 centyiiows . L 0. . L oo 30 10

— 5 — Ses s e Syl i 25 5

— 2 —_ G R RS S 20 2

— 1 — e e e 15 1

1V. Przedmioty fabrykowane ze zlota albo ze srebra, zawie-
raja zawsze melal tanszy, zwykle miedz, ktory im nadaje twar-
dosci, a przeto robi je trwalszemi. Ilos¢ gramow czystego zlota
albo srebra na 1,000 gramow alliazu, nazywa sie jego tytulem
albo proba. 1 tak, gdy si¢ mowi ze klejnot zloty jest proby
840, to oznacza ze na 1,000 graméw tego klejnotu, jest 840 gra-
mow czystego zlota, a 160 graméw miedzi ; albo ze kazdy gram
Klejnotu zawiera 08,84 czystego zlota a za§ 057,16 miedzi.
Gdy wiec ten klejnot wazy 50 gramdéw, to wiedy zawiera
0#:84 X 50 == 42¢* czystego zlota, a przeto 8 gramow miedzi.

Monety francuskie s3 proby 900.

Trzy sa proby legalne dla robot zlotych, to jest : 920, 840, i
750 ; a tylko dwie dla robot srebnych, to jest : 9501 800,

Te proby sa wytloczone na kazdej robocie jubilerskiej, ktora
nie moze by¢ puszczong w handel, dopdki takim nie zostanie
opatrzong stgplem. Stepel odbija si¢ w biurze kontroli, po sci-
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stym proby sprawdzeniu. . To wlasnie daje kupujacemu legalna
rekojmie.

Ustawa z roku 1836 we Francyi oznacza 6 frankow za kilo-
gram zlota, a 2 franki za kilogram srebra, jako koszta fabryka-
cyi monety, liczac w to strate menniczna metalu. Podlug tego,
kilogram srebra proby 900, wart 200 fr. —2 fr. = 198 fr.;

za$ kilogram zlota, tej samej proby, wart :

20 %X 1565 — 6 fr.=3094 frankow.

Jesli wiee chcemy wiedzie¢ ile wart kilogram srebra, uwa-
zajmy tylko ze, wedle powyzszego rachunku, kilogram alliazu
monety srebrnej, czyli 900 gramow czystego srebra wartaja
198 frankéw. Zatem gram czystego srebra wart 435’ = 0f,22;
to jest 22 centymy; a za$ gram czystego zlota wart 3r,43777,
czyli kilogram ztota wart 3437%,77.

Latwo wigc mozna oszacowaé przedmiot zioty lub srebrny,
ktérego wiadoma jest proba i cigzar. I tak, przedmiot srebrny
proby 950, wazacy kilogram, wart 222X 950 =209 frankow.

Tak samo oszacuje si¢ wszelki przedmiot zloty, baczac ze
cena zlota jest 343777 za kilogram czystego zlota. Proba
ztotych przedmiotéw pokazuje ile na kazdym kilogramie roboty
zawiera si¢ czystego zlota ; latwo wiec znajdzie si¢ wartos¢ ta-
kich przedmiotow.

Naplyw niespodziany zlota do Europy, znizyl cokolwiek obe-
cnie jego ceng, w poréwnaniu ze srebrem, tem wigcej jeszcze
ze srebro staje si¢ coraz rzadszem. Kilogram zlota nie wart
przeto dzisiaj 3437 frankow ; ale (o znizenie nie jest wielkie, i o
niem mowi¢ niema tu potrzeby.

Na tem konczymy rzecz o ukladzie miar i wag dziesigtnych,
i ich zastosowaniu.

KONIECG,







TRESC RZEGZY

ZAWARTYCH W TEM DZIELE.

KSIEGA 1. — OkreSlenie linij trygonometrycznych, ich zwiazki,
wstia, dosia, styia,...etc.— Zamiana summy linij
trygonometrycznych na wieloczyn, i nawzajem.

KSIE GA II.— Uklad tablic.

KSIEGA III. — Rozwiazywanie tr6jkatow. — Powierzchnia
trojkata w funkcyi bokoéw i katéw. — Zastosowania trygo-
nometryi do wymiaréw na gruncie — Kilka zagadnien.

KSIEGA 1V.— Trygonometrya sferyczna, niektére jej zasto-
sowania.

KSIEGA V. — Zastosowanie trygonometryi do Algebry.— For-
mula Moowra.—Mnozenie i dzielenie lukéw.—Rozwiazanie
réwnan dwumiennych i tréjmiennych za pomoca tablic. —
WiasnoSci pierwiastkéw réwnania 2™ =1 =0.— Twier-
dzenie Moawra.

TRZY NOTY.
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CZYTELNIK ZECHCE POPRAWIC NASTEPUJACE ZNACZNIEJSZE OMYLKI.

Stron. Wiersz. Zamiast. Czylaj.
61 12 Va®—b2dosA \/a2dus2A—f—a2—b2
65 =2 awstodosa awste dosa
awstB 4 2k A awst(B'4-2kn=A)
63 14
wst A wst A
s T n:awst(B—{—A) awst (B’ 4 A)
wstA wst A
65 8 a, 0, ¢ a, b, C
143 2oddolu pawinno : powinno
12 iczba liczba
157 hoddolu toraz teraz
165 Li 2md—(m—13 2md—(m—1)3
e e
166 6 oddolu m> 9 m> e
173 23 dziewieé dziesiec
Qi = 9 \Vynika ztad Wiynika ztad ze
17h =22 gwadratowego kwadratowego
1708 1l na ciolke na ciesielke.
176511 just jest
176 24 kigramow kilogramow













