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Wstep

Ksigzka ,,Elementy matematyki wyzszej” jest podrgcznikiem, a wigc zawiera
material, ktory nalezy opanowac i (zazwyczaj) zdaé¢ z niego egzamin. Adresatami
podrecznika sa przede wszystkim studenci wyzszych szkol ekonomicznych 1 tech-
nicznych.

Przedmiot, ktérym si¢ zajmujemy, to matematyka, postrzegana przez wigk-
sz0$¢ jako rzecz trudna i skomplikowana a przez mniejszos¢ — jako prosta i tatwa.
Autorzy nie majg zamiaru burzy¢ zadnego z tych mnieman, chociaz sami uwazaja,
ze matematyka bywa prosta i skomplikowana, tatwa i trudna, ale zawsze jest
pickna.

Material wytozony w tej ksigzce nie jest bardzo obszerny, ale zawiera
zagadnienia, ktore studenci sa zobowigzani opanowac, aby $wiadomie uczestniczy¢
w dalszym procesie ksztalcenia. Z uwagi na praktyczny charakter wiedzy matema-
tycznej uzywanej w dalszym toku studiow wyktad ma charakter zwigzly, jest
zilustrowany wieloma przyktadami i uzupeliony zestawami zadan do samodziel-
nego rozwigzania. Ksigzke podzielono na sze$¢ rozdziatéw o réznej objetoscei.

W rozdziale 1. oméwiono podstawy logiki i teorii mnogosci. Obejmujg one
znany czg¢$ci studentow (ze szkoly $redniej) rachunek zdan, uzupemiony rachunkiem
kwantyfikatorowym, oraz budow¢ prawidlowych regut wnioskowania, a takze ele-
menty teorii mnogos$ci — dziatania na zbiorach oraz elementy teorii relacji.

Rozdziat 2. po§wigcony jest macierzom i pewnym aspektom ich zastosowania.
Okreslono tam rodzaje macierzy i opisano dzialania na macierzach, metode oblicza-
nia macierzy odwrotnych, obliczanie wyznacznikow oraz uktady rownan linio-
wych. Cato$¢ konczy obszerny podrozdzial dotyczacy rachunku wektorowego.

Rozdziat 3. jest najdluzszy, a traktuje o rachunku rézniczkowym funkcji
jednej zmiennej. Niektore zagadnienia sg znane wigkszosci studentdéw ze szkoty
$redniej, ale nie wszystkie. Omoéwiono zagadnienie funkcji odwrotnej, dokonano
przegladu funkcji elementarnych, okreslono pochodng i sposoby obliczania niektorych
pochodnych, przytoczono wazne twierdzenia rachunku rézniczkowego — migdzy
innymi regut¢ de L’Hospitala. Poruszono (skutecznie) problemy monotonicznosci
1 warto$ci ekstremalnych funkcji rozniczkowalnych. Na koncu pokazano sposoby
badania funkcji z zastosowaniami.
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Tematem rozdzialu 4. sg catki. Wigksza cze$¢ rozdzialu poswigcono calce
nieoznaczonej i metodom catkowania. Nast¢pnie omowiono catke oznaczong i catke
Riemanna, ich zwigzek oraz wynikajace z niego niektdre zastosowania.

Rozdziat 5. nosi tytut ,,Funkcje wielu zmiennych”, ale w wigkszosci poswigcony
jest funkcjom dwoéch zmiennych. Zdefiniowano w nim pochodne czgstkowe, po-
kazano przyktady ich obliczania, a takze zastosowanie. Duza cze¢$¢ tego rozdzialu
zajmujg zastosowania rozniczki zupeinej, obejmujace obliczenia przyblizone warto-
sci funkcji, szacowanie bledu przyblizen, a takze — co nie jest czesto spotykane
— zastosowanie rozniczki zupetnej do przyblizonego rozwigzywania uktadow réwnan
nieliniowych. Na zakonczenie omdéwiono obliczanie ekstremum funkcji dwoch
zmiennych.

W rozdziale 6. oméwiono szeregi nieskonczone. Po krotkim wstepie, przy-
pominajgcym wiadomosci o ciagach liczbowych, okreslono szereg nieskonczony
1 sume szeregu oraz podano podstawowe kryteria zbieznosci szeregow liczbowych
o wyrazach dodatnich i szeregu naprzemiennego. Nastgpnie okreslono szereg funk-
cyjny i jego promien zbieznosci. Po przypomnieniu twierdzenia Taylora z rozdziatu 3.
omowiono rozwini¢cie funkcji w nieskonczony szereg Taylora i Maclaurina, po
czym pokazano, jak pewne funkcje mozna rozwing¢ w szereg Maclaurina bez
obliczania pochodnych. Na zakonczenie pokazano zastosowanie szeregu Taylora
w przyblizonych obliczeniach pewnych catek oznaczonych.

Wyroznionymi elementami w tek$cie sg definicje, twierdzenia, uwagi, przy-
ktady, zadania, rysunki i wzory. Sa tez one odpowiednio oznaczane, a nawet — mozna
powiedzie¢ — kodowane. I tak — definicje, twierdzenia, uwagi, przyklady i zadania
sa oznaczane wedlug reguly: ,,numer rozdzialu — rodzaj elementu — numer elementu
w tym rozdziale”. Srodkowa cze$é oznaczenia jest litera, pozostate — cyframi. Oto
przykiad:

2.d.5. —pigta definicja w drugim rozdziale;
6.t.2. — drugie twierdzenie w szostym rozdziale;
2.u.5. — piata uwaga w drugim rozdziale;

3.p.1. — pierwszy przyktad w trzecim rozdziale;
1.z.3. — trzecie zadanie w pierwszym rozdziale.

Wazniejsze wzory sg oznaczane dwiema cyframi (numer rozdziatu, numer
wzoru), na przyktad (3.12) oznacza dwunasty wzor w trzecim rozdziale. Rysunki sa
numerowane podobnie, ale bez nawiasow.

Dzigkujemy Recenzentowi, Panu Profesorowi dr hab. Ryszardowi Plucienni-
kowi, ktorego krytyczne, wnikliwe i zyczliwe uwagi spowodowaty usunigcie
btedéw i usterek w manuskrypcie.
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Obaj autorzy wyrazaja szczegdlne podziekowania swoim Zonom, ktore
w duzym stopniu ponosity trudy zwigzane z powstaniem tej ksigzki — zwlaszcza

w weekendy i popotudnia — i bez ktoérych cierpliwosci ksigzka powstawataby
jeszcze dhuze;j.

Jacek Gruszka, Lech Kaczmarek






1. Logika i teoria mnogosci

W rozdziale tym omoéwiono podstawy matematyki: logik¢ matematyczng
i teori¢ zbiorow (teori¢ mnogosci). W programie ,,minimum” szkoty $redniej nie
ma obecnie logiki matematycznej (kiedys byla), czego smutnych skutkéw doswiad-
czamy w polityce, ekonomii, mass mediach oraz w zyciu codziennym. O tym,
jak niewiarygodnie daleko od logicznego myslenia moze odejs¢ cztowiek, przeko-
nujemy si¢, czytajac opinie i komentarze ,,internautéw” pod artykutami w witry-
nach internetowych albo stuchajac wystapien niektérych uczestnikow zycia
publicznego.

1.1. Logika matematyczna

Logika matematyczna jest nauka, ktorej zadaniem jest badanie rozumowan
stosowanych w matematyce i ustalanie kryteriow ich poprawnosci. Tak zwana logika
klasyczna dzieli si¢ na rachunek zdan i rachunek funkcyjny (kwantyfikatorowy).

1.1.1. Rachunek zdan

Przedmiotem rachunku zdan sg zwiazki migdzy zdaniami.

Definicja 1.d.1. Zdaniem nazywamy w logice wypowiedZ oznajmujaca i sensowna, to
znaczy taka, ktorej w ramach danej nauki mozemy przypisa¢ ocen¢ prawdziwosci
albo falszu i tylko jedng z tych ocen.

Zdania nazywamy rowniez formutami atomowymi.

Pojawia si¢ tu problem prawdziwosci albo falszu zdania. O ile z pojeciem
falszu mozna sobie poradzi¢ tatwo, mowiac: ,,to jest falszem, co nie jest prawda”,
o tyle z prawda poradzi¢ sobie w ten sposob nie mozemy, bo wpadniemy w btedne
koto. Istnieja rézne definicje prawdy (nie musi to przeczy¢ obiegowemu stwierdze-
niu, ze ,,prawda jest tylko jedna”), ale sg one dos¢ dlugie i skomplikowane. Autorzy
sadza, ze zrozumiale i wystarczajace bedzie stwierdzenie: prawdziwe jest to zdanie,
ktore zgodnie 7 rzeczywistoscig orzeka o przedmiocie, do ktérego sie odnosi.
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Istniejg zdania oznajmujace, bez watpienia prawdziwe (albo fatszywe), kto-
rym nie mozemy przypisa¢ oceny prawdy lub fatszu. Zdanie: Archimedes urodzit sie
w styczniu jest albo prawdziwe, albo nieprawdziwe, ale nie mozemy tego stwierdzic,
gdyz nie znamy (i zapewne nigdy nie poznamy) doktadnej daty urodzin Archimedesa.
Dlatego wazne w wyzej podanej definicji jest sformutowanie: ..w ramach danej
nauki.... Innym rodzajem zdan oznajmujacych, o ktorych prawdziwosci lub nie-
prawdziwosci trudno rozstrzygnaé, jest zdanie typu: Albert jest dos¢ tegi. Moze to
by¢ bowiem prawda w grupie skoczkéw narciarskich i nieprawda w grupie zawod-
nikdéw sumo. A Albert — caly czas ten sam.

Ustalmy, ze w naszych rozwazaniach zdanie bedzie jednoznacznie prawdziwe
albo jednoznacznie fatszywe. Istniejg systemy logik wielowartoSciowych, ale nie
bedziemy si¢ tu nimi zajmowac.

Zdania, czyli formuly atomowe, taczymy w formuly zdaniowe za pomoca
spojnikow logicznych, zwanych réwniez funktorami zdaniotworczymi. Prawdziwosé
formuly zdaniowej zalezy zarowno od prawdziwosci formut atomowych, jak i od
jej »struktury”, to znaczy sposobu, w jaki zostata zbudowana. Czytelnik przekona
si¢ wkrotce, ze mozna zbudowa¢ formute (wypowiedz) ztozong z samych zdan
fatszywych, a mimo to prawdziwg. Mozna tez zrobi¢ odwrotnie.

Spajniki, ktoére zostang teraz wymienione, to nie wszystkie funktory stosowane
w logice, ale w zupetnosci (a nawet z nadwyzka) wystarcza do skonstruowania
wszystkich pozostatych. Bedziemy wigc stosowac nastepujace spdjniki logiczne:

1. Jednoargumentowy funktor negacji (zaprzeczenia): ,nieprawda, ze...”; np.
negacjg zdania: Jerzy byt wczoraj w kinie jest: Nieprawda, ze Jerzy byt
wczoraj w kinie (mozna tez: Jerzy nie byt wezoraj w kinie).

2. Funktory dwuargumentowe (spdjniki taczace dwie formuty):

—  Funktor koniunkcji (iloczynu logicznego): ... i ...”; np. koniunkcjg dwoch

zdan jest formula: Zjadiem obiad i wyszedlem na spacer. Zauwazmy, ze
z wypowiedzi tej nie wynika, ktora czynno$¢ nastapita wezesnie;j.

—  Funktor alternatywy (sumy logicznej): ,,... lub ...”; np. alternatywa
dwoéch zdan jest formuta: Bede sie dzis uczyl lub pdjde do kina.
Zauwazmy, ze mozliwe sa: pierwsza czynnos$¢, druga czynnosc lub obie
cZynnosci.

—  Funktor implikacji (wynikania): ,Jezeli ..., to ...” (,,Z tego, zZe ..., wynika
...”); np. implikacjg dwoch zdan jest formuta Jezeli si¢ dobrze naucze, to
zdam egzamin. W implikacji rola kazdej z dwoch formut jest inna
1 kolejnos¢ tych formut jest istotma (w alternatywie i koniunkcji kolejnos¢
formut nie ma znaczenia). Jest to jasne nawet intuicyjnie, czyli na pod-
stawie do§wiadczen z zycia codziennego. Czesci sktadowe implikacji maja
swoje nazwy. Pierwsza formule¢ implikacji nazywamy poprzednikiem,
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a druga — nastepnikiem. Wiele sformulowan, zwlaszcza naukowych, ma
forme implikacji. Z tego wzgledu pierwsza formule implikacji nazywamy
czgsto zatoZeniem, a drugg — tezq. 1 wreszcie — jezeli cata implikacja jest
prawdziwa, to implikacja odwrotna prawdziwa by¢ nie musi. Mozemy
uwierzy¢, ze prawdziwa jest powyzsza formuta: Jezeli si¢ dobrze
nauczylem, to zdam egzamin, ale implikacja odwrotna: Jezeli zdam
egzamin, to si¢ dobrze nauczytem — nie musi by¢ prawda. Mozna sobie
wyobrazi¢ sytuacj¢, ze student, majac do opracowania 150 zagadnien,
nauczyl si¢ tylko trzech i te wlasnie byly na egzaminie. Miat sporo
szczg$cia, egzamin zdal, ale z tego nie wynika, Ze si¢ dobrze nauczyl.
Wrdo¢my zatem do prawdziwej (jak si¢ zdaje) implikacji — Jezeli si¢ dobrze
nauczylem, to zdam egzamin. Tez¢ (nastgpnik) nazywamy warunkiem
koniecznym zalozenia (poprzednika). Oznacza to, ze fakt zdania egzaminu
jest konieczny, aby mozna bylo stwierdzi¢, ze si¢ dobrze nauczylem
(fatwiej to zrozumie¢ na przykladzie z zaprzeczeniami: Jezeli nie zdatem
egzaminu, to znaczy, ze si¢ dobrze nie nauczytem). Z drugiej strony —
zatozenie (poprzednik) nazywamy warunkiem dostatecznym lub wystar-
czajgcym tezy (nastgpnika). Oznacza to, ze w prawdziwej implikacji
wystarczy prawdziwos$¢ zalozenia, aby teza byla prawdziwa. W naszej
przyktadowej 1 — jak sadzimy — prawdziwej implikacji wystarczy si¢
dobrze nauczy¢, by zda¢ egzamin (nalezy, ma si¢ rozumie¢, do egzaminu
przystapic, a nie ,,zachorowac”).

—  Funktor réwnowaznosci (identycznosci logicznej): ,,... wtedy i tylko wtedy,
gdy ..”
podzielna przez dwa wtedy i tylko wtedy, gdy liczba jednosci jej przed-

; np. rownowaznos$cig jest formula: Liczba naturalna jest

stawienia w systemie dziesigtnym jest parzysta (dodanie: ... w systemie
dziesietnym... jest istotne, bo na przyklad liczba cztery w systemie
trojkowym ma postaé: 11). Kolejnos¢ formut polaczonych spojnikiem
roéwnowaznosci nie ma znaczenia.

Formuly zdaniowe bg¢dziemy zapisywali za pomoca schematow. Formuty
atomowe bedziemy oznacza¢ matymi literami alfabetu tacifiskiego i nazywac
zmiennymi zdaniowymi, formuty ztozone — literami alfabetu greckiego, a spdjniki
logiczne nastgpujacymi symbolami:
~ —symbol negacji (spotyka si¢ tez —),

A —symbol koniunkcji (spotyka si¢ tez &),

v —symbol alternatywy,

= - symbol implikacji (spotyka si¢ tez — ),

& — symbol rownowaznosci (spotyka si¢ tez < ).
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W $wietle powyzszych rozwazan zrozumiala stanie si¢ ponizsza definicja.

Definicja 1.d.2. Indukcyjna definicja zbioru formut

1. Alfabet

p.q S a b..— zmienne zdaniowe (formuty atomowe),

~, V, A, =, & — funktory zdaniotworcze (lub spojniki logiczne),
G)sl ], itp. — znaki techniczne.

2. Gramatyka (czyli reguty budowania formut)

Reguta I: Kazda zmienna jest formuta.

Reguta II: Jesli @i wsa formutami, to: ~ (go), (go \ l//), (go A l//),(go = l//),
(go = l//) sg tez formutami.

Reguta III: Kazda formuta jest zbudowana z formut atomowych przez stosowanie
skonczong liczbg razy operacji taczenia funktorami, tak jak to pokazano w regule II.

Formuty sa schematami wypowiedzi.
Kolejnos¢ dziatania funktoréw zdaniotworczych:
~negacja, A koniunkcja, v alternatywa, = implikacja, < roéwnowazno$c.
Autorzy szczerze zachecaja jednak do stosowania nawiasow, aby uniknaé
niejednoznacznosci.
Przyktadem formuty zdaniowej jest:

{[pv(~g=rin~r=q)=(po~r).

PowyzZsze rozwazania doprowadzity nas do umiejetnosci zapisywania formut
zdaniowych 1 ich klasyfikacji ze wzgledu na budowg. Osobnym i bardzo waznym
problemem jest kwestia prawdziwo$ci formut zdaniowych. Logika nie wypowiada
si¢ w sprawie prawdziwosci formut atomowych, natomiast rozstrzyga o prawdziwosci
formut ,,ztozonych” przy zatozonej (zadanej) prawdziwosci (lub nieprawdziwosci)
formul atomowych. Narzedziem do takich rozstrzygnig¢ jest wartosciowanie logiczne.
Zdaniu prawdziwemu przypisana zostanie warto$¢ 1, a zdaniu falszywemu — wartosé
0 (cyfry 01 1 nie pelnig tu funkcji zapisu liczb, lecz symboli fatszu i prawdy). Jest to
tak zwany zero-jedynkowy system wartosciowania, ale w literaturze znane sg przy-
ktady innych oznaczen (np. system T — F, od stow true i false).

Konsekwentnie, formule prawdziwej przypiszemy warto$¢ 1, a formule
falszywej — warto$¢ 0. Zalezno$¢ prawdziwosci formut od prawdziwosci ich ,,czgséci
sktadowych” przedstawiajg ponizsze tabelki.
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- Negacja

p ~p

0

Jezeli formuta jest fatszywa, to jej zaprzeczenie jest prawdziwe i odwrotnie.

- Koniunkcja

— |~ o ]lo |l
— o= lo|x
— lo|lolo| >

Koniunkcja dwdch formut jest prawdziwa tylko wtedy, gdy obie formuty sg prawdziwe.

- Alternatywa

pvyq

— |~ ool
— o~ lo |x

Y
0
1
1
1

Alternatywa dwoch formut jest prawdziwa, jesli cho¢ jedna z nich jest prawdziwa.

- Implikacja

p=4q

— = o |lo |
— o= |lo|x
—_ o |—=|—

Implikacja dwoch formut jest fatszywa, jesli poprzednik jest prawdziwy, a nastgpnik —
falszywy. Jest to bardzo nieintuicyjne warto§ciowanie, gdyz mozemy zaakceptowac
prawdziwo$¢ rozumowania, w ktorym z prawdy wynika prawda, a z fatlszu wynika
falsz, oraz nieprawdziwos$¢ rozumowania, w ktorym z prawdy wynika fatsz. Natomiast
z trudem akceptujemy poprawnos¢ wnioskowania, w ktérym z fatszu wynika prawda.
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— Rownowaznosé

P=9q

el = =N =R ]
— o= lo s
e f=N =N I

Rownowaznos¢ dwoch formut jest prawdziwa, jesli obie maja te sama wartos¢
logiczng; w przeciwnym razie rownowazno$¢ jest fatszywa.

Uwaga 1.u.l. Istnieje szesnascie sposobow taczenia dwéch formul zdaniowych
funktorami (powyzej przedstawiono tylko cztery). Do czgsciej spotykanych naleza:
wylgczna alternatywa (exclusively ,,or”), dysjunkcja (kreska Sheffera) oraz
funktor jednoczesnego zaprzeczenia. Nie bedziemy ich uzywac w tej ksiazce, cho¢
wylqcznej alternatywy uzywa wiele jezykow programowania (czyta si¢: ,,...albo...”
1 jest prawdziwa, jezeli doktadnie jedno z dwdch zdan jest prawdziwe).

Istniejg rézne ,,techniki” badania wartosci logicznej formul zdaniowych. Jedna
z nich jest metoda ,tabelkowa”, ktora polega na ,,roztozeniu” formuty na formuty
atomowe, a nastepnie na poszczegolne formuty sktadowe, az do postaci pierwotne;j,
i na pelnym przegladzie prawdziwosci formuty przy kazdej konfiguracji wartosci
logicznych formul atomowych. Uwzgledniamy oczywiscie zasady zawarte w tabel-
kach zapisanych powyzej

Przyklad 1.p.1. Zbada¢ wartos¢ logiczng formut:

a) ~(pr~q)=(p=~9q); b) (pAag)e~(~pv~q);
©) (pvg)al~ pa~q); d [(pvag)arl=(p=r).
Rozwiqzania

a)~(pa~q)=(~p=yq)

~¢ | pra~q | ~(pr~q) p=>~q | ~(pr~q)=(p=>~4q)

= = (=N =N k>
— o~ lo|x

1
0
1
0

S |= |2 S
—_ O |- |
S |l—= =1
S |l—=|—= 1

Odpowied;: Formula ~ (pa ~ q) = (p =~ q) jest falszywa tylko wtedy, gdy obie for-
mutly atomowe sg prawdziwe, w pozostatych przypadkach — formuta jest prawdziwa.
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b) (prg)e~(~pv~q)

~» | ~q |~pv~q|~(pv~q) | p

(prg)e~(~pv~q)

— = o |lo |
— o |~ |lo|x

1
0
1
0

(el Nl Ne N
S |l—= =1
— o o o

=l k=2 (=2 =2 b=

—_—— ==

Odpowied?: Formuta ( DA q) S~ (~ pv -~ q) jest zawsze prawdziwa, niezaleznie

od warto$ciowania formul atomowych.

o) (pvg)al~ pa~gq)

~p ~q p

~ PN Y

—_

pvaal~pr~g
(pva) )

— = o |lo |

ol E=2 Ll K==l LN
—_— == O | <

1
0
1
0

SIS |- |-

S |o o |-

S |o o o

Odpowied?: Formuta (pv q)a(~ pa~q) jest zawsze falszywa, niezaleznie od

warto§ciowania formut atomowych.

d(prg)vri=(p=r)

~

pAqg | (pAg)vr

prg)vri=(p=r)

oclo|lolol~ I~~~ IS
oclol~|~lolo |~ |~ Ix
o=~ lol~|lol~|lo |~
oclolo|lo|lo|lo |~ |~
O |l—= | |—= |||

<
’—"—"—"—‘O'—‘O'—‘U
~

]
1
0
1
1
1
1
1
1

Odpowieds: Formula [(p A q)vr]= (p = r) jest falszywa tylko wtedy, gdy zdania

p 1 g sa prawdziwe, a zdanie 7 jest falszywe. W pozostalych przypadkach formuta

ta jest prawdziwa.
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Szczegblna rolg w logice odgrywaja formuty zawsze prawdziwe.

Definicja 1.d.3. Formula zdaniowa, ktéra niezaleznie od warto§ciowania formut
atomowych jest prawdziwa, nosi nazwe tautologii albo prawa logicznego.

W przyktadzie 1.p.1 tautologia jest formuta z punktu (b), a pozostate
formuty nie sg tautologiami.

Twierdzenie 1.t.1. Przeglgd wazniejszych tautologii

- Prawo wylaczonego $srodka

(1.1) pv~p
(prawdziwe jest zdanie lub jego zaprzeczenie).

- Prawo podwdjnego przeczenia

(1.2) ~(~p)ep

(negacja negacji zdania ma takg samg wartos¢ logiczna jak to zdanie).

- Prawa De Morgana

(13) ~(prg)e(~pv~q)

(zaprzeczenie koniunkcji jest alternatywa zaprzeczen).

(1.4) ~(pva)e (~pr~q)

(zaprzeczenie alternatywy jest koniunkcja zaprzeczen).

- Zasada dowodu ,,nie wprost”

(1.5) (p=q) &~ (pr~q)

(implikacja jest rownowazna zaprzeczeniu koniunkcji: zalozenia i negacji tezy).

— Prawo transpozycji

(1.6) (p=4q)e(~9=~p).
- Prawa przemiennos$ci koniunkcji i alternatywy
(1.7) (pva)e(gvp),

(1.8) (prg)e(gap).
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- Prawa tacznosci koniunkcji i alternatywy

(1.9) (pvigvr)e(pva)vr),
(1.10) (prlgar)e(prg)ar).

_  Prawo rozdzielnosci koniunkcji wzgledem alternatywy
(1.11) (prlgvr)e((prg)v(pnar).
_  Prawo rozdzielnodci alternatywy wzgledem koniunkei
(1.12) (pvigar)e(pva)alpvr).
~ Prawo sylogizmu warunkowego

(1.13) (r=9)=lg=r)=(@=r)

— Prawo Claviusa
(1.14) (p=>~p)=~p

(jezeli w wyniku prawidtowo przeprowadzonego rozumowania z zatoZenia otrzymamy
jego negacje, to wlasnie ta negacja jest prawdziwa).

- Prawo Dunsa Scotusa
(1.15) p=(p=q)
(jezeli zdanie jest prawdziwe, to z jego negacji wynika kazde zdanie);
inna postac:
(pA~p)=4q

- Prawo symplifikacji
(1.16) p=(q@=rp)

(zdanie prawdziwe moze by¢ wnioskiem w kazdej implikacji).
- Prawo Fregego

(1.17) [p=@=>r=lp=9=>E=r)
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1.1.2. Formalne kryteria poprawnosci wnioskowan.
Reguly wnioskowania

Definicja 1.d.4. Schematem wnioskowania nazywamy skonczony ciag formut

?,
?,

golﬂ(pZ""’(pn albO §0_n ,
4 4

gdzie ¢,,9,,...,¢, nazywamy przestankami, a y wnioskiem lub konkluzjg.

Przyklad 1.p.2. Schematami wnioskowania sa:
1. Jezeli nie bede dobrze pracowal, to stracg prace.
Jezeli strace prace, to bede miat czas p6js¢ do kina.
Jezeli bede dobrze pracowat, to nie bedg mial czasu p6j$¢ do kina.

2. Jezeli nie bedg dobrze pracowal, to stracg prace.
Jezeli stracg prace, to bedg miat czas p6js¢ do kina.
Jezeli nie bede dobrze pracowat, to bede miat czas p6js¢ do kina.

Zauwazmy, ze te dwa schematy roznig si¢, cho¢ niewiele (przestanki te
same, wniosek inny). Jednak intuicja podpowiada, ze pierwszy schemat chyba nie
jest prawdziwy, bo w przeciwnym wypadku do kina chodziliby tylko ludzie nie
pracujacy dobrze (kto nie ma czasu chodzi¢ do kina, ten nie chodzi do kina).
W przypadku drugiego schematu mozemy si¢ zgodzi¢, ze Zle pracujacy stracg
prace i beda mieli czas i$¢ do kina (co nie znaczy, ze pojda), ale dobrze pracujacy
zapewne tez beda mieli czas na kino.

Intuicja podpowiada zatem, ze pierwszy schemat raczej nie jest prawdziwy,
a drugi jest. Logika pozwala t¢ kwestie jednoznacznie rozstrzygngc.

Definicja 1.d.5. Schemat wnioskowania nazywamy regulq dowodzenia (lub regulq
wnioskowania) wtedy i tylko wtedy, gdy przy kazdym wnioskowaniu wedtug tego
schematu prawdziwy jest wniosek, o ile tylko prawdziwe sg wszystkie przestanki.
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Whnioskowanie logicznie poprawne jest to takie wnioskowanie, ktore odby-
wa si¢ wedlug pewnej reguty dowodzenia.

Twierdzenie 1.t.2. Przeglgd waZniejszych regul wnioskowania:
— reguta odrywania (modus ponens)
(1.18) 2P=4

q
(najczesciej stosowana jako model rozumowania dedukcyjnego);
- reguta odrywania dla réwnowaznosci

(1.19) prredg.
q

- regula sylogizmu warunkowego

(1.20) P=94=r.
p:>I"

- reguta dowodu nie wprost (jedna z tzw. reguf apagogicznych)

(1.21) (pr~@)=~p.
pP=q
- dylemat konstrukcyjny
q

- dylemat destrukcyjny (Orygenesa)

(1.23) P=49p=>~4q
~p

oparty na do$¢ makabrycznym rozumowaniu:

(Jezeli wiesz, ze umartes) to (umartes).
(Jezeli wiesz, ze umarte$) to (nie umaries).

Nie wiesz, ze umarles.
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Regul wnioskowania jest nieskonczenie wiele. Problem zasadniczy — rozstrzyg-
nigcie, ktory schemat wnioskowania jest regula wnioskowania, a ktory taka reguta
nie jest — rozwigzuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1.t.3. O rozstrzygalnosci poprawnosci wnioskowania. Schemat wnio-
skowania

(01,@2 500 gon
.4

jest regula wnioskowania wtedy i tylko wtedy, gdy formuta (¢, A@, A...A @) =W

jest tautologia.

Przyklad 1.p.3. Sprawdzimy teraz, ktéry ze schematow wnioskowania przytoczo-
nych w przykladzie 1.p.2 (o pracy i kinie) jest regula wnioskowania (przypominamy —
kazdy sposob rozumowania jest schematem wnioskowania, ale tylko poprawny
schemat jest regula wnioskowania, czyli reguta dowodzenia).

Oznaczmy:
p — Bedg dobrze pracowal.
q — Strace prace.
r — Bede miat czas pdjs¢ do kina.
Pierwszy schemat wnioskowania jest zatem nastepujacy:

~p:>q,q:>r
p=>~r

Zgodnie z twierdzeniem 1.t.3 sprawdzamy, czy formuta
[(~ PENINCES i’)] = (p =~ r) jest tautologia.

p|a ~p|~r|P=a =y ~p=a)n p=~r (r=a)Alg =)
/\(CIZN’) :>(p:>~r)

1]1]1[o]o 1 1 1 0 0

1 ]1]of o[ 1 0 0 1 1

1]ol1f[o o 1 1 1 0 0

1]ojof o |1 1 1 1 1 1

o111 ]o 1 1 1 1 1

ol1lof 1 |1 1 0 0 1 1

010] 1 1 0 0 1 0 1 1

oflojol 1 |1 0 1 0 1 1




Logika i teoria mnogosci 23

Powyzsza formula nie jest zatem tautologia. Jest falszywa, o ile tylko réwnoczesnie
prawdziwe sg zdania p i r.

Odpowied?:. Pierwszy z przytoczonych schematéw wnioskowania nie jest regula
wnioskowania.

Przy tych samych oznaczeniach drugi schemat wnioskowania jest nastgpujacy:

~p=4,q=r

~p=r

musimy zatem sprawdzi¢, czy tautologia jest formuta

(~p=a)rlg=r)=(p=7).

ol Lolooles |o=ala=r (~p=4q)A oy (~p=q)rlg=7)]
Ag=r7) =(~p=r)

i[ililolo] 1 1 1 1 1

i1 folo 1] 1 0 0 1 1

ifolilolo] 1 1 1 1 1

itloflolo 1] 1 1 1 1 1

o1 i1 o] 1 1 1 1 1

ot ol 11 ] 1 0 0 0 |

ololi]1]o] o 1 0 1 1

ololo[ 11| o 1 0 0 1

Odpowied?: Powyzsza formula jest tautologia, a wigc badany schemat wnioskowania
Jjest reguta wnioskowania.

Przyktad 1.p.4. Ponizszy schemat mozna nazwac: ,,Fatalne skutki nieuctwa na egza-
minie komisyjnym”. Autorzy nie zyczg nikomu takiego egzaminu, tym bardziej ze
skutkiem niezdania egzaminu komisyjnego jest skreslenie z listy studentow. Schemat
jest nastepujacy:

Jezeli nie $ciagng, to oblej¢ egzamin.

Jezeli obleje egzamin, to wyleceg ze szkoty.

Jezeli Sciggng, to bede oszustem.

Wylece ze szkoty lub bed¢ oszustem.
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Oznaczmy:
p —,.Sciagne” (wystepuje tu podmiot domyslny),
q —,,Obleje egzamin”,
r—,,Wylece ze szkoly”,
s —,,Bede oszustem”
(autorzy uzywajg kolokwializméw z premedytacja).
Przy tak dobranych oznaczeniach schemat wnioskowania ma nastepujaca
postac:

~p=>4,q=>r,p==s

rvs

Sprawdzimy, czy ten schemat jest reguta wnioskowania. Jest tak wtedy, gdy
formuta [(~ p=>qg)Alg=r)A(p= s)] =(rvs) jest tautologia. Wlasciwie
nalezaloby zapisa¢ ja w postaci [(~ = q)/\ ((q = r)/\ (p = s))]:> (rv s), ale na
mocy prawa taczno$ci koniunkcji (twierdzenie 1.t.1 (1.10)) wnosimy, ze koniunkcja
trzech formut jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie trzy sa prawdziwe.
Mamy tu do czynienia z czterema formutami atomowymi (zdaniami). Gdyby$Smy
sporzadzili odpowiednia tabele zero-jedynkowa, to miataby ona 2* = 16 wierszy.
Majac jednak na uwadze specyficzng budowe sprawdzanej formuly zdaniowe;j,
wykorzystamy inng metode. Pokazemy, ze formutla jest tautologia, stosujagc dowod
,Hhie wprost” (reductio ad absurdum). Zalozymy mianowicie, ze istnieje takie
warto$ciowanie formul atomowych, ktore powoduje falszywosé catej formuty.
Jezeli wykazemy, ze jest to niemozliwe (za kazdym razem otrzymamy sprzeczno$¢), to
formuta jest tautologia. Jezeli jednak nam si¢ to uda, to formuta nie jest tautologia.
Moéwiac nieco przewrotnie — sukces jest porazka.

Zatézmy zatem, ze istnieje takie wartosciowanie, iz formuta:

(~p=a)rlag=r)alp=s)l=(rvs)
jest fatszywa.

Formuta ta jest implikacja, zatem jej poprzednik [(~ p=qg)Alg=>r)A(p= s)]
musi by¢ prawdziwy, a nastepnik (r v s) musi by¢ falszywy (tylko wtedy implikacja
jest falszywa).

Nastepnik jest alternatywa, zatem oba zdania » oraz s muszqg by¢ falszywe
(tylko wtedy alternatywa jest falszywa). Wartos$ci logiczne zdan r oraz s sg rowne 0.

Poprzednik jest koniunkcja, zatem wszystkie trzy sktadniki muszg by¢ praw-
dziwe. Sktadniki te sg implikacjami:~ p = g, g = r oraz p = s . Dwie ostatnie

z nich majg nastepniki falszywe (wartosci logiczne zdan r oraz s sg przeciez rowne 0),
wigc — aby byty prawdziwe — muszg mieé falszywe réwniez poprzedniki. Stad
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zdania p 1 g sa falszywe; zatem zdanie ~ p jest prawdziwe. Pierwsza z implikacji:
~ p = q jest zatem fafszywa (z prawdy wynika falsz), a przed chwila ustalilismy,
ze (podobnie jak dwie pozostale) jest prawdziwa. Jest to sprzeczno$¢. Zatozenie
o istnieniu warto§ciowania formut atomowych, przy ktérym nasza formuta jest
nieprawdziwa, doprowadzito do sprzecznos$ci (absurdu).

Odpowied?: Powyzsza formula jest tautologia, a przedstawiony wyzej schemat —
regutg wnioskowania (dowodzenia). Co dajemy Czytelnikowi pod rozwage.

Twierdzenie 1.t.4. Twierdzenie o zamknigtosci zhioru tautologii. Zbior tautologii
jest zamkniety ze wzgledu na reguly dowodzenia, tzn. jesli

(DI’QZ 500 gon
4

jest regula dowodzenia oraz gdy ¢,,¢,,...,¢, sa tautologiami, to ¥ jest rowniez

n

tautologia.

Twierdzenie 1.t.5. Reguta podstawiania. Jezeli za zmienne tautologii na kazdym
miejscu, gdzie one wystepuja, podstawimy, odpowiednio, ustalone formuty, to otrzy-
mana formuta tez jest tautologia.

Twierdzenie 1.t.6. Reguta odrywania dla tautologii. Jezeli implikacja oraz po-
przednik implikacji sg tautologiami, to nastepnik implikacji tez jest tautologig.

Kwadrat logiczny

Niech bedzie dana implikacja ¢ = w; nazwijmy ja implikacja prosta.
Implikacja odwrotng nazwiemy: w = ¢, przeciwng: ~ ¢ =~y , a przeciwstawna:
~y =~ ¢ . Zwigzek migdzy tymi implikacjami najlepiej przedstawi¢ na diagramie
w formie kwadratu (rys. 1.1). Aby wykaza¢ prawdziwo$¢ wszystkich implikacji,
wystarczy wykaza¢ prawdziwo$¢ dwoch z nich — lezacych na jednym, dowolnym
boku kwadratu. Wynika stad, ze dwie implikacje znajdujace si¢ na dowolnej,
ustalonej przekatnej kwadratu sa rownowazne.
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prosta odwrotna
o=V V=0
~p =~y ~V = ~0
przeciwna przeciwstawna
Rysunek 1.1

1.1.3. Rachunek funkcyjny (kwantyfikatorowy)

Funkcje zdaniowe

Rozwazmy kilka zdan:
1. 8 jest liczbg parzysta.
2. 13 jest liczbg parzysta.
3. 2,718 jest liczba parzysta.

Pierwsze z nich jest prawdziwe (oczywiscie korzystamy z dziesigtnego
uktadu liczbowego), drugie jest nieprawdziwe, a trzecie nie ma sensu'.

Zauwazmy, ze kazde z trzech zdan jest wypowiedzia o parzystosci pewnej
konkretnej liczby. Mozemy otrzymaé wigcej takich zdan, gdy za kazdym razem
w odpowiednie miejsce wstawimy pewng liczbe. Wszystkie te zdania bedg mialy
prawie identyczna postaé, ktéra mozna uogoélni¢, przyjmujac w miejsce liczby
niewiadoma (np. x). Forma dla takich zdan jest: ,.,x jest liczba parzysta”.

"' W tym momencie czeé¢ Czytelnikow zapewne zaprotestuje, twierdzac, ze trzecie zdanie ma sens, ale
jest nieprawdziwe. Zadajmy sobie jednak pytanie o istot¢ parzystosci i nieparzystosci. Pojgcie parzystosci laczy
si¢ z podzielnoscig liczby przez dwa w takim zbiorze liczbowym, w ktorym dzielenie nie zawsze jest wykonalne.
Zatem liczba parzysta to taka, ktora przy dzieleniu przez dwa daje reszt¢ zero, odpowiednio — liczba nieparzysta
przy dzieleniu przez dwa daje reszt¢ jeden. Zatem 8 jest liczba parzysta, a 13 — nieparzysta w zbiorze (lub pewnym
podzbiorze) liczb catkowitych. Inaczej maja si¢ sprawy w zbiorze liczb wymiernych lub rzeczywistych. Tu
dzielenie przez dwa (i kazda rézna od zera liczbg) jest wykonalne i pojecie dzielenia z reszta traci sens, zatem
pojecie parzystosci — rowniez. Mozna (ewentualnie) wyznaczy¢ podzial zbioru liczb rzeczywistych (lub
wymiernych) na: parzyste, nieparzyste i ani parzyste, ani nieparzyste, ale jest to konstrukcja sztuczna i wiele
eleganckich twierdzen o liczbach przybratoby wtedy dziwaczna i nieelegancka forme.
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Definicja 1.d.6. Wyrazenie ¢(x), w ktorym wystepuje zmienna x i ktore staje si¢
zdaniem prawdziwym lub falszywym, gdy w miejsce zmiennej x wstawimy
dowolny element niepustego zbioru A, nazywamy funkcjg zdaniowg zmiennej x;
zbiér A nazywamy zakresem funkcji ¢(x ). Czgsto zapisujemy: ¢(x), xe 4.

Definicja 1.d.7. Zbidr zawierajacy wszystkie elementy zakresu A funkcji zdaniowej
¢(x), ktore po wstawieniu w miejsce zmiennej x tworza zdanie prawdziwe,

nazywamy dziedzing funkcji zdaniowej i oznaczamy D,. Zapis: D,= {xe 4:9(x)}.

Przyklad 1.p.5. Oznaczmy przez Z zbior liczb catkowitych (to standardowe
oznaczenie, ktore bedzie od tej chwili obowigzywaé). Wyrazenie: x* +2x<0),
xe Z , jest funkcja zdaniowg zmiennej x, ktorej zakresem jest zbior wszystkich
liczb catkowitych Z (go(x):x2 +2x<0). Gdy jednak rozwigzemy nierownos¢ bedaca
trescig tej funkcji zdaniowej, wowczas okaze sig, ze D,= {~2,-1,0}, azatem
dziedzina zawiera tylko trzy elementy.

Analogicznie wprowadza si¢ pojecie funkcji zdaniowej dwoch zmiennych
go(x, y). Nieco klopotu moze przysporzy¢ definiowanie zakresu i dziedziny, ale te

trudnosci znikng po zdefiniowaniu iloczynu kartezjanskiego.

Podobnie jak negacje, alternatywy, koniunkcje, implikacje oraz réwnowaz-
nosci formul zdaniowych, istniejg negacje, alternatywy, koniunkcje, implikacje
oraz rownowaznosci funkcji zdaniowych. Twierdzenie: Jesli kwadrat liczby rzeczy-
wistej jest rowny 1, to liczbg tq jest 1 lub —1 mozna zapisac:

(x2 = 1):> [(x= 1)v(x=—1)], xXeR.

Natomiast sformutowanie: Liczba wymierna lub parzysta wielokrotnosé~2 zapi-
sujemy:

(xeQ)v[(x= 2k+2), ke 7],

gdzie przez Q oznaczamy zbior liczb wymiernych.

Kwantyfikatory

Wyrazenie: ,dla kaidego...” nazywamy kwantyfikatorem ogélnym (albo
duzym) i oznaczamy: V albo /A (we wspolczesnej matematyce czesciej stosuje
sie¢ symbol V).

Wyrazenie: ,,istnieje taki ..., Ze...” nazywamy kwantyfikatorem szczegolo-
wym (albo matym) i oznaczamy: 3 alboV (we wspolczesnej matematyce czesciej
stosuje si¢ symbol 3).
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W tej ksigzee uzywana bedzie wspolczesna notacja kwantyfikatorow (Vi 3).
Przyklad 1.p.6. Zdanie: Kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczbq nieujemng

zapisujemy:

Vxe R :(x2 20),

a zdanie: Istnieje liczba rzeczywista wigksza od 3,14 i mniejsza od % zapisujemy:
dxe R:(3,14<x<%).

Jezeli kwantyfikator odnosi si¢ do funkcji zdaniowej go(x), ktorej zakresem
jest zbiér A, to zapisujemy odpowiednio: Vxe 4: ¢(x) oraz Ixe 4: ¢(x). Jezeli
natomiast z wczesniejszych rozwazan wynika bez watpliwosci, jaki zbior jest
zakresem zmiennej, to zapisujemy odpowiednio: V x : go(x) oraz Jx: go(x).

Twierdzenie 1.t.7. Prawa rachunku kwantyfikatorowego

- Rozdzielno$¢ wzgledem alternatywy i koniunkcji:

(1.24) Vx: (p(x) Ap(x)) & [Vx :p(x) A Vx :y/(x)] ,
Fx: (p(x) Aw(x) & [Fxp(x) ATx p(x)];

(1.25) Vo (p(x) v p(x)) & [V tplx) v V()]
Fx: (p(x) v w(x)) & [Fxp(x) v 3x w(x)].

- Negacja (prawa De Morgana dla rachunku kwantyfikatorowego). Zaprzeczenie
zdania z kwantyfikatorem polega na zmianie kwantyfikatora (z ogdlnego na
szczegdtowy albo odwrotnie) i zaprzeczeniu funkcji zdaniowe;.

(126) ~(Vx:¢(x)) < (@x:~¢(x)) oraz ~(3x:p(x)) = (Vx:~ o(x)).
Whnioskami z powyzszego twierdzenia sg nastgpujace zaleznosci:

(127) ~[Vx:(plx) Aw(x))] & Bx:[(~ o) v (~ w(x))].
(128) ~[Vx:(plx)v ()] & Ie: [~ plx) A (~ p(x))].

(129) ~[Bx:(plx) Ap(x)l & Va: [(~ plx)) v (~ ()],
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(1.30) ~[Fx: (plx) vy (x))] & Va:[(~ p(x)) A (~ w(x))].

— Prawa przestawiania kwantyfikatorow. Jezeli w funkcji zdaniowej zawierajace;j
co najmniej dwie zmienne sg dwa kwantyfikatory, to przestawiajac je, otrzy-
mamy funkcje rOwnowaznag, z wyjgtkiem sytuacji, gdy kwantyfikator ogolny
wystepuje przed kwantyfikatorem szczegotowym.

Twierdzenie 1.t.8. Prawa przestawiania kwantyfikatorow

(1.31) (Vx¥y : g(x,y)) & (V¥ olx, ),
(1.32) (3xTy:0lx, ) & @FrAx:olx, ),
(1.33) (Elx‘v’y : (p(x,y)) = (‘v’y dx: (o(x,y)).

Przykilad 1.p.7. Zapis stwierdzenia Liczba catkowita n jest parzysta:

neZ ~ (QkeZ:n=2k).
Zapis twierdzenia Kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest nieujemny:
Vxe R:x*>0.

Zapis twierdzenia Nie ma najwiekszej liczby naturalnej:

Vne NIme N:(m>n).

1.2. Elementy teorii mnogosci

1.2.1. Dzialania na zbiorach

W teorii mnogos$ci pojeciem pierwotnym (nie definiowanym) jest pojgcie
zbioru, natomiast pierwotnym symbolem predykatywnym jest symbol przynaleznosci
do zbioru (znany zapewne wszystkim Czytelnikom symbol € ). Zbiory bedziemy
oznacza¢ zazwyczaj wielkimi literami alfabetu facinskiego. Zbiory, ktérych elementa-
mi sg zbiory, nazywa¢ bedziemy czasem klasami zbioréw i oznacza¢ matymi litera-
mi alfabetu greckiego (ale nie zawsze). Elementy zbioru nie powtarzaja si¢. Zbior
pusty to zbidr nie zawierajacy zadnego elementu (oznaczamy go: ). Istnieje tylko



30 Elementy matematyki wyzszej

Jeden zbidr pusty. Jezeli element nie nalezy do zbioru, to zamiast pisa¢: ~ (xe A),
bedziemy zapisywac: x¢ 4 .

- Rownosé zbiordw: A=B < [Vx:xe 4 < xe B].
- Inkluzja zbioréw (zawieranie): 4 C B < Vx: (x e A= xe B ) (zbidr A nazy-
wamy podzbiorem zbioru B, zbior B nazywamy nadzbiorem zbioru A).

- Suma zbioréw (suma mnogosciowa): A UB={x:xe Av xe B}.
- lloczyn zbioréw (przekrdj): AN B = {x :xe Anxe B}.

- Roéznica zbioréw: A\B={x:xe 4 A x¢ B}.

Jezeli wszystkie zbiory bedziemy rozpatrywaé w pewnej ustalonej przestrzeni
(czyli nie jako zbiory ,,w ogodle”, ale jako zbiory np. na prostej, na ptaszczyznie,
zbiory liczbowe, zbidr ludzi itp.), to mozemy zdefiniowac dopetnienie zbioru jako
zbioér tych wszystkich elementoéw przestrzeni, ktére do danego zbioru nie naleza.
Oznaczmy przez X przestrzen, w ktorej sg zawarte rozwazane przez nas zbiory.

Dopeknienie zbioru: A'={x:xe X A x¢ A}.

Korzystajac z definicji roznicy zbiorow, stwierdzamy: A" = X \ A.
Twierdzenie 1.t.9. Wilasnosci dziatan na zbiorach

- Przemiennos$¢ sumy i przemiennos$¢ iloczynu:

(1.34) AUuB=BUA, ANnB=BnA.

- Laczno$¢ sumy i tgcznos¢ iloczynu:

(1.35) (AuB)UC=4U(BUC), (ANB)NC=4Nn(BNC).

- Rozdzielno$¢ iloczynu wzgledem sumy i rozdzielno$¢ sumy wzgledem
iloczynu:

(1.36) An(BuC)=(4nB)u(4nC),

AU(BNC)=(4UB)uN(4UC).

- Prawa absorpcji:
(1.37) AN(AUB)=4, Au(dnB)=A4.
- Zwiazki migdzy inkluzjg i sumg zbioréw oraz inkluzja i iloczynem zbiorow:

(1.38) AcB=>AuB=B, AcB=>ANnB=4,
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(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)
(1.43)

(1.44)

[(4cB)a(CcD)=[4uC)c(BUD),

(4cB)A(CcD)=[(4nC)c(BAD).
Zwiazki miedzy inkluzja i roznica zbiorow:

[(4cB)A(CcD)=[(4\D)c(B\C)].
Prawa De Morgana dla roznicy zbiorow:

A\(BUC)=(4\B)n(4\C),

A\(BNC)=(4\B)u(4\C).
Zwiazki migdzy zbiorami i ich dopelieniami:
X' =0, d=X.
Aud =X, AnA'=D, (AcB)=(Bc4).

Prawa De Morgana dla dopelnien zbiorow:

’ ’

(4UB) =4 NP, (AnB) =4 UB .

1.2.2. Iloczyn kartezjanski zbiorow

Para nieuporzadkowana. Parg nieuporzadkowang nazywamy zbior dwuele-
mentowy {a,b}. Zauwazmy ze elementy pary nieuporzadkowanej muszg si¢

rézni¢, poniewaz {a,a}={a}, zatem jezeli sie nie réznia, to mamy zbiér jedno-
elementowy. Nalezy zaznaczy¢, ze zbiér jednoelementowy {a} nie jest tozsamy
z elementem a (czym innym jest ,,by¢ zbiorem”, a czym innym ,,naleze¢ do
zbioru™).

Para uporzadkowana. Istniejg rézne sposoby zdefiniowania pary uporzadko-
wanej. Oto jeden z nich: Parg uporzadkowang nazywamy zbiér dwuelemen-
towy, w ktorym wyrdzniony jest jeden z elementow, nazwany elementem
pierwszym (element, ktory nie jest elementem pierwszym, bedziemy nazywaé
drugim). Pare uporzadkowang oznaczamy (a,b). Dwie pary uporzadkowane

sa rowne, jesli majg te same elementy w tej samej kolejnosci. Zatem:

(a,b)=(c,d) & (a=cab=d).
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W odréznieniu od pary nieuporzadkowanej, para uporzagdkowana moze za-
wiera¢ dwa identyczne elementy, zatem istnieja pary uporzadkowane postaci
(a,a). Odnotujmy, ze jesli a b, to (a,b)# (b,a).

Definicja 1.d.8. Niech beda dane dwa niepuste zbiory 4 i B. Iloczynem kartezjanskim
AX B tych zbior6w nazywamy zbioér wszystkich par uporzadkowanych, ktérych
pierwszy element nalezy do zbioru 4, natomiast drugi do zbioru B.

AxB={(a,b):ac Anbe B}.
Jesli A= B, to Ax A mozemy oznaczyé¢ A° i wowczas:
Ax A= A>={(a,b):a,be 4}.

Analogicznie mozemy zdefiniowac¢ trojke uporzadkowana, n-tke uporzadko-
wang (w naukach informatycznych nosza one nazwe krotki).

1.2.3. Pojecie relacji

Jednym z najwazniejszych poje¢ matematyki jest pojecie relacji. Definicja
relacji jest zadziwiajaco prosta, a jednocze$nie niezwykle gleboka. W tej ksiazce
ograniczymy si¢ do relacji dwuargumentowych, cho¢ aparatura pojeciowa wprowa-
dzona powyzej upowaznia do wprowadzenia relacji troj- i wigcej argumentowych.
Definicja 1.d.9. Niech begda dane niepuste zbiory 4 i B. Relacjg nazywamy kazdy
podzbidr iloczynu kartezjanskiego AX B .

Przyklad 1.p.8. Niech bedzie dany zbiér 4 =1{2,3,5,9}. Utwérzmy iloczyn
kartezjanski:

AxA={(2,2),(2,3),(2,5),(2,9),(3,2),(3,3)(3,5).(3,9),
(5,2),(5,3),(5,5),(5,9),(9,2),(9,3),(9,5),(9,9)}.

Ze zbioru AX A wybierzmy pewien podzbidr (relacje), np.:

M ={2,3),(2,5),(2,9),(3,5),(3.9).(5.9)}.
Mozemy to zapisa¢ w innej formie:

(23)e M, (25)e M, (29)e M ,(3,5)e M, 3.9)e M, (59)e M .
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Zauwazmy, ze ta forma zapisu jest do$¢ pracochlonna; wymaga uzycia za
kazdym razem lewego nawiasu, prawego nawiasu, przecinka i symbolu przy-
nalezno$ci. Zapis jest niczym wigcej jak umowa — pewng zrozumialg dla wszyst-
kich (oby!) konwencja. Aby rzecz catg uprosci¢, zapiszmy:
2M3, 2M5, 2M9, 3MS5, 3M9, SMO.

Zapis, np. 2M 9, bedziemy czytali: para (2,9) nalezy do relacji M. Wydaje
si¢ sensowne pytanie: Dlaczego t¢ relacj¢ nazwaliSmy wilasnie M? No wiasnie,
moze by ja nazwac inaczej? Relacja jest zbiorem; umowiliSmy si¢, ze zbiory
bedziemy oznacza¢ zazwyczaj wielkimi literami alfabetu tacinskiego. ,,Zazwyczaj”
nie oznacza ,,zawsze”. Po oznaczeniu powyzszej relacji znakiem < zapis wyglada tak:

2<3, 2<5, 2<9, 3<5, 3<9, 5<9.

0d formy M ={(2,3),(2,5),(2,9),(3,5),(3,9),(5,9)} do postaci 2 <3,2<5,2<09,
3 <5,3<9,5 <9 nic oprocz konwencji zapisu si¢ nie zmienito.

Jednak Czytelnik zapewne inaczej czyta obie postacie. Jezeli teraz nazwie-
my relacje M relacjg mniejszosci w zbiorze A4, to bedzie jasne, jak nazwac¢ np.
relacje E =1(2,2),(3,3),(5.5),(9.9)}.

Zeby jednak nie byto watpliwosci, powtorzmy: kazdy podzbiér iloczynu
kartezjanskiego jest relacja.

Definicja 1.d.10. Niech bedzie dana relacja R € X XY . Relacjg odwrotng nazywamy
relacje R™' c Y x X , taka ze

R™ ={(y,x):ye YAxe X/\(x,y)e R}.

Definicja 1.d.11. Niech begda dane relacje: R X XY oraz ScCYXZ. Zlozeniem
relacji (albo: kompozycjg) nazywamy relacje:

RxS={(x,z):xe X nze ZATyeY:[(x,y)e R a(y,z)e S|

1.2.4. Rodzaje relacji

1. Relacja zwrotna. Relacje R © X X X nazywamy zwrotna, jesli

Vxe X :(x,x)e R.

Przyktadem takiej relacji w zbiorze liczb naturalnych moze by¢ relacja po-
dzielnosci, czyli (x,y)e R & y=k-x, dla pewnego ke N. Wiadomo, ze
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kazda liczba naturalna jest podzielna (migdzy innymi) przez samg siebie. Nie
musimy si¢ ogranicza¢ do zbiorow liczbowych. W grupie ludzi ustanéwmy
relacj¢: Kazdy element jest w relacji z tymi wszystkimi, ktorych lubi. Mozna
przyjac¢, ze kazdy lubi siebie (miejmy nadziejg, ze oprocz tego jeszcze
kogo$), zatem tak okreslona relacja jest zwrotna.

Relacja przechodnia. Relacje R — X X X nazywamy przechodnia, jesli
R*RCR,
to znaczy Vx,y,ze X :[(x,y)e R A (y,z)e R]= (x,z)e R

(w skroécie: (ny A sz) = xRz).
Taka relacja jest relacja ,,mniejszo$ci” w zbiorze liczb rzeczywistych
((a <bab< c): a<c), inng — relacja podzielnosci (jesli a jest podzielne

przez b i b jest podzielne przez c, to a jest podzielne przez c) w zbiorze liczb
naturalnych. Oczywiscie, nie wszystkie relacje sa przechodnie. Jesli pan A
wybit zab panu B, a pan B wybit zab panu C, to przeciez nie wynika stad, ze
pan A wybit zab panu C. A relacja okre$lona wybijaniem zebow w tym
trojelementowym zbiorze zostata okreslona.

Relacja symetryczna. Relacje R € X X X nazywamy symetryczna, jesli
R'cR,
to znaczy Vx,ye X :(x,y)e R = (v,x)e R

(w skrocie: xRy = yRx).

Okre$lmy na przyklad relacje R w zbiorze liczb calkowitych Z:
xRy < x—y=2k dla pewnego ke Z . Jesli warunek ten jest spelniony, to
y—x=2- (— k), a przeciez: —ke Z, zatem yRx. W zbiorze ludzi symetryczna
jest relacja bycia w zwigzku matzenskim z... JeSli A jest w zwigzku malzen-
skim z B, to B jest w zwigzku malzenskim z A (relacja nie wyklucza poligamii
1 poliandrii). Podana relacja nie jest zwrotna ani przechodnia (na szczgscie),
ale w ogdle relacja symetryczna moze by¢ zwrotna lub przechodnia.

Relacja stabo antysymetryczna. Relacje R — X X X nazywamy stabo antysy-
metryczna, jesli

[(x,y)e R A (y,x)e R]:> xX=y

(w skrécie: (ny A ny) =>x=y).

W zbiorze liczb rzeczywistych taka relacjg jest ,,<”. Istotnie: jesli x<y
i y<x, to x=y. Podobnie w zbiorze liczb naturalnych — jesli a jest
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podzielne przez b i b jest podzielne przez a, to a =b. W meczu pitki noznej
—jesli druzyna A nie strzelita wigcej bramek niz druzyna B, a druzyna B nie
strzelita wigcej bramek niz druzyna A, to obie druzyny strzelity tyle samo
bramek (remis).

5. Relacja antysymetryczna lub silnie antysymetryczna. Relacje Rc X x X
nazywamy silnie antysymetryczna, jesli

RNAR'=0,
czyli Vx,ye X :(x,y)e R = (y,x)eR

(w skrocie: xRy = ~ (yRx)).
Taka relacja w zbiorze liczb rzeczywistych jest relacja ,,<” (je$li a<b, to
~ (b < a) ). W meczach tenisa lub siatkowki (nie ma remisdéw) relacja:

druzyna A wygrata z druzyng B jest silnie antysymetryczna.
6. Relacja spojna. Relacje R — X X X nazywamy spojna, jesli
Vx,ye X: [(x,y)e Rv (y,x)e R]

(w skrécie: Vx,ye X : (xRy v yRx)).

Przyktadem relacji spojnej w zbiorze liczb rzeczywistych jest relacja ,, <7,
natomiast relacja ,,<” nie jest spojna. Nie nalezy stad wnosi¢, ze relacja stabo
antysymetryczna jest spdjna, a silnie antysymetryczna taka nie jest. W zbiorze
liczb naturalnych relacja podzielnosci (a,b)e R, jesli a jest dzielnikiem b,
jest stabo antysymetryczna, ale nie jest spojna ((2,3)e R i (3,2)¢ R). Zapis
wynikow spotkan fazy ,,grupowej” w jednej grupie mistrzostw §wiata w siat-
kéwcee (system ,,kazdy z kazdym”) jest spdjnag relacjg silnie antysymetryczng.

1.2.5. Przeglad najwazniejszych relacji

Relacja rownowaznosci

Z chwila rozpoczecia roku akademickiego zaczynaja si¢ wyktady i ¢wiczenia.
Oczywiscie odbywaja si¢ one wedlug pewnego planu. Tak si¢ sktada, ze wickszos¢
studentow trafia bezblednie o okreslonej godzinie do okreslonej sali, aby wyshucha¢
wyktadu. Wiedze o tym, gdzie i kiedy odbedzie si¢ wyklad, czerpig z opublikowanego
(na tablicy ogloszen lub w Internecie) planu zaj¢¢. Z ogloszen dowiadujg sig¢ tez
o zmianach planu itd. Jak to si¢ jednak dzieje, ze studentowi udaje si¢ trafi¢
w odpowiednie miejsce o oznaczonej (powiedzmy) godzinie, jesli na owym planie
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zajec¢ nie ma nazwiska zadnego studenta? (nazwisko wyktadowcy zazwyczaj jest). Sa
tam pewne nazwy (np. Inf. 1. sem.), ale co one oznaczaja? Odpowiedz jest prosta —
sg to nazwy grup wykladowych. Zastanéwmy si¢, jakie cechy $wiadczg o przy-
nalezno$ci do grupy wyktadowej (z danego przedmiotu). Pierwsza taka cechg jest
zwrotnos¢: ,,naleze do tej wlasnie grupy, do ktdérej nalez¢” (a nie do innej) — istotnie,
trudno si¢ rozdwoi¢. Druga cecha jest symetria: ,,jesli ja naleze¢ do tej samej grupy
co ty, to ty nalezysz do tej samej grupy co ja”. Wreszcie trzecig cecha jest prze-
chodnios¢: ,,jesli ja naleze do tej samej grupy co ty, a ty nalezysz do tej samej
grupy co on, to ja naleze¢ do tej samej grupy co on”. I fo wszystko — te trzy cechy
relacji migdzyludzkich pozwalaja na jednoznaczny podziat na grupy wykladowe.

Definicja 1.d.12. Niech bedzie dany niepusty zbior 4. Relacje R © AX A nazy-
wamy relacja rownowaznosci, jesli jest:

— zZwrotna,

- symetryczna,

- przechodnia.

Jezeli elementy a 1 b nalezace do zbioru A4 sg takie, ze (a,b)e R (czyli aRb),

to mowimy, ze sg one rownowazne (w sensie relacji R).
Czasami relacj¢ rownowazno$ci oznacza si¢ symbolem ,,= .

Twierdzenie 1.t.10. Zasada abstrakcji. Jezeli w zbiorze A zostata okres$lona relacja
réwnowaznosci R (R < (Ax A4)), to dzieli ona zbiér 4 na klasy elementéw réwno-
waznych w ten sposob, ze kazdy element zbioru A4 nalezy do jednej i tylko jednej
klasy. Klasy te nazywamy klasami abstrakcji.

Zbiér klas abstrakcji nazywamy zbiorem ilorazowym i oznaczamy A .
Klasg abstrakcji elementu x oznaczamy [x] -

2

Przyktad 1.p.9. W zbiorze liczb catkowitych Z okreslamy relacje ,,=” w taki
sposob, ze para liczb nalezy do relacji, jesli maja taka sama reszte przy dzieleniu
przez 3. Reszta z dzielenia przez 3 moze by¢ tylko liczba nieujemna, np. 5:3=17r2,
10:3=3r1, -1:3=—-1r2,15:3=5 r0. Latwo zauwazy¢, ze dwie liczby catkowite
majg t¢ samg reszt¢ dzielenia przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy réznica tych liczb jest
podzielna przez 3 (bez reszty).

Zatem a~b < 3Jke Z:(a-b)=3-k.

Zdefiniowana powyzej relacja ma nast¢pujace wlasnosci:
- zwrotno$¢: a = a , poniewaz a —a =0=3-0, zatem szukang liczba & jest O;
— symetria: jesli a = b, czyli istnieje liczba catkowita k, taka ze a—b=3-k , to

przeciez b—a=-3-k=3-(—k), liczba (~k) jest oczywiscie catkowita,

zatem b=a;
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— przechodnios¢: jesli a=b 1 b=c, to istniejg takie liczby k 1 m, ze
a-b=3-k i b-c=3-m, zatem (a—b)+(b—c)=3-k+3-m, stad
a—b+b—c:3~(k+m),czylia—c=3'p,wiqcostatecznie a=c.

%,—J
p

Pokazalismy, Ze relacja ta jest relacjg rownowazno$ci. Poniewaz reszta
z dzielenia przez 3 moze by¢ 0, 1 lub 2, to klasami abstrakcji beda:

[OL = {'"9_93_69_3903336999-"}3
I ={..-8-5-214,7,..},
2] ={..-7.-4,-1,258,..}.

Latwo zauwazy¢, ze kazda liczba calkowita nalezy do jednej i tylko jednej
klasy abstrakc;ji.

Zbiorem ilorazowym zbioru liczb calkowitych przez powyzsza relacje jest
{0,1,2}; podobnie mozna okresli¢ dodawanie liczb z kazdej pary klas (niekoniecznie
rozmych), np. (3-k+2)+3-m+2)=3-(k+m)+4=3-(k+m+1)+1. W ten sposob

mozemy utozy¢ tabele dziatan w zbiorze ilorazowym

+3 0 1 2
0 0 1 2

1 2 0
2 2 0 1

Okreslone powyzej dzialanie nazywamy dodawaniem modulo 3.
Latwo bedzie tez utozy¢ tabele mnozenia w zbiorze ilorazowym:

1

2
0
2
1

S =N
N (= |

0
0
0
0

Na przyktad: (3-k+2)-(3-m+2)=9km+ 6k +6m+4=3-(3km+2k +2m+1)+1
(stad 2 -5 2=1).
Relacja cze¢sciowego porzadku

Definicja 1.d.13. Niech bedzie dany niepusty zbidr 4. Relacje S © AX A nazywamy
relacja czeSciowego porzadku, jesli jest:
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— zZwrotna,
— stabo antysymetryczna,
- przechodnia.

Relacje czesciowo porzadkujaca oznaczamy czesto symbolem ,, <.
Przyktad 1.p.10. W zbiorze liczb naturalnych N okreslamy relacj¢ ,,<” (< C (N XN ))
w nastgpujacy sposéb: a<b < (Fke N:a-k= b) (b jest podzielne przez a).
Czytelnik z tatwoscig sam sprawdzi, ze jest to relacja czesciowego porzadku.

Funkcje

Definicja 1.d.14. Niech beda dane niepuste zbiory X i Y. Relacj¢ fc X XY
spetniajacg warunki:

(a) Vxe X dyeY: (x,y)ef oraz

(b) [Vxe XVy,»el: (x:J’l)e S A (st’2)E f]j(J’I ZJ’2)

nazywamy funkcja.

Zamiast (x,y)e f stosujemy zapis y = f(x).

Zbidr X nazywamy dziedzing albo zhiorem argumentow funkcji f.

Zbidr Y nazywamy przeciwdziedzing albo zhiorem wartosci funkcji f.

O funkcji f méwimy, ze jest odwzorowaniem zhioru X w zbior Y i zapisuje-
my: f:X->Y.

Jezeli oprocz warunkéw okreslonych w definicji /.d. 14 spetniony jest warunek:

(c) VyeYIxe X: (x,y)e f,

to fnazywamy funkcjq ,,na” albo surjekcjq.
Jezeli oprocz warunkow okreslonych w definicji /.d. 14 spelniony jest warunek:

(d) [Vxl,xze X VyeY:(x,y)e f Al(x,y)e f]:> (x, =x,),
to fnazywamy funkcjq roinowartosciowq lub iniekcjg.

Jezeli spelnione sg wszystkie warunki (a), (b), (¢), (d), to funkcje f
nazywamy wzajemnie jednoznaczng albo bijekcjq.

Jesli dane sg dwie funkcje: f:X —Yoraz g:¥Y—Z, to zlozeniem funkcji

f o g nazywamy funkcje:

fog: X—>Z A [((x,z)efog)@ﬂye Y:(x,y)e f /\(y,z)e g].
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Mozemy zatem stwierdzié, ze (f o g)(x)=g(f(x)).

Priykiad 1.p.11. Jezeli g(x)=logx, f(x)=2+sinx,to

(f o g)(x)=log(2+sin x), natomiast (go f)x)=2+sin(logx).

Zadania

Zadanie ].z.1. Sprawdzi¢, czy nast¢pujace wyrazenia sg tautologiami:

3 lp=d)=rl=r;

b p=va);

o p=[~p)vdl;

) lp=>ar~dql=~p;

o llpva)alp=al=(a=p);

n lp=d9)rrl=q;

9 llp=a9rla=pl=(pva);

b  ~(pa~p);

D [eva=Errdl=va);

n o eva=deprg);

b lpvaaleval=lp=(va;
D {p=Frd=(val=(p);
m)  {prg)=laeCpval=lpatpval;

n  [~palqvpl={arllprg)eql.
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Zadanie 1.z.2. Sprawdzi¢, czy nast¢pujgce schematy wnioskowania sa regutami
dowodzenia:

a) Jesli wydatem duzo pienigdzy, to jestem zamozny.
Jesli wydatem duzo pieniedzy, to nie jestem zamozny.

Nie jestem zamozny.

b) Jesli wydalem duzo pieniedzy, to jestem zamozny.
Jesli nie wydalem duzo pienigdzy, to jestem zamozny.

Jestem zamozny.

Zadanie 1.z.3. Sprawdzi¢, ktora z ponizszych relacji jest relacjg rownowaznosci:

2) R NN, (a.b)e R@“%b'e (VU lo)):

b) SCNXN, (a,b)eS@@e(

N ui{o}).

Odpowiedzi

1.z.1. a) tak; b) tak; c) nie; d) tak; e) nie; f) tak; g) nie; h) tak; i) tak; j) nie; k) tak;
1) nie; m) nie; n) tak.

1.z.2. a) nie; b) tak.

1.z.3. a) tak; b) nie.



2. Rachunek macierzowy

2.1. Macierze

2.1.1. Okreslenie macierzy. Dzialania na macierzach

Wprowadzenie

Oznaczmy przez M skonczony zbidr kolejnych poczatkowych liczb natural-
nych: M ={1,2,..,m}, a przez N zbiér: N = {1,2,...,n}. lloczynem kartezjanskim
M X N jest zbior wszystkich par uporzadkowanych, ktérych pierwszy element
nalezy do zbioru M, a drugi do zbioru NV.

Definicja 2.d.1. Macierzq prostokgtng A o m wierszach 1 n kolumnach oraz
elementach z niepustego zbioru P nazywamy kazdg funkcje 4: (M X N) — P.

Najczesciej zbior P jest zbiorem liczbowym i tylko takie macierze bedg
przedmiotem naszych rozwazan.
, lub A= [aij]

mxn

Zamiast A(i, j) bedziemy pisali a;. Zatem A = [aij ]izl i

L...,

Najwygodniejsza postacig zapisu macierzy jest tablica prostokqtna z wypisa-
nymi wszystkimi warto$ciami, np.:

M={123}, N={12,3,4}, P=Z - zbiér liczb catkowitych.

21 1 -1
A=|3 2 5 —4|,tutajnp. a, =1, ay=5.
o1 -3 7

W kazdej macierzy wyrézniamy wiersze i kolumny.
1

Liczby:3 2 5 —4 tworza drugi wiersz, a liczby 5 trzecig kolumng.
-3

Liczby, z ktérych zbudowana jest macierz, nazywamy jej elementami.
Element a; znajduje si¢ w i-tym wierszu i j-tej kolumnie macierzy. W powyzszej
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macierzy A element —3 znajduje si¢ w trzecim wierszu i trzeciej kolumnie, zatem
ay;=-3.

Wymiarem macierzy nazywamy iloczyn liczby jej wierszy i kolumn, przy
czym mnozenia si¢ nie wykonuje. Macierz A jest wigc wymiaru 3 X 4 (czyta si¢:
trzy na cztery, a nie: 12), a macierz podana w definicji jest wymiaru m X n.

Macierze bedziemy zazwyczaj oznaczali duzymi literami alfabetu tacinskiego:
A, B,C,..

Z powyzszych rozwazan wynika, Ze sposéb ogdlny zapisywania macierzy:

.....

a  4ap A
A= a1  dp a,
am am2 amn

Bedziemy uzywac obu tych postaci.

Dwie macierze sa rowne, jesli maja rowne wszystkie odpowiednie elementy:

Klasyfikacja macierzy

1. Macierza wierszowg lub wektorem wierszowym nazywamy macierz sktadajaca
si¢ tylko z jednego wiersza. Macierza kolumnowg lub wektorem kolumnowym
nazywamy macierz sktadajacg si¢ tylko z jednej kolumny.

2. Macierz A = [a. ]

ij li=1,...m; j=1,...,n

nazywamy kwadratowq, gdy n = m, np.

2 -1 1
35 —1].
4 3 -2

Przekgtng glowng macierzy kwadratowej nazywamy ciag kolejnych elemen-
tow postaci a;, i = 1,2,...,n. W powyzszej macierzy przekatna gldwna tworza
elementy: 2 5 2.
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.....

1 13

3

W macierzy symetrycznej gtoéwna przekatna jest osig symetrii elementow
macierzy.

Macierz kwadratowg A = [aij] nazywamy antysymetryczng lub ukosnie

i,j=l,..,n

symetryczng, gdy a; = — a;, np.:

0 1 -3
-1 0 2.
3 -2 0

Uwaga 2.u.1. W macierzy antysymetrycznej gtéwna przekatna sklada si¢ z samych zer.

5.

Macierz kwadratowa A = [aij]
dla i > j (pod gléwna przekatng znajdujg si¢ same zera) oraz dolnotrdojkgtng,

ij=1,.., TDazywamy gérnotrdjkgtng, gdy a; = 0
gdya;=0dla i< j (nad gléwna przekatng znajduja si¢ same zera).

Macierz kwadratowag A = [aij] . nazywamy diagonalng, gdy a; = 0 dla

iy j=l
i# j (elementy rozne od zera moga wystepowac tylko na gldwnej prze-
katnej).

Vi=12,..,n:a; =1. Macierz jednostkowa oznacza si¢ przez E lub I (w tej

ksigzce bedziemy uzywac oznaczenia E), lub — by zaznaczy¢ wymiar — E,,

np‘Elz[l]a
1 0
B, | Es=

S O

0 0

1 0f.

0 1

yeeoolly j=1,.0m nazywa-

jest pierwszy wiersz macierzy A, druga kolumng — drugi wiersz macierzy A itd.
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Istnieje bardzo wiele zastosowan opisu rzeczywisto$ci za pomoca macierzy.
Oto kilka wybranych najprostszych przyktadow.

Elementy macierzy okreslaja dochdéd firmy (wiersze oznaczaja dzialy
zaktadu — dziat 1, I1,..., a kolumny kolejne miesiace).

Elementy macierzy okreslajg obroty sieci sklepow ,,Prot i Gawel” (wiersze
okreslaja konkretny sklep — przy ul. Plomienistej, Gruntowej, Glogowskiej,
Potwiejskiej itd., a kolumny — poszczegodlne dziaty tych sklepow — ogdlno-
spozywczy, migsno-wedliniarski, nabialowy czy (o zgrozo!) alkoholowy.

Kazdy arkusz kalkulacyjny (np. Excel) jest macierza.

Gra w okrety polega na rozszyfrowaniu macierzy przeciwnika (nie jest to
macierz liczbowa).

Sala kinowa przed seansem jest macierza, ktorej elementami sg fotele,
numerami wierszy — numery rzedéw, a numerami kolumn — numery foteli
w rzedzie (ewentualng roznice w liczbie foteli w roznych rzgdach mozna
uzupetnié¢ o zera); w czasie seansu elementami macierzy moga by¢ widzowie
(jesli film jest kiepski, to cze$¢ elementow macierzy stanowig widzowie,
a cze$¢ — przewaznie wigksza — puste fotele).

Tabela odleglosci migdzy wazniejszymi miastami jest macierzg kwadratows,
w ktorej numery wierszy i kolumn odpowiadajg nazwom miast (ten sam
numer wiersza i kolumny odpowiada temu samemu miastu i — jesli i < j, to
a; jest dlugoscia potaczenia kolejowego, a jesli i > j — dlugoscig potacze-

nia drogowego.

Dzialania na macierzach

MnoZenie macierzy przez liczbe polega na mnozeniu wszystkich elementéw
tej macierzy przez t¢ liczbg i odbywa si¢ wedlug wzoru:

3 112 6 2 2 4
np. 2- = .
2 -1 10 4 -2 2 0
MnozZenie to mozna interpretowac jako np. pomnozenie przez wspdtczynnik

liczby zatrudnionych w danej placowce w celu obliczenia wydajnosci catej
sieci (tzw. waga).
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2. Dodawanie macierzy. Aby doda¢ dwie macierze, musza one mie¢ ten sam
wymiar. Dodawanie macierzy polega na dodawaniu odpowiednich elementow
tych macierzy wg wzoru:

[aij]izl,_,_,m;j:l ----- n +[bij]i:1,...,n1; i=1,..., nz[aij-i_bij]i:l,...,m;j:l ..... n’
2 -1 -1 3 1 2
np.| 3 1|+ 1 2|=|4 3
-2 3 4 1 2 4

Dodawanie mozna interpretowa¢ jako dodawanie dochodow przedsigbiorstwa
(z uwzglednieniem dziatow i miesiecy) z dwoch filii albo sume obrotow
sieci sklepow ,,Prot i Gawel” w dwdch kolejnych miesigcach.

3. MnoZenie macierzy przez macierz (w sensie Cauchy’ego). Warunek wykonal-
nosci mnozenia macierzy: Niech beda dane dwie macierze prostokatne A i B.
Mnozenie A - B jest wykonalne, jesli liczba kolumn macierzy po lewej
stronie znaku mnozenia (macierz A) jest rowna liczbie wierszy macierzy po
prawej stronie znaku mnozenia (macierz B). Mnozenie macierzy wykonuje
si¢ wedlug nastgpujacej reguly:

A=l ] 8=l ]
a; i=l.m; j=l,..n bfk =L, k=1,

gdzie ¢, =a, b, +a,b,, +...+a,b,, = Za[jbjk .
j=1

Inaczej — element c;, jest wynikiem odpowiedniego pomnozZenia i-tego wiersza

macierzy A przez k-ta kolumne macierzy B, a ,,odpowiednio$¢” polega na

tym, Ze mnozy si¢ pierwszy element wiersza przez pierwszy element kolumny,

dodaje si¢ iloczyn drugiego elementu wiersza i drugiego elementu kolumny itd.
Uwaga 2.u.2. Znak Y jest symbolem sumowania, pozwalajacym na skrocony zapis
dodawania wielu elementéw w nastepujacy sposob:

i(i2+2) =22 +2)+(3*+2)+ (4% +2),

i=2

S p 3 4 5 5
> = + + + ,
p—1 3-1 4-1 5-1 6-1

p=3
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S

Y (i+p) =1+ pf +Q2+p) + @+ p)f +(4+p) +(5+ p).

J=1

Z powyzszych przyktadéw wynika, ze pod symbolem sumy podany jest
wskaznik, wedlug ktorego sumujemy, i liczba poczatkowa sumowania, a nad symbo-
lem sumy podana jest liczba koficowa sumowania. Za znakiem sumy znajduje si¢
wyrazenie, do ktérego podstawiamy w miejsce wskaznika, wedlug ktorego
sumujemy, kolejne liczby sumowania — od poczatkowej do koncowej. Po kazdym
podstawieniu (z wyjatkiem ostatniego) stawiamy znak ,,+”. W trzecim z podanych
powyzej przykladow w wyrazeniu za znakiem sumy znajduje si¢ kilka liter, ale
podstawianie stosuje si¢ tylko do tej litery, ktora jest wskazana pod znakiem sumy
(tu jest to litera j); nazywamy ja bieigcym indeksem sumowania.

Przyklad 2.p.1. Wykona¢ mnozenie macierzy:

2 1 -1
1 2 2
11 0

Wilasno$ci mnozenia macierzy

1. Lacznosé (A - B)C = A(B - C) — oczywiscie tylko wtedy, gdy mozna mnozy¢
sasiednie macierze.

2. Mnozenie macierzy na ogot nie jest przemienne; A - B #B - A.
Przyklad 2.p.2
12 0][2 1 -1 5 1]
A-B=| 3 1 1|0 2 1 6 —-1],
-1 0 2]|3 1 1 1 3]
2 1 -1][ 1 0 5 —1]
B-A=(0 2 1| 3 1 2 4,
13 1 1] |-1 2 7 3]
25 6 5 -1
A-B#=B-A,poniewaz |9 6 5 2 4.
4 1 57 3

|
—_ O N =

2+2-0-0

1+42+4+0-3

6-1-5+0
1+4+0+1 3-2+10-2
3—-1+0+6
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2.1.2. Macierz odwrotna

Zat6zmy, ze dana jest macierz kwadratowa A; zgodnie z powyzszymi roz-
wazaniami wykonalne jest mnozenie tej macierzy przez dowolng macierz kwadra-
towa B tego samego wymiaru. Postawmy nastgpujacy problem: Czy istnieje taka
macierz B, aby po wykonaniu tego mnozenia otrzyma¢ pewna, z gory okres$long
macierz, a jesli istnieje, to w jaki sposob ja znalez¢?

Problem rozpatrywany w zbiorach liczbowych jest Czytelnikowi doskonale
znany.

Odpowiednikiem mnozenia macierzy jest mnozenie liczb. Jesli mamy dwie

3

liczby, np. < i -, to znajac regule mnozenia utamkow, zastosujemy jg i stwierdzimy,

3. 721

ze %7 =45 - Nieco inaczej jest, gdy znamy jeden z czynnikow oraz wynik mnoze-

nia, a nie znamy drugiego czynnika. Ale i tu radzimy sobie niezle, gdyz, jesli np.

3 _ 2 . . . . . . ;.
<X =13, to drugi czynnik otrzymamy, mnozac wynik dzialania przez odwrotno$¢

.3

1 . 2
znanego czynnika: x =33,

czyli x =%. Jesli uswiadomimy sobie znane fakty,

a mianowicie:

- miedzy liczba a i jej odwrotnoscia a™' jest taki zwiazek, ze a-a™' =1;

- istnieje liczba, ktéra nie ma odwrotnos$ci — jest to 0;

- »jedynka” w mnozeniu macierzy jest macierz jednostkowa E, czyli
E-A=A-E=A,

to zobaczymy, ze problem sprowadza si¢ przede wszystkim do znalezienia

odwrotno$ci oraz ze analogiczny problem mozemy postawi¢ w rachunku macierzy.

Prowadzi to nas do waznej definicji.

Definicja 2.d.2. Macierz kwadratowa B nazywamy macierzg odwrotng do macie-
rzy kwadratowej A, gdy A-B=B-A=E. Macierz odwrotna do macierzy A
oznaczamy: A™.

Uwaga 2.u.3

1. Nie kazda macierz kwadratowa ma macierz odwrotng. Macierz, ktéra ma ma-
cierz odwrotng, nazywamy nieosobliwg, a macierz, ktora jej nie ma — osobliwg.

2. Odwrotno$¢ macierzy jest inwolucja, tzn. (A')' = A (inwolucja nazywamy

przeksztatcenie, ktére dwukrotnie, kolejno wykonane na tym samym elemencie
powraca do punktu wyj$cia; inwolucjg jest np. przejscie przez drzwi; autorzy
serdecznie odradzajg sprawdzenie, czy przejscie przez okno jest inwolucja).
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Wyznaczanie macierzy odwrotnej

Omoéwimy prosta metod¢ wyznaczania macierzy odwrotnej, ktéra nazywamy
metodqg przeksztalcen elementarnych. Niektorzy autorzy nazywaja ja metoda
Gaussa, jeszcze inni metodg Gaussa-Jordana. Poniewaz operacje bedg wykonywane
wylqcznie na wierszach, wigc okreslimy przeksztalcenia elementarne wierszy
macierzy. W dalszej czgsci (nie dotyczacej obliczania macierzy odwrotnych) poja-
wiaja si¢ rowniez dziatania na kolumnach. Macierz odwrotng mozna (pod
warunkiem odpowiedniego zapisu) oblicza¢, wykonujac dziatania na kolumnach
(ale tylko na kolumnach). Dlatego przy opisie dzialan w nawiasach pojawia si¢
odpowiednie zamienniki.

Przeksztalceniem elementarnym macierzy nazywamy kazde z nastgpujacych
dziatan:

1. Pomnozenie wszystkich elementow wiersza (kolumny) przez liczbg r6zng od zera.
2. Zamiana wierszy (kolumn) miejscami (przestawienie wierszy (kolumn)).
3. Dodanie do elementow dowolnego wiersza (kolumny), odpowiednio, elementow

innego wiersza (kolumny) pomnozonych przez dowolng ustalong liczbe.

Powyzsze przeksztalcenia dokonane na wierszach sa réwnowazne pomnozeniu
pewnej odpowiednio dobranej macierzy, zwanej macierzq przeksztalcenia, przez dang
macierz (a dzialania na kolumnach polegaja na pomnozeniu danej macierzy przez
macierz przeksztatcenia). Objasnimy to na przykladach (macierz przeksztalcenia jest
po lewej stronie znaku mnozenia).

Przyklad 2.p.3

- Pomnozenie drugiego wiersza macierzy przez liczbe a:

1 0 0f ]2 1 -1 2 1 -1 2 1 -1
0 a 0|1 -2 O|=l'a —2-a 0-a|=|a -2a 0].
0 0 1|13 5 4 3 5 4 3 5 4

- Zamiana miejscami wierszy drugiego i trzeciego:

1 0 0|1 -1 1 1 -1 1
0 0 112 3 S5|=|0 3 =2]|.
0 1 of|j0 3 -2 2 3 5

- Dodanie do drugiego wiersza elementdw trzeciego wiersza pomnozonych przez
liczbe a:
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1 00 2 1 1 2 1 1
0 1 al-|] 0 3 1|=|{0—a 3+3a 1+2a].
00 1||-1 3 2 -1 3 2

Metoda przeksztalcen elementarnych znajdowania macierzy odwrotnej jest
konsekwencja ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 2.t.1. Jezeli macierz jednostkowa E mozna otrzyma¢ z macierzy A
przez pewien ciagg operacji elementarnych na macierzy A, to macierz A jest nie-
osobliwa, za§ macierz odwrotna A™' powstaje w wyniku zastosowania tego samego
ciggu operacji elementarnych na macierzy E.

Opis metody

1. Whpisujemy macierz ztozong z dwoch blokéw — lewa czeScig jest macierz A,
prawa czescig macierz E, odpowiedniego wymiaru. Obie czgsci oddzielamy
pionowa kreska ([A|E]).

2. Stosujemy przeksztatcenia elementarne opisane na stronie 48 w punktach 1-3.

3. Celem przeksztalcen jest doprowadzenie macierzy do takiej postaci, aby po

lewej stronie kreski byla macierz jednostkowa E. Wowczas po prawej
stronie kreski bedzie macierz A ([E|A™]).

Uwaga 2.u.4.

1. Jesli po dokonaniu przeksztatcen po lewej stronie kreski pojawi si¢ wiersz ztozony
z samych zer, to macierz odwrotna nie istnieje — A jest macierza osobliwa.

2. Jesli po dokonaniu przeksztalcen po prawej stronie kreski pojawi si¢ kolumna

ztozona z samych zer, to zostal popetiony powazny btad (autorzy radza
zacza¢ liczenie od nowa, bo dalej juz nic nie bedzie dobrze).

Opisana metoda jest analogonem metody obliczania liczby odwrotnej do
danej liczby wedlug zasady:
(1) piszemy dang liczbe a, nastgpnie kreske pionowa, a za kreska 1 (a|1);
(2) mnozymy dang liczbe i 1 przez takg sama liczbe;
(3) mnozenie wykonujemy tak dtugo, az z lewej strony kreski pionowej pojawi si¢ 1;
(4) wowczas liczba z prawej strony kreski pionowej jest liczbg odwrotng do danej
liczby (1]a™).

Wyliczmy np. liczbg odwrotng do % :
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Ad. (1) % 1,
Ad. (2) % 1/-3 :% 3,

(wykonano jedng operacje, w nastgpnym punkcie — pozostale),

Ad. (3)

14

3/5 = 14 / = 1| —,

1
2 14

15/~l = 2‘15
7

7
. . 14 . . 15
Ad. (4) liczba odwrotng do liczby 5 jest liczba e

W ponizszych przyktadach zapis, np.: w, =w, + (— 2)- Wy, oznacza, ze drugi
wiersz ,,nowej” (czyli przeksztalconej) macierzy powstat przez dodanie do drugiego
wiersza ,,starej” macierzy trzeciego wiersza ,,starej” macierzy, pomnozonego przez
(=2). Zapis przeksztalcenia bedzie umieszczony obok ,,starej”” macierzy (lub pod nig).

Przyklad 2.p.4. Obliczy¢ macierz odwrotng do macierzy A.

_ 1 2 -1 1
1 2 -1
-1 -1 2 =2
a)A=2 5 0/|; b) A= ;
2 6 1 2
-1 0 6
- 1 3 -1 -1
1 2 1 1 _
1 2 -1
-11 3 2
c) A= ; dA=|3 -1 4
1 2 -1 1
1 9 -8
1 0 2 1 -
Rozwiqzania
1 2 =11 0 0 w =W

’

a) 2 5 0[0 1 0] w=w+(=2)w
-1 0 60 0 1 Wy =w3+w1
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’

12 =11 0 0] w=w+(=2)w

01 2(-2 10 w, =W,

0 2 1 01 wy =wy +(=2)-w,

(1 0 -35-5 2 0] w =w+5w

01 2(-2 1 0 w=w+(=2)w

00 1|5 -2 1 Wy =W

(1 0 030 -12 5 30 —-12 5
0 1 0-12 5 -2|, zatem A7'=|-12 5 -2].
0015 -2 1 5 -2 1

Jezeli pomnozymy wyliczong macierz przez macierz A i w wyniku tego
mnoZenia otrzymamy macierz jednostkowa E, to A" obliczyliémy prawidtowo.
Czytelnik bez trudu sprawdzi, ze

30 -12 5][1 2 —1] [1 0 0
-12 5 -=2{|2 5 0|=[0 10
5 -2 11]]|-10 6| (001
(1 2 -1 30 -12 5
Odpowied?: Macierzg odwrotngdo | 2 5 0 | jest |[—12 5 —=2].
-1 0 6 5 -2 1
12 1 11 00 0 W, =w,
b -1 -1 2 =20 1 0 0 Wy =w,+w,
206 1 200 0 1 0| v =y +(=2)w
|13 =1 =10 0 0 1] 'y 4 (<)
(12 =1 1]1 0 0 0] w =w+(=2)w
01 1 =11 100 W, =w,
002 3 0=20 1 0| y =yw+(=2)w
01 0 =2=1 0 0 1] oy 4(<1)-w,
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— ’

10 =3 3|=1 =2 0 0] w =w+3w
01 1 -1 1 00 Wz':w2,+(—1)-w3
00 1 2|-4 -2 10 Wy = w,
0 0 -1 -1-2 -1 0 1 W, = w, W,
10 0 9)-13 =8 3 0] w =w+(=9)-w,
010 =35 3 -1 0| w=w+3w
00 1 2/-4 =2 1 0f oy s(=2)w
000 1|-6 -3 1 W, =w,
[1 0 0 0041 19 -6 —9]
010 0-13 -6 2 3
00108 4 -1 -2/
000 1-6 -3 1 1

41 19 -6 -9
zatem A~ = -3 -6 2 3

8 4 -1 -2

-6 -3 1 1|

Czytelnik bez trudu (prawie) sprawdzi, ze iloczyn otrzymanej macierzy
1 macierzy A jest macierza jednostkowa.

Odpowieds:
1 2 -1 1 41 19 -6 -9
_ -1 -1 2 =2 . -13 -6 2 3
Macierza odwrotng do jest
2 6 1 2 8 4 -1 -2
1 3 -1 -1 -6 -3 1 1
1 2 1 1100 0 W= w,
o -11 3 20 1 0 0 Wy =Wyt
12 -1 100 0 1 0] y, =w,+(=1)-w
1 0o 2 10 00 1],



53

Rachunek macierzowy

o
= -
o
- S 7
a A B
W W2 W 9_W3AH/~T
. ~ 1235 +(
3 Tord TR0 T - = T
— on
S e s = + s o5 £ 5 £
S 4+ 2 F T o0 et et e I I
~ N~ . 2 = 2 2 L | | N | N
T S T T NN NN N N
.l__/3/4 __ N W WWWW W
= 2 x N
£ < 5 3 — —
J. o en | — @ o | — ¢ 2
| L
o o o ~— ) o —
o - o o o — u»n o o n —
o o —~ o ) —_ o o o
N — O A — AN O
o - o o o = | e Ao _ _
~ =77 ~°77 —o77 ~°7% —=%7
- n e < — e < © o © o o o o o
14J.1 — A._/~1 o N o N o N
_ - A N A
~ ~
N o N S o o o o ~ o o o —- o o
= —_ o o —_ o o - o o o - o o o

45

0 0 49|-53 16

1

121-13 4 11

0 0

0

1
—| e
_ S~

—|

1_2 1“4 1"2 =

—|en

| S S e

13
12

0
0
0
11—

0
1
0
0 0 0




54 Elementy matematyki wyzszej

Nie trzeba chyba zache¢ty, aby Czytelnik sprawdzit (za pomoca mnozenia
macierzy) prawidlowo$¢ wyliczenia macierzy odwrotnej. Prawdziwym wyzwaniem
bedzie tu postanowienie dokonywania wszystkich obliczen w pamigci.

Odpowieds:
1 2 1 1 L -1 5 1
_ -1 1 3 2| . = 0 -4 -1

Macierza odwrotng do jest | | |
-1 1 s 0 -5 0
1
1 0 2 1 -5 1+ 4 3

(1 2 -11 0 0 W =w,

’

d) 3 -1 40 1 0| w, =w,+(=3)-w,

1 9 —80 0 1| w=w,+(-1)-w
2 -1 00 w, =W,

0 -7 71-3 10 W, =W, +w,

0 7 -7-10 1 Wy =w

1 2 -1 00
00 0|-4 11
07 1|-1 0 1

Odpowied?: Po lewej stronie pionowej kreski pojawit si¢ wiersz ztozony z samych
zer. Zatem A jest macierza osobliwg — macierz odwrotna nie istnieje.

2.1.3. Rozwigzywanie elementarnych rownan macierzowych

Niech beda dane macierze: A wymiaru mXxn, X wymiaru #X p 1 B wymiaru
mx p . Wykonalne jest wowczas mnozenie macierzy A-X, a po wykonaniu tego
mnozenia mozemy sprawdzi¢, czy prawdziwa jest zalezno$¢: A -X =B . Zadanie to
staje si¢ problemem, gdy znane sg wylacznie macierze A i B. Macierz X jest wtedy
niewiadomg, wyrazenic A-X=B rownaniem macierzowym, a obliczenie takiej
macierzy X (by¢é moze niejednej), ktora spelnia to rownanie — rozwigzaniem
rownania macierzowego. W ogodlnosci problem rozwigzania rownania sprowadza
si¢ do rozwigzania n- p réwnan liniowych z n- p niewiadomymi (bgdziemy si¢

tym zajmowac w rozdziale nastepnym). Jezeli jednak narzucimy na macierze pewne
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warunki, to zadanie stanie si¢ mozliwe (i nietrudne) do rozwigzania juz teraz.
Niech macierz A bedzie kwadratowa i nicosobliwa (A™ istnieje, A jest wymiaru
nxn, a wowczas X oraz B majg ten sam wymiar n X p ). Korzystajac z wlasnosci

macierzy (i pamigtajgc, ze mnozenie macierzy na ogot nie jest przemienne), wyko-
nujemy nast¢pujace przeksztatcenia:

A-X=B /A" lewostronnie;

A" (A-X)=A""-B  zastosujemy tacznoéé mnozenia macierzy;

(A‘1 . A)- X=A"B skorzystamy z definicji macierzy odwrotne;j;
E-X=A"B skorzystamy z wlasnosci macierzy jednostkowe;j;
X=A"'B.

Zatem rozwigzaniem réwnania macierzowego A-X =B jest macierz X=A""-B.

Wsrod roéwnan macierzowych powyzszej postaci czg¢éciej niz inne spotyka
si¢ takie, w ktorych macierz B (a wigc rowniez X) jest wymiaru nXn (macierz
kwadratowa) albo nx1 (macierz kolumnowa). Jezeli wszystkie macierze rGwnania
sa kwadratowe i macierz A jest nieosobliwa, to tatwo mozna znalez¢ rozwigzanie
rownania X-A=B.

X-A=B /A" prawostronnie;

(Xo A)~ A'=B-A™ zastosujemy 1gczno$¢ mnozenia macierzy;

X (A A ): B-A™ skorzystamy z definicji macierzy odwrotne;;
X-E=B-A™" skorzystamy z wlasnosci macierzy jednostkowe;;
X=B-A".

Zatem rozwigzaniem rownania macierzowego X-A =B jest macierz X=B-A™".
Przyklad 2.p.5. Rozwiagza¢ rOwnanie macierzowe:
1 2 -1 2 -1 0 1 2 -1 2 -1 0

a) 1 3 2(X=|1 2 1|; b X 41 3 2|=|1 2 1
-1 -3 -1 1 0 O -1 -3 -1| |1 0 O



56 Elementy matematyki wyzszej

Rozwigzania

a) Stosujac metody opisane powyzej, musimy najpierw wyliczy¢ A" .

’

1 2 -1

0 0 w =W
13 2(0 1 0] w=w+(=1)w
-1 -3 =10 0 1

Wy =W3+Wl

’

2 11t o0 o] w=w+(=2)w,

0 1 3|-110 w, =W,

_O -1 =-2/1 0 l_ wy =wy+w,

(1 0 =73 -2 0] w =w+7-w

0 1 3|-1 1 0 w=w+(=3)w

00 10 1 1] Wy =W,

(1 0 03 5 7] 305 7
0 1 0-1 -2 -3; wiec A =|-1 -2 -3/,
00 10 1 1] 0 1 1

3 5 7112 -1 0 18 7 5
Zatem X=A""-B=|-1 -2 -3l 2 1|=[-7 -3 -2|.
0 1 1 1 0 0 2 2 1

Odpowied?: Rozwigzaniem rownania macierzowego jest macierz

18 7 5
X=|-7 =3 =2].
2 2 1

b)  Rownanie ma takie same wspotczynniki jak rownanie (a), ale ze wzglgdu na
nieprzemienno$¢ mnozenia macierzy rozwigzania obu réwnan mogg by¢
rozne. Jest to rownanie typu X-A =B, zatem X=B-A™'. Macierz A™" jest
wyliczona powyzej, wigc

2 -1 0|[3 5 7 7 2 17
X=B-A'=|1 2 1||-1 =2 =3|=[1 2 2
1 0 ofll0 1 1 35 7
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Odpowied?: Rozwiazaniem rownania macierzowego jest macierz

7 2 17
X=/1 2 2
35 7

2.1.4. Zastosowanie rachunku macierzowego

Istnieje wiele zastosowan rachunku macierzowego. Jest on szczegolnie przy-
datny w opisie procesow, ktore maja wiele zmiennych, a zatem procesow ekono-
micznych, biometrycznych, biologicznych, technicznych, fizycznych i — oczywiscie —
matematycznych. Ponizszy przyktad jest tylko namiastka mozliwosci rachunku
macierzowego.

Przykitad 2.p.6. Przedsicbiorstwo Produkcji Spinek do Mankietow i Krawatow
,,Burospinka” produkuje trzy rodzaje niezawodnych spinek do krawatow, wykonanych
ze srebra, miedzi i stali: model I, model II i lux. Zawarto§¢ metali (w gramach)
w pojedynczej spince przedstawia ponizsza tabela.

model I model IT lux
miedz 2 1 2
stal 2 1 0
srebro 2 2 2

Zagadnienie 1. Jezeli cena miedzi jest 0,05 € za 1 gram, cena stali 0,03 € za
1 gram, a cena srebra 0,10 € za gram, to jaki jest jednostkowy koszt materialu
poszczegdlnych modeli?
Na podstawie zamieszczonej tabeli tworzymy macierz
21 2
A=|2 1 0.
2 2 2
Jezeli utworzymy wektor wierszowy cen jednostkowych materiatow

B=[0,05 0,03 0,10], to iloczyn macierzy

2

1 2
B-A=[0,05 0,03 010]-|2 1 0[=[0,36 0,28 0,30]
2 2

2
2
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jest wektorem jednostkowych kosztow materiatowych poszczegdlnych modeli.

Zagadnienie 2. Jaka ilo$¢ poszczegdlnych metali zuzyje si¢ na produkcje 500 sztuk
modelu I, 600 sztuk modelu 111 150 sztuk modelu lux?

Do rozwigzania tego zagadnienia wystarczy utworzy¢ wektor kolumnowy

500 2 1 2|(500 1900
C=|600|;iloczyn A-C={2 1 0|-]600|=|1600
150 2 2 2|]|150 2500

podaje ilosci miedzi, stali i srebra (w tej wlasnie kolejnosci) potrzebne do produkcji
podanych ilosci asortymentu spinek.

Zagadnienie 3. Jaki jest catkowity koszt materiatu zuzytego do produkcji spinek
wedtug podanego powyzej asortymentu?

Aby obliczy¢ calkowity koszt materiatu, wykonujemy iloczyn

2 1 27500
B-A-C=[0,05 003 0,10]-/2 1 0/]600]|=[393,00].
2 2 2][150

Szanowny Czytelnik sprawdzi, ze nie ma znaczenia dla wyniku ani dla wykonalno$ci
dziataf, czy najpierw wykona si¢ mnozenie B - A, czy tez A - C. Koszt catego
materiatu, przy zagdanym asortymencie, wynosi 393 €.

Zagadnienie 4. Firmy X 1Y, ktorych pracownicy sg zobowigzani nosi¢ krawaty
firmowe, zlecity wykonanie spinek do krawatéow. Spinki te produkowane sa
w kompletach.

Komplet dla firmy X sktada si¢ z 6 spinek: 2 spinek model I, 1 spinki model 111 3
spinek model lux.

Komplet dla firmy Y sktada si¢ z 11 spinek: 5 spinek model 11 i 6 spinek model lux.
Jakie jest zuzycie materialu potrzebnego do wyprodukowania poszczegdlnych

kompletow?
Tworzymy macierz
20

D=|1 5|,
36

ktorej wiersze odpowiadajg poszczegdlnym modelom, a kolumny — kompletom dla
firm. Wystarczy teraz obliczy¢ iloczyn macierzy
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21 2|2 0 11 17
A-D=|2 1 0|1 5|=5 51,
2 2 2|3 6 12 22

aby odczytac¢, ze na produkcje kompletu dla firmy X potrzeba 11 gramow miedzi,
5 gramow stali i 12 gramow srebra (pierwsza kolumna), a na produkcj¢ kompletu
dla firmy Y potrzeba 17 graméw miedzi, 5 gramow stali i 22 gramow srebra.

Zagadnienie 5. W magazynie zostalo 2000 graméw miedzi, 1800 graméw stali
1 2100 gramow srebra. Czy jest mozliwe wykonanie spinek w taki sposdb, aby caty
materiatl zostat zuzyty do produkcji, oczywiscie — z zachowaniem normatywnego
sktadu poszczegdlnych modeli?

Jest to typowe zagadnienie odwrotne. Zauwazmy, ze problem ten podjgto
w zagadnieniu 2, tyle ze na odwrot. Dlatego do rozwigzania uzyjemy macierzy
odwrotnej do macierzy A, o ile taka macierz istnieje. Metoda przeksztalcen
elementarnych tatwo mozna wyliczy¢

Jesli oznaczymy

2000
G=|1800|,
2100

to rozwigzaniem zagadnienia bedzie iloczyn macierzy

2000 | | 850
1 |-{1800 |=[100
0 |1|2100 100

3o
ATG=|-1 0

1

b

L
2

zatem nalezy wykonac¢ 850 sztuk modelu I, 100 sztuk modelu II 1 100 sztuk modelu lux.
Niestety, mnozenie macierzy nie da odpowiedzi na pytanie ,,Kto to wszystko
kupi?”.
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Zadania

Zadanie 2.z.1. Metoda przeksztatcen elementarnych obliczy¢ macierz odwrotng do
danej macierzy:

1 2 3 1 -1 1 1 -1 2
a)|—-1 -1 —44; b)|2 -1 4}; o 3 -2 74
|2 3 8 4 -3 7 -2 1 -4
2 2 1 -1 -4 -2 -1 6 0
d|-11 -1];¢| 2 1 1;H| 11 21
132 2 -1 =2 -1 -1 3 -1
12 -1 1 1 1 -2 3
g)l 3 0 3 b 0 1 -3

-1 -1 3 2| -10 0 1|

2 5 0 4 0 1 -1 1

Zadanie 2.z.2. Rozwigza¢ réwnanie macierzowe A - X =B dla:

(1 -1 2 3 1 1 -1

0
a)A=|2 -1 1|,B=|0]; b)A=|-1 0 1|,B=
11

20
1 -2 6 1 1 1
1 2 -1 2
c)A=|-1 -1 1 |,B=|2 —1{.
2 3 -1 0 3

Zadanie 2.z.3. Rozwigza¢ rdOwnanie macierzowe X - A = B dla:

12 -1 101
a)A=|2 -1 1[,B=[0 1 1f;
1 -2 6 121
1 -1 2 0 -1
bA=|2 -1 1[,B=1 0 2|;
1 -2 6 13 -1
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1 10 1 0 1
c)A=|-1 0 1[,B=({0 -1 1
1 11 0 2 0
Odpowiedzi
Zadanie 2.z.1.
[ 4 -7 -5 5 4 -3

a0 2 1|;b]2 3 -2

4 -2 -3 1 0o -2
dl-1 1 11];e|1 -1 =3|;
-5 2 4 -3 2 7
9 -5 3 0 1 1
N R A
il 210 1] V23
'3 0 1 -1 11

Zadanie 2.z.2.

-11 0
a)X=-30|; b)X=|—-1|; ¢c)X=
-8 2

Zadanie 2.z.3.
-3 0 2 8

a)X=0 2 1|; bpX=|-10 4

-1 2 2 -34

~43
31
10

-2

3

-3

-2
; o) X=1|-3

4

-1
-1
2

-2
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2.2. Wyznaczniki

2.2.1. Wyznacznik macierzy kwadratowej i jego wlasnoSci

Definicja 2.d.3. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a[j] nazywamy

i,j=l,..n

liczbe

a dla n=1
det(A) = { Z:(—l)""v(p)alpl Ay, e dy, da n=2-
2

Suma jest brana po wszystkich n! permutacjach p = (p,, p,,..., p,) ciagu (1, 2,..., n),

inv(p) jest liczbg inwersji w permutacji p, gdzie inwersja oznacza nieporzadek, tzn.
sytuacje, w ktorej liczba wieksza poprzedza liczbe mniejsza.

Powyzsza definicja jest bardzo niepraktyczna w zastosowaniach, to znaczy
w obliczeniach wyznacznika macierzy.
Jesli macierz oznaczamy:

a;,  4ap a,
a, a a
21 A 2
A= ",
a, 4, Ay
to jej wyznacznik zapisujemy:
A G e 4y,
Qy Ay e G
det(A)= "

ay Ay - Ay,

Metody obliczania wyznacznikow

1. Wyznacznik stopnia drugiego

ay  ap ay  ap

Jesli Az{ },to det(A) = =0y, 0y —ayy -y, .

a Ay dy Ay
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2. Wyznacznik stopnia trzeciego. Dopisujemy z prawej strony dwie pierwsze
kolumny lub ponizej — dwa pierwsze wiersze:

dyy 4 diz|dn 4y
Q1 Gy dy3|dy Gy =

Qs 4z Qs3|d3 Ay
= Q)1Ap Ay + A1pAy303; + Q1305,03) — Q1305031 — Ay A3y — Ay dsy .

Ta metoda nazywa si¢ metodg Sarrusa.

Wiasnos$ci wyznacznikow

1. Wyznacznik macierzy diagonalnej jest iloczynem wyrazow glownej przekatne;.

2. Wyznacznik macierzy, w ktorej jeden wiersz lub jedna kolumna sktada si¢
z samych zer, jest rowny 0.

3. Wyznacznik macierzy jest rowny wyznacznikowi jej macierzy transponowane;.

4. Jesli macierz B powstaje z macierzy A przez zamian¢ miejscami dwoch
wierszy lub dwdch kolumn, to det(B) = — det(A).

5. Jesli w macierzy dwa wiersze lub dwie kolumny sa identyczne lub proporcjo-
nalne, to jej wyznacznik jest rowny 0.

6. Jesli macierz B powstaje z macierzy A przez pomnozenie wszystkich elementow

jednego wiersza lub jednej kolumny przez liczbe ¢, to det(B) =c- det(A).

7. Wyznacznik nie zmienia warto$ci, gdy do wiersza (lub kolumny) dodamy
odpowiednie elementy innego wiersza (lub kolumny) pomnozone przez
dowolna stata.

2.2.2. Minor macierzy. Dopelnienie algebraiczne

Definicja 2.d.4. Niech bedzie dana macierz A [ nXm ] i niech p < min{m,n}. Jezeli
w macierzy A skre§limy m — p wierszy i n — p kolumn, to powstanie macierz
kwadratowa, ktérej wyznacznik nazywamy minorem stopnia p macierzy A.

Definicja 2.d.5. Niech bedzie dana macierz kwadratowa A stopnia nXxn. Dla
dowolnego, ustalonego elementu a;; tej macierzy skre§lamy i-ty wiersz i j-ta kolumng
w macierzy A. Niech M, begdzie minorem macierzy A, czyli wyznacznikiem tak
wlasnie utworzonej macierzy kwadratowej. Dopelnieniem algebraicznym elementu

a; macierzy A nazywamy liczbg 4; = (—1)i+j M.

L)
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2.2.3. Rozwini¢cie Laplace’a

Twierdzenie 2.t.2 (Laplace’a). Niech bedzie dana macierz kwadratowa A stopnia
nxn. Wyznacznik macierzy A jest rowny sumie wszystkich iloczynow elementow
dowolnego, ustalonego wiersza (kolumny) i odpowiadajacego temu elementowi
dopetnienia algebraicznego, to znaczy:

- det(A)=a, - Ay +a, - Ay +...+a,, - 4,

mn

— rozwini¢cie wedhug i-tego wiersza;

- det(A)=q, Ay tay; - Ay +.+a, - A, —rozwinigeie wedlug j-tej kolumny.

Przyktad 2.p.7. Wyliczy¢ wyznacznik:

3 -5
a) =3(-4) - (-5 D)=-17;
~1 -4
b) 273 10 (~12) = 22;
4 5 ’
~53
c) =5-21=-16.
7 —

Przykilad 2.p.8. Wyliczy¢ wyznacznik, stosujac metode Sarrusa:

a)

-1 2 0

3 -4 4|=(=1)(—4)(=3)+310+(=2)24 - 0(—4)(-2) — 41(=1) — (-3)23=—6;
-2 1 -3

-1 2 0

3 -4 4

b)

2 -1 -3

—3 1 4|=—4+18-4—(=3)=16—(=6)=—4+18—4+3-16+6=27-24=3,
1 2 -2

2 -1 -3

-3 1 4
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Pryykdad 2.p.9. Wyliczy¢ wyznacznik, stosujac rozwinigcie Laplace’a wedlug czwartego
wiersza

2 -1 2 1

L3 1 s -1 2 1 2 2 1
- CT=2.=DM3 1 —2+5 (=DMl 1 -2+
3 -3 2
3 -3 2 1 -3 2

2 5 0

2 -1 1 2 -1 2
+0-(=D* -1 3 —2/+1-(-D** -1 3 1|=

1 3 2 1 3 -3

=(=2)-(=32)+5-(=6)+0-18+1-(~34)=64-30-34=0.

Wyznaczniki trzeciego stopnia otrzymane z rozwini¢cia danego wyznacznika
obliczamy tak jak w przyktadzie 2.p.8.

W powyzszym przykladzie mozna zauwazy¢, ze rozwijanie wyznacznika
wzgledem wiersza lub kolumny zawierajacej zero jest korzystne, poniewaz zmniejsza
liczbe wyliczanych wyznacznikéw (gdyz pomnozenie zera przez dowolng liczbg
daje w wyniku zero).

Radzimy: Aby ulatwi¢ obliczanie wyznacznikéw, nalezy w wybranym wierszu
lub kolumnie utworzy¢ maksymalnie duzo zer (najlepiej — same zera z wyjatkiem
jednego elementu).

Autorzy sa przekonani, ze Czytelnik, majgc za sobg ,trening” w postaci
obliczania macierzy odwrotnych, tatwo sobie poradzi z ,,tworzeniem zer” (korzystajac
z wlasno$ci wyznacznikow).

Przyklad 2.p.10. Wyliczy¢ wyznacznik z uwzglednieniem wiasnosci wyznacznikow:

2 1 1 -1 2 3 k=k

-1 24 -3 1 -1 -2 ky=ley+ (=3)- kg
2 -1 2 2 1 1 ky=k, _
-1 2 1 -1 1 1 k, =k,
-1 -1 -1 1 -2 kg= s+ (—4) -k
0 -3 0 0 -4 -1 ks=ks
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2 -8 1 -1 =10 3
-1 30 -3 1 7 =2
1 -4 2 2 -3 1

-1 -1 1 -1 -3 1
-1 5 -1 -1 9 =2

0 0 0 0 0 -1

2 -8 1 -1 -10 wi=w,+ (=1)-w,

-1 .30 -3 1 7 Wwy=w,+3-w,
=(-1)-(-np*41 -4 2 2 -3 wy=wy+ (2)w, =

-1 -1 1 -1 -3 W=w,

-1 5 -1 -1 9 Wy = Ws+w,

(przeksztatcony wyznacznik rozwinigto wzgledem szdstego wiersza, a w otrzyma-
nym wyznaczniku znowu ,,tworzymy zera” — otrzymujemy nowy wyznacznik, ktory
rozwijamy wzgledem trzeciej kolumny)

34 ;73 02 _; o0
— 7 — —
-4 27 -2 =2
=—1{3 -2 0 4 3|=(=1)1-(-1) - ; s 4 3 =
-1 -1 1 -1 -3 B
-2 4 0 -2 6 -2 4 =26

(teraz przed wyznacznik wylaczamy 2, bo wszystkie elementy czwartego wiersza
sa liczbami parzystymi)

3 -7 0 -7 w=w, 3 -7 0 -7
427 -2 -2 wEwr(2)w, L2230 -8

3 -2 4 3 wy=wy 4w, -1 6 0 15

-1 2 -1 3 w,=w, -1 2 -1 3

(otrzymany wyznacznik rozwijamy wzgledem trzeciej kolumny i otrzymujemy)

3 -7 -7 W=w+3- Wy 0 11 38
=2.(=1)-(=)7-|-2 23 -8 = w=wH-2)w, =2:[0 11 -38=
-1 6 15 W= w, -1 6 15

(otrzymany wyznacznik rozwijamy wzgledem pierwszej kolumny; otrzymujemy)
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=2-(=1)-(-1* 1 8—211381 1—1672
- 11 -38 | | R
Zadania
Zadanie 2.z.4. Obliczy¢ wyznacznik:
2 3 1 1 3 1 2 -1 1 -2 2 3
a)|-2 =2 1; b)|-2 =2 =3]; o2 -2 2[; &|-2 3 3|;
2 3 2 39 2 -2 1 2 2 -2 -2
1 3 1 -1 1
2 1 2 1
-2 =5 =3 3 0
)_1_20_1'f)13100
Y12 2 3 af
2 6 2 -1 1
1 1 1
-2 -6 -2 2 -1

Odpowiedzi: a) 2; b) —2; ¢) —6; d) -2; e) —1; 1) 2.

2.2.4. Osobliwos¢ i nieosobliwos¢ macierzy. Rzad macierzy

Zwiazek wyznacznika macierzy z jej nieosobliwos$cia:
- macierz nieosobliwa to macierz, ktorej wyznacznik jest r6zny od 0;
- macierz osobliwa to macierz, ktorej wyznacznik jest rowny 0.
Definicja 2.d.6. Moéwimy, ze macierz A (mXxn) ma rzgd r, r = 1g(A), jesli istnieje
minor M stopnia » macierzy A, ktory jest rézny od 0 (M #0), a kazdy minor
stopnia wigkszego od 7 (jesli istnieje) ma wyznacznik rowny 0.

Tak sformutowana definicja rzedu macierzy ma tylko jedng pozytywna ceche
— jest prawidlowa; niestety, jest rowniez bardzo nieefektywna w zastosowaniach.
Istnieje bardziej efektywny sposob obliczania rzgdu macierzy.

Przyklad 2.p.11. Niech beda dane trzy macierze kolumnowe:
1 -3 -2

a=|-2|, b=| 1 |oraz c=|-6].
2 4 16
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Zauwazmy, 7e

1 ~31 [47 [-6] [-2
4.a+2-b=4-|-2|+2-| 1 |=|-8|+| 2 |=|-6]|=c.
2 4 8 8 16

Zatem macierz (wektor kolumnowy) ¢ mozna przedstawi¢ za pomocg sumy ma-
cierzy a oraz b, przy czym kazda z nich zostala uprzednio pomnozona przez pewna
(niekoniecznie t¢ samg) liczbe. O macierzy ¢ mowimy, ze jest kombinacjq liniowg
macierzy a i b lub ze jest liniowo zalezna od macierzy a i b.

Rozwazmy teraz inng trojke¢ wektorow kolumnowych:

2 3 5
k=|-1|, I=|2]im=|3].
0 0 2

Zauwazmy, ze wektora m nie mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji
liniowej wektordw k i / (np. trzecia wspotrzedna (liczba 2) nie moze by¢ przed-
stawiona w postaci kombinacji liniowej zer). O wektorze m moéwimy, ze jest
liniowo niezaleiny od wektorow k1 /.

Kazdg macierz prostokatng mozemy interpretowac jako ,,zespol” kolumn lub
,»Zespot” wierszy.

Definicja 2.d.7. Rzedem macierzy prostokatnej A (mXxn)nazywamy maksymalng

liczbe jej liniowo niezaleznych wierszy lub kolumn.

Obliczanie rz¢du macierzy

1. Wykonujemy operacje elementarne na wierszach lub kolumnach macierzy.

2. Celem operacji jest doprowadzenie macierzy do postaci macierzy jednostkowe;.
Liczba wierszy (albo kolumn) macierzy jednostkowej jest rowna szukanemu
rzedowi macierzy.

3. Jesli w trakcie operacji pojawia si¢ dwa jednakowe lub proporcjonalne wiersze
(kolumny), to jeden z nich skreslamy. Jezeli pojawi si¢ wiersz (kolumna)
ztozony z samych zer, to go skreslamy.
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Przyklad 2.p.12. Obliczy¢ rzad macierzy

(7 1 8 6]
2 1 3 1
A=|3 -1 2 4.
-1 2 1 =3
13 4 7 -1
Rozwigzanie:
(71 8 6 |w=w+(=2)-wy+(=1)-w
I 3 1 w'2 =w,+2-w,
RA)=R 3 -1 2 4 Wi = wy 43w, S
-1 2 1 -3 w, =(=1)-w,
'3 4 7 -1 wy =wy +(=1)-w,
0 0 0 0]
0 5 5 -5\w==L1w
=R|0 5 5 -5 (skreslamy wy,wy,ws) =
1 -2 -1 3| w=w,
0o 5 5 -5]
_ S k=k +2k
o 1 1 -1] * ™ !
=R ky =k, + k,
1 -2 -1 31|,
- _k4=k4+(_3)'k1
0 1 1 -1|w = 1 0
= Wl, "2 (skreslamy k;,k,)= R =2.
_1 0 0 O wy =w 0 1
Zadania

Zadanie 2.z.5. Wyliczy¢ rzad macierzy:

2 1
-1 -2 1 2
1 2 -2 1
-2 -1 -2 =2

3 -1

a) ; b)

2_
-1

3
-1

~2 4
1 -2
-1 2 -1 2 1
11 1 =3 -1

1
1

-2 -2 -2 -1 -1
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Odpowiedzi: a) 3; b) 4; c) 4.

2.3. Uklady rownan liniowych

2.3.1. Uklad Cramera. Wzory Cramera

Rownaniem liniowym z n niewiadomymi nazywamy rdéwnanie postaci
ax,+a,x, +---+a,x,=>b. Jezeli b = 0, to rownanie liniowe nazywamy réwna-
niem jednorodnym. Ma ono zawsze co najmniej jedno rozwigzanie:

‘xl :x2 :...:xn :O

Uktadem »n roéwnan liniowych z n niewiadomymi nazywamy uktad:

ayx, +anx, +--+a,x, =b
(x) Ay X +aypX, ++-+a,,x, =b,

anlxl + an2x2 +eet annxn = bn

Macierza wspotczynnikow ukladu (*) n réwnan liniowych z n niewiadomymi
(czasem: macierzg uktadu) nazywamy macierz:

,,,,,

jest to macierz kwadratowa. Uktad (*) nazywamy ukladem Cramera, jesli wyznacz-
nik det (A) #0. Uklad ten mozna zapisa¢ w postaci rOwnania macierzowego
A - X=Y, gdzie:

X b,
x=2[,  y=|>
X b
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Wzory Cramera

Metoda Cramera — niech A; bedzie macierza (nXxn ) powstajaca z macierzy
A przez zastgpienie w niej i-tej kolumny wektorem kolumnowym Y.

Twierdzenie 2.t.3. Uktad Cramera ma doktadnie jedno rozwigzanie:
X; =% i=12,...n.
det A
2.3.2. Macierz uzupelniona ukladu rownan. Twierdzenie
Kroneckera-Capellego. Liczba rozwiazan ukladu
rownan liniowych

Uktadem m réwnan liniowych z n niewiadomymi nazywamy uktad:
a, X, +apx, +--+a,x, =b
Ay X +ayXx, +--+a,,x, =b,

(-+)

X + R teeet Ay Xn = bm
Macierzg uzupelniong ukladu réwnan liniowych nazywamy macierz A"
powstalg z macierzy A (macierzy wspolczynnikéw uktadu) przez dopisanie (n+1)-tej
kolumny wyrazéw wolnych.

a, ayp - a, b
Al a; A4y a,, b,
aml am2 amn bm

Twierdzenie 2.t.4. (Kroneckera-Capellego). Aby uktad réwnan liniowych miat
rozwigzanie, potrzeba i wystarcza, aby rzad macierzy A byl réwny rzedowi macierzy

uzupetnionej A" :

R(A)=R(A").

Liczba rozwiazan ukladu réwnan liniowych

Niech uktad (**) spetnia twierdzenie Kroneckera-Capellego i niech

r=R(A)=R(A").
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Jesli » = n, to obliczajac rzad macierzy A, wykreslono m — n (czyli m — r)
wierszy, a kazdy z nich reprezentowal okreslone rownanie uktadu. Po wykresle-
niu odpowiadajacych tym (wykreslonym) wierszom rownan otrzymujemy uktad
Cramera.

Jesli » < n, to liczac rzad macierzy A, wykres$lono m — r wierszy i n — r
kolumn. Kazdy z wykreslonych wierszy reprezentowat okreslone rownanie uktadu,
a kazda z wykre$lonych kolumn — okre$long zmienng. Wykreslamy odpowia-
dajagce tym wierszom réwnania, natomiast zmienne odpowiadajagce wykreslonym
kolumnom traktujemy jako parametry rozwigzania. Jesli teraz w kazdym (nie-
skreslonym) rownaniu przeniesiemy owe zmienne na drugg strone znaku réwnos$ci
(pamigtajac o zmianie znaku na przeciwny), to otrzymamy uktad Cramera (» xr).
Stosowanie przy dwoch i wigcej parametrach wzorow Cramera jest jednak bardzo
ktopotliwe i autorzy usilnie proponuja stosowanie metody opisanej w nastgpnym
punkcie.

Tabela 2.1.
. Nazwa uktadu Liczba
Rzg¢dy macierzy , , L Komentarz
réwnan rozwigzan
R(A)=R(A")=r uktad jedno Obliczajac rzad macierzy A, wykreslono
niezalezny m — n (czyli m — r) wierszy, a kazdy z nich

orazr=n , g .
reprezentowat okreslone rownanie uktadu.

Po wykresleniu odpowiadajacych tym
(wykreslonym) wierszom réwnan otrzy-
mujemy uktad Cramera.

R(A)=R(A")=r uktad zalezny |nieskonczenie |Obliczajac rzad macierzy A, wykreslono
oraz r<n wiele m—r wierszy i n — r kolumn. Kazdy z wy-
kres$lonych wierszy reprezentowat okreslo-
ne rownanie ukladu, a kazda z wykreSlonych
kolumn — okre$lona zmienng. Wykre§lamy
odpowiadajgce tym wierszom réwnania,
natomiast zmienne odpowiadajace wykreslo-
nym kolumnom traktujemy jako para-
metry rozwigzania. Jesli teraz w kazdym
(nieskreslonym) réwnaniu przeniesiemy owe
zmienne na drugg stron¢ znaku réwnosci
(pamigtajac o zmianie znaku na przeciwny),
to otrzymamy uktad Cramera (v X r).

r=R(A)<R(A") uktad brak Nie sg spetnione zatozenia twierdzenia
sprzeczny Kroneckera-Capellego
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2.3.3. Rozwiazanie ukladu réwnan liniowych metoda eliminacji
Gaussa

Metoda eliminacji Gaussa jest metoda rachunku macierzy. W sposob oczy-
wisty przypomina metode¢ obliczania macierzy odwrotnej. Jednak uwazny czytelnik
bez trudu zrozumie, ze w gruncie rzeczy wszystkie operacje odpowiadaja znanym
ze szkoly $redniej (podstawowej?) dzialaniom mnozenia réwnania przez liczbe
i dodawania réwnan stronami.

Opis metody

- wypisujemy macierz uzupetniong uktadu, oddzielajac macierz wyrazéw wol-
nych pionowa kreska;

— wykonujac opisane ponizej operacje, doprowadzamy macierz uktadu do postaci,
w ktorej ponizej elementow postaci a; sa same zera, a elementy postaci a; sa
rozne od zera.

Jezeli w trakcie wykonywanych operacji pojawi si¢ wiersz ztozony z samych
zer, to go wykreslamy.

Jezeli w trakcie wykonywanych operacji pojawi si¢ wiersz ztozony z samych
zer z lewej strony kreski i z liczby réznej od zera po prawej stronie kreski, to uktad
jest sprzeczny. To stwierdzenie konczy rozwigzywanie rownania.

Dozwolone operacje

- dziata¢ mozna tylko na wierszach,
- wiersze mozna zamienia¢ miejscami,
- wiersz mozna pomnozy¢ lub podzieli¢ przez dowolng liczbe r6zng od zera,
- do danego wiersza mozna doda¢ inny wiersz pomnozony przez stala.

Jezeli liczba kolumn po lewej stronie kreski jest wigksza od liczby wierszy,
to roznica miedzy tymi liczbami jest liczbg parametrow réwnania, a ,,nadliczbowe”
kolumny sg reprezentantami zmiennych, ktore stang si¢ parametrami.

Przyklad 2.p.13. Rozwigza¢ uktad rownan:

X +2-x,+3-x,+4-x,=5
2% +x,+2-x3+3-x, =1
3o 42 %, +x,+2:x, =1
4-x+3-x,+2-x;+x,=-5
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Wpisujemy macierz uzupetniong uktadu i rozwigzujemy:

(1 2 3 45 W, =W,

21 2 31| wy=w+(-2)w

321 21 W;=W3+(_1)'(W1+W2)

14 3 2 1-5] w,=w,+(=2)w,

12 3 45 |w=w 42w

0 -3 -4 -5-9| w,=w,

0 -1 —4 —=5-5 w,=w,+w,

10 1 =2 =5-7|w,=w,+3-w,

(1 0 -5 -6[-5] w=w

01 -2 =5/-7| w=w,

00 -6 —10[-12|w,=(-L)w,

10 0 10 —20[-30 |w; =(~1)-w,

(10 -5 —6/-5] w=w

01 -2 -5-7 W, =W,

00 1 2|3 Wy =W,

10 0 3 56 |w,=w,+(=3)w

(10 -5 —6-5] w=w

0 1 -2 =5-7| wy=w,

0 0 213 w=w

10 0 0 —1=-3]w=(~1)-w,

(1 0 -5 —6/-5]

01 -2 -5-7

00 1 23

00 0 1]3]

nastepnie x; +2-x, =3, czyli x;+2-3=3, wigc x,

Rozwigzujemy uktad ,,od dotu” macierzy. Ostatnie rownanie uktadu zostato
przeksztalcone do postaci: 0-x;,+0-x, +0-x;+1-x, =3; odczytujemy x, =3;

—3. Z drugiego wiersza
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mamy: 1-x,-2-x,-5-x,==7, czyli 1-x,-2-(-3)=5-3=—7, skad tatwo wy-
liczamy x,=2. Wreszcie — z pierwszego wiersza macierzy odczytujemy:
x+0-x,-5-x;—6-x, ==5; po podstawieniu wyliczonych juz warto$ci zmien-
nych mamy: x, —=5-(=3)-6-3=-5, czyli x,=—2.

Odpowied?: Rozwigzaniem powyzszego ukladu réwnan jest:

X ==2
X, =2
X, =-3
x, =3

Przyklad 2.p.14. Rozwigza¢ uktad rownan:

2-x+x, —xy;+x, =1
3.4 —-2-%+2-x,-3-x,=2
S5.x+x,—x;+2-x,=-1

2-x—-x,+tx;-3-x,=4

Wpisujemy macierz uzupetniong uktadu i rozwigzujemy:
2 1 -1 1]1 W =W,
3 -2 2 =32 | wimw(l)w
5 1 -1 2 -1 W;=W3+(—1)'(W1+W2)
2 -1 1 =34| w=w+(=1)w

2 1 -1 1|1 W, = w,

I =3 3 -41 W£=W1+(_2)'W2
0 2 -2 4|-4| wi=w+w,
0 -2 2 -43 W, =w,

(1 -3 3 —41

0 7 -7 9|1

0 0 0 01|

0 -2 2 -43

Z postaci wiersza trzeciego wynika, ze uktad jest sprzeczny.
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Odpowied?: Powyzszy uklad jest sprzeczny (rozwigzanie nie istnieje).

Przyklad 2.p.15. Rozwigza¢ uktad rownan:

X —2-x%+3-x,-4-x,=4
X— X+ x,=-3

X +3-x, -3-x,=1
-7-x, +3-x +x,=-3

Wpisujemy macierz uzupetniong uktadu i rozwigzujemy:

1 -2 3 -44 W =w,
0 1 -1 1[-3 W, =W,

13 0 =31 [w=w,+(-1)-w
0 =7 3 1[-3| w,=w,+7w,

1 -2 3 -4 4 W =w,

0 1 -1 1|-3 Wy =W,

0 5 =3 1[-3|w=w+(=5)w,
0 ~4  8|-24| w,=(-1)w,

1 -2 3 —44|w=w
0 -1 1|-3|wm
0 0 2 -412

0 0 1 =2[6|w,=w,

=w, . . : .
* (wiersze w,iw, sa proporcjonalne, skreslamy w;)

1 -2 3 -4]4]
0 1 -1 13|
0 0 1 -2/6

Uktad réwnan po przeksztalceniach ma mniej rownan niz niewiadomych.
Niektore zmienne zostang potraktowane jako parametry, czyli beda przybieraty
dowolng warto$¢. Musimy te zmienne okresli¢ i poda¢ rozwigzanie uktadu roéwnan.
Z postaci macierzy wynika, ze wygodnie jest przyja¢ zmienng x, jako parametr
(gdyby$Smy przyje¢li zamiast x, zmienng x;, tez byloby dobrze).

Niech wigc x, =a (zaleca sig, aby z chwilg podj¢cia decyzji, ktére zmienne

beda parametrami, wprowadzi¢ oznaczenie wyrdzniajgce te zmienne).
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Z ostatniego wiersza przeksztalconej macierzy wynika, ze x;—-2-a=6,
stad x;=6+2-a. Z nastgpnego wiersza mamy: x,—x;+a=-3, czyli
x, —(6+2a)+a=-3, zatem x, =3+ a. Wreszcie — z pierwszego wiersza wynika,
e x-2-%+3x;,-4-a=4, a dalej: x-2-3+a)+3-(6+2a)-4a=4,
xX—6-2-a+18+6-a—4a=4, czyli x, =-8.

Uktad rozwigzan zawierajacy wszystkie zmienne i wszystkie parametry ozna-
czone literami nazywamy ogoélnym ukladem rozwigzan. Jezeli wszystkie parametry
przyrownamy do zera, to taki uktad nosi nazwe¢ fundamentalnego ukiadu rozwigzan,
natomiast jesli w miejsce parametrow podstawimy dowolng ustalong liczbe, to
otrzymamy szczegolny uktad rozwigzan.

Odpowied?: W powyzszym przyktadzie mozemy poda¢ wszystkie postaci ukladow
rozwiazan.

uktad ogdlny: uktad fundamentalny: uktad szczegdlny, np. dla a = 3:
X =-8 x =-8 x =-8
X, =3+a x, =3 X, =6
x,=6+2-a’ X, =6 x,=12°
Xy =a x,=0 Xy =

Przyklad 2.p.16. Rozwigza¢ uktad rownan:

2-x txy, —x;— X, + x5 =1

X=Xy +x;+x,—2-x5=0
3ox+3-x, -3 x,-3-x,+4-x3=2
4-x+5x,-5x%-5-x,+7-x;=3

Whpisujemy macierz uzupetniong uktadu i rozwigzujemy:
21 -1 -1 11 W =W,
1 -1 1 1 =20 wy=w+(-2)w,
33 =3 =3 412\wmy=wy+(=1)-(w +w,)
4 5 -5 -5 73| wy=w+(-2)w
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L -1 1 1 =20{w=w+iw,

0 3 -3 =3 5|1 wy=1w, ,
skreSlamy w, 1 w

0 3 -3 -3 5|1 ( ywiiw,)

0 3 -3 -3 5]l

10 0 0 —%ﬂ'

0 1 -1 -1 s

Trzy zmienne: x;, x, oraz x5 okreSlamy jako parametry, wprowadzajac ich
nowe oznaczenia: x; =a, x,=b, x;=c. Otrzymamy wtedy z drugiego wiersza:

5.0 —1 :
0-x,+x, —x; — x4 +5- x5 =73, czyli

_1+3-a+3-b-5-c
3

X

b

a z pierwszego wiersza przeksztalconej macierzy:

I+c
X =—.
3
Odpowieds:
uklad ogolny: uklad fundamentalny: uklad szczegolny,
np.dlaa=1,b=7,c=2:
‘= I+c . 1
1 3 173 X
1+3-a+3-b-5-c 1 X, =5
X, = X, =—
3 , 3, Xy =
X, =a x=0 X =7
X, = x,=0
Xg =
Xs=c x5=0
Zadania

Zadanie 2.z.6. Rozwigza¢ uktad rownan metodg eliminacji Gaussa:
x+2y—-z=5 x+y+2z=0 x+3y+z=1

a)<2x+5y+3z=12; b)< x+2y—z=5; ¢) 12x+y+3z=4;
x=3y+4z=-5 2x=y+z=-3 xX+y+2z=3
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xX—y+z=2 xX=2y—-z=2 x+y-=3z=5
d) <2x+y—-3z=2; e) yx+y—2z=-6; f)<2x—y+z=0;
x+2y+z=5 2x+y+z=0 x+3y+z=3
X+2y—z+t=3 xX+2y—z+t=0 xX+2y+z-2t=1
) -x—-y+2z-2t=0 Ix+7y—z+4t=1 | 2x+5y+z+¢t=3
> 51 .
g 2x+6y+z—t=13 x+3y+2z4+3t=3 X+y+3z—t=2
x+y+ t=4 2x+6y+3z+5t=4 4x+8y+5z-2t=5
Odpowiedzi.

a)x=1,y=2,z=0; byx=0,y=2,z=-1; c)x=-1,y=0,z=2;
d)x=2,y=1,z=1; e)x=0,y=-2,z=2; Hx=1,y=1,z=-1;
gx=0,y=2,z=3,t=2; hyx=—4a+8,y=a-3,z=—-a+2,t=a;

1) uktad sprzeczny.

2.4. Rachunek wektorowy

W naukach technicznych stosuje si¢ dwa rodzaje wielko$ci: skalarne
1 wektorowe.

Skalarem jest liczba okreslajaca ilo$¢ jednostek ,,czego$” np. 13°C, 35 g,
97 m itd.

Definicja 2.d.8. Wektorem nazywamy uporzadkowana par¢ punktow. Pierwszy
z nich nazywamy poczatkiem, a drugi — koncem wektora.

Powyzsza definicja, mimo swojej ogolnosci (a moze wilasnie z tego powodu),
nie calkiem oddaje intuicyjne pojecie wektora. Na nasze potrzeby wygodnie bgdzie
uzy¢ okreslen, z ktorych powstato ogoélne (cho¢ bywajg jeszcze bardziej ogdlne)
pojecie wektora, a ktore wiazg si¢ z jego wizualizacja.

Moéwimy zatem, ze wektorem jest skierowany odcinek, ktéory ma poczatek,
zwany punktem zaczepienia, i koniec. To uporzadkowanie nazywamy zwrotem
1 graficznie przedstawiamy w postaci strzatki umieszczonej na koncu wektora.

Aby okresli¢ wektor, musimy znaé jego:

- kierunek (prosta, na ktérej wektor lezy — zbidr prostych réwnoleglych);
- dtugos¢ (wartosé);
- zwrot (jeden z dwoch mozliwych wskazany strzatka).
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W zbiorze wektorow okreslmy relacje: dwa wektory naleza do relacji (sa
ze soba w relacji) wtedy i tylko wtedy, gdy maja t¢ samg dlugos¢, kierunek i zwrot.
Latwo zauwazamy, Ze relacja ta jest zwrotna, symetryczna i przechodnia. Jest to
zatem relacja rownowaznoS$ci. Z zasady abstrakcji (patrz rozdziat 1) wynika, ze
relacja ta wyznacza podziat calego zbioru wektoréw na klasy abstrakcji wektorow
rownowaznych — niepuste i rozlaczne. Kazda z takich klas abstrakcji nazywamy
wektorem swobodnym. Wektor swobodny ma dhugosc¢, kierunek i zwrot (a nie ma
poczatku ani konca). Jezeli jednak wybierzemy punkt poczatkowy (wedtug naszej
woli lub potrzeb), to dany wektor swobodny uzyska nie tylko poczatek, ale i koniec
i — jako reprezentant klasy abstrakcji — stanie si¢ wektorem zwigzanym,
stosowanym np. w wytrzymato$ci materialowej. Wektor, ktorego poczatek i koniec
si¢ pokrywaja, nazywamy wektorem zerowym.

Przyktadami wektoréw sa: wektor sity, wektor predkosci, wektor ,,ucieczki”
ciepta z budynku itd.

W tym rozdziale bgda rozpatrywane przede wszystkim wektory swobodne.
Do ich oznaczania uzyjemy liter alfabetu tacinskiego ze strzatkg (autorzy postaraja

- >
si¢ uzywac liter z konca alfabetu) np. u, v . Liczby (skalary) beda oznaczane literami

alfabetu lacinskiego (z poczatku alfabetu) bez strzatki, np. a, b; miary katow
mig¢dzy wektorami — literami alfabetu greckiego, np. a, /5.

Dzialania na wektorach

- mnozenie wektora przez liczbe,

- dodawanie wektorow,

- iloczyn skalarny (skalarowy) wektorow,
- iloczyn wektorowy wektorow,

- iloczyn mieszany wektorow.

Mnozenie wektora przez liczbe (skalar) polega na tym, ze wynikiem
dziatania jest wektor okreslony nastgpujaco:

- kierunek wyniku nie ulega zmianie,

- dlugos¢ otrzymamy przez mnozenie dlugoSci wektora przez bezwzgledna
wartosc tej liczby (skalara),

- zwrot wyniku nie zmieni si¢, gdy liczba, przez ktorg mnozymy, jest dodatnia,
natomiast zmieni si¢ na przeciwny (zmiana grotu strzatki), gdy wymieniona
poprzednio liczba jest ujemna.

W taki sam sposob wykonuje si¢ mnozenie liczby przez wektor.
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Dodawanie wektorow przedstawimy graficznie (rys. 2.1).

Metoda I Metoda 11

Rysunek 2.1

Iloczyn skalarny (skalarowy) wektorow:

N
v

- o -
u-v=\u| - cosaL,

- -

- -
gdzie | p | oznacza dtugo$¢ wektora p, a —kat migdzy wektorami u i v .

- - -
lloczyn wektorowy wektorow. Niech u X v = w, gdzie X jest znakiem

N
iloczynu wektorowego wektorow. Aby wyznaczy¢ wektor w (wynik iloczynu
- o

u X v ), okre$lamy jego kierunek, dtugos¢ i zwrot.

5
Kierunkiem wektora w jest prosta prostopadta do ptaszczyzny wyznaczonej
- -

przez wektory u i v.
Dlugoscig wektora jest liczba okre$lona wzorem

—

N
=lu|-|v|-SInc.

N
w

Zwrot wektora jest tak dobrany, aby przy obrocie §rubg prawoskretng od
- - -
wektora # do wektora v (obrot nie wickszy od 180°) wektor w wskazat kierunek

jej wkrecania (rys. 2.2).
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)

Rysunek 2.2

lloczyn mieszany wektorow:

2>>—> def -5 -5 S5 S5 -5 -5
uvw = (uxv)-w=u-(vxXw).

- -5 - -

Twierdzenie 2.t.5. Jezeli dane s wektory swobodne u,, u,, u,,..., u, (niekoniecznie

lezace na jednej plaszczyznie), to aby uzyskaé wektor, ktory bedzie ich suma,
postgpujemy w nastgpujacy sposob: wybieramy dowolny, ustalony punkt, ozna-

5
czamy go A i zaczepiamy w nim wektor u, (ktory staje si¢ w tym momencie

5
wektorem zwigzanym), nast¢pnie w koncu tego wektora zaczepiamy wektor u,

(ktory, oczywiscie, rowniez staje si¢ wektorem zwigzanym), w jego koncu zaczepiamy
-

5
wektor u; 1 tak dalej, az do wektora u, . Oznaczmy przez B koniec wektora

zwiazanego, ktory w opisany wyzej sposob powstat z u, . Wektor AB jest sumg

- 5 - -
wektorow u,, u,, u,,..., u, . Twierdzenie wynika z zastosowania drugiej metody

dodawania wektorow.

Uwaga 2.u.5. Jezeli jeden z wektorow, ktore wystepuja w mnozeniu skalarnym lub
wektorowym, jest wektorem zerowym, to wynik mnozenia wyliczamy wedtug
podanych wyzej wzorcow. Wiadomo bowiem, ze wektor zerowy jest wektorem,
ktorego dlugosé jest rowna zeru, a jego kierunek jest dowolny (w odpowiednich
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wzorach o jest dowolnym katem). Wynika stad, ze iloczyn skalarny dowolnego
wektora z wektorem zerowym jest liczbg 0, natomiast iloczyn wektorowy dowol-
nego wektora z wektorem zerowym jest wektorem zerowym.

Wilasnosci dzialan na wektorach

e e

1. Symetria (przemiennos$¢) dodawania: u+v =v+u.

e e
Symetria iloczynu skalarnego: u-v =v-u .

- - - -
Antysymetria iloczynu wektorowego: uxv =—vxu.

- - - - - -
ut+| v+w|=|u+v |+w,

2. Yacznosc:

- - - - - -
a-|uxv |=|a-u|xXv=uxla-v
(tym samym znakiem ,,-” oznaczono iloczyn wektora przez liczb¢ oraz iloczyn

skalarny wektorow, ale nie powinno to doprowadzi¢ do nieporozumien).

Ostrzezenie. Dzialania na wektorach wydaja si¢ analogiczne do
znanych Czytelnikowi dziatan na liczbach, jednakze nie zawsze tak jest. Jednym
z czesto spotykanych bteddéw jest ,,przenoszenie” lacznosci dzialania na iloczyn
skalarny, w ktorym ,biorag udzial” trzy wektory. Nie jest prawda, Zze mozna

. - - - - -\ -
postawi¢ znak rownosci migdzy wyrazeniami: u -|v-w | 1 |u-v |-w, czy tez

- - - - - -
miedzy ux[vxw) i [u xvjxw (jednak autorzy znaja kilka szczegdlnych

przypadkow rownosci tych wyrazen).
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3. Rozdzielno$¢ iloczynu wzgledem sumy.

- -
Warunek rownolegtosci wektorow. Dwa wektory u 1 v sg rownolegle wtedy

i tylko wtedy, gdy istnieje liczba rzeczywista a lub liczba rzeczywista b , taka ze
- - - -
zachodzi rowno$¢ u=a-v lub v=»b-u. Wynika stad, ze wektor zerowy jest

rownolegly do kazdego wektora — warunek rownolegloéci zachodzi dla a=0 (lub

b =0); wynika stad rowniez, ze kazdy wektor jest rownoleglty do siebie (a=b=1).
- -
Warunek prostopadlosci wektorow. Dwa wektory u i v sa prostopadie
- -
wtedy 1 tylko wtedy, gdy ich iloczyn skalarny jest roéwny zeru, tzn. u-v =0.

Wynika stad, ze wektor zerowy jest prostopadly do kazdego wektora.

Posta¢ analityczna wektora
Wektor w przestrzeni jednowymiarowej (wektor na prostej)

Niech bedzie dana prosta, a na niej wyrdzniony punkt. Z prostej tworzymy
o$ liczbowa, a wyrdozniony punkt oznaczamy przez O, przypisujagc mu liczbe
(ceche) 0. Z mozliwych dwdch zwrotow (prawo — lewo) wybieramy jeden w taki
sposob, ze na prostej wyrdézniamy drugi punkt, r6zny od punktu O, i oznaczamy go
E. Punktowi E przypisujemy liczbe (cechg) 1.

Zwrot osi liczbowej okreSlamy jako zwrot wektora O?E , wektor O?E

- -

nazywamy wersorem osi 1 oznaczamy: OF = e . Na tak utworzonej osi liczbowej

5
obieramy dowolny punkt 4 i tworzymy wektor OA . Wektor ten jest rownolegly do
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- - -
wektora e , zatem istnieje liczba a, taka ze OA=a - e, przy czym jesli punkt 4

znajduje si¢ z tej samej strony punktu O co punkt £, to a >0, a jesli z przeciwnej,
to a<0 (wynika to z okreslonego wyzej] mnozenia wektora przez liczbe).
Punktowi 4 przypisujemy liczbe (cechg) a. W ten sposdb kazdemu punktowi osi
jest przypisana doktadnie jedna liczba (cecha), a kazdej liczbie jest przypisany
doktadnie jeden punkt osi. Taki sposob okreslania osi liczbowej jest tozsamy ze
znanym Czytelnikowi (ze szkoty podstawowej i §redniej) pojeciem osi liczbowe;.

- -
Wektor OA zapiszemy OA = [a] , gdzie a — wspodtrzgdna wektora.

Wektor w przestrzeni dwuwymiarowej (wektor na ptaszczyznie)

Niech bedzie dany uktad wspolrzednych kartezjanskich na plaszczyznie,

gdzie na osiach Ox i Oy wprowadzamy wersory analogicznie jak w przestrzeni
- -
Jednowymiarowej; oznaczamy je: na osi Ox przez e, , na osi Oy przez e, . Na

plaszczyznie tej obieramy dowolny punkt 4 o wspotrzednych 4=(a,,a,). Na

osi Ox zaznaczamy punkt A, o wspolrzednej a_ , natomiast na osi Oy zazna-

N

czamy punkt 4, o wspolrzgdnej a,. Rozpatrzymy teraz wektor OA oraz wektory
- - - - -

04, i 04,. Wektor OA jest sumg wektorow OA_ i OA, (tzw. wektoréw

- - -
sktadowych), co zapisujemy: OA=0A,+O0A,. Analogicznie do sposobu zapisu

- - - -
wektora w przestrzeni jednowymiarowej mamy: OA, =a, -e, oraz OA, =a, e, ,

- - - - -
stad OA=04,+0A4,=a e +a, e, . Jezeli zatem przyjmiemy, ze wektory

bedziemy zawsze przedstawiaé jako sum¢ wektorow sktadowych w takiej wtasnie

35
kolejnosci, to kazdy wektor OA bedzie jednoznacznie przedstawiony w postaci
uporzadkowanej pary liczb [ax,ay] zwanych wspolrzednymi wektora.

N
Zapisujemy to: 04 = [ax,ay] (rys. 2.3).

Z konstrukcji tej wynika, ze wspdtrzedne kazdego wektora zaczepionego
w poczatku ukladu wspolrzgdnych sa liczbowo rowne wspotrzednym punktu
bedacego jego koncem.
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Ya

v

Rysunek 2.3
Wspotrzedne punktu w przestrzeni trojwymiarowej

Omowimy kolejno czynno$ci prowadzace do wyznaczenia wspotrzednych
punktu w przestrzeni trojwymiarowej. Obierzmy prawoskretny uktad wspotrzednych
xyz (zgodny z regulg $ruby prawoskretnej: Jesli wkrecamy $rubg prawoskretng
w kierunku ,,0d dodatniego zwrotu osi Ox do dodatniego zwrotu osi Oy” po
mniejszym kacie, to zwrot ruchu ,,postgpowego” $ruby bedzie zgodny z dodatnim
zwrotem osi Oz).

Przyktad uktadu prawoskretnego przedstawiono na rysunku 2.4.

ZA

v

Rysunek 2.4
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Niech bedzie dany punkt A. Przez punkt 4 prowadzimy prosta prostopadia
do ptaszczyzny xOy (réwnolegta do osi Oz). Przez A" oznaczmy punkt przebicia ta
prostg plaszczyzny xOy (rys. 2.5).

z

A

(@)
l o
v

A£

Rysunek 2.5

Przez punkt A" poprowadzimy prostopadte do osi Ox i Oy. Na osiach tych
otrzymamy odpowiednio wspotrzedne x, i y,, czyli pierwsza i druga wspolrzgdna
punktu 4 (rys. 2.6). Wyznaczamy odcinek OA” (rys. 2.7)

ZA

Rysunek 2.6
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z A
A
9
% Ya
G y
Xy S0
/ A‘
X
Rysunek 2.7

Przez punkt A4 prowadzimy prosta prostopadta do osi Oz i przecinajaca t¢ o$
(réwnolegla do OA”). Punkt przeciecia odpowiada liczbie (Oz to tez 0§ liczbowa),
ktora oznaczamy z,. Jest to trzecia wspétrzedna punktu 4, a jej warto$¢ bez-
wzgledna jest réwna dhugosci odcinka 44", Zatem 4 =(x,,v,,z,) (rys.2.8).

Z,
Zy
A
Ya
{4 ° »
C y
Xy, o
/ A
X
Rysunek 2.8

Podstawowe wlasnosci wektoréow i1 dziatan na wektorach przedstawiono
w tabeli 2.2.
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Tabela 2.2.
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3. Rachunek rozniczkowy funkcji
jednej zmiennej

3.1. Przypomnienie wiadomosci o funkcjach

Pojecie funkcji

W rozdziale 1 przytoczono $cistg definicje funkcji jako relacji (definicja ta
zostala podana przez G. Peano w roku 1911). Przypomnijmy: dane sa niepuste
zbiory X 1 Y; utworzmy iloczyn kartezjanski, wowczas kazda relacje fc XxY
majacg t¢ wlasnos¢, ze dla kazdego xe X istnieje doktadnie jeden ye Y, taki ze
(x,y)€ f, co mozna inaczej zapisa¢: f(x)=y, nazywamy funkcjg. Ta definicja
jest zgodna z intuicyjnag definicjg, ktorg Czytelnik poznal jeszcze w szkole podsta-
wowej: ma ona t¢ zaletg, ze nie posluguje si¢ nieokreslonym wczesniej stowem
»przyporzadkowanie”. Teraz jednak mozemy si¢ juz tym stowem postugiwac (element
przyporzgdkowany innemu elementowi — to znaczy bedacy z nim w okre$lonej
relacji) 1 bedziemy moéwié, ze argumentowi x jest przyporzadkowana warto$¢ y
(doktadnie jedna), jezeli f(x)=y.

Monotoniczno$¢ funkeji

Poznane w szkole podstawowej i ugruntowane w szkole $redniej pojgcie
funkcji wytworzylo zapewne w Czytelniku przeswiadczenie, ze funkcja opisuje
zmiany, a wigc proces dynamiczny. Podana juz dwukrotnie definicja funkcji jako
relacji moze wywota¢ wrazenie, ze funkcja to po prostu pewne elementy polgczone
w pary i... tyle. W zasadzie wrazenie to jest sluszne, jezeli tylko zbiory argu-
mentow (X) i wartosci (Y) sa zbiorami i... tyle. Jezeli jednak kazdy z tych zbiorow
bedzie miat jaka$ strukturg, to sytuacja zmieni si¢ radykalnie. W opisywanych
przez nas funkcjach zbiory argumentéw i wartoSci maja struktur¢ porzadku
liniowego, to znaczy dla kazdej pary dwoch roznych elementéw zbioru mozna
okresli¢, ktory z nich jest wigkszy (albo mniejszy). Przy takim dodatkowym
warunku mozna okresli¢ monotoniczno$¢ funkcji w calej dziedzinie albo w jej czesci.
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Definicja 3.d.1. Méwimy, ze funkcja y = f(x) jest monotonicznie rosngca w prze-
dziale (a,b), jezeli dla kazdej pary argumentow x;,x, € (a,b):

x<x, = f(n)< f(x).
Méwimy, ze funkcja y = f(x) jest monotonicznie malejgca w przedziale (a,b),
jezeli dla kazdej pary argumentow x;,x, € (a,b):

x<x,= f(x)> f(x).
Méwimy, ze funkcja y = f(x) jest monotonicznie niemalejgca w przedziale (a,b),
jezeli dla kazdej pary argumentow x;,x, € (a,b):

x<x,= f(x)< f(x).
Moéwimy, ze funkcja y = f(x) jest monotonicznie nierosngca w przedziale (a,b),
jezeli dla kazdej pary argumentow x;,x, € (a,b):

X <x = flx)2f(x).

Funkcje rosnacg i malejgcg nazywamy Scisle monotonicznymi.

Funkcja odwrotna

Przyktad 3.p.1. Niech bedzie dana funkcja y =2x—5. Wzbr ten wyraza zwigzek
miedzy zmienng niezalezng x i zmienng zalezna y. Innymi stowy — zmienna y jest
,»Wyliczona” za pomocg zmiennej x. Z tej samej zalezno$ci mozna wyliczy¢ zmienng x:
y=2x-5,

y+5=2x/:2,

2,5,
2

5 .
Powyzsze przeksztalcenia mogliSmy wykona¢ bez dodatkowych zalozen.
Przykiad 3.p.2. Niech bedzie dana funkcja:

_x+3
Y x=2

X =

s
;.
1 5
27

Wyrazenie po prawej stronie znaku réwnosci jest utamkiem, ktorego mianownik
musi by¢ rézny od 0, stad D =R\ {2}(czyli x # 2). Latwo mozna obliczy¢, ze:
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‘= 2y+3

y—1
a wyrazenie to ma sens dla y #1.

b

Przyktad 3.p.3. Rozwazmy zalezno$¢ funkcyjng y=x? —2x+6; jest to doskonale
znana posta¢ funkcji kwadratowej. Jesli sprowadzimy ja do postaci kanonicznej,
otrzymamy y = (x— 1)2 —2,stad y+2=(x— 1)2 . Jest to rownanie, ktorego prawa
strona jest nieujemna (bo jest kwadratem liczby x —1), zatem lewa strona musi
spetnia¢ warunek nieujemnosci: y+2 =0, czyli y>-2. Gdyby$my chcieli wyliczy¢
za pomocg pierwiastkowania posta¢ zmiennej x, bylibySmy w pewnym ktopocie,
poniewaz np. zaleznos¢ (x — 1)2 =4 spetniajg dwie liczby: x =3 oraz x =-1, zatem

obliczona w ten sposob zalezno$¢ migdzy zmienng y jako argumentem i zmienng x
jako warto$cig nie spelnia warunkow definicji funkcji (np. argumentowi y =2

,»odpowiadajg” dwie wartosci: x=3 i x=-1).

»Klopotowi” temu mozna jednak zaradzi¢, ograniczajac dziedzine funkcji
y=x>—-2x+6 w taki sposob, aby stala si¢ ona funkcja rézmowartosciowq.
W powyzszym przyktadzie sposob wlasciwie narzuca si¢ sam, gdy przypomnimy
sobie, ze wyrazenie pod pierwiastkiem kwadratowym musi by¢ w dziedzinie liczb
rzeczywistych nieujemne. Stad x—1>0, czyli x>1. Funkcje y=x>-2x+6
bedziemy rozpatrywac dla xe <1,oo).

Dla takich warto$ci x zalezno$¢ bedzie miata postaé: x—1= \/yj , czyli
ostatecznie x =1+ \/y? z zalozeniem y > -2 .

Po przeanalizowaniu powyzszych przyktadow Czytelnikowi nietrudno bedzie
zrozumie¢ pojecie funkcji odwrotne;.

Definicja 3.d.2. Niech bedzie dana funkcja f: X — Y rdéznowartosciowa, taka ze
y:f(x). Funkcje g:¥ — X, taka ze x=g(y) S y:f(x) nazywamy funkcja

odwrotng do funkcji /i oznaczamy f~'.

Funkcje y = f(x) i x=f""(y) maja te same wykresy. Jednak czesto zada-
my, aby zbiorem argumentow byta pozioma o$ odcigtych (Ox). Wowczas w formule
x=f"'(y) zamieniamy zmienne x na y i odwrotnie w kazdym miejscu, gdzie

wystepuja, otrzymujac y= f'(x). Wykresy funkcji y=f(x) i y=/"(x) s3
wzajemnie symetryczne wzgledem prostej o rownaniu y = x.
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3.2. Przeglad funkcji rzeczywistych

Funkcja rzeczywista nazywamy taka funkcje, ktorej dziedzing i1 przeciwdziedzing
(zbiorem warto$ci) jest zbior liczb rzeczywistych albo podzbidr zbioru liczb
rzeczywistych. Najwygodniejsza postacig zapisu funkcji jest y = f(x), chociaz nie
wszystkie funkcje mozna zapisa¢ w ten sposob.

Zmienng x nazywamy zmienng niezaleing, a zmienna y zmienng zaleing.

Niniejszy paragraf jest proba opisu ,,najpopularniejszych’ funkcji rzeczywistych.

3.2.1. Funkcje wielomianowe

Definicja 3.d.3. Funkcja wielomianowa stopnia # jest:

— 2 n
y=ay,+a -x+a,-x +..+a, x",
gdzie ;e R dla i=0,1,2,...,n oraz a, #0.

Czytelnikowi znane s3 postaci szczegdlne funkcji wielomianowe;j.

Dla n =0 zapisang powyzej funkcje nazywamy funkcjq stalg, np. y=5; jej
wykresem jest prosta pozioma.

Dla n=1 zapisang powyzej funkcj¢ nazywamy funkcjg liniowg (zapisywang
zwykle w postaci: y =ax+b), np. y =3x—2; jej wykresem jest prosta nachylona do
osi Ox pod katem, ktory zalezy od wspodtczynnika a (o czym Czytelnik zapewne wie).

Dla n=2 funkcj¢ nazywamy funkcjg kwadratowg (zapisywang zwykle
w postaci: y=ax*+bx+c), np. y=2x>—-3x+5; jej wykresem jest parabola o
,ramionach” skierowanych w gore —jesli a > 0, natomiast w dot —jesli a < 0.

3.2.2. Funkcja wykladnicza

Ponizej zamieszczono podstawowe wzory dotyczace potggowania.
a’a? =a’?, (ab)? =a’b”,
a’:a’=a""", (a:b)! =a?:b”?,

(@) =a" =", a’=1dlaa#0,

P n
a-sz:(ij , an =2
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Definicja 3.d.4. Funkcja wyktadnicza nazywamy funkcje postaci y =a”, gdzie a > 0.

Wykres funkcji wyktadniczej przedstawiono na rysunku 3.1.

A

y

O<a<1 a>1

Rysunek 3.1

3.2.3. Funkcja logarytmiczna

Definicja 3.d.5. Jezeli a” =b oraz ae(O,l)u(l,oo),be(O,oo), to

Liczbe¢ p nazywamy logarytmem z liczby b przy podstawie a.
Wriasnosci logarytmu sa nastgpujace:

log, A+log, B=1log,(A4-B),
log, A—log, B=1log, (%),

p-log, A=log,(A"),

q=log,(a’),
log, A= log—bA

¢ log,a’
p= aloga ¥4 ,

gdy sa spelnione zatozenia wynikajace z definicji logarytmu.

A/

log,b=p.
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Uwaga 3.u.1. Przy rozwigzywaniu nieréwnosci logarytmicznych korzystamy z za-
leznosci

A<Bdla0<ax<l

log, A>log, B
A>Bdlaa>1

wynikajacych z monotoniczno$ci funkcji logarytmicznej (patrz: wykres funkcji
logarytmicznej na rysunku 3.2).

Definicja 3.d.6. Funkcj¢ postaci y =log,x dla ae (0,1) U (l,oo),xe(O,oo) nazywa-
my funkcja logarytmiczna.

Wykres funkcji y =log, x przedstawiono na rysunku 3.2.
y A

a>1

O<a<1

Rysunek 3.2

3.2.4. Funkcje trygonometryczne

Miara lukowa kata

Istniejg rézne sposoby mierzenia katow: marynarze za czasow Kolumba
mierzyli katy w rumbach (1 rumb to 1/32 kata pelnego), artylerzysci mierza katy
w tysigcznych (jedna tysigczna jest rowna katowi, pod jakim wida¢ przedmiot
o wysoko$ci 1 m z odleglosci 1 km), w geodezji uzywa si¢ gradéw (jeden grad jest
to 1/100 kata prostego). Najczesciej uzywang miarg kata jest stopien (jeden stopien
jest rowny 1/360 kata petnego).
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Wszystkie te miary katoéw maja wspdlng wade. Otoz dlugosci odcinkow
1 wielkosci katow majg rozne jednostki, co wigcej, bywaja zapisywane w syste-
mach niedziesi¢tnych, a przede wszystkim miara kata nie ma powigzania z miarg
dtugosci.

Udanym sposobem rozwigzania tego problemu jest miara tukowa kgta.
Opiera si¢ ona na obserwacji, ze przy ustalonym promieniu wycinka kolowego
jego kat srodkowy «jest wprost proporcjonalny do dtugosci tuku / (patrz: rys. 3.3).

Rysunek 3.3

Miarg kata & zawartego miedzy promieniami wycinka kotowego o dtugosci /
1 promieniu » nazywamy liczbe¢ //r. Jednostke tak zdefiniowanej miary nazywamy
radianem. Czytelnikowi tatwo zatem sprawdzi¢, stosujac znany ze szkoty wzor na
dtugos¢ tuku okregu, ze kat prosty ma n/2 radianow, a kat pelny 2x radianow.

Aby zamieni¢ miar¢ kata w stopniach na miar¢ w radianach, stosujemy wzor:

a[rad]=$-a[°].

Aby zamieni¢ miar¢ kata w radianach na miar¢ w stopniach, stosujemy wzor:

a[°]=&'a[rad].
T

Powyzsze wzory podano Czytelnikowi, poniewaz (ze wzgledow praktycznych)
katy mierzy si¢ najczesciej w stopniach.
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Definicja 3.d.7. Definicje funkcji trygonometrycznych

y A
(xy) cosoc:;, gdzie x* +y* =17,
sinoczl,
r
X
ctgo=—,
y
o
0 X > tg()(:Z.
X

Rysunek 3.4

Wykresy funkcji trygonometrycznych

l. y=A-sin(ex+¢@) , A>0, w>0, okres T=2—7t , przesunigcie: x, -2 (rys. 3.5).
w w

A
| /\
/>
0 Xo Xo+T
1
-A

Rysunek 3.5

2 .
2. y=A-cos(wx+¢), A>0, ®>0,0kres: T =—n, przesunigcie: x, = . (rys. 3.6).
® 1)

A
A

AN
VARV

Rysunek 3.6
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3. y=A4-tg(ax+¢), A>0, w>0,o0kres: T =L , przesunigcie x, = . (rys. 3.7).
w w

Rysunek 3.7

4. y=A-ctg(ax+¢), A>0, > 0,0kres: T =z , przesunigcie: x, = _? (rys. 3.8).
@ @

Xq Xo+T

Rysunek 3.8

Podstawowe wzory trygonometryczne

. sino cosa
(3.1) sina+cos’a=1; tga-ctga=1; tga= ; ctga=— .
cosx sinx

Wzory redukcyjne

Przy stosowaniu wzoréw redukcyjnych postugujemy si¢ dwiema zasadami:

zasadg funkcji 1 zasadg znaku.
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1. Zasada funkcji

z. funkcja tryg. o, gdy k£ jest parzysta
funkcja tryg. (k~£ira): J. e 8 E . P .y
2 z. c.funkcja tryg. a, gdy k jest nieparzysta

gdzie: z — znak wyniku, c. funkcja tryg. — kofunkcja trygonometryczna.
Na przyktad:
T

31 n T_n
=cos(8n——)=cos(16-———) = z.cos
cos( 2 ) = cos(8n 4) cos( 5 4) 2008

tg(% n—o)=tg(3- g —0) =zctgo.

2. Zasada znaku. Znak wyniku jest znakiem wyj$ciowej funkcji dla wyjSciowego
kata (odpowiednia ¢wiartka), np. sin(%n +a) =sin(7 '§+ 0)=—cosa.
Znaki funkcji trygonometrycznych w poszczegolnych ¢wiartkach wynikajg

z definicji tych funkcji i sa przedstawione w tabeli 3.1. Najczgsciej stosowane
wzory redukcyjne zestawiono w tabeli 3.2.

Tabela 3.1
o ) |ar|rmv
s o + + - -
COS O + - - +
tg o + 1 -]+ -
ctgow | + | - | + | -
Tabela 3.2
b b 3 3
a ® E_(p E—i—(o T-¢ | nt+o En_(p En+(p 2n—¢@
sin @ | —sing | cos@ cos @ sin @ —sing | —cos¢ | —cos@ | —sing@
cos o | cos@ singp | —sing | —cos¢ | —cos¢ | —sing@ sin ¢ cos @

tg a —tgg ctgp | —ctgp | —tgg g ctgg —ctgg —tgg

ctg a | —Ctgg tgg —tgp | —ctgy ctg o g —tgg —ctgg
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Wzory trygonometryczne dotyczace sumy i réznicy katow

sin(a + ) =sinacos f+ cosasin 3,
sin(a — ) =sina cos f—cosasin 3,
cos(a+ ) =cosacos f—sinasin £,

(3.2) cos(a— ) =cosacos f+sinasin S,

tga+t
tg(a+ﬁ)=—ftgaf£,

tgor—tg
tga-p)=—"".
ga-p) l+tgatg f
Ze wzorow (3.2) wynikaja nastepujace wzory dla kata podwojonego:

sin2¢ =2sinacosa ,

(3.3) cos2a =cos’ o —sin’ &,
tg2a = 2tg?
I-tg°x

Ponizej podano wzory wyrazajace wartosci funkcji trygonometrycznych za

. . . a
pomoca wartos$ci funkcji trygonometrycznej tgz :

2-tgg
sina = 205 ,
1+tg” —
g 2
(3.4)
1-tg? “
cosa = é .
1+tg> =
Wzory sumy i rdznicy funkcji:
o+p oa-p

sin +sin f =2sin

cos
2 2
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: : o+p . o-
siner—sin f# =2cos ’Bsm P

o+ o—
cosa+cos f=2cos A cos p

cosa—cos ff=-2sin a+p sin 0{—,8.
(3.5)
sin(a + )

cosorcos

sin(ex — )

cosarcos B’

tgar+tgf =
tgar—tgfl =
1+cosa= 20052%,

N1
1—cosa:2sm25.

W tabeli 3.3 zestawiono warto$ci funkcji trygonometrycznych dla czgsto
wystepujacych katow.

Tabela 3.3
a 0 r r r r
6 4 3 2
sin o 0 l £ ﬁ 1
2 2 2
cos a 1 ﬁ £ l 0
2 2 2
tg a 0 ﬁ 1 3 -
3
ctg o \/3 1 ﬁ 0
3
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3.2.5. Funkcje kolowe (cyklometrczne)

Funkcjami kotowymi (cyklometrycznymi, arcusowymi) nazywamy funkcje
odwrotne do funkcji trygonometrycznych. Ich nazwy powstaty z nazw funkcji trygo-
nometrycznych przez dodanie stowa arcus (czytaj: arkus). Bedziemy zatem mowili
o funkcjach: ,,arcus sinus”, ,,arcus kosinus”, ,,arcus tangens” i ,,arcus kotangens”.
Wiemy, ze funkcje odwrotne maja tylko funkcje $cisle monotoniczne, czyli rosnace
albo malejace, a funkcje trygonometryczne takie nie s3. Funkcje kolowe sg zatem
odwrotne (kazda z osobna) do $cisle monotonicznej czgsci odpowiedniej funkcji
trygonometryczne;j. I tak:

1) x=siny = y=arcsinx, D: xe<—1,1>; D™ :ye<—g,g>,

gdzie D' oznacza zbior wartosci funkcji.
2) x=cos y=> y=arccosx, D: xe <—1,1>; D':iye <0,TE>.
1 T T
3) x=tgy= y=arctgx, D:xe R; D :ye(—z,zj.
4) x=ctgy= y=arcctgx, D:xe R; D' :ye(0,m).

Uwaga 3.u.2. Przy wyliczaniu wartos$ci poszczegodlnych funkcji cyklometrycznych
zgodnie z ich definicjg argument (xe€ D) oznacza warto$¢ odpowiedniej funkcji

trygonometrycznej, a warto$¢ funkcji (ve D™') jest dobranym katem.

Aby ulatwi¢ wyliczanie wartoéci funkcji cyklometrycznych (odczytywanie
kata z pierwszej ¢wiartki), podajemy Czytelnikowi nast¢pujace wlasnosci funkcji
cyklometrycznych:

arcsin(— x) = —arcsin x, arctg(—x) = —arctgx

arccos(—x)z TL—arccosx, arc ctg(— x)= T —arcctgx.

Przyklady obliczania wartosci funkcji cyklometrycznych

(1 T . \/E o
arcsin| — |=—, arcsin| — [=—,
2) 6 2 3
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(2 (2] =m
arcsin| ——— [=-—arcsin| — |=——,
2 2 4

. . T . 1 (1 T
arcsin(—1) =—arcsinl=——,  arcsin| —— |=—arcsin| — |=——,
2 2 2 6
arccosO:E,
2
. ﬁ . \/g i 1 i
arcsin| ——— |=-—arcsin| — |=——, arccos| — |=—, arccosl=0,
2 2 3 2) 3
NG NE) T 5 V2) &
arccos| ——— |=Tm—arccos] — |[=T——=—-T, arccos — |=—,
2 6 6 4
arcsin 0=0,
2 V2 T 3
arccos) ——— |[=m—arccos| — |=T——=— T, arctgl=—,
2 4 4
arctg\/_zg,
arctg —ﬁ =-—arctg ﬁ :—E, arctg(—\/g)=—arctg\/_=—£,
3 3 6 3
n
arcctg0=—,
& 2
V3 V3) 2
arcctgl ——— |=m—arcctg| — |=—- 7,
3 3 3
m 5
arcctg(—x/g)=n—arcctg\/g:n—g=g-n.

3.2.6. Uwagi o przeksztalcaniu wykresu funkcji

1. Jesli znamy wykres funkcji y = f(x), to wykres funkcji y = f(x)+ b otrzyma-
my, przesuwajac wykres funkcji y = f(x) o wielko$¢ b w gore, gdy b > 0, albo
o —bw dol, gdy b <0 (rys. 3.9).
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y=r(x)+b

y=/f(x)

b

~_1 N

Rysunek 3.9

2. Jesdli znamy wykres funkcji y = f(x), to wykres funkcji y= f(x—a) otrzy-
mamy, przesuwajac wykres funkcji y = f(x) o wielko$¢ a w prawo, gdy a > 0,
albo 0 —a w lewo, gdy a < 0 (rys. 3.10).

a>0

= (x) y =T

a

Rysunek 3.10

3. Jesli znamy wykres funkcji y = f(x), to wykres funkcji y = | f (x)| otrzymamy,

,,0dbijajac” wzgledem osi Ox czg¢§¢ wykresu znajdujacg si¢ pod ta osig i pozo-
stawiajgc bez zmian czg$¢ wykresu znajdujaca si¢ nad tg osig (rys. 3.11).

JANERYA

H \ /
/ \ , X
/

/ N /

-
_______

Rysunek 3.11 (y = f (x) — linia przerywana, y = | f (x)| — linia ciggta)
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4. Jesli znamy wykres funkcji y = f(x), to wykres funkcji y= f (|x|) otrzymamy
przez odbicie wzgledem osi Oy czeséci wykresu znajdujacego sie z prawej strony
osi Oy i zastgpienie tym odbiciem czesci wykresu po lewej stronie osi Oy oraz
pozostawienie bez zmian cz¢s$ci po prawej stronie osi Oy (rys. 3.12).

VARV

Rysunek 3.12 (y = f (x) — linia przerywana, y = f (Ix|) — linia ciggta)

5. Jesli znamy wykres funkcji y = f(x), to wykres krzywej (na ogoét — nie funkcji)
| y| = f(x) otrzymamy przez wymazanie cz¢sci wykresu znajdujacego si¢ pod
osig Ox, odbicie wzgledem osi Ox czgéci wykresu znajdujacego si¢ nad osig Ox
1 pozostawieniu bez zmian czesci wykresu nad tg osig (rys. 3.13).

/\ /\
N
/ :
\
/ \ U X
/ \ !
/
!
1
/

y| =f (x) — linia ciagla)

Rysunek 3.13 (y = f (x) — linia przerywana,
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Przykiad 3.p.4. Narysowacé wykres funkcji y = 10g2|x - 2| .

Zadanie wykonujemy w nastepujacych etapach
1. Rysujemy wykres funkcji y =log, x (rys. 3.14).

Yy A

-
N
w

Rysunek 3.14

2. Wykonujemy ,,odbicie” powyzszego wykresu funkcji wzgledem osi Oy, otrzy-

mujac funkcje y =log(|x]) (rys. 3.15).

YA

w
N
N}

Rysunek 3.15
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3. Sporzadzamy wykres funkcji y = log(|x - 2|), przesuwajac powyzszy wykres o 2
w prawo (rys. 3.16).

y 4

N

\ 4

—— e e ey = = = —

Rysunek 3.16

Zadanie 3.z. 1. Narysowa¢ wykres funkcji y = ‘ x* - 9‘ .

3.3. Granica i ciaglos¢ funkcji

W analizie matematycznej pojeciem podstawowym i najwazniejszym jest
pojecie granicy. Do okreslenia granic uzywa si¢ ,,jezyka” otoczen. Przez otoczenie
punktu xo na osi liczbowej rozumiemy taki przedziat otwarty, ktérego punkt x, jest
srodkiem. Jesli wiec konce tego przedziatu sa oddalone o ¢ >0 od punktu x,, to
mowimy o ,.epsilonowym otoczeniu” punktu x,.

Stwierdzenie: ,,Punkt x nalezy do epsilonowego otoczenia punktu x,” mozna
zapisa¢ w formie: |x - x0| <E€.

Definicja 3.d.8.1. Mowimy, ze liczba g jest granica funkcji y = f(x) w punkcie xo,
jesli

Ve >0 Elé>0‘v’x:|x—x0|<5:>|f(x)—g|<a,
i zapisujemy to: lim f(x)=g.

X=X

Definicja 3.d.8.2. Méwimy, zZe liczba g jest granicg lewostronng funkcji y = f (x)

w punkcie xo, jesli
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Ve>0 35>O‘v’x:0<xo—x<§:>|f(x)—g|<8,

i zapisujemy to: lim flx)=g.

X—xg
Definicja 3.d.8.3. Mowimy, ze liczba g jest granica prawostronng funkcji y = f/(x)
w punkcie xo, jesli

Ve>0 36>0Vx:0<x—x, <5 =|f(x)-g|<e,

1 zapisujemy to: lim f(x) =g.
x—xg

Definicja 3.d.8.4. Moéwimy, ze liczba g jest granicg niewlasciwg w nieskonczo-
nos$ci funkcji y= f (x) w punkcie xo, jesli

VA>0 35>0Vx:|x—xo|<5:>f(x)>A,

i zapisujemy to: lim f(x)=oco.
X=X,

Podobnie definiuje si¢ granice niewlasciwg w minus nieskonczonosci.
Czytelnik zapewne sam bedzie potrafit zdefiniowaé granice niewtasciwe prawo-
1 lewostronne. ,,Niewlasciwos¢” powyzsza dotyczy wartosci funkcji. Ponizej podajemy
definicj¢ granicy niewlasciwej ze wzgledu na argument funkcji.

Definicja 3.d.8.5. Méwimy, ze liczba g jest granicg funkcji y = f(x) w nieskonczo-
nosci, jesli
Ve>0 IB>0Vx:x>B=|f(x)-gl<e,

i zapisujemy to: lim f(x)=g .
X—>o0

Podobnie definiujemy granice w minus nieskonczono$ci, a z polaczenia
powyzszych definicji mozna tatwo okresli¢ granice niewlasciwa funkcji w nie-
skonczono$ci.

Definicja 3.d.8.6. Mowimy, ze funkcja y = f(x) jest ciggla w punkcie x,, jesli
granice lewostronna i prawostronna sg skonczone i obie réwne wartosci funkcji
W X, , to znaczy:

+
x—)xo

lim f(x)= lim f(x)=f(x)).

Funkcja y = f(x) jest ciagla w pewnym przedziale, jesli jest ciagla w kaz-
dym punkcie tego przedziatu.
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Z definicji ciaglo$ci nie wynika, ze funkcja ciagla to taka, ktérej wykres
mozna narysowac, nie odrywajac otowka od kartki, jednakze dla wigkszosci
funkcji tak wtasnie jest.

Jezeli funkcja nie jest ciagta, to ma punkty nieciaggltosci.

Klasyfikacja punktow nieciaglosci

Punkty niecigglosci I rodzaju. Méwimy, ze funkcja y = f(x) ma w punkcie
X, punkt nieciagloéci I rodzaju, jezeli granice: prawostronna i lewostronna funkcji
w x,sa wlasciwe. Jezeli dodatkowo granice te sa sobie rowne, to nieciaglos$é

nazywamy usuwalng, a jesli sg rozne — nieusuwalng (rys. 3.17).

v

Rysunek 3.17

Punkty niecigglosci II rodzaju. Moéwimy, ze funkcja y = f (x) ma w punkcie
X, punkt nieciagtosci II rodzaju, jezeli chociaz jedna z granic (prawostronna lub

lewostronna) jest niewlasciwa (rys. 3.18).
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flg)H
y=1t) %) j

Rysunek 3.18

Czytelnik zetknat si¢ z granicami funkcji w szkole §redniej. Omawiano tam
rowniez granice ciggow. Jesli jednak uswiadomimy sobie, ze ciag jest funkcja
o argumencie naturalnym, to granica ciggu okaze si¢ szczegdlnym przypadkiem
definicji 3.d.8.4.

Wreszcie pewna granica, ktora jest jedng z wazniejszych granic.

1 X n
lim(1+x)x=1im(1+lj =1im(1+l) =e=2,718...

x—0 X—>o0 X Nn—>oc0 n

Z liczba e bedziemy spotykac si¢ czesto.

3.4. Pochodna funkcji

Definicja 3.d.9. Niech bedzie dana funkcja y = f (x), cigglta w pewnym przedziale
otwartym, do ktorego nalezy x,; niech x, =x,+#/ réwniez nalezy do tego prze-
dziatu. Przez punkty o wspohrzednych (x,, f(x,)) oraz (x, + &, f(x, + %)) prowa-
dzimy prosta, ktora jest sieczng wykresu powyzszej funkcji (rys. 3.19).
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vA
f(xgh)
f()g
o)) .
0 / X x0+h X

Rysunek 3.19

Wspdtczynnik kierunkowy siecznej jest rowny tangensowi jej kata nachylenia
do dodatniego zwrotu osi Ox. Obliczamy go wedlug wzoru:

_ S +h)— f(xp)
h

tgp

1 nazywamy ilorazem roznicowym funkcji f w punkcie x, dla przyrostu h.

Uwaga 3.u.3. Nazwa iloraz roznicowy jest uzasadniona, poniewaz napisany utamek
jest illorazem dwoch réznic — w liczniku (oczywiste) i w mianowniku (/4 = x; — x;).
Definicja 3.d.10. Pochodng funkcji y = f(x) w punkcie X, , claglej w pewnym
otoczeniu tego punktu, nazywamy granic¢ ilorazu réznicowego (jesli ta granica

istnieje) i oznaczamy f'(x,):

S+ h)= f )
h

(3.6) /(%) =lim
Uwaga 3.u.4. Granica istnieje, gdy

lim LG0T =G0 _ oSG+ h) = f i)

h—0* h h—0 h




Rachunek rézniczkowy funkceji jednej zmiennej 113

Rysunek 3.20

Interpretacja geometryczna pochodnej funkcji w punkcie

Pochodna funkcji w punkcie jest wspotczynnikiem kierunkowym stycznej
do wykresu funkgcji (rys. 3.20).

f(x)=tger.

Z interpretacji geometrycznej pochodnej wynika, Zze rownanie stycznej do wykresu
funkcji y = f(x) w punkcie x, jest postaci

(3.7) y=f(x)=f(x)x =) .

Uwaga 3.u.5. (1) Warunkiem koniecznym istnienia pochodnej w okreslonym punkcie
jest jej ciaglos¢ w tym punkcie. (2) Funkcja ciagta nie musi mie¢ pochodne;.

Przyklady wyliczenia pochodnej z wykorzystaniem jej definicji
Przykiad 3.p.5. Wyliczy¢, korzystajac z definicji, pochodng funkcji:

a) y=vx*+8 w punkcie x, =1, b)y=‘x2—4‘ w punkcie x, = 2.

Rozwigzania
a) y=vx>+8 w punkcie X, =1.
Wyliczymy najpierw

yoy=f(1)=+1*+8 =3 oraz



114 Elementy matematyki wyzszej

y<1+h)=f(1+h)=J(1+h)2+8 R +2h+9

i podstawimy do wzoru na obliczanie pochodnej w punkcie (3.6); wowczas otrzymamy

VR +2h+9-3 VR +2h+9+3 . K +2h+9-9 _

— lim
Y= h i t2n19+3 0. [\/h2+2h+9+3j

i h-(h+2) lim h+2 2

1
h_>°h~(\/h2+2h+9+3) ’Hox/h2+2h+9+3 J§+3 3

. . : : 1
Odpowied?: Pochodna podanej funkcji w punkcie x, =1 jest rowna 3

b) y= ‘xz - 4‘ w punkcie x, = 2.
Z definicji warto$ci bezwzglednej mamy

x? =4 dla xe (—0,—2 >U < 2,00),
f@=, " ( )
—x“+4 dla xe (-2,2).

i L= f(2)

@
M 0" h
Ze wzoru (3.6) f'(2) = h lim w )
h—0"

Obliczamy (1) i (2) oddzielnie. Najpierw jednak wyliczymy
fQ+h)=—Q+h)?+4=—4h—h*=—h(4+h)dla h<O0,
fQ+h)=2+h)* —4=4h+h> =h(4+h) dla h>0,

f@)=2"-4=0,
(1) hmM lim ~2EED=0 _ i 4any=—a,
h—0" h—0" h -

lim LEH=SQ@) _ i BEOEDZ0 i 4 my=a,

h—0* h—0* h—0"

2)

Otrzymalismy r6ézne wyniki, co oznacza, ze granica nie istnieje, wiec pochodna
danej funkcji w tym punkcie tez nie istnieje.

Odpowied?: Pochodna podanej funkcji w podanym punkcie nie istnieje.
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Zadania

Zadanie 3.z.2. Korzystajac z definicji, obliczy¢ pochodna funkcji w podanym punkcie:
B f=——, %=1 b) g®)=v2r+7,

x+2
Odpowiedzi.

a) f'(-)=—1, b) g’a):%.

3.5. Pochodna jako funkcja

Definicja 3.d.11. Niech bedzie dana funkcja y = f(x), ciagla w przedziale (a,b). Dla
x € (a,b) okreSlamy:

Jesli granica istnieje, to funkcje f”(x) okre$long w (3.8) nazywamy pochodna funkcji.

Przykitad 3.p.6. Korzystajac z definicji, wyliczy¢ pochodng funkcji
f(x)=+4x+3.

Aby wykorzysta¢ definicj¢ pochodnej, musimy wyliczy¢

f(x+h)y=(x+h)+3=x+h+3,

f(x+h) S@) Vx+h+3—x+3 Jx+h+3+x+3
70 h x+h+3+4dx+3
(x+h+3)—(x+3) . h
= = ]11m =
W0 h(Nx+h+3 +4x+3) =20 h(\/x+h+3 +4/x+3)
. 1 1 1
=lim = = .
>0 Jx+h+3+4x+3  Jx+3+4Vx+3  24x+3

[ =

Odpowied?: Pochodna funkcji jest rowna:

1
24/x+3 .

Sposoby zapisywania pochodnej: f7(x); 1’; ﬁ; Q
dx dx
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Zadania

Zadanie 3.z.3. Korzystajac z definicji, obliczy¢ pochodng funkcji:
a) y=4/x+2, b) yz%, c) y=x>+2x-5.
X+

1
Odpowiedzi: ) ——, b) - ———,
P )2\/x+2 ) (x+4)°

3 c) 2x+2.

Podstawowe wzory dotyczace pochodnych

[k-u(x)] =k-u'(x), gdzie k — stala;
[u(x) £v()] =u'(x) £V'(x);

[u(x) - V()] = u'(x) - v(x) +u(x) V(%) 5
{u(x) ] _ u' (xX)v(x) =V (x)u(x)
v(x) [T '

W tabeli 3.4 zestawiono pochodne funkcji elementarnych.

Tabela 3.4
7 4
/(x) [x) /() fx)
1
a 0 arcsin x e
-1
X 1 arccos x 2
o Lol 1
X X arctg x 241
1 -1
X 2~ arcctg x 24l
1 _ 1 1
x X2 log, x xIna
) 1
sinx cosx In x <
cosx — sinx a a“Ina
1
tgx cos?x e e
1
ctgx " sinx e ef(X)f(x)
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Przykilad 3.p.7. Obliczy¢ pochodnag z funkcji:
a) y=2x"—5x>+7x+4; b) y=(x>—-3x)sinx;

Jx -1

¢c) y=—; d) j=(t+Int)-arctgt.
)y Tl ) J=( )-arctg

Rozwigzania

Przy obliczaniu pochodnej korzystamy ze wzordéw podanych na s. 116.
a) y=2x"—-5x>+7x+4,

"=2(x7) =5(x*) +7(x) +(4) =6x> —10x+7+0=6x>—10x+7 .
y

Odpowieds: y'=6x> —10x+7 .
b) y=(x*-3x)sinx,

¥ =(2x—3)sinx+(x* —3x)cosx.
Odpowieds: y' = (2x —3)sinx + (x> —3x)cos x.

c) —\/;_1
y_\/;_i_la
1 1 1 1 1 1
R ¥ P AN S A
(Vx+1)’ (Vx+1)’
1
Wx+1)? Vx  Ax(x+?
1
N

Odpowieds: y' =

Wxt)? Vr @)

d) j=(t+In¢)-arctgt,

"—[1+1)-arct x+t+1nt
/ t ST

, 1 +In¢
Odpowied?: j =(1+—)-arctgx+t 112 .
t 1+1¢
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Zadania

Zadanie 3.z.4. Obliczy¢ pochodna funkcji:
2x—4 I+Inx

a) y=2x—5x+4; b) y=——2; QQu=—"—;
X242 I+x

d) p=(3+2t*)-e'; e) K=(sinx—2cosx)-Inx;

f g=Snx¥=3cosx. pottV
3sinx+cosx 1_,_\/'
h) L=(x+9)-arctgx; i) Q_arcsmx, i) X arcsinx
+1 Il_xz
Odpowiedzi:
—2x” +8x+4
a) y=6x*-5; b)yy=—--"—""""".
)y )y 12
C) u = % ) _(3+4l+212)~et;
+
e) K,=(COSX+2SinX)~1nx+M; f)q,: ' 10 -
X (3sin x+cos x)

. 1+24t , x+9
T = ; h) L'=arctgx+ ;
g) ol ) g o2

x* +1-2x\1-x* -arcsinx . 1-+1-x* — xarcsin x
; .

A,=
(1+x2)2 V1-x2 ) (1-x?)-1-x2

i) 0=

3.5.1. Pochodna funkcji zlozonej

Definicja 3.d.12. Niech beda dane dwie funkcje: y = f (x) i y = g(x). Funkcja ztozona,
czyli ztozeniem funkcji f(x) z funkcja g(x), nazywamy funkcje y = f(g(x)), ktora
powstaje z funkcji y = f(x) w ten sposéb, ze w wyrazeniu f° (x) zamiast zmiennej x
wstawia si¢ wyrazenie g(x) (w zlozeniu funkcji wazna jest kolejnos¢ sktadania).

Funkcje f (x) nazywamy zewnetrzna, a funkcje g(x) — wewnetrzna.
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Przyktad 3.p.8. Wyznaczy¢ ztozenie funkcji: f(g(x)) i g(f(x)), gdzie f(x)=sinx,
glr)=x.
Rozwigzanie

Zapis f(g(x)) i g(f(x)) okresla kolejnosé skiadania funkcji.
£(gx))=sin(Vx)=sinx ;
g/ (x))=(sinx) = sinx .
Odpowieds: f(g(x))=sinvx, g(f(x))=+sinx .

Na podstawie powyzszego przyktadu wprowadzimy inny sposob rozu-
mienia i zapisu zlozenia funkcji. Funkcje y=f (x) zapiszemy jako y=f (t),
a funkcje y=g(x) jako f=g(x). Zlozenie funkcji polega na podstawieniu
w miejsce zmiennej niezaleznej 7, wystepujacej w formule f (t), zmiennej zalez-
nej ¢ = g(x). Oznacza to, ze gdy chcemy wyliczyé f (g(x)), wowczas zapisujemy
y=f(t)=sint oraz t = g(x) = Jxi dalej y =sin# =sin+/x , natomiast gdy chcemy
wyliczy¢ g( f (x)), woweczas zapisujemy y = g(t) = Jt oraz t= f(x)=sinx idalej
y=g(t)=+t =+sinx.

Pochodng funkcji ztozonej oblicza si¢ wedlug schematu:

(e = (ex))- ¢x)

lub w przypadku zapisu y = f(t), t=g(x):

by _dy dt

dx dt dx

Przykiad 3.p.9. Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkcji ztozonych:

1

a) y=4/sin3x; b) y=sin’4x; c) yE=——"0
x“+5x—-6

Rozwiqzania

a) y=+/sin3x .

Dla lepszego zrozumienia najpierw zapiszemy y =+/sin3x = \/_t ,
gdzie t=sin3x=sinp, a p=3x.
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_ 1 cosp 3= 3cos3x
dx dt dp dx 2\/; 21/sin3x’

boﬂ: L = ! , ﬂzcosp:cos3x, d—p:3.
dt  2Jt  2+/sin3x dp dx
,  3cos3x
Odpowied?: y =—F—— .
P 4 2+/sin3x
b) y =sin’4x.

Zapisujemy y = (sin 4x)2 =1*, gdzie t=sin4x =sinu, a u=4x.

= — =2¢-cosu-4=2sin4x - cos4x - 4=sin8x-4 =4sin8x
dx dt du dx

(skorzystano ze znanego wzoru 2sin ¢ - cos ¢ =sin 2 ).

Odpowied?: 4sin8x.

o 1 .
Zapisujemy y =;, gdzie k=x"+5x-6.

d d dk 1 2x+5
dx dk dx k (x"+5x-6)
, 2x+5
Odpowied;. v =————F———.
P 4 (x> +5x—6)*

Zadania

Zadanie 3.z.5. Wyliczy¢ pochodne nastgpujacych funkcji ztozonych:
a) y=+/In(x* +1); b) y=arctg(x+3); c) b=In(x+3-&);

d) L=\/m; e) u:p—m; f) V:arcsinm;
g) C=Iny/x*+9; h) z=/9+sin2x.
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Odpowiedzi

x 1 1+9-¢*
a) 5 b) 2; ¢ 3x;
(x> + 1)y In (x> +1) 1+ (x+3) x+3-e

5 3-cos3p 1
d) ;o) l-e—x=ts; N ¢ ;
2,/1+arcsin5x\/1+25x2 { 1+sin3p 1-x°

X cos 2x
g ———;
X

——: h) ————.
+9 )1/9+sin2x

3.5.2. Obliczanie pochodnych funkcji postaci y= f(x)8*)

Niech bedzie dana funkcja postaci y = f(x)¥, gdzie f(x)>0.
Aby obliczy¢ jej pochodna, najpierw, korzystajac ze wzoru
(3.9) ab = ethe
przeksztatcamy dang funkcje do postaci

y= e8I f(x)

a nastepnie wyliczamy pochodng wedtug wzorca
(3.10) @] = ™ [u(x)T .
Przyktad 3.p.10. Obliczy¢ pochodna funkeji typu y = f(x)5™ :

Inx

a) y=x; b) y=(l+sinx)""; ¢) y=(tgx)" .

Rozwiqzania

a) y=x"*,

Najpierw, korzystajac ze wzoru (3.9), dang funkcje zapisujemy w postaci

_ tex _ tgxlnx
y=x" =e ,

nastgpnie w celu wyliczenia pochodnej stosujemy wzor (3.10)
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, 1 1 Inx tgx
y =etg””~( 5 ~lnx+tgx~—j=xtgx-( > +g—).
cos” x x cos“x X

. . 1
Odpowied?: Pochodna danej funkcji jest rowna x'®* ( 1 f +tg_xj
cos“x X

b) y=(1+sinx)™".

Jak w zadaniu poprzednim, najpierw przeksztatcamy funkcje wedlug wzoru
(3.9), a nastgpnie wyliczamy z tej przeksztatconej funkcji pochodng wedtug wzoru
(3.10) i otrzymujemy

. ; 1 . COSX
y =m0 o n(1+sinx) + Inx-——— | =
X 1+sinx

. ynx [ In(I+sinx) Inx-cosx
=(1+smx) : . +1+sinx .

Odpowied?: Pochodna danej funkcji jest rowna

. nx | In(14+si Inx-
(1+sinx) ( n( xsmx)+ lllisjr?icxj

¢) y=(tgx)" .

Pochodng liczymy tak jak w poprzednim zadaniu

y'=ex2'lntgx~ 2x~lntgx+x2~L~ 12 =
tgx cos”x

=(tgx)x2~(2x-lntgx+x2-c?sx- 12 jz
sinx cos” x

N 2
=(tgx)" '(2xlntgx+,x—j .
sin xcosx

N 2
Odpowied?z: Pochodna danej funkcji jest rowna (tg x)x ~(2x Intg x + x—j .
sin x cos x
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Zadania

Zadanie 3.z.6. Obliczy¢ pochodne nastgpujacych funkcji

a) (x+1)*; b) (sinx+cosx)®; c) (1+x2)lnx;
d) (5+1nx)arctgx; e) (x_i_tgx)cosx.

Odpowiedzi.

a) (x+1)X[1n(x+1)+L}
x+1

b

b) (sin 4 cosx)tgx { In(sin x + cos x) N tgx-(cosx—sin x)}

cos’ x sin x+cosx

2
0 (1+x2)lnx{ln(l+x )+ 2xln2x]
1+x

d) (5+lnx)arc;g{ln(5+lnx)+ arctgx }

1+x* xIn(5+Inx)

e) (x+tgx)co”{—sinx-ln(x+tgx)+ cosx -(1+ 12 ﬂ
x+tgx Cos™ x

3.6. Podstawowe twierdzenia dotyczgce rachunku
rozniczkowego funkcji jednej zmiennej

3.6.1. Twierdzenia o wartoSci Sredniej

Twierdzenie 3.t.1 (Rolle’a). Jezeli funkcja y = f(x) jest ciaggla w przedziale {a,b)
oraz ma pochodna w przedziale (a,b) i f(a)= f(b), to istnieje takie ce (a,b), ze

f(c)=0.
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W interpretacji geometrycznej oznacza to, ze w przedziale (a,b) istnieje
takie c, Ze styczna do wykresu funkcji y = f(x) w punkcie (c, f(c)) jest rownolegta
do osi Ox (rys. 3.21).

y=fx)

ﬂmev\\\\\‘

X
a c, 0 c, b

fle,) =fe,) =0

Rysunek 3.21

Twierdzenie 3.t.2 (Lagrange’a). Jezeli funkcja y = f(x)jest ciggla w przedziale
(a,b) oraz ma pochodng w przedziale (a,b), to istnieje takie ce (a,b), ze

fB)=f@

flo=F2=

W interpretacji geometrycznej oznacza to, ze w przedziale (a,b) istnigje takie c,
w ktorym styczna do wykresu funkcji y = f(x) w punkcie ¢ jest rownolegta do
siecznej, ktora przecina wykres danej funkcji odpowiednio w punktach: x=a
i x=b (rys.3.22).
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Jb)

% y=fx)

fl@)

0 X
a ¢ <, b

J0) - fta)

Slep) =ftey) =

Rysunek 3.22

Uwaga 3.u.6. Twierdzenie Rolle’a jest szczegolnym przypadkiem twierdzenia
Lagrange’a.

Niech f®(p) oznacza pochodng rzedu k wyliczong dla x=p, tzn. ze
z funkcji y = f(x) wyliczamy pochodng, ktérg nazywamy pochodng pierwszego
rzedu i zapisujemy f’(x), z tej pochodnej wyliczamy pochodna, ktéra nazywamy
pochodng drugiego rzedu i zapisujemy f”(x), z tej pochodnej wyliczamy nastepng
pochodna itd.; gdy powtdrzymy te czynno$¢ k razy, wowczas otrzymang pochodna
nazywamy pochodna rzedu k i zapisujemy f*)(x), jesli za x do wyliczonej po-

chodnej podstawimy p, to otrzymamy f*(p).

Twierdzenie 3.t.3 (Taylora). Jezeli funkcja y = f(x) jest ciagla i ma ciagle pochodne
do rzedu n — 1 w przedziale (a,b) oraz ma pochodna rzgdu n w przedziale (a,b),

to istnieje takie ce (a,b), ze zachodzi réwnanie:
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” (n-1)
0= 1@+ 2D b+ D ay ot LD gy
: (n—1)!
+w(b_a)n.
n'
Wyrazenie
f“”(c)(b_ oy

nazywamy reszta Lagrange’a. Istnieje kilka wersji twierdzenia Taylora, réznigcych
si¢ resztami. Do tego twierdzenia wrécimy w rozdziale o szeregach (w czgsci
o szeregach potggowych). Czytelnik bez trudu zauwazy, ze twierdzenie Lagrange’a
jest szczegbdlnym przypadkiem twierdzenia Taylora dlan = 1.

3.6.2. Regula de ’Hospitala

Twierdzenie 3.t.4. Reguta de I’Hospitala. Jezeli zachodzi:

a) lim f(x)=0 i lim g(x)=0 albo
X=X X=X
b) lim f(x))=%cc 1 lim g(x)=1too
X=X X=X
oraz istnieje granica: lim S (x E ; skonczona lub niewtasciwa, to istnieje tez granica
x—)xo g X
lim ——= S(x) , co wigcej: lim ——= flx ) lim f(x)
x—x, g(x X=X g(x) xox g (x)

Uwaga 3.u.7. Jezeli funkcja, ktorej granice mamy obliczy¢, jest ilorazem (iloczynem,
suma, roéznicg albo potega) dwoch funkcji, ktorych granice (wlasciwe lub nie-
wlasciwe) znamy, to w wymienionych ponizej przypadkach granice t¢ (istniejaca
lub nie) nazywamy nieoznaczonos$ciag lub symbolem nieoznaczonym. Istnieja na-
stepujace symbole nieoznaczone:

o} |2} ol el ) B ]
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Uwaga 3.u.8. Wypisane wyzej wyrazenia jako wartosci graniczne sg symbolami
nieoznaczonymi, bo w tych przypadkach wyniki koncowe odpowiednich granic
daja rézne wyniki, zalezne od funkcji, z ktorych granice liczymy.

—Cos2x

Przykiad 3.p.11. Obliczy¢ granice lim1 -
¥=0  xsmx

Rozwigzanie

. l—cos2x |0 |7 . 2sin2x 017 . 4cos2x
lim——=| = |[=lim———— =] — |=lim . =
x>0 xsinx 0| x»o0sinx+xcosx |0] x-0cosx+cosx+x(—sinx)
—_— 4.1 —_—

1+1+0

Odpowied?: Szukana granica jest rOwna 2.

Uwaga 3.u.9. W podanym przykladzie stosowano dwa razy regule de 1’Hospital’a,
H
co zaznaczono kazdorazowo symbolem =.

Uwaga 3.u.10. Jezeli podczas wyliczania granic otrzymamy nizej dane symbole,
ktore nie sqg symbolami nieoznaczonymi, to daja one zawsze podane wyniki

[0-0]=0, [g}o Jo]=0.

Regule de I’Hospitala mozna stosowaé wylacznie do symboli nieoznaczonych.
Przykiad 3.p.12. Obliczy¢ nastgpujace granice:

. x—sinx . x-t L

a) lim ————; b) lim & ; ¢ limsinx-Inx;
x=0" x“sinx =07 x-In(x+1) X0

1

d) lim (I-cosx)ctgx; e) lim (I-sinx)s"*; f) lim (1—cosx)®".
x—=0" x—=0" x—0*

Rozwiqzania

. x—sinx |0 |7 _. 1—cosx 04
a) lim ———=| — |=lim =|—|=

2 . - . -
x—0" x“sin x 0| x-0" 2xsinx+x’cosx 0
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. sin x
= lim — =
x=0" 2sinx+2xcosx+2xcosx—x"sinx

" coSx 1
=|—|=lim - - 5 =—.
0] x—0*2cosx+4cosx—4xsinx—2xsinx—x“cosx 6

. , 1
Odpowied?: Granica jest rOwna P

sinxcosx+ x

COS2 X

1
Itgx + x

1m =|—|=1lim = lim
0" xIn(x+1) |0

x—0"

ln(1+x)+xL
1+ x 1+ x

(+x)(sinxcosx+x) _ {0} a

0" cos® x[(1+x)In(1+x)+x] |0

— lim I(sinxcosx + x) + (1+ x)(cosxcosx —sin xsin x + 1)

0t (I+x)In(1+x)+x B

1+x

% 2 cos x(=sinx)[(1+ x)In(1 + x) + x] + cos” x[1In(1 + x) + n
+ X

. 1
Odpowied?: Granica jest rGwna 3

oo |H
c) limsinx-lnxz[O-(—oo)]z[().oo]z lim Inx z[_}z
x—0" x—0" 1 oo
sin x
1
- . Y
Clim X iy SIDTX z[g}z
x—0" —COSX x>0 XCOSX O
sin® x
= .
~ lim 2sin xcosx :920'

x—=0"lcosx—xsinx 1

Odpowied?: Granica jest rowna 0.

— H 1
d) lim (1—cosx)ctgx =[0-oco]= lim Izcosy 1012 lim — _9. 0.
¥—0° x—0" gy 0] x>0t 1 1

Odpowied?: Granica jest rowna 0.

+1]_

_1
>
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1

. . - - . — In(1-sin x)
e) lim (1-sinx)s"> =|1 ]= lim e sin> =ef =
x—0" x—07F
g wyliczamy oddzielnie:
—Ccosx

g= limwz{o}h, @z__lz_l‘

— |= lim
x—=0" sin x x—0"  COSX 1

1 otrzymany rezultat podstawiamy w miejsce g do wyrazenia przed podkresleniem

.o . , 1
Odpowied?: Granica jest rOwna — .
e

f) lim (1-cosx)® =[0°]= lim e = o =
x—0" x—0"

wyliczamy g

g = lim tgxIn(l - cos.x) = [0- )= lim ARL=C0SY) _
x—0" x—0" ctgx

sin x

oo |H a3 H
=[—}: lim =008 — _ jim 22~ =[9}:

o | xs0t — x—0"1—cosx |0
sin® x
H
. 3sin® xcosx . )
=—lim ————=—lim 3sinxcosx =0
x—=0" Sin x x—=0"

i wyliczone g podstawiamy jak w poprzednim zadaniu

=’ =1.

Odpowied?: Granica jest rowna 1.

Zadania

Zadanie 3.z.7. Wyliczy¢ granicg funkcji:

2) lim XS0 ) g BY ) pig TUTCSD) gy

=0 x x=0 xXCOS X x>0 sinxtgx x=>0]—cosx

xtgx |

b
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e) liml—cg)sx; f) lim
X

x—0

—x-2|-51;1x; g) lim S x ; h) ling xctgx ;
—3x

x—0 x x—0 X COS X x=

1
i) limsin2x-Inx; j) lim(1-sinx)"®"; k) lim(sinx)®"; 1) lim(1+x)s"~ ;
x—0 x—0 x—0 x—0

m) lim(1—-x)"*"; n) lim(1—cos2x)*®"; o) lim(ctgx)®"; p) limtgx-Inx;
x—0 x—0 x—0 x—0
1

r) limsinx-ctg2x; s) lim(l—sinx)sn> .
x—0 x—0

Odpowiedzi

20; ) 1; 0)0; d)2; e)%; D23 9L L D0 )1 L e m L
e e

n) 1; o) 1; p) 0; r)l; S)l.
2 e

3.7. Niektore zastosowania pochodnej

Z definicji pochodnej wynika, ze f'(x,)=tger, gdzie zapisany kat jest
katem migdzy styczng do wykresu funkcji i dodatnim kierunkiem osi Ox. Z tej
definicji wynika, ze f’(x,) w przyblizeniu rowna si¢ przyrostowi funkcji, gdy x,
zwickszymy o 1.

Na przyktad, gdy w danej funkcji y = f(x) x, oznacza wplacona kwote, a wyli-
czone odpowiednie y zysk, wowczas f’(x,) oznacza, o ile w przyblizeniu wzro$nie
lub zmaleje zysk, jezeli wplacimy o 1 wigcej (np. o 1 zt, gdy x wyrazamy w zlotych).

Jesli w danej funkcji x, oznacza dzien, a odpowiednio wyliczone y stan
w kasie w dniu x,, to f’(x,) oznacza, o ile w przyblizeniu wzro$nie lub zmaleje

stan kasy do nastgpnego dnia.
Elastycznos¢ funkcji

Elastyczno$¢ funkcji okresla wzor

X, - S (xp) ,
S (%)
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ktory méwi nam, o ile procent w przyblizeniu wzro$nie warto$¢ funkcji, gdy x, po-
wigkszymy o jeden procent. Wynika to z powyzszego opisu zastosowania pochodne;.

Interpretacja elastycznosci funkcji. Okazuje si¢, ze gdy x, oznacza zainwesto-
wang kwoteg, a odpowiednio wyliczone y jako warto$¢ funkcji jest otrzymanym
1(%)

(%)

zyskiem, to wyrazenie Xx, - mowi, o ile procent wzros$nie zysk, gdy kwota x,,

wzrosnie o 1%.
Nastepne podrozdziaty beda traktowac o badaniu ,,zachowania si¢” funkcji.

3.8. Asymptoty wykresu funkcji

Definicja 3.d.13. Prosta p nazywamy asymptotg funkcji y = f(x), jesli wykres
y = f(x) dazy do prostej p, to znaczy jesli dla dowolnego ¢ > 0 istnieje taki punkt
prostej, ze poczawszy od niego, odlegtos¢ kazdego punktu prostej p od wykresu
funkcji y = f(x) jest mniejsza od .

Asymptoty dzielimy na: pionowe, poziome i uko$ne.

Uwaga 3.u.l1l. Jesli funkcja ma asymptot¢ poziomg obustronng, to nie ma
asymptoty uko$ne;.

Definicja 3.d.14. Asymptota pionowa. Prosta x = a jest asymptota pionowa funkcji
y=f(x),jesli lim f(x)=zoo lub lim f(x)= oo,
x—a x—at

Definicja 3.d.15. Asymptota pozioma.
Prosta x = b jest asymptota pozioma lewostronng, gdy lim f(x)=>2.
X—>—o0
Prosta x = b jest asymptota poziomg prawostronng, gdy lim f(x)=25.
X—> oo
Prosta x = b jest asymptota pozioma obustronng, gdy lil}rl f(x)=0.
X—>Too

Gdy prosta x =b jest asymptotg obustronng, woéwczas mowimy, ze x=»b jest
asymptotg pozioma.
Asymptoty pionowa i pozioma wylicza si¢ wedlug schematu:
(1)  dziedzina funkcji,
(2) granice na koncach dziedziny,
(3) odczytanie asymptot.
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Przykiad 3.p.13. Wyznacz asymptoty wykresu funkcji y = X;+ 54
x f—
Ad. (1) x* =4#0 x 2+2 x€ (=00,—2) U (=2,2) U(2,0).
1 5
Ad.(2) 1 li x ?—9—0'
@) xirilxz_4 SART 4 T
==
X
granica ta jest wyliczana w analogiczny sposob jak granica ciagu (patrz granica ciagu)
. x+5 3 . x+5 3
lim 2—=—+=+°°, lim > =—=-00,
-2 x"—-4 0 -2t x"=4 0
x+5 7 . ox+5 7
lim > =—=—0o, lim > =— =oo,
=2 x" =4 0 x=2"x"=4 0

W przypadku czterech ostatnich granic do licznika i mianownika w miejsce
zmiennej x podstawiamy liczbg, do ktdrej x zmierza; otrzymujemy w liczniku odpo-
wiednio: 3 lub 7, a w mianowniku 0; sg to granice odpowiednio: licznika i mianow-
nika. Wynikiem ilorazu tych granic bedzie oo, poniewaz mianownik jest liczba
nieskonczenie mala. Aby ustali¢ znak nieskonczono$ci, nalezy ustali¢ znak liczby
nieskonczenie matej w mianowniku, podstawiajac za x liczbe bliskg —2 z lewej
strony, gdy granica jest lewostronna, lub z prawej, gdy granica jest prawostronna.

Ad. (3) Odpowied?: y = 0 jest asymptota pozioma (obustronng), natomiast x = —2
1x =2 to asymptoty pionowe.

Definicja 3.d.16. Asymptota ukosna. Prosta y =ax+b jest asymptotg uko$ng

funkcjiy = f(x), jesli liczby a i b wyliczone wedtug wzorow

a = lim f() llmf(x) b=1irEq[f(x)—ax]

X—>Feo X—ytoo
sg liczbami skonczonymi.

Uwaga 3.u.12. Gdy a=0 1 b jest liczba skonczona, asymptota ukosna staje si¢
asymptotg pozioma.

2

Przykiad 3.p.14. Obliczy¢ asymptote ukosng dla funkcji y = 5
X+

Rozwigzanie

Wyliczamy najpierw a:
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1
, 1
a=lim = — Lo fim XX gy oL
oo x5 x et x+5 1owss 50140
X X
a nastegpnie b:
1
2 2 2 -
b=lim[—— — Ix]= lim * % =% _ jjm 2% X = Jimy =5 =5,
x—te x4+ 5 x—>too x+5 x—teo x + 5 l x—>too 1+§
X X

Odpowied?: Powyzsza funkcja ma asymptote ukos$ng o rbwnaniu y=x—5.

Zadania

Zadanie 3.2.8. Wyliczy¢ asymptoty funkcji:

2 x

x+3 X ax(x—c) e
a) y=———; b) y= ; o) y=——2; d) y=—
)Y xP—4 )Y x+5 ) x+b )y X
Odpowiedzi:

a) y=0, x=-2, x=2; b)x=-5 y=x-5, ¢)x=-b, y=ax—a(b+c);
d) x=0, y=0 (asymptota lewostronna).

3.9. Monotoniczno$¢ funkeji

Wsrod znanych Czytelnikowi funkceji sg funkcje rosngce 1 malejace, czyli
monotoniczne, oraz wiele klas funkcji ,,ani rosnacych, ani malejacych”. Nie znaczy
to, ze problem monotonicznos$ci dla tych funkcji nie istnieje. Funkcje, ktore sg ,,ani
rosnace, ani malejace”, maja obszary, w ktorych sg monotoniczne, a ktore nazy-
wamy przedzialami monotonicznosci. Wyszukiwanie przedziatbw monotonicz-
no$ci nazywamy badaniem monotonicznosci funkcji.

Bardzo uzytecznym narzedziem badania monotonicznosci funkcji jest
pochodna. Gdy funkcja y = f(x) ma pochodng (jest rozniczkowalna) w podanym

przedziale, wowczas:
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- Jezeli dla kazdego xe (a,b) f'(x)>0, to y= f(x) jest w tym przedziale
monotonicznie rosnaca.

- Jezeli dla kazdego xe (a,b) f'(x)<0,to y= f(x) jest w tym przedziale
monotonicznie malejaca.
W badaniu monotonicznosci zazwyczaj stosowany jest nastgpujacy schemat:

(1)  okreslenie dziedziny funkcji,

(2)  wyliczenie pochodnej i sporzadzenie wykresu takiej jej czeséci, aby z tego
wykresu odczyta¢ znak pochodne;,

(3) odpowiedz.

Przykiad 3.p.15. Zbada¢ monotoniczno$¢ funkcji:

2

1
a) y=x+l; b) y=3x : ) y=(x+14V16-x>; d) y = xe? .
X — X
Rozwiqzania
1
a) y=x+—.
X

Ad. (1) Najpierw wyliczamy dziedzing funkcji x # 0, czyli x& (—o0,0) U (0,+00).
Ad. (2) Wyliczamy pochodna
’ 1 _ x2 -1

y=l-—m=—y
x x

Pochodna jest utamkiem, ktérego mianownik jest dodatni dla kazdego x
z dziedziny, wi¢c znak licznika pochodnej jest znakiem pochodnej. Sporzadzamy

wiec wykres licznika w=x” —1; miejsca zerowe: x, =—1, x, =1. Wykres znaku

pochodnej przedstawiono na rysunku 3.23.

Rysunek 3.23
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Ad. (3). Odpowiedz: Funkcja rosnie dla xe (—eo ,—1), (1,+ ), natomiast maleje
dla xe (-1,0),(0,1).

2
X

3—x
Ad. (1) Dziedzina:3—x#0, x#3.
Ad. (2) Pochodna:

2

b) y=

_bx—x

C(3-x)

¥

jest ulamkiem, ktérego mianownik jest dodatni dla kazdego x z dziedziny, wiec
z wykresu licznika w = 6x—x”, jak w zadaniu poprzednim, odczytamy znak po-
chodnej, czyli rowniez monotonicznosc¢ (rys. 3.24).

\

Rysunek 3.24

Ad. (3) Odpowied?: Funkcja ro$nie w przedziatach (0,3); (3,6), natomiast maleje
w przedzialach (—ee,0); (6,00).

¢) y=(x+14n16-x* .

Ad. (1) Dziedzina: 16— x> >0, wiec xe<—4,4>.
Ad. (2) Pochodna:
—2x _—2x"-14x+16

Wie—x> 16—

P'=V16—x> +(x+14)-
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jest utamkiem, ktérego mianownik jest dodatni prawie dla kazdego x z dziedziny
(poza — 4 i 4), wiec z wykresu licznika pochodnej w = —2x> —14x+16 (rys. 3.25),
jak w zadaniach poprzednich, odczytamy znak pochodnej, czyli otrzymamy odpowiedz.

y

+ I\

\ 4

Rysunek 3.25
Ad. (3) Odpowied?: Funkcja ro$nie w przedziale <— 4,1), natomiast maleje w prze-

dziale (1, 4) .

1
d) y =xe’ .

Ad. (1) Dziedzina: x€ R ..
1 1 1

Ad. (2) Pochodna y'= e +x-e3 % =( +%x) o3 jest iloczynem dwoch czyn-

nikow, z ktorych drugi jest dodatni dla kazdego x z dziedziny, wiec z wykresu
. . 1 . .

pierwszego czynnika w =§x+l (rys. 3.26) odczytamy znak pochodnej, czyli mono-

tonicznosc.

Rysunek 3.26

Ad. (3) Odpowied?: Funkcja rosnie w przedziale (3, e ), natomiast maleje w prze-
dziale (—oo ,—-3).
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Zadania

Zadanie 3.z.9. Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznos$ci funkcji:

2 2
X 1 X
a) y= ;b)) y=x+—; ¢ y= ; d)y= 5
) y=1" )y 2 9 R )y R
2
e) y= 13; f) y=xv4-x’; g y=xV4+x’; h) y=xv8-x;
X

i) y=xv5-x7; j) y=(x+3)e™"; k) y=x%"; ) y=xex2; m) y=xe_x2.

Odpowiedzi:
)T OD:12) (005200 BT (weo=1i(Leo) L (=1,0);(0.D);

)Txe R d)T(—oo=1);(=1,00 L (0,1);(1,00);

)T (—o0,=6);(0,%) L (=6,-3)(-3,0); HT(2,42) I<-2-2):(2,25;
o) Txe R, T (=2,2) {<-242,-2):(2,24/2 >;

o] o ) i) 3

k) T (=00,—3/2);(0,0) 4 (=3/2,0); )T xeR;

o S8 -

2 2 2

3.10. Ekstremum funkcji

Definicja 3.d.17. Mowimy, ze funkcja y= f(x) ma w punkcie x, maksimum
lokalne, jezeli istnieje takie otoczenie punktu x, , ze dla kazdego x z tego otoczenia

)< f (%)
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Definicja 3.d.18. Mowimy, ze funkcja y = f(x) ma w punkcie x, minimum lokal-

ne, jezeli istnieje takie otoczenie punktu x,, Ze dla kazdego x z tego otoczenia
S (x)> f(x) -
Definicja 3.d.19. Moéwimy, ze funkcja y = f(x) ma w punkcie x, ekstremum lokal-

ne, jesli w punkcie tym ma maksimum lub minimum lokalne (patrz rys. 3.27).

max.

Yy =fx)

\/

min.
Rysunek 3.27

Warunek konieczny istnienia ekstremum. Jezeli funkcja y = f(x) ma po-
chodna w pewnym przedziale zawierajagcym X, to warunkiem koniecznym istnie-

nia ekstremum w punkcie x, jest

f(x)=0.
Warunki wystarczajgce istnienia ekstremum (podamy dwa warunki):
1. Jezeli funkcja y = f(x) ma pochodng w pewnym otoczeniu punktu x, oraz

zachodzi warunek konieczny istnienia ekstremum w tym punkcie, to warun-
kiem wystarczajacym istnienia ekstremum w X, jest zmiana znaku pochod-

nej funkcji y = f(x) z lewej 1 prawej strony punktu x,; gdy z lewej strony
punktu pochodna jest dodatnia, a z prawej ujemna, to w punkcie x, istnieje

maksimum, a w wypadku przeciwnym — minimum.

2. Jezeli funkcja ma rowniez pochodng drugiego rz¢du (pochodna z pochodne;j)
oraz w punkcie X, zachodzi warunek konieczny istnienia ekstremum, to warun-

kiem wystarczajacym istnienia ekstremum funkcji y = f(x) w punkcie x, jest:

S (x)#0;
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.. f(x)) <0, to funkcja ma maksimum,

jeshi = . .
f7(x,) >0, tofunkcja ma minimum.

Uwaga 3.u.13. Zmiana znaku pierwszej pochodnej w otoczeniu punktu x, jest kry-

terium rozstrzygajacym, cho¢ czasem trudnym ,,obliczeniowo”. Kryterium ,,drugie;j
pochodnej” nie zawsze rozstrzyga kwesti¢ istnienia ekstremum. Istnieje ogolniej-
sze kryterium:

Jesli funkcja y = f(x) ma pochodng rzgdu n (co oznacza istnienie

wszystkich pochodnych nizszych rzedéw) w pewnym otoczeniu punktu x,
i ()= f"(x) == f" D (x,)=0, ale f"(x,)#£0, to — jesli n jest liczba
parzysta — funkcja y = f(x) ma w punkcie x, ekstremum lokalne; jesli f<”)(x0)<0,

to funkcja ma maksimum lokalne, jesli f (”)(xo) >0 — funkcja ma minimum lokalne.

Uwaga 3.u.14. Ekstremum funkcji bedziemy wylicza¢ analogicznie jak monotonicz-
no$¢ funkc;ji.

Uwaga 3.u.15. Z wykresu czgsci okreslajacej znak pochodnej i jej miejsca zerowe
odczytujemy, co nastepuje:

+ 0 - funkcja osigga maksimum lokalne,
-0+ funkcja osigga minimum lokalne,
+ 0 + brak ekstremum, funkcja ro$nie,
-0 - brak ekstremum, funkcja maleje.

Przyklad 3.p.16. Znalez¢ wartosci ekstremalne funkcji

x* -5

3—x

a) y:x3—3x2—9x+2; b) y:x2+z; c) y=
X

[
d) y=(x=1Ix*=1; e) y=(x2—3)e?c .

Rozwigzania

a) y=x"—3x —9x+2.

Ad. (1) Dziedzina: xeR .

Ad. (2) Wyliczamy pochodng: y'=3x* —6x—9 oraz sporzadzamy jej wykres (miejsca
zerowe x, =—1x, =3), na wykresie nanosimy znaki pochodne;j i jej miejsca zerowe
(rys. 3.28).
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Rysunek 3.28

Ad. (3) Odczytujemy punkty ekstremalne.

Odpowieds:
Dla x =-1 maksimum f(-1),,. =7.
Dla x,=3 minimum  f(3),,, =—25.

Uwaga 3.u.16. Warto$¢ ekstremalna funkcji jest jej wartoscia w punkcie ekstre-
malnym.

b) y=x2+£.
x

Ad. (1) Dziedzina: x # 0, czylixe (—0,0) U (0,400).

3 3
Ad. (2) Pochodna: y'=2x— iz _2x : 2_2x 2 D,
X X X

kiem, ktorego mianownik jest dla kazdego x z dziedziny dodatni, wigc znak licznika
pochodnej jest znakiem pochodnej. Sporzadzamy wigc wykres licznika pochodnej

wyliczona pochodna jest utam-

w=2(x’ =1)=2(x=1)(x* + x+1) (rys. 3.29) i nanosimy dziedzing. Migjsca zerowe:

x=1.

Rysunek 3.29
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Ad. (3) Odczytujemy punkty ekstremalne.

Odpowied?. Dla x=1 funkcja osigga minimum, ktoérego warto$¢ jest rowna 3,
czyli (1), =3.

x> =5

3—x

Ad. (1) Dziedzina: 3—x#0, x#3.
Ad. (2) Pochodna:

c) y=

.= x* +6x—5
YT
jest utamkiem, ktérego mianownik jest dodatni dla kazdego x z dziedziny, wigc
z wykresu funkcji licznika w=—x> +6x—5 odczytamy ekstremum danej funkcji.

Ad. (3) Dla x=1 zachodzi minimum réwne —2, a dla x =5 zachodzi maksimum
rowne —10.

Odpowied?: Dla x =1 zachodzi minimum, ktérego warto$¢ jest rowna —2, czyli
V()i =—2,a dla x=5 zachodzi maksimum y(5),. =-10.

d) y=(x—IWx*-1 .

Ad. (1) Dziedzina: x> =120, czyli xe (—o0,—1)U(1,0).

2x* —x—1

Vx? =1

dla prawie wszystkich x z dziedziny (z wyjatkiem —1 i 1), wigc z wykresu funkcji

Ad. (2) Pochodna: y’ = jest ulamkiem, ktérego mianownik jest dodatni

licznika w=2x> —x—1 i z uwzglednieniem dziedziny otrzymamy rozwiazanie.

Ad. (3) Odpowiedz: Funkcja nie ma ekstremum.
[

e) y=(x2-3)e? .
Ad. (1) Dziedzina: x e R.

1 2
Ad. (2) Pochodna )’ =(x* —x)e? jest iloczynem dwoch czynnikéw, z ktérych drugi
przybiera wartosci dodatnie dla kazdego x z dziedziny, wigc z wykresu funkcji
w=x" —x = x(x—1)(x +1) odczytamy punkty, w ktérych dana funkcja osiaga ekstre-

mum.
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1
Ad. (3) Odpowied?: Dla x =-1 funkcja osigga minimum réwne —2e? = —2+/e,
dla x =0 funkcja osiagga maksimum réwne 0, dla x =1 funkcja osigga minimum
réwne —2+/e .

Zadania

Zadanie 3.z.10. Znalez¢ warto$ci ekstremalne funkcji:

2 2

2
x“+1 X
;b)) y="5—; o) y=—"7; d) y=xv8-x;
x—1 x" =1 3—x

a) y=

1

e) y=xvx’=2; f) y=x’e"; g) y=xe’; h) y=xe > .
Odpowiedzi:
a) y(O)max =0’ y(2)mm =4’ b) y(O)max =-1; C) y(o)mm =0’

d) ¥(-2) i =4, ¥(2),.x =4;  e) brak ekstremum;

4 1
£) ¥(0)in =0, ¥(2) 2 g) YD B

h) (=1 =—%, YD =f

3.11. Badanie funkcji

Schemat badania funkcji jest nastepujacy:

(1.1) dziedzina i granice na koncach przedziatow dziedziny,

(1.2) asymptoty i punkty przecigcia z osiami ukladu wspoétrzednych (parzystosc,
nieparzysto$¢, okresowosc),

(2) pochodna oraz monotoniczno$¢ i ekstremum (warunek konieczny),

(3) tabelka,

(4)  wykres.
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Przyklad 3.p.17. Zbada¢ przebieg zmienno$ci i naszkicowaé wykres funkcji

2 2
x +1 X +2x+1
a X)= ;b X)y=—.
) f(x) 4 ) f(x) 7y
Rozwiqzania
2
x“+1
a) f(X)=——.
x =4

Ad. (1.1) Dziedzina: x> —4#0, x 242, x€ (=o0,—2) U (=2,2) U(2,).

Granice na koncach przedziatow dziedziny:

0

T

1 lim x 1 —i—+oo lim x 1 3.

241 1+— -2 x* =4 0F T x4 0 ’
li = li =1
xlrilmx -4 xl}iljlm ’ ) )
I-— P+l 5 P+l 5

X ) =TT, Im e = = oo,

~L x—»-2" x"—4 0 x-2" x 4 0

0

Ad. (1.2) Asymptoty: y =1 (pozioma); x =-2, x=2 (pionowe).
Punkty przecigcia z osiami uktadu wspolrzgdnych:

x2+1

x*—4

Ox y=0 =0=>x"+1=0

(brak rozwiazan — funkcja nie przecina osi Ox);

0% +1 1
Oy x=0 =Dy=——=——
4 YT o4 4

A=(0,— i) jest punktem przecigcia danej funkcji z osig Oy.
Ad. (2) Pochodna:

C2x(x* —4)-2x(x*+1) _ —10x
- (x> —4)? C(x?—4)

1)

jest ulamkiem, ktérego mianownik jest dla kazdego x z dziedziny dodatni, wigc
znakiem pochodnej jest znak jej licznika. Sporzadzamy wigc wykres licznika po-
chodnej (rys. 3.30) i z tego wykresu, po uwzglednieniu dziedziny, odczytujemy
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monotoniczno$¢ i warunek konieczny oraz wystarczajacy istnienia ekstremum.
Funkcja rosnie dla x € (—e,-2) U (-2,0), a maleje dla x€ (0,2) U (2,00). Dlax =0

zachodzi warunek konieczny istnienia ekstremum f(0) = —%.

y 4

+ ‘

2 —2—

Rysunek 3.30
Ad. (3) Tabelka
x| oo | (c0-2) -2 (-2,0) | 0| (0.2) 2 (2y0) | oo
S|+ ol x x| o+ o] - | x|x]| - -
) |1 2 o | | A |5 N | || N 1

Asymptoty: y =1, x=-2,x=2 max.
Ad. (4) Wykres

A
&b
- N =

Rysunek 3.31
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x? +2x+1

b) f(x)=

Ad. (1.1) Dziedzina: 2—x#0, x # 2, x€ (—o0,2) U(2,0).
Granica na koncach przedziatow dziedziny:

1

Xt H2x+1 x+2+; —00+2+0
lim ——— = lim = =oo,
xo—e  D—x x—y—oo 2_1 0-1

X
. X +2x+1 9
llm—Z—:oo,
x—27 2—x O+

+2+1

. x*+2x+1 9 o xP42x+1 Y o+2+40
lim ————=—=—cclim—=1 = =—o0,
o2t 2—x 0 " r—e g_l 0-1

X

Ad. (1.2) Asymptota pionowa: x = 2. Asymptoty poziomej brak. Wyliczamy asymptote
ukosng y=ax + b, gdzieaib Wyliczamy wedlug wzordéw

a= lim Sx )luba— llmf(x) — b— llm[f(x) ax],

X—te  x X—>toeo
P
X +2x+1 1 X H+2x+1 x x2 14040
a=lim ——— —= lim = lim = =1,
xoFe D —X R x—>eo %_1 0-1
X
. xP42x+1 X4 2x+142x—x7 . 4x+1 4+
b= lim[————+x]= lim = lim = X =4,
x—>itoo 2—x x—>too 2—x x—oteo D — x z _
X

Asymptota ukosna: y = —x — 4.
Punkty przecigcia z osiami:

2
Ox y=0, %zx-ﬂzo,xz+2x+1=0x=—l, A=(-1,0).
—X

0742041 1

1
=—, B=(0~).
2-0 2 ( 2)

Oy x=0, vy
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Ad. (2) Pochodna:

Q2x+2)2-x)+ (x> +2x+1)  —x"+4x+5
2-x)’ C@-x]

f(x)=

jest utamkiem, ktorego licznik dla kazdego x z dziedziny jest dodatni, wigc z wykresu
licznika pochodnej (rys. 3.32) odczytamy monotoniczno$¢ oraz warunki konieczny
1 wystarczajacy istnienia ekstremum.

Rysunek 3.32

w=—x> +4x+5, x,=-1,x,=5,

y'>0 dla xe(-1,2)u(2)5),

y'<0 dla xe(—oo,—1)U(5,),

y'=0 dla x=-1, x=5, f(-1)=0, f(5)=-12.

Ad. (3) Tabelka

X | =0 |(oo-1)| =1 | (=1,0)] 0 | (0,2) 2 (25) | 5 | (500) | o
f ’(x) - - 0 + + + X | X + 0 - —
fx) oo N 0 2 0,5 72 o0 | —oo 2 |-12 N —0

Asymptoty: pionowa x =2,  uko$na y=-x—4.
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Ad. (4) Wykres

y A
o
[
|
|
[
. | . . »
1 2i 3 4 5 6 T 8 9 x
|
[
|
N
AN
N\
of O
D
o AN
; AN
AN
o] | N
| AN
10} N
' N
A1 | N
12 | AN
! AN
13} | AN
| N\
141 | AN
15[ |
-6} I
it |
| |
18

Rysunek 3.33

Przykilad 3.p.18. Zbadaj przebieg zmienno$ci i naszkicuj wykres funkcji:

2x2
f(x) _(x——3)2'

Ustal liczbe rozwiazan roéwnania f{x) = k w zaleznos$ci od parametru k.
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Ad. (1.1) Dziedzina: (x—3)* #0, x #3, X€ (—0,3) U (3,00).
Granice na krancach przedziatéw dziedziny
. 2x? 18
212 2 ey o
lim = lim o R )
X—>oo (x_3) X—>too 3 2 . 2x 18
1--) lim > =—=o0,
x -3 (x=3)" 0

Ad. (1.2) Asymptoty: pionowa x = 3, pozioma y = 2.
Punkty przecigcia z osiami uktadu wspolrzgdnych:

2
Ox y=0 —2% ~=0, 2x*=0, x=0, A=(0,),
(x=3)
Oy x=0 y= 2-0° =0 B =(0,0)
y Y=oa =" 0) .

Ad. (2) Pochodna:

o Ax(x—3)" —2(x-3)2x>  —12x7 +36x
/1= (x-3) T @3

Jest ufamkiem, ktorego mianownik jest dodatni dla kazdego x€ D, wigc z wykresu

licznika pochodnej (rys. 3.34) odczytamy monotoniczno$¢ oraz warunki konieczny
1 wystarczajacy istnienia ekstremum.

w=-12x(x-3), x, =0, x, =3.

> 3¢ Dy

Rysunek 3.34

Funkcja rosnie dla xe€ (0,3), a maleje dla x € (—e0,0), (3,00).
Dlax=0€ D idla x=3¢ D licznik pochodnej jest rowny zeru f{0) =0 .
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Ad. (3) Tabelka

x o | (0,00 | 0 | (0,3) 3 (3,0) | oo
& | - - 0 + X | X - -
fo) | 2 N 0 7 o | o N 2

Asymptoty: x =3,y =2.
Ad. (4) Wykres

YA

SV e

Rysunek 3.35
Aby ustali¢ liczbe rozwigzan roéwnania fix) = k, zapisujemy je jako uktad
rownan:

y=f(x)
v=k

b

ktory rozwigzujemy graficznie. Wykres pierwszego rdwnania znamy, a wykresem
drugiego réwnania jest prosta rownolegta do osi Ox i przecinajaca o§ Oy na
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wysokosci k. Liczba rozwigzan jest liczba punktow przecigeia wykresow
pierwszego i1 drugiego rownania (rys. 3.36).

A A | A |
- . | . |
L L I ») |
o o | ¢ |
; 1| 1
. o | . | K
L} . I 1 ! &
v} 4 I 4 | \
. . |y:2 . |
N 17 Sl o/ lulnintaly
y20 N V4 1
E) x -a.a-icu.tnuo)x

&
L2
ry

Rysunek 3.36

Odpowieds:

0 rozwigzan dla k € (—,0),

1 rozwigzaniedla k=01Iub k=1,
2 rozwigzania dla ke (0,2) U (2,00).

Zadania

Zadanie 3.z.11. Zbada¢ funkcje:
a) f(x)=x*+12x; b) f(x)=@-x)-Vx; ¢ f(x)=

2x?
9—x>"

3.12. Warto$¢ najwi¢ksza i wartos¢ najmniejsza
funkcji cigglej

1. W przedziale domknigtym. Warto$cia najwigkszg funkcji ciaglej w prze-
dziale domknigtym jest najwieksza z wartosci funkcji na lewym i prawym brzegu
przedziatu, wartosci maksymalnych funkcji wewngtrz tego przedziatu.

Warto$cig najmniejszg funkcji ciaglej w przedziale domknigtym jest naj-
mniejsza z wartosci funkcji na lewym i prawym brzegu przedziatu, wartosci mini-
malnych funkcji wewngtrz tego przedziatu.
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2. W przedziale otwartym. Warto$¢ najwicksza w przedziale otwartym (jesli
taka istnieje) funkcja osigga tylko wewnatrz przedziatu, czyli jest to najwigksza
z wartosci maksymalnych wewnqtrz tego przedziatu. Gdy chociaz jedna z granic
danej funkcji na brzegach przedziatu (na lewym brzegu przedziatu granica prawo-
stronna, na prawym brzegu przedziatu granica lewostronna) jest liczbqg wigkszq od
wyliczonej wczesniej wartosci najwiekszej, wowczas mowimy, ze dana funkcja
ciggta nie osigga wartosci najwigkszej w tym przedziale.

Podobnie w przypadku wartosci najmniejszej w przedziale otwartym, poniewaz
musi by¢ ona osiggni¢ta wewnatrz przedziatu, wigc jest to najmniejsza z wartosci
minimalnych wewnqtrz danego przedziatu. Gdy chociaz jedna z granic danej funkcji
na brzegach przedziatu jest mniejsza od wartosci najmniejszej wyliczonej wewnqtrz
przedziatu, wowczas mowimy, ze dana funkcja ciggla w danym przedziale wartosci
najmniejszej nie osigga.

Uwaga 3.u.17. Jezeli dana funkcja ciagta w przedziale domknigtym lub otwartym
ma w danym przedziale tylko maksimum oraz z lewej strony maksimum funkcja ta
stale rosnie, a z prawej strony zawsze maleje, to warto$¢ maksymalna tej funkcji
jest jednoczesnie jej wartoscia najwieksza.

Uwaga 3.u.18. Podobnie, gdy dana funkcja ciagta w zadanym przedziale domknigtym
lub otwartym ma tylko minimum oraz gdy z lewej strony minimum funkcja ta
zawsze maleje, a z prawej tylko rosnie, wowczas warto$¢ minimalna tej funkcji jest
jednoczesnie jej wartoscia najmniejszg

Przyklad 3.p.19. Wyliczy¢ warto$ci najwigksza 1 najmniejsza funkcji ciaglej
y=xV50—x* w przedziale <— 1,7> .

Ad. (1) Dziedzina: podana w zadaniu.

Ad. (2) Pochodna:

y'=1-m+x —2x =50—x2—x2=2(25—x2)
W50-x2  W50-x* 50—

jest utamkiem, ktérego mianownik jest dodatni dla kazdego x z podanej dziedziny,
wigc z wykresu funkcji licznika pochodnej odczytamy monotonicznos¢ i ekstremum
danej funkcji w zadanym przedziale w=2(25—-x).

Ad. (3) Dla x = 5 funkcja osigga maksimum réwne y,.. =5v50-25=25; z lewej

strony maksimum funkcja stale ro$nie, a z prawej strony zawsze maleje, wigc 25
jest wartoscig najwigksza danej funkcji w danym przedziale.
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Wyliczamy teraz warto$§¢ najmniejszg. Funkcja w zadanym przedziale nie
ma minimum, wi¢c jej wartos¢ najmniejsza jest najmniejsza z liczb, jakie osiaga
funkcja na brzegach podanej dziedziny:

YD =-I50-1==7, W(7)=7450-49 =7,

liczba tg jest wigc —7.

Odpowied?: Zadana funkcja w danym przedziale osiaga warto$¢ najwigksza rowna
25 oraz warto$¢ najmniejszg rowng —7.
Przyklad 3.p.20. Znalez¢ wymiary zbiornika w ksztalcie prostopadlos$cianu, ktorego
dtugos¢ jest cztery razy wigksza od szerokos$ci, tak aby koszt jego budowy byt
najmniejszy, jesli jego dno jest drozsze od $cian bocznych o 20% (zakladamy, ze
zbiornik nie jest przykryty), a objetos¢ jest rowna 480 m’.

Schemat rozwigzania:
(1) Wyliczamy funkcj¢ jednej zmienne;j, ktora okresli koszt budowy.
(2) Wyznaczamy przedzial zmiennos$ci zmiennej wystgpujacej w (1).
(3) Wyliczamy warto$¢ najmniejszg wyliczonej funkcji w wyznaczonym przedziale.
Ad. (1) Z tekstu zadania wynika, ze koszt budowy
K=(4a-a-1,20+2-4a-h+2-a-h)-k=(4,8a*> +10ah)k

gdzie a — szeroko$é, h — wysokos¢, k — koszt budowy 1 m” §ciany bocznej.
Objetos¢ V =4a-a-h=4ah, a z tekstu zadania wynika, ze ¥ = 480 m’,

_ % =120 cayli po podstawicniu do funkeji okreslajacej
a a

wiec 4a°h=480 = h
koszt budowy otrzymamy:

1200

a

K= (484" + Y .

Ad. (2) Wyliczamy teraz przedzial zmienno$ci a. Zmienna a jako szeroko$¢ musi
by¢ dodatnia i spetnia¢ warunek z zadania V' =480, czyli a € (0,<0).

Ad. (3) Obliczamy najmniejszg warto$¢ funkcji
1200

a

K= 484"+

w przedziale a € (0,e0).
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Wyliczona funkcja w wyznaczonym przedziale jest ciagla, wigc stosujemy
odpowiedni schemat:
(3.1) Dziedzina: a€ (0,).
(3.2) Pochodna:
1200 _ 9,6a” —1200
2 2 >
a a
dla a z dziedziny mianownik pochodnej jest dodatni, wiec z wykresu licznika
pochodnej odczytamy jej miejsca zerowe i znak.

K =9,6a-

w=9,6a> —1200=9,6(a’ —5°)=9,6(a —5)(a* + 5a +25).
Z zapisanej w tej postaci funkcji licznika wynika, ze dla
ae (0,5) w{0,dlaa=5w=0,adlaae (5,<><>) w)O0.

(3.3) Oznacza to, ze funkcja kosztow osigga minimum dla a = 5, z lewej strony
minimum w swej dziedzinie funkcja ta stale maleje, a z prawej stale ro$nie, wigc
dla a = 5 m funkcja kosztow osiaga warto$¢ najmniejsza.

Odpowied?: Prostopadlo$cian, ktorego koszt budowy bedzie najmniejszy, ma wy-
miary:

a=5m, 4a=20m, h=4_8 m.






4. Calki

4.1. Calka nieoznaczona

4.1.1. Okreslenie i podstawowe wlasnosci calki nieoznaczonej

Definicja 4.d.1 Funkcjg pierwotng funkcji ciaglej y = f(x) w przedziale <a,b>
nazywamy takg funkcje y =F (x), dla ktorej zachodzi rownos¢:
F'(x)=f(x), a<x<b.
Twierdzenie 4.t.1. O funkcjach pierwotnych
1. Jesli F(x)jest jedna z funkcji pierwotnych funkcji ciagtej f(x) w przedziale
(a,b), to G(x)=F(x)+C jest réwniez funkcjg pierwotna funkcji f(x)
w przedziale <a,b> , gdzie C jest dowolng statg (C = const).
2. Jesli F(x) i G(x) sa funkcjami pierwotnymi funkcji ciaglej fix) w przedziale
<a,b> ,to F(x)—G(x)=C, w przedziale <a,b> , gdzie C jest pewna stala.
Uwaga 4.u.1. Jezeli F(x) jest jedng z funkcji pierwotnych funkcji ciaglej fix)
w przedziale <a,b>, to F(x) + C przebiega zbior wszystkich funkcji pierwotnych
funkcji ciaglej fx) w przedziale <a,b> , gdzie C przybiera wszystkie wartosci ze zbioru
liczb rzeczywistych.

Definicja 4.d.2. Catka nieoznaczona. Niech bedzie dana funkcja f(x), ciagla w prze-
dziale <a,b>. Calka nieoznaczong tej funkcji nazywamy zbior jej wszystkich funkcji

pierwotnych i zapisujemy ja:

If(x)dsz(x)+C.

Calki funkcji elementarnych

Ildx=x+C, J'x“dx=#x“+l+C,0{¢—],

a+l
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Ia"dx=%+C, Iex=ex+C,

j sin(x)dx = —cos(x)+ C , j cos(x) = sin(x)+ C,
[-&—=—ctg)+C , [ =tg(x)+C,

j T4 = aresin(x) + C, j - = arctg(x)+C,
I%dx=ln|f(x)|+€, j%:ln(x)+c C =const .

Wilasnosci calek

Ja-rod=a-[f(x)adr,
J(f @)% g@)dx =] f(@)dxt [ gx)dx.

Jesli j f(x)dx=F(x)+C,to j f(ax+b)dx=1F(ax+b)+C.

4.1.2. Podstawowe metody calkowania

1) catkowanie wprost,

2)  calkowanie przez podstawienie,

3)  calkowanie przez cze¢sci,

4) catkowanie przez zastosowanie wzorow rekurencyjnych.

Calkowanie wprost
Polega ono na przeksztatceniach wyrazenia podcatkowego z zastosowaniem
ogolnie znanych praw i wlasnosci catek oraz tabeli calek funkcji elementarnych.

Przyklad 4.p. 1. Obliczy¢ calki:

2_
a) Imdx; b) I(x+cosx—ex—4sinx)dx;

Jx
c) thzxdx; d) I(\/;—x)zdx.
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Rozwiqzania
2_ P L L
)J' 3x+6 I—x 3lx+6dx=j(x 2-3x 246x 2)dx=
x2
3 1 1
=Ix2dx—3jx2dx+6jx 2dx =
7 2 3 1

=—x2 —32)62 +6-2x2+C=
5 3

=%x2&—2x&+12&+c.
b) I(x+cosx—ex —4sinx)dx = dex+Icosxdx—jexdx—4jsinxdx=

1 .
ZEXZ +sinx—e* +cosx+C.

c) jtgzxdxzjsmzzxdxzjhﬂd :J.(COS x—l)d Icos xdx—jdx:

COS X COS X

=tgx—x+C.

d) J.(\/;—x)zdxz I(x—2x\/;+x2)dx=dex—ZJ‘x;xdx+J.x2dx=

Calkowanie przez podstawienie

Podstawg tej metody jest zalezno$¢:
[ g(wx))- w(x)dx =[ g(¢)ar

gdzie: t=w(x), dt =w'(x)dx,a w(x) jest rézniczkowalna.
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Przyklad 4.p.2. Wyliczy¢ calki:

a) Jxexzdx b) fln—xdx c) J'sinsx cosx dx ;

d | L dx; e) IZZ)C—_4dx.
tg(x +4)cos”(x+4) x°—4x+9

Rozwiqzania

dt
a) Ixe‘ dx= X =t xdx—z =Hetdt=%et+C=%ex +C;

2xdx=dt

Inx Inx=t¢

b) j—dx jlnx) —dx=|1, _ J'tdt—at +C=—ln x+C.
X
T
c) Isinsx cosx dx = i =It5dt=lt6+C=lsin6t+C;
cosxdx=dt 6 6
1 tg(x+4)=p
d)J' . dx = 1 y =
————dx=d,
tg(x +4)cos” (x+4) cos>(x+4) P

:Ildp=1n|p|+c=ln|tg(x+4)|+c?
p

)j 2574 e—In(x® —4x+9)+C.
-4x+9

Uwaga 4.u.2. W przyktadzie (d) skorzystano z ostatniej (z wymienionych) wiasnosci
catki nieoznaczonej, a w przykladzie (e) wykorzystano ostatni wzor catki z funkcji

elementarnych.

Calkowanie przez czeSci

Catkowanie przez czesci stosujemy, gdy funkcja podcatkowa jest iloczynem
dwach funkcji, takich Ze z jedna z nich jest pochodna pewnej znanej funkcji. Wzor
na calkowanie przez czgsci jest prosta konsekwencjg definicji funkcji pierwotne;j

1 wzoru na pochodna iloczynu dwdéch funkcji:

[ /()¢ (x)dx = £ (x)- g (x)= [ £/(x)- g
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Mozna rowniez przedstawic te sama zaleznos¢ w postaci skrocone;:

[udv=uv—[vdu.
Przyklad 4.p.3. Wyliczy¢ catki
a) jx~cosxdx; b) I(x2—3x—2)~1nxdx;
c)j(xz—x+1)~exclx; d)jx-sinsxdx; e) jlnxdx.

Rozwiqzania
a) Jx-cosxdxz f,(x)zx g/lv)=cosx —x~sinx—jsinxdx=xsinx+cosx+C;
f(x)=1 g(x)z sinx
fl)=1 g(x)=("-3x-2)

b)j(xz—sx—z)-lnxdx— , 3,

fx)= —dx g(x)= % —Ex —2x|”

_rp 32 (e 3 onla=lo 3ol _
—(3x 2x 2x)Inx J(3x 2x 2x)xdx—(3x 2x 2x)Inx

—l_[x2dx+éjxdx+2jdx= (lx3 —éx2 —2x)1nx—l x* +§x2 +2x+C.
3 2 3 2 9 4
fx)=x—x+1  g'(x)=¢"

fx)=2x-1)  glx)=e¢

=(x*—x+1)e" —[(2x—1)e"dx =

c) I(xz —x+1)-e'dx=

u=2x-1 du =2dx

=(x"—x+1)e" - .
dv=e'dx v=

[(2x De” —2jexdx]—

=(x*—x+)e" —2x—-1)e" +2e"+C=(x* -3x+4)e" + C.

flx)=x g'(x)=sin3x

. 1
d) [x-sin3xdx= 7x)=1 g(x)z—%cos3x ——§x~cos3x+§fcos3xdx_

:—lxcos3x+lsin3x+C.
3 9
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e) Wydaje si¢, ze wyliczajac t¢ catke, nie mozemy zastosowaé metody catkowania
przez czgsci, gdyz funkcja podcatkowa nie jest iloczynem dwoch funkcji. Jednak
kazda funkcj¢ mozna (nie zmieniajac jej) pomnozy¢ przez jeden, a funkcja y = 1
jest calkowalna. Mamy zatem

S(x)=Inx ¢'(x)=1

1
Ilnxdx= f’(x)=é g(x)zx=x1nx—j;~xdx=x1nx—jdx=

=xlnx—x+C.

Calkowanie z zastosowaniem wzorow rekurencyjnych

Wzorem rekurencyjnym nazywamy wzdr okreSlajacy n-ty wyraz ciggu (tu:
ciggu calek) w taki sposob, ze okreslony jest poczatkowy wyraz ciggu (lub skonczona
liczba wyrazéw poczatkowych), a kazdy wyraz ciggu jest okreslony za pomoca
wyrazoéw poprzednich. Zatem sposob okreslenia n-tego wyrazu ciagu: a, = n® +1 nie
jest rekurencyjny, natomiast sposob: a, =2, a,=a, ,+2n-1, n=2 jest rekuren-
cyjny. Istnieje duzo wzordéw rekurencyjnych dla catek. Oto jeden z nich:

dx X 2n-3 dx
,[ 2\n 2n—1+ _,[ 2\n-1 *
(1+x7) 2n-2)1+x7) 2n=27 (1+x°)
Przyklad 4.p.4. Wyliczy¢ calki:
dx x+3
a ;b X .
)'[(1+x2)3 )'[(x2+4x+13)2
Rozwiqzania
dx X 3 dx X
I 283 22 +_I 22 VI
1+x7) 40+ x7)" 47 (Q+x%) 41+ x7)
3 X 1 dx X 3x 3
+= o+ > |= 5t —+—arctgx+C.
412(1+x7) 2°1+x 41+x7)" 8(1+x") 8

Przy obliczaniu powyzszej calki zastosowano dwukrotnie wzor rekurencyjny.
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x+3 _
)'[(x +dx+13)2 =

(przedstawiamy troéjmian kwadratowy z mianownika w postaci kanonicznej
X Hax+13=(x+2)>+9

_J‘ x+3

x+2=3t _I 3t+1
(x+2) +9]

Cldx=3dt| 7 (92 +9)°

I Otdt I 3dt le e 1opodt
9’(1+1%)* < 92 (1+12)> (A+15* 277 A+1%)?

wyliczymy teraz oddzielnie

L osar ,
1+t"=p

2tdt = dp

tdt
I(1+t2)2 :I(1+t2)

dp
2'[p2

Le oo 1 . 1 1
=— dp=—-(-1)-p7+C=———+C=- +C
Y P =5 p 2p 2(1+1%)

dt t 1 dt t 1
I 5 = > +—j +—arctgt+C
A+ 20+ 271477 2(1+t ) 2

(obliczajac pierwsza catke, zastosowano podstawienie, a do obliczania drugiej
zastosowano wzor rekurencyjny).

1 1 1 t 1 -3+t 1
= +— +—arctgt [+ C=————+—arctgt+C =
9 2(1+1%) 27| 2(1+1*) 2 54(1+1%) 54

. x+2 . . .
(podstawimy teraz za ¢ = i otrzymamy po wyliczeniu)

x—17

2
54{1+$9x+4} 6(x* +4x+13) oraz —3+%2=

x—=7 1 x+2
=——————+—-arc tg—+C
18(x +4x+13) 54 3
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Uwaga 4.u.3. Nie da si¢ obliczy¢ calek:

sin x 2

I . dx, Ie dx,

Isin(xz)dx, j e—z dx,
X

cosx , dx

I X ° I logx’

poniewaz nie istniejg funkcje elementarne, ktorych pochodne sg rowne powyzszym
funkcjom podcatkowym.

4.1.3. Calkowanie funkcji wymiernych. Rozklad na ulamki
proste

Wyrazenia postaci

A A
x—a’ (x—a)
oraz
Ax+B Ax+B
I S L A<
X +px+gq (x +px+qyf

nazywamy utamkami prostymi.

Rozktadem na utamki proste nazywamy przedstawienie funkcji wymiernej
wlasciwej (funkcja utamkowa, ktérej licznikiem i mianownikiem sg wielomiany —
stopien wielomianu licznika jest mniejszy od stopnia wielomianu mianownika) za
pomoca sumy utamkoéw prostych. Ponizej przedstawiono sposoby rozpisywania na
utamki proste:

5x2=2x+3 A B C D E

(x=1>(x+2)°  (x-1) S (x+2)° " (x+2)? e

3x°-9 4 LB+ C
x+D(2+1) x+1 x*+1°

x* 4 B Cx+D Ex+F
a2 2 2 a2 T2 2T 2 :
(x=3)"(x"+2x+2)" (x-3)" x-3 (x"+2x+2)° x"+2x+2
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Przyklad 4.p.5. Obliczy¢ calke
| 2x* +2x+13
(x—2)- (x2 +1)2

Rozktadamy najpierw funkcje podcatkowa na utamki proste:

dx .

2x% +2x+13 A Bx+C Dx+E

= + .
x-2)(x*+1)* x-2 x*+1 (P +1)?

Aby wyliczy¢ A4, B, C, D, E, najpierw przyrownujemy lewg i prawa strong
roOwnania (wlasciwie — tozsamosci), nastgpnie prawg stron¢ roOwnania sprowa-
dzamy do wspdlnego mianownika

237 +2x 413 A- (2 +1)2 +(Bx+C)-(x—2)-(x? +1)+(Dx+E)-(x—2)
(x=2)(x>+1)> (x=2)(x> +1)?

Mianowniki z lewej i prawej strony rownosci sg sobie rowne, wigc przyrownujemy
liczniki; otrzymamy

2x7 +2x+13= AP + 1) + (Bx+ O)(x = 2)(x* + 1)+ (Dx + E)(x=2) .

Z prawej strony réwnania wykonujemy dziatanie i grupujemy wyrazenia z tymi
samymi pot¢gami zmiennej x, a nast¢pnie przyrownujemy wspotczynniki przy tych
samych potegach zmiennej x (wielomiany sg identyczne — je$li po prawej stronie
nie ma pewnej potggi zmiennej x, a po prawej jest — przyjmujemy, ze po lewej
stronie wystepuje ona ze wspotczynnikiem 0):

2x7 +2x+13= A(x* +2x* + 1)+ (Bx + O) (x> =2x> +x=2)+ (Dx + E)(x = 2),
2x* +2x+13=(4+B)-x* +(-=2B+C)- ¥’ +(A+ B-2D+E)-x* +

+(-2B+C-2D+E) x+(4-2C-2E).

Wspotezynniki przy x* A+B=0,
wspoétczynniki przy x’ 2B+ C=0,
wspotczynniki przy x” A+B-2C+D=2,
wspotczynniki przy x 2B+ C-2D+E=2,

wyrazy wolne A-2C-2F =13.
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Po rozwigzaniu zapisanego uktadu roéwnan otrzymujemy: 4 =1, B=-1, C=-2
D=-3, E=-4, wigc
2x° +2x+13 1 —x-2 -3x-4
2,12 t o et ’
(x=2)(x"+1)° x-=-2 (x"+1) x"+1

czyli catk¢ mozemy zapisa¢ w postaci

2x% +2x+13 x+2 3x+4
'[(x—2)(x2+1)2 ZI _I( ) L e

[ D pnx-2+C,
2

X —

j(x;zdng j( = dx+2 j( +1)2

x2+1)

x> +1=¢
Zxdx

- 1
=— I 2d _—2—t ﬂm-i_C’
2. I (x +1) dx = (wzbr rekurencyjny) = {2—.();?+%~arctgx}+C,

et g2

. +1d +4I ; ln(x +1)+4 arctgx+C.

Po dodaniu wszystkich sktadowych calki i po redukcji wyrazow podobnych mamy:

2x%+2x+13 3 5 1-2x
= = dx=Inlx-2|-=-1 11-5-
J.(x_2)(x2+1)2dx n|x | 5 n(x + ) 5 arctgx+2. T +C

4.1.4. Calkowanie funkcji niewymiernych. Podstawienia Eulera

Przyktad 4.p.6

t=+x+1
Vx+1+2 2 t+2 t+2
[————F—=dx=|t =x+1|=[F—2tdt = =
(x+1) —vx+1 tt—t

2tdt = dx
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YN SR PP SR Y S N
(=D +1t+1) t+1 tC+t+1

Autorzy szczerze wierza, ze uwazny Czytelnik potrafi dokonczy¢ wyliczenie
tej catki.
Podstawienia Eulera stosuje si¢ do catkowania funkcji R[x, Vax® +bx+ c] .

I podstawienie Eulera

vax® +bx+c :ti\/;x,a > 0.

Przyktad 4.p.7.

NxP+a® =t—x
2 +a? =1* =20+ x?
dx 2ix =12 —a? 3
fﬁ— -a’ |7
x“+a x= 5
t
t2+a2
dx = o7 dt
t
t2+a2 dt
2 dt
= %z[—=1n|t|+czlnx+\/x2+a2 +C.
t"+a t
2t

II podstawienie Eulera

\/ax2+bx+c=xti\/z,c>0.

Przyklad 4.p.8.
Vxl—x+l=t—-1
X —x+1=12x2 =2 +1
2 12 —t+1
dx x—=1=t"x-2t (>-1)?
_ = =2|——dt=
2
J.x+\/xz—x+1 rx—-x=2-1 '[ =t
— 2=l
_ti—l
dx =21~ gy
-1
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+ 200~ nfr 1~ 3l + 1+ C = S

\/xz—x+l+x+1

11 |\/x2—x+1+1—x| 31 |\/x2—x+l+l+x|
=In +C

:J~—2t2+2t—2 3
=)@ +1)*  t+1

VX2 —x+1+1

X

n
I

III podstawienie Eulera

+2 In

Jesli tr6jmian kwadratowy ma pierwiastki, np. niech jednym z nich jest A, to

Vax® +bx+c =t(x—A).

Przyktad 4.p.9.

Va® —x* =t(a—x)

a’*—x*=t*(a—x)’

(a—x)a+x)=t*(a—x)*
J- dx a+x=t*(a-x) Va’ —x* =t(a- a[_l)—

2 2

2 2 — — 2,142

a’—x atx=ta—-t'x =g LA o g ar
2 2 t°+1 t°+1
I"'x+x=ta—a

_ 12—

12 +1
dx =a—*—
(12 +1)
4at
J‘Lt_"'li _2.j —— =2-arctgt+C =2-arctg 2ol
" +1 a-x

> +1

4.1.5. Calkowanie funkcji zawierajacych wyrazenia
trygonometryczne

Funkcje postaci R(sin x,cos x)

Przyklad 4.p.10. Zaczniemy od wprowadzenia tzw. ,,podstawienia uniwersalnego”:

tg%xzt,

. 2t 1-£2
sinx=——, cosx= >
1+¢ 1+1¢
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x=2arctgt, dx= 2dt2 .
1+¢
Obliczymy caltke
=sint
J I COS =ICOStdZ:JdZ:t+C:arcsin(x)+C.
,/1 2 dx cost \/1 sin?¢ cost

Zadanie 4.z.1. Wylicz nastepujace catki nieoznaczone

)Iﬁ%idx; b) [x*Inx dx; ©) [xsin2x dr;d) [(Vx —cos3xkx;

)I(x \/_X IXCOS4X dx; g) I( x+21nx)dx; h) I(2x+3)€_xdx;

D [xe v ) [B-xf xdr: ©) [(e+2)sindx dy;
D [@x+5)cosly® +5x+Thv; m) [@x-Dlnx dv; n) [@x+3)e” > dx;

0) IMMCJ;C p) [@x+5)ePdr 1) jwdx; s)jx2_3dx;
X

x*+1 X+l
3x 1 4x+19
t) J.'\/_ lnxdx u) J.ln X— 1 ) W) I x+5 ) Ixz +5x+4dx'

Odpowiedzi
8 1 ; 1

a) 2&—4x+§x&+c; b) S| Inx—— |+ C;

1 1. 2 1.
¢) ——xcos2x+—sin2x+C; d) —xvx——sin3x+C;

2 4 3 3

2, , 2 | 1
e) —xVx—x"+—xJx+C; f) —xsindx+—cosdx+C;

5 3 4 16
g)%x&+2x1nx—2x+c; h) —2x+5)e ™ +C; i) —%e-“*%c;

26
i) —(31—;)+c; k) —W+ésm3x+c; 1) sin(x® +5x+7)+C;
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m) (xz—x)lnx—%x2+x+c; n) e e Oy o) %x\/;—Z\/;+C;

2x+5 ezx

p)2

—%e2x+C; r) x+ln(x2+1)+3'arctgx+C; s) x—4-arctgxC ;

t) §~x'\/;~(lnx—§j+C; u) x-In(x—1)—x—In(x-1)+C;

w) Infx=3[+2-Injx+5+C; y) 5-Inx+1|-Injx+4/+C.

4.2. Calka oznaczona

Definicja 4.d.3. Niech bedzie dana funkcja y= f (x), cigglta w przedziale dom-
knigtym <a,b> , i jej funkcja pierwotna y = F(x). Calka oznaczona funkcji f(x)

b
w przedziale <a,b> nazywamy roznice F(b)— F(a) i oznaczamy ja: I f(x)dx.

Liczb¢ a nazywamy dolng granica calkowania, a liczb¢ b — gérng granica
catkowania. Mozna zatem zapisac:

(4.1) [ roae=[F)]; = Fb)-F(a).

Wilasnosci calek oznaczonych
as<x<bh,

b b
[a-fde=a-[ f(x)dx,

b b b

[(f ()£ g(x0))dx =] f(x)dx£ ] g(x)dx

b c b
a<c<b= [ f(x)dx=[fx)de+ [ f(x)dx.
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3
Przyktad 4.p.11. Wyliczy¢ catke oznaczong J' (3x2 —4x+ 7)dx .

-2

Rozwigzanie

I sposob:

3(32 xt7)de= 320 —atei g T
J-x—x+ x—[-gx— -5x+x}_2—

-2

—(1-3°-2.3+7.3)-(1-(-2) —2- (- 2P +7 (- 2))=

(27 -18+21)—(-8-8—-14)=30—(—30) = 60.

II sposdb (korzystamy z wtasnosci catek oznaczonych):

f(3x2—4x+7)dx= 3-J§x2dx—4~ fxdx+7~ f1~dx=
) 2 2

-2

3 3 3
3.[14 _4.{14 +7.[1x} _
3 1, 2 _2 1 ],

[x3]_32 —4-%~[x2]_32 +7-1'[x]_32 =

3

L
3

== (-2))-2-B2 = (2P ]+ 7- (- (-2))= (27 +8)-2-(9-4)+7-(3+2) =

=35-10+35=60.

Odpowied?: Powyzsza catka oznaczona jest rowna 60.

Autorzy uwazajg, ze drugi sposob jest zdecydowanie korzystniejszy z oblicze-

niowego punktu widzenia.

Zadanie 4.z.2. Wyliczy¢ calki oznaczone:

e

0 [

2

cos2xdx .

ct—ol

1dx; b) Jz-(x—l)~(x2—2)dx; c)
-2

Odpowiedzi

a) In(e—1); b) g; ¢) 0.
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4.3. Calka Riemanna

Niech bedzie dana funkcja y = f (x) okreslona w przedziale <a,b> . Okresli-
my podzial TI odcinka <a,b> na k czeSci, I:a=x,<x<x,<..<x,=b.
Dhugos¢ najwigkszego odcinka tego podziatu nazwiemy jego srednica 6(IT), zatem
3(I)= ma)i(xi —xiy)-

W kazdym z przedzialow <x,._1,x,.> wybieramy jeden punkt ¢, (x;_; <c, <X;)
1 nazywamy go punktem posrednim.

Definicja 4.d.4. Sumg Riemanna funkcji y = f(x) w przedziale <a,b> dla podziatu

IT, przy ustalonym wyborze punktow posrednich c;, nazywamy liczbg

R(H)= éf(ci)'(xi _xi—l)'

Jesli oznaczymy roznice x;—x,, przez Ax;, to Srednice podziatu II

,,,,,

YA

flep)

f(cﬁ) Q-
flcy)

[ 4
flcp)

o H »
© > < 8 >
0 a=x_ ¢ X c X C X c X x ¢ x=b X
2 2 3 3 4 4 n1 n n

Rysunek 4.1
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Oczywiscie, w przedziale <a,b> mozemy okresli¢ dowolng liczbe podziatow,
majacych na przyktad coraz wigkszg liczbe punktow i rozne Srednice. Zatem
mozemy okresli¢ nieskonczony cigg podzialow (tego samego odcinka <a,b> ).

Definicja 4.d.5. Nieskonczony cigg podzialow (H(”))

n

< brzedziatu <a,b> nazywa-

my normalnym, je$li lim J(H(") ) =0.
n—soeo

Z definicji ciagu normalnego podzialéw wynika, ze liczba k () odcinkow,
na ktore podzielony jest przedziat <a,b>, ro$nie (niekoniecznie monotonicznie) do
nieskonczonosci, co wigcej, dtugosci wszystkich tych odcinkéw zmniejszaja sig
»mniej wigcej” rOwnomiernie.

Za pomoca powyzszych poje¢¢ zdefiniujemy catke Riemanna.

Definicja 4.d.6. Niech bedzie dana funkcja y = f(x) okreslona w przedziale <a,b>.
Jezeli dla kazdego ciggu podzialdéw normalnych (H(”))nEN przy dowolnie obranych

)
punktach posrednich c,.(”) istnieje granica wlasciwa lim Z f (cl.("))- Axi(”), to granice
n—yo0 i=1

te nazywamy calkq Riemanna funkcji f(x) w przedziale <a,b> 1 oznaczamy

I £ (x)dx (jest to oznaczenie tymczasowe, ponizej opisano, dlaczego).
xe<a,b>

Mozemy zatem zapisac:

f(x)dx =lim S i Ci(") 'Axi(n) ,
2

xe<a,b> n—yoo0 i
o ile granica po lewej stronie znaku réwnosci istnieje.

Pozostaje wskaza¢ zwigzek migdzy opisang wczesniej catka oznaczong
funkcji ciaglej a calkg Riemanna. Zwigzek ten opisuje nast¢pujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.t.2 (Newtona-Leibniza). Jezeli funkcja y = f(x) jest ciagta w przedziale

<a,b> , to jej catka Riemanna istnieje i jest rOwna catce oznaczone;j:
b
If(x)dx = If(x)dx.
xe<a,b> a

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze dla funkcji ciggtej catka oznaczona i cat-
ka Riemanna s3 identyczne. Zapis catki oznaczonej jest wygodniejszy, bedziemy
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b
wigc stosowac symbol I f(x)dx do zapisywania catki Riemanna dowolnej funkcji,

dla ktorej ta calka istnieje (przy czym dla funkcji cigglej bedzie to oczywiscie
F(b)-F(a)).

Istniejg funkcje, dla ktérych nie istnieje catka oznaczona, a istnieje catka
Riemanna. Sg to na przyklad funkcje, ktére maja punkty nieciggtosci. Zaréwno
catka oznaczona, jak i catka Riemanna istniejg tylko dla funkcji ograniczonych.
Istnieje bardzo wiele zastosowan calek Riemanna w naukach stosowanych, zwtasz-
cza w ekonomii i naukach technicznych, gdzie sa wregcz niezbednym narzedziem
opisu rzeczywisto$ci.

Aby zastosowac catke Riemanna (czyli catke oznaczong), nalezy we wzorze

b k(”)

If(x)dx =lim ) f(c,("))' Ax™)

n—eo £
a i=1

odpowiednio zinterpretowac istote wyrazenia: f (cl.(”))- Axf”) . Jest to warto$¢ funkcji
na ,,niewielkim” przedziale (niewielkim w stosunku do calego przedzialu sumo-
wania) pomnozona przez dlugos¢ tego przedziatu. Na rysunku 4.1 jest to pole
prostokata o ,,niewielkiej” szeroko$ci. Suma tych pol przybliza pole obszaru migdzy
wykresem funkcji a osig Ox. Ale interpretacja catki oznaczonej wynikajaca z catki
Riemanna pozwala oblicza¢ wielko$ci, ktére sg efektem procesu sumowania
wystarczajaco matych elementow. Jesli zimg dozorca od$nieza za pomoca topaty
alejke parkowa dtugosci 100 metréw, odkladajac odgarnigty $nieg na brzeg alejki,
a rownolegly alejke odsnieza inny dozorca za pomocg pluga doczepionego do mini-
traktorka, to ten pierwszy dziala za pomocg sumy Riemanna, a ten drugi — catkuje
w sensie Riemanna. Czytelnik sam zdecyduje, co by wolat robi¢.

Przyktad 4.p.12. Obliczyé pole obszaru ograniczonego krzywymi: y=2x>+x—15

oraz y=—x"—5x+9.

Rozwigzanie

Calka oznaczona jest rowna polu obszaru mi¢edzy krzywa wyrazong funkcja
podcatkowa, osia Ox oraz prostymi pionowymi przechodzacymi przez granice
przedziatu catkowania. Zatem pole obszaru ograniczonego krzywymi jest rowne
calce oznaczonej roznicy rownan krzywych (,,wyzsza” minus ,,nizsza”), a granicami
catkowania sg punkty przecigcia krzywych.

2x2 +x—15=—x>-5x+9,
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3x*+6x-24=0,

x=-4, x,=2.
P= T[—x2—5x+9—(2x2+x+9)]dx= f(—3x2—6x+24)dx=
24 24

2 2 2 2 2 2 2
=—3~Ixzdx—6-jxdx+24~J'dxz—S{—} —6-{—} +24-[xf, =
-4 -4 -4 3 -4 2 -4

=20 (-4))-3. (22— (-4} )+ 24 2 (- 4)) = =72 +36+ 144 =108 ].

Odpowied?. Pole obszaru ograniczonego wykresami powyzszych funkcji jest
rowne 108 [/°].

Przyklad 4.p.13. Zysk z pracy urzadzenia liczony w tysiacach euro w skali roku

wyraza si¢ wzorem ——,
1+¢

eksploatacji urzadzenia liczony w latach. Jaki jest okres efektywnej eksploatacji
urzadzenia? Jaki zysk catkowity wypracuje urzadzenie w catym okresie eksploatacji?

a koszt eksploatacji wzorem Ltz, gdzie t — czas
2525

Urzadzenie przestanie ,,zarabia¢ na siebie”, gdy zysk zrowna si¢ z kosztem
eksploatacji (¢ > 0)
4 1,
2 " heae !
1+t~ 2525

b

t*+t-10100=0,

t=10.
Aby obliczy¢ zysk catkowity, liczymy catke:

10

10 3
4 1 P 10 1 t
———1t° |dt=4-|arctgt|, ——— | —| =
I(1+t2 2525 j faretgr 2525 L}

0 0

=5,8845-0,132 =5,7525.

Odpowiedz: Zysk calkowity z okresu eksploatacji jest rowny 5,7525 tys. euro.
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Zadanie 4.z.3. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresem funkcji:

a) y=x"+3x+1, y=x+4; b) y=x-x-2, y=x+1;

¢) y=x"+x+3, y=—x>-3x+9; d) y=—x"+3x-2,y=—x+1;

e) y=—x"+x+6,y=x"+x-2; f) y=x"+5x-2,y=x-2;

g) y=—x>=2x+1,y=x>-2x—-1; h) y=4x’ +x+1, y=x>+x+4;
i) y=x+3,y=x"-2x+3.

Odpowiedzi

32 32 64 4 32 32 8 9
a)—; b)—; ¢)—; d) —; e) —; s —; h)4; i
)3 ) 3 ) 3 )3 ) 3 f) 3 2 3 ) )2



S. Funkcje wielu zmiennych

5.1. Pojecia podstawowe

Okreslenie zbioru n-wymiarowego

Definicja 5.d.1. Zbioér X nazywamy zbiorem n-wymiarowym, jezeli kazdemu ele-
mentowi tego zbioru mozemy przyporzadkowa¢ doktadnie jedng n-tke liczb rzeczy-
wistych, tzn. Pe X, gdy P= (xl,xz,...,x”), gdzie x,e Rdlai=1,2,.., n.

Okreslenie funkcji » zmiennych

Definicja 5.d.2. Niech X bedzie zbiorem n-wymiarowym, a Z podzbiorem zbioru
liczb rzeczywistych R; wéwczas odwzorowanie, ktore kazdemu elementowi ze
zbioru X przyporzadkowuje doktadnie jeden element ze zbioru Z, nazywamy
funkcja n zmiennych i zapisyjemy: z= f(x,x,,...,x,) lub krocej z= f(P). X
nazywamy dziedzing funkcji, a Z zbiorem warto$ci funkcji.

W naszym opracowaniu begdziemy w zasadzie mowili o funkcjach dwoch
zmiennych, ktore mozna zapisa¢ z = f(x,y).

Interpretacja geometryczna funkcji dwoch zmiennych

Niech X bedzie dziedzing funkcji z= f(x,y), a Z jej zbiorem wartosSci;
wowczas dla A =(x,y)e X f(x;,y)=z€Z. Otrzymujemy wigc punkt
B'=(x,»,,z,), ktéry mozemy nanie$¢ w przestrzeni tréjwymiarowej; podobnie dla
P, =(x,,y,)e X otrzymujemy odpowiedni punkt P,' itd., dla P,e X otrzymamy
odpowiedni punkt P,'; gdy punkty P, P,, ..., P,... wyczerpia caly zbior X, wtedy ich
odpowiedniki B', P,', ..., P,'... utworza powierzchni¢ znajdujaca si¢ w przestrzeni
trojwymiarowej, wigc w interpretacji geometrycznej funkcja dwoch zmiennych jest
powierzchnig.
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Rysunek 5.1

5.2. Granica funkcji dwoch zmiennych

Zagadnienia zwigzane z pojeciem i1 obliczeniami granicy funkcji dwodch
(1 wigcej) zmiennych sg bardziej ztozone niz w przypadku funkcji jednej zmienne;.
Dziedzing funkcji dwoch zmiennych jest bowiem pewien obszar, a nie przedziat.

Definicja 5.d.3. Ciagiem punktow w obszarze D plaszczyzny kartezjanskiej xOy
nazywamy funkcje a(n) = (x(n), y(n)), gdzie x(n) i y(n) (lub (x,)i (y,)) sa
ciagami liczbowymi, a wszystkie punkty P, = (x(n), y(n)) naleza do obszaru D.
A zatem cigg punktow mozemy okresli¢ jako ciag uporzadkowanych par liczb.
Odleglos$¢ migdzy dwoma punktami na plaszczyznie kartezjanskiej okresli¢
mozna wzorem:

d(4, By=(x, —x, ¥ + (v, =3,V

gdzie A4 = (x, y.), B =0 yp).
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Teraz juz tatwo mozemy zdefiniowaé granice ciggu punktow, ktora —
oczywiscie — bedzie punkt.

Definicja 5.d.4. Niech bedzie dany ciag punktow P, = (x,, y,) W obszarze D.
Mowimy, ze ciag (P,) jest zbiezny do punktu Py = (X, o), jesli limd (Pn,PO) =0.
n—>o0

Definicja granicy funkcji dwdéch zmiennych w punkcie, ktorg teraz podamy,
bedzie analogonem znanej Czytelnikowi jeszcze ze szkoly $redniej (taka nadzieje
majg autorzy) definicji granicy funkcji w sensie Heinego.

Definicja 5.d.5. Niech bedzie dana funkcja z = f{x,y), okreslona w kazdym punkcie

obszaru D, oraz punkt Py = (xo, yp). Mowimy, ze granica funkcji f(x,y) w punkcie P,

jest liczba g, jesli dla kazdego ciagu punktow (x,, y,) z obszaru D, zbieznego do P,

odpowiedni ciag liczbowy wartosci funkcji: z, = f(x,,y,) ma granicg limz, =g .
n—eo

Mozemy to zapisac:

lim f(x,y)z g lub lim f(x,y)=g, czy wreszcie lim f(P)z g.
(x,7)=(x0.70) x:xo P—P,
Y—=Yo

Nalezy nadmieni¢, ze w powyzszej definicji nie wymaga si¢, aby punkt P,
nalezat do obszaru D. Jednak jesli ,,powigkszymy wymagania” w stosunku do punktu
Py, to otrzymamy inng wazng wlasno$¢ funkcji, a mianowicie cigglosé w punkcie.

Definicja 5.d.6. Niech bedzie dana funkcja z = f{x,y), okre$lona w kazdym punkcie

obszaru D, oraz punkt Py = (xo, ¥o) z tego obszaru. Mowimy, ze funkcja f(x,y) jest
ciggta w punkcie P, jesli ( lir(n ) flx,y)=f (xo, yo).

x.y)-(x0.30

Uwaga 5.u.1. Mowimy, ze funkcja z = f(x,y) jest ciagla w obszarze D, jesli jest
ciggla w kazdym punkcie tego obszaru.

5.3. Pochodne czgstkowe funkcji dwoch zmiennych

Pojecie pochodnej funkcji wielu zmiennych nie istnieje. Istnieje natomiast
pojecie rozniczkowalno$ci funkcji wielu zmiennych. Nie ma pochodnej ,,w ogole”,
ale pochodna ,,wzgledem ustalonej zmiennej” Iub (o tym w tej ksiazce nie piszemy)
,»W ustalonym kierunku”.

Definicja 5.d.7. Jesli istnieje granica

limf(x+h’y)_f(x’y) ,
h—0 h
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to nazywamy jg pochodna czastkowa funkcji z= f(x,y) wzgledem zmiennej x
1 zapisujemy ja w jeden z nastgpujgcych sposobow:
Jz oz

,0.f, 0.z,
ox’ ox /

X

Definicja 5.d.8. Jezeli istnieje granica

md 5 y+k) S, y)

k—>0

to nazywamy ja pochodng czastkowa funkcji z = f(x, y) wzglegdem zmiennej y
1 zapisujemy ja w jeden z nastepujacych sposobow:

oJ dz

,d,f, 0 .
o Wf> 0,2, 1), 2,

Z definicji 5.d.7 i 5.d.8 wynika, ze gdy obliczamy pochodna czastkowa
funkcji wzgledem zmiennej x, wowczas y si¢ nie zmienia, wi¢c nalezy ja traktowac
jako stata. Analogicznie — przy obliczaniu pochodnej czastkowej wzgledem zmiennej
y — x traktujemy jako stalg, a wyliczenie pochodnej czastkowej odbywa sie¢ tak jak
obliczanie pochodnej dla funkcji jednej zmienne;.

Przyktad 5.p. 1. Wyliczy¢ pochodne czastkowe nastepujacych funkc;ji:

a) z=3x"-2xy+4y’ +6x-7y+8; b) Z=x;+_3yz;
X“+y
c) z=yx*+4y +7; d) z=(x+y)e" 42yt

Rozwiqzania

Dziedzing wszystkich wymienionych wyzej funkcji jest R* = R x R, czyli
zbior wszystkich par liczb rzeczywistych.

a)%=6x—2y+6; %=—2x+12y2—7;
ox dy
1 (x*+yH)—(x+3y)-2x —x2+y2—6xy
b) d.z >
(x +y)z (x2+y2)z
3 Z_3x2+3y2—2xy—6y2 _3x2—3y2—2xy_

y (xz +y2)z a (x2+y2)z ’
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3
) z, = ! 4x7 = 2x ,
2xt +4y 47 Jxt+4ay? 47
1 4
g y

z

g 2\/x4+4y2+7 \/x4+4y2+7

d)z =1 e Yy (x+y) e oy = (1 +2x° + 2xy) e

x2 +2y2 xz+2y2

zy=1~ex2+2yz+(x+y)e '4y=(1+4xy+4y2)e

Uwaga 5.u.2. Wyliczane w podanych przyktadach pochodne nazywamy czgsto
pochodnymi czastkowymi pierwszego rzedu.

Zadania

Zadanie 5.z.1. Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu dla nast¢pujacych
funkcji:
a) z=4x" —Txy+3y° +7x-9y+8; b) z=1x"+4x’y -1 +3x% -3x-y;

2

2
+ —_
0 2= Dp=tns 9= D T

u?—v?

@) L= 43" h) R=G i) N=re " i) M =In(9+u>+ p?);
k) p= "4

r—q
Odpowiedzi

a) z, =8x-Ty+7, z,=-Tx+6y-9;
b) z, =x?+8xy+3y* -3, z, =4x* —y+6xy—1;

-2y 2x |
) N PR

c) z, =
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d)p:ﬂ p:ﬂ-
! (u2+v2)z, ' (u2+v2)2’

e)r—; N
f)sz(1+p—q).e17+q, Tq=(p—q—1)-e1’+‘1;
g) Lt=2[+(3+3[).el¢+t’ Lu=3t~e”+t;

2u~(u2+v2—1) et :—ZV'(L!2+V2+1). w2yt

R ey N S

2
. r 2,2 rs 2, 2
1) Nr={1+—2]~e TN =V
s

P+ S+
. 2u 2p
M=—2 M, =—F
D M, 9+u’+p’ P9vut 4+ p?
P9 |74 p__r _ |r-g

(r=qf Vr+q’ 7 (r—qf \r+q’

5.4. Pochodne czastkowe wyzszych rzedow

W przyktadowych rozwigzaniach mozna zauwazy¢, ze wyliczone pochodne
czastkowe sg rowniez funkcjami dwoch zmiennych, wigc z tych funkcji mozna
wyliczy¢ ich pochodne czastkowe, ktore nazywamy pochodnymi czastkowymi dru-
giego rzedu.

Definicja 5.d.9. Wprowadzimy oznaczenia:

0z oz
= — h . = — ’
g(x,y) P (x,») %

jesli powyzsze pochodne czastkowe istnieja, to pochodne czastkowe drugiego
rzedu okres$lamy ponizszymi wzorami:
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— pochodna czgstkowa drugiego rzgdu liczona wzglgdem zmiennej x:

(a0,
ox ox\ox) ox*

- pochodna czgstkowa drugiego rzgdu liczona najpierw wzgledem zmiennej x,
a nastgpnie wzglgdem zmiennej y:

og _ 8[82) 0’z L.
dy dylox) dyox

- pochodna czgstkowa drugiego rzgdu liczona najpierw wzgledem zmiennej y,
a nastgpnie wzglgdem zmiennej x:

oh _d(dz 0’z .
ox Ox ay axay e
pochodna czastkowa drugiego rzgdu liczona wzgledem zmiennej y:
oh _d(dz 8_22 _,
ay ay ay o’
Uwaga 5.u.3. Pochodne czastkowe drugiego rzgdu liczone wzgledem zmiennych x i y
niezaleznie od kolejnosci ich liczenia nazywamy pochodnymi czastkowymi mieszanymi.

Twierdzenie 5.t.1 (Schwarza o pochodnych mieszanych). Jezeli pochodne czastkowe
mieszane z,, oraz z, sa funkcjami ciagtymi, to s3 one sobie rowne, czyli zachodzi

Xy
rownos¢

Zyy = Zyy -

Definicja 5.d.10. Przez analogi¢ pochodne czastkowe rzedow wyzszych niz drugi wy-
liczamy jako pochodna czastkowa z pochodnej czastkowej rzedu o jeden nizszego.

Uwaga 5.u.4. Z twierdzenia o pochodnych mieszanych wynika, ze przy obliczaniu
pochodnych mieszanych wyzszych rzedow kolejnos¢ liczenia pochodnych nie

odgrywa roli, gdy odpowiednie wyliczane pochodne s3 funkcjami ciaglymi.
3
Na przyktad, aby wyliczy¢ pochodna aaTg , musimy liczy¢ pochodna kolejno trzy
X oy

razy — w tym dwa razy wzgledem zmiennej x i raz wzgledem zmiennej y,
a kolejnos¢ liczenia tych pochodnych jest dowolna. Oznacza to, ze mozemy liczy¢
najpierw pochodng czastkowa wzgledem zmiennej x, z tego wyniku pochodng
czastkowa wzgledem zmiennej x, a nast¢pnie z otrzymanej funkcji — pochodng
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czastkowa wzgledem zmiennej y; mozemy jednak postapi¢ inaczej, mianowicie:
wyliczy¢ najpierw pochodng wzgledem x, potem kolejno wzgledem y i wzgledem x
albo: najpierw wzgledem y, a nastgpnie dwa razy wzgledem x.

3
z x+2y

Przykiad 5.p.2. Obliczy¢ pochodng czgstkowa 888 >— dla funkcji z=cosxe
Y

X

Rozwigzanie

Dziedzing jest zbior wszystkich par liczb rzeczywistych, czyli R® = RxR.
3

Pochodna af
0x0°y

wyliczymy, stosujac rézne kolejnosci liczenia pochodnych:

x+2y x

+cosxe’ x+2y

1) z, =—sinxe +2y~1=(—sinx+cosx)e ,

2= (—sinx+cosx)e™™* -2 =(-2sinx+2cosx) e** |

_ . x+2y _ . x+2y
zyyx—(—251nx+2cosx)e -2—(—4smx+4cosx)e .

2y 2y
2) z,=cosxe""-2=2cosxe"",

x+2y

T = (~2sinx+2cosx) e,

z =-2sinxe™"* +2cosxe

Xy

x+2y

—2sinx+2cosx)e™™? -2 =(—4sinx+4cosx) e

Zygf_'(

2y 2y
3) z,=cosxe” -2=2cosxe"",
zZ, =2cosxe .2 =4cosxe™

Y.

z,, =—4sinxe™ +4cosxe™ -1=(—4sinx+4cosx) e .

Wyniki uzyskane w kazdym z tych przypadkow sg identyczne:

Zyx T Zyxy TEpye

Przypomnienie:
z,,, oznacza, ze liczyliSmy kolejne pochodne w nast¢pujacej kolejnosci — najpierw

wzgledem x, nastepnie wzgledem y oraz wzgledem y.

z,,, Oznacza, ze najpierw liczymy wzglgdem y, nastgpnie wzgledem x i jeszeze raz

wzgledem y;

z,,, oznacza, ze liczono kolejno wzglgdem y, wzgledem y, wzgledem x.
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Zadania

Zadanie 5.z.2. Wyliczy¢ zadane pochodne czastkowe wyzszych rzedoéw dla na-
stepujacych funkcji:

a) z,,, dlafunkcji z= (x2 + 7 ) e
b) Zxxo nya Zyy dlafunkcji Z:%x3+%y2_xy+3x_4y+7;
¢) z,, dlafunkcji z=(x-y)-e";

d) 7, 1T,, dlafunkcji T:(zp_q)Z_e—q;

) R, i R, dlafunkeji R=yx>+)”;

fyP,,P,P, P, P, P, P, dafunkci P=r>—5rs+4s*

rro T rsd T sso T sssd T ssyo T osrrd T

Odpowiedzi

a) Z.X.Xy = 2.y ’ e_x;

b)z,=2x,z,=-1z,=1;
¢) z,, =0;
d) T, =18, T, =@B-4g+8p)-e’;

2
e) nyz_L R, -y

3 30

(x2+y2)5 = (x2+y2 >

f) P, =6r, P, =—10s, P, =—10r+48s>, P, =96s, P,, =—10, P

> Lrs > % sss > = ssr

=0,P, =6.

srr rrr

5.5. Pochodne czastkowe w punkcie

W podrozdziatach 5.3 i 5.4 opisano, jak wyliczamy pochodne czastkowe
jako funkcje. Przez analogi¢ do pochodnych funkcji jednej zmiennej mozemy
rowniez wylicza¢ pochodne czastkowe w punkcie, podstawiajac do wyliczonych
funkcji wspotrzedne danego punktu.
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Definicja 5.d.11. Pochodne czastkowe pierwszego rzedu w punkcie zapisujemy:

% %(p

Dk 2o

, itd.,
oX|p_p Ox o

a wyliczamy je, podstawiajac do wyliczonych pochodnych czastkowych wspotrzedne
danego punktu.

Podobnie zapisujemy pochodne czastkowe wyzszych rzgdow w punkcie, np.

9’z
W(PO)'

Jak zapewne Czytelnik pamigta, warto§¢ pochodnej funkcji jednej zmiennej
w punkcie xo byla réwna tangensowi kata nachylenia stycznej do wykresu funkcji
w punkcie (xo, yo) do dodatniego zwrotu osi Ox. Podobnie wartosci pochodnych
czastkowych w punkcie F) :(xo, yo) sa réwne, odpowiednio, tangensom katow
migdzy prostymi rownolegtymi do osi Ox i Oy a stycznymi do powierzchni
z = fix,y) w plaszczyznach rdwnolegtych do xOz oraz yO:.

z

Rysunek 5.2
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Przykiad 5.p.3. Wyliczy¢ z, |, , gdy z=xe™” dla Py=(1,-1).
Rozwigzanie

zo=l-e™+xe™=(1+x) e, z, =le, +(1+x) e =2+x) e,

Zylp= 2+ e =3,

Przyklad 5.p.4. Wyliczy¢ z

xx|Fy ZW‘PO > ny R dla funkc]1 z= (x2 +y) e’ 1PO = (310)

Rozwiqzanie

z,=2xe’, z,=l-e"+(x"+y) ey-1=(1+x2+y)ey,
z,=2e", z,=2xe’ -1=2xe",
Zyy=1~ey+(1+x2+y) e’ 1=Q2+x"+y) e,

11.

2o =2 Zyla =0 Zyie0) =

Dla funkcji wigcej niz dwoch zmiennych pochodne czgstkowe definiujemy
analogicznie.

Definicja 5.d.12. Pochodna s—z jest rbwna

X

%: hm f(xla~..3xi +pa-..,xn)_f(.xl,...,xi,...,xn)

ox; p—0 p

1

a wyliczamy jg tak jak pochodng czgstkowa dwoch zmiennych, czyli przy wylicza-
niu jedyng zmienng jest x,, a pozostale zmienne traktujemy jako state.

Podobnie wyliczamy pochodne czastkowe dla funkcji wiecej niz dwoch
zmiennych w punkcie.
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5.6. Rozniczka zupelna

Definicja 5.d.13. Wyrazenie
0z 0z

dz=—dx+—dy
ox dy

nazywamy rozniczka zupetng funkcji dwoch zmiennych.
Definicja 5.d.14. Wyrazenie

o

oz
dZ(F:)) =§‘Po dx + ay

P

nazywamy rozniczka zupelng funkcji dwoch zmiennych w punkcie £, .

Uwaga 5.u.5. Analogicznie obliczamy rozniczki zupeine oraz rézniczki zupeine
w punkcie dla funkcji wigcej niz dwoch zmiennych.

Przyklad 5.p.5. Wyliczy¢ rozniczke zupelng dla nastepujacych funkcji:
a) z=ye" 7; b) k:%; c) s=yp+rt.
u +v

Rozwiqzania

W podanych przyktadach dziedzing jest zbior wszystkich par liczb rzeczy-
wistych.

Wyliczymy najpierw pochodne czastkowe:

2 2 2 2 2 2 2 2
a) z,=ye" 7V 2x=2xye" ", z =l +ye" 2y=

= (1+2y2) ex2+y2 .
dz=2xye” 7 dv+(1+2y%) e dy.

1(u* +v*) = (u —v)2u _ v —u? + 2uv
(u2+v2)z (u2+v2)z ’

2 2 2 2 2
i _—ut=v =2uv+2v" v —u” =2uv
- - B

v 2 2
(u2+v2) (u2+v2)

b) k, =
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2 2 2 2
v —u”+2uv v —u®—=2uv
dk = R du + — av.
u-+v u-+v
o) s = 2p _ p ¢ = 473 _ 23
P 2, 4 2, 4" 2, 4 2, 4’
2 +r +r 2 +r +7r
V4 V4 p p
_pdp+2r3dr

ds = (pdp+2r3dr) (pz0 A g#0).

1
/pz 4t B /pz Lt

Przyktad 5.p.6. Wyliczy¢ rozniczke zupetna dla podanej funkcji w podanym punkcie:
a) Szén r’h,  Py=(23), r=2, h=3;
b) r=4x*+»*, B =(1,-2);
) u=(x+ye’, B =(04).
Rozwiqzania
Dla podanych przyktadéw dziedzing jest R % R.
a) S, =§nrh, S, =§nr2, S.(B) =4, Sh(PO)=§n,

ds = 47ta’r+§ndh .

b) 1 (P)=—r _ L po_ Y | __2
e R Tl V5 g VX2 + Y| e V5

y==2 y=-2
dr(P,) =%dx—%dy:%.

2 1.2

x _ _1.,73% _
X0 =1L u,=1l-e |, _, =1

c) u,(0,4)=1- e+ (x+y) e
y=4 y=4
du(0,4)=dx+dy .
W geometrycznej, technicznej, czy tez ekonomicznej interpretacji wyrazenia:
Ax, Ay, At itd. okre$laja przyrosty odpowiednio zmiennych x, y, # natomiast
wyrazenia: dx, dy, dt oznaczaja nieskonczenie mate przyrosty zmiennych x, y, ¢
Uwzgledniajac wyzej podane okre$lenia, widzimy, ze rdézniczka zupetna okresla
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nieskonczenie maty przyrost zmiennej z, jesli zmienne x i y zmienig si¢ o nieskoncze-
nie mata warto$¢. Oznacza to, ze geometrycznie rozniczka zupelna okresla nie-
skonczenie maly przyrost wartosci funkcji przy nieskonczenie malych zmianach
zmiennych x, y. Wyrazenie np. ,,nieskonczenie maty dodatni” nalezy rozumie¢,
jako: ,,wickszy od zera, ale mniejszy od kazdej liczby dodatniej”. Takiej liczby nie ma,
chyba... Ze bedziemy rozumie¢ ja jako wielko§¢ zmienng, coraz mniejsza.
W rozumieniu rézniczki wida¢ przydatnos¢ pochodnej do opisu procesow dynamicznych.

5.7. Zastosowanie rozniczki zupelnej

Uwaga 5.u.6. Gdy nieskonczenie mate przyrosty zmiennych dx i dy zastapimy
przez przyrosty odpowiednio Ax, Ay, a odpowiednio otrzymany przyrost wartosci

funkcji przez Az, wowczas Az bedzie rOwny w przyblizeniu
(5.1) Az = f.(P)Ax+ f, (P)Av.

Wymienimy teraz niektore zastosowania rozniczki zupetnej, a nastepnie je
omowimy:
1) do przyblizonego wyliczania warto$ci funkcji,
2) do szacowania btedu,
3) do wyliczania kolejnych przyblizen rozwigzania uktadu rownan nieliniowych.

Zastosowanie rozniczki zupetnej do przyblizonego wyliczania wartosci funkcji

Zakladamy, ze umiemy wyliczy¢ warto$§¢ danej funkcji w punkcie
Py =(x,y,5,), a chcemy wyliczy¢ wartos¢ tej funkcji w punkcie £ =(x;,y,), ktory

znajduje si¢ ,,blisko” punktu F, ; wowczas mozemy zapisac:
S(p)=f(R)+Az,

a po podstawieniu (5.1) otrzymamy:

(5.2) J(B) = f(B)+ f(B)Ax+ [, (F)Ay,

gdzie Ax=x,—x,,a Ay=y,—y,.

Doktadnos$¢ otrzymanego w ten sposéb wyniku bedzie zalezata od wypisanych
roznic, ktore okre$laja przyrosty (zmiany) zmiennych x i y. Wigksza doktadnos¢
otrzymamy, gdy wymienione przyrosty bedg mniejsze.
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Przyklad 5.p.7. Wyliczy¢ przyblizong wartos¢ nastepujacych wyrazen:

a) 0,97° —/4,08 ; b) n[0,0244091] ;  ¢) sin(d11-1972).

Uwaga 5.u.7. W podanych przyktadach mozna tatwo wyliczy¢ wskazane wartos$ci,
korzystajac np. z kalkulatora, ale my bedziemy je wyliczali za pomocg roézniczki
zupelnej, aby w innych przypadkach widzie¢ sens jej zastosowania.

Rozwiqzania

a) Najpierw wprowadzimy funkcje f(x,y)=x" — \/; oraz
R =(097,4,08), F=(,4),
Ax=097-1=-0,03, Ay=4,08—4=0,08;

wyliczamy teraz kolejno:

fA4=-1, f.(1,4)=3x"_ =3, f,,4)= L o =—0,25.
y=4 2\/_ y=4

Otrzymane rezultaty podstawiamy do wzoru (5.2) i otrzymujemy

0,97° —/4,08 = —1+3-(-0,03)—0,25-0,08 = 111.

Wartos¢ wyliczona za pomoca kalkulatora jest po zaokragleniu réwna —1,107.
Odpowied?: Przyblizona warto$¢ podanego wyrazenia jest rowna —1,11.
b) Nasza funkcja to z =In(x + \/; );
B =(0,02,091), F,=(0,),
Ax=0,02-0=0,02, Ay=091-1=-0,09;

i jak w poprzednim zadaniu

1
z(0,)=In1=0, =z (0,)=——+],, =1, Zy(0,1)=—'— oo =
x+\/; - x+\/; 2\/; y=1

wiec uwzgledniajac wzor (5.2), otrzymamy

1n(0,02++/0.91)= 0+1-0,02+0,5 - (~0,09) = 0,025
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Wartos¢ wyliczona za pomoca kalkulatora jest po zaokragleniu réwna —0,026.
Odpowied?: Przyblizona warto$¢ jest rowna —0,025.
¢) Funkcje mozna zapisaé nastepujaco:

z=sin(x—y?), P =(411,197), P,=(42), Ax=011, Ay=-0,03,

2(4,2)=sin0=0,
z,(42)=cos(x— ") (45 =1, z,(4.2)=cos(x— )2y 42y =

sin(4,11-1,97*) = 0+1-0,11-4-(-0,03) = 0,23.
Warto$¢ wyliczona za pomocg kalkulatora jest po zaokragleniu rowna 0,227.

Odpowied?: Przyblizona warto$c¢ jest rowna 0,23.

Zastosowanie rozniczki zupetnej do szacowania bledu

Rozpatrzymy przypadek: dana jest funkcja wielu zmiennych, np. dwoch
zmiennych z= f(x,y). Chcemy wyliczy¢ jej warto§¢ dla wielkosci x = xq, ¥ = yy,
ktére sa obarczone btgdem odpowiednio Ax, Ay; wtedy wyliczona warto$¢ z
bedzie rowniez obarczona bledem. My chcemy wyliczy¢ taka wielko$¢ Az, ktorej
nie przekroczy btad wartosci funkcji wyliczony z podstawienia btednych danych.
Wymieniona czynno$¢ nazywa si¢ szacowaniem bledu. W celu oszacowania bledu
wykorzystamy rézniczke zupeilng, w ktérej do sumowania bledow bedziemy
uzywali bezwzglednych wartosci (Ax=0 A Ay =0), czyli

(5.3) Az=lz, (PO)|Ax+‘zy(PO)‘Ay .

Gdy wielkosci xo, yo odczytujemy jako wynik pomiaru, wowczas Ax czy
Ay odczytujemy jako maksymalny blad, nazywany btgdem pomiaru. Btad ten jest
zawsze najmniejsza podzialtka, np. liniatu, gdy mierzymy dlugos$¢ (1 mm). Przy
wyliczaniu szacowanego btedu otrzymany wynik zaokraglamy zazwyczaj do jednego
miejsca znaczacego.

Przyklad 5.p.8. Oszacowaé blad, jesli wynik odczytujemy ze wzoru z = 4/x° + y°
dla wynikéw x=3+0,1 y=4x0,05.
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W podanym przyktadzie odczytujemy Ax=0,1, Ay =0,05.

z, =N +4 =5 z.(34)= 3,4)=0.6,

X

z,(34) = |34)=038.

_ry
Vi +y°
Wyliczone wartosci podstawiamy do (5.3) i otrzymujemy:

Az =10,6 0,8

-0,1+

-0,05=0,06+0,04=0,1.

WyliczylisSmy, ze szacowany btad wynosi 0,1, co oznacza, Zze otrzymany wynik
mozemy zapisa¢: z, =5%0,1.

Oprocz szacowanego bledu wylicza si¢ czasem btad wzgledny, ktory jest rowny
Az lub blad procentowy A 100% .

2 Zy

Odpowied?: Blad wzgledny jest rowny 0,02, a blad procentowy 2%.

Przyklad 5.p.9. Funkcja zysku jest okreslona wzorem z=x”+2y”, gdzie x, y to

kwoty zainwestowane w dwie roézne inwestycje. Oszacowac btad otrzymany przy
wyliczaniu zysku, gdy kwoty zainwestowane zaokraglono do petnych setek euro.
x,=1300 €, y, = 2000 €.

2(1300,2000) = 1 690 000 + 4 000 000 = 5 690 000, Ax = 100, Ay = 100; wyliczamy:
2, (1300,2000) = 2x] (1300,2000) = 2600,

z, (1300,2000) = 4y| (1300,2000) = 8000,
Az = 2600/ - 100 +[8000| - 100 = 106 000.

Gdy zaokraglimy do jednego miejsca ,,znaczacego”, otrzymamy Az = 100 000,
wowczas wynik rowniez musimy zaokragli¢ do tego samego rzgdu wielkosci,
czyli z = 5 700 000. Otrzymamy z = (5 700 000 =100 000) €. Oznacza to, ze
otrzymany wynik miesci si¢ miedzy kwotami 5 600 000 € a 5 800 000 €.

Przyklad 5.p.10. Wyliczamy przyspieszenie ziemskie za pomocg wahadla matema-
tycznego 1 szacujemy bfad otrzymanego wyniku. Wykonali§my trzy pomiary — przy
jednym, dziesigciu i stu wahnigciach dla wahadla o dlugosci 0,850 m mierzonego
miarg z dokladnoscia do milimetra. Otrzymali$my do$wiadczalnie nastepujace
wyniki:
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t=19s dla n=1,
t=18,4s dla n=10,
t=184,8s dla n=100.

Rozwigzanie
Ze wzoru na obliczanie okresu wahadta

: 4m’
T=27c\/z wyliczamy g = nzl.
g T

t . .
Okres T =—, gdzie ¢ jest czasem n wahnigc¢.
n

Do wzoru, z ktorego wyliczamy g, podstawimy poprzednio zapisane 7;
wowczas otrzymamy ostateczny wzor, ktdry pozwala wyliczy¢ przyspieszenie

_ 4n*m’l
==
Dla wypisanej formuly wyliczymy teraz wzor, za pomoca ktdrego oszacujemy btad
wyniku:
8n’n’l
t3

2 2
dn"n

7 Al + At .

Ag=|g, |Al+|gt|At=

Al=0,001 m At=0,1 s.

Wyliczamy teraz przyspieszenie ziemskie oraz oszacowanie otrzymanego wyniku dla:

n=1, 2=9296m/s’>; Ag=0,989, g = (9+1) m/s%;
n=10, g=9912m/s’>, Ag=0,119m/s’>, g=(9,9+0,1) m/s’;

n=100, g=9.826m/s; Ag=0,022m/s’, g=(9,83+0,02) m/s".

Uwaga 5.u.8. Wyliczone bledy zaokragla si¢ zazwyczaj do jednego miejsca zna-
czacego, co w naszym przypadku zrobiliSmy. Wynik réwniez zaokraglamy do odpo-
wiednich zaokraglen btedu.

Na podstawie otrzymanych wynikéw tatwo zauwazy¢, ze wraz z doklad-
niejszym wyliczeniem okresu (zwigkszanie wartosci n) zwicksza si¢ doktadnosc
1 zmniejsza si¢ blad. Informujemy, Ze dla Poznania, gdzie dokonano doswiad-
czenia, przyspieszenie ziemskie odczytane z tablic wynosi 9,8126 m/s”.



Funkcje wielu zmiennych 193

Zastosowanie rozniczki zupelnej do wyliczania kolejnych przyblizen
rozwigzania ukladu rownan

Niech bedzie dany uktad rownan

(5.4) {f(x,y)=0
g(x,y)=0

oraz liczby xy 1 o, ktére sa zerowymi rozwigzaniami uktadu réwnan (5.4). Pare
liczb xy, yo nazywamy zerowym rozwigzaniem uktadu (5.4), gdy podstawione do
lewych stron tego uktadu daja wyniki zblizone do zer (prawe strony rdwnan). Aby
uzyskac¢ pierwsze przyblizenie, czyli

(5.5) x=x+Ax  y =y, +4Ay,
rozwigzujemy uktad rownan

{fx(xmyo)‘A’H'fy(xo,J’o)‘Ay=_f(xo,J’0)

(5.6) >
gx(XOsJ’o)'Ax"‘gy(xmyo)'Ay =-g(x9, )

z ktorego wyliczamy Axi Ay ; nastgpnie podstawiamy je do (5.5). Uktad (5.6)
wynika stad, ze chcemy wyliczy¢ taki punkt

f(B)=0

P =(x,,y,), dla ktorego ,
1=, 0) g {g(3)=0

a f(P) 1 g(B) przyblizamy wedlug wzoru (5.2). Pierwsze przyblizenie lepiej przy-
bliza rzeczywiste rozwigzanie uktadu (5.4). Jesli rozwigzanie uzyskane jako pierwsze
przyblizenie jest mato dokladne, to stosujemy ponownie wzory (5.6) i (5.5), aby
uzyska¢ drugie przybliZenie, a przyblizenie pierwsze traktujemy jako zerowe. Czynno$¢
te mozna powtarzac tak dtugo, az uzyskamy rozwigzanie wystarczajaco dokladne.

Przyktad 5.p.11. Wyliczy¢ drugie przyblizenie dla nastepujacych ukladéw réwnan,
gdy dane sa zerowe przyblizenia

3x* +4y* =6 xy=1 4lnx+y* =5 Xy =
a) ., s , ; b) 3 , :
2x —Sy =—4 yozl 2\/;—2)) =-15 y0=2

Uwaga 5.u.9. Obliczenia zazwyczaj muszg by¢ wykonywane z pewnym przyblize-
niem. W niniejszej ksigzce autorzy przyjeli doktadno$¢ do czterech miejsc po prze-
cinku. Kierujac si¢ gtownie wzgledami przejrzystosci zapisu, zrezygnowano z uzy-
wania znaku przyblizenia ,, = , zastepujac go zwykltym znakiem rownosci.
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Rozwigzania
a) Najpierw rownania zapisujemy jako funkcje dwdch zmiennych (5.4):

f(x,y)=3x"+4y* -6
g(x,y)=2x2—5y3+4’

uktad rownan ma wiec postaé:

, czyli

{f (x,»)=0
g(x,y)=0

3x° +4y*—6=0
2x* =5y +4=0

Dla wypisanych funkcji tworzymy uktad rownan (5.6), wigc musimy najpierw wy-
liczy¢ ich sktadniki.

[,y =957, £.AD=9, f(xy)=8y, f(L1)=8, faAhH=1;

gx(xay)=4x’ gx(1’1)=4’ gy(x,y)z—ISyz, gy(1,1)=—15, g(1,1)=1
Zapisujemy uktad (5.6):

9-Ax+8-Ay=-1
4-Ax—15-Ay=-1

i wyliczamy Ax i Ay:
23

Ax = =-0,1377
167 .
Ay =——=0,0299
167

Wyliczone wartosci podstawiamy do (5.5):
x,=1-0,1377=0,8623
¥, =1+40,0299=1,0299
Jest to pierwsze przyblizenie danego uktadu réwnan. Zatem P =(0,8623,1,0299).

Podstawiamy liczby x; i y, w miejsce zmiennych x i y we wzorach funkcji f1 g.
Otrzymujemy: f(P)= f(x,»,)=01663, g(P)=g(x,y )=0,0251.
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Liczymy teraz drugie przyblizenie, analogicznie jak pierwsze, traktujac (x;,y,)
jako zerowe przyblizenie

f.(B)=9x] =6,6921, S, (R)=8y,=82392, f(P)=0,1663,
g.(P)=4x,=3,4492, gy(Pl)z—ISyl2 =-15,9104, g(B)=0,0251.
Po wpisaniu otrzymanych wynikéw do (5.6) otrzymamy:

6,6921- Ax + 8,2392- Ay = —0,1663
3,4492- Ax—15,9104- Ay =—0,0251°

Ax=-0,0211
Ay =-0,0030"

Po podstawieniu do (5.5) otrzymamy réwnania:
x, =0,8623-0,0211=0,8412
y, =1,0299-0,0030 =1,0269
ktore tworza drugie przyblizenie danego uktadu rownan. Zatem P, =(0,8412;1,0269).

Podstawiamy liczby x, i y, w miejsce zmiennych x i y we wzorach funkcji /i g.
Otrzymujemy: [(P,)= f(x,,,)=0,0038, g(P,)=g(x,,y,)=0,0008.

Uwaga 5.u.10. Rozwigzywalismy uktad rownan
{f(xa »)=0 .

g(x,»)=0 ’
»Zerowym” przyblizeniem byto:

fan=1
glh)=1"

pierwszym przyblizeniem:

S(R)=0,1663
g(P)=0,0251"

a drugim przyblizeniem:

7(P,)=0,0038
2(P,)=0,0008"
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Widac¢, ze prawe strony ukladéw rownan dla kolejnych przyblizen bardzo szybko
daza do 0, stad wniosek, ze kolejne przyblizenia zmiennych x i y sg coraz blizsze
rozwigzaniom dokladnym. Oczywiscie proces przyblizonego rozwigzywania ukltadu
réwnan nie musi konczy¢ si¢ na drugim przyblizeniu. Mozna dokonywac trzeciego
i dalszych przyblizen. Zadanie konczymy, gdy poziom doktadnosci

P
(prawe strony uktadu {f (B)
g(R)

)

osiggnie zadang (przez wyliczajacego) wielko$¢.

Odpowied?: Drugie przyblizenie danego ukladu réwnan jest nastgpujace: x = 0,8412,
y=1,0269.

b) Podobnie jak w zadaniu poprzednim, najpierw dany uklad réwnan zapisujemy
za pomocg funkcji w postaci (5.5)

_ 2 _
f(x,J’)—41nx+y3 5 , gdzie xozl, y0=2, ])02(1,2)
2(x,1)=2Jx —=2)° +15

Wyliczamy odpowiednio:

f(R)=-1, g(F)=1,
4
x’

|
&= g, =—6y", f,(R)=4, g, (B)=-24
X

fo==, [,=2y, [(B)=4, g(R)=1,

i podstawiamy do (5.6); otrzymujemy:

4-Ax+4-Ay=1
Ax—24-Ay=-1"

a po rozwigzaniu Ax=0,2, Ay=0,05, wigc po podstawieniu do (5.5) mamy pier-
wsze przyblizenie: x; =1,20 y, =2,05. Liczymy teraz drugie przyblizenie:

S(R)=-0,0682, f.(R)=33333, f,(F)=4]l

g(h)=-0,0394, ¢g.(K)=09129, g (R)=-25215
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i dalej:
3,3333-Ax+4,1- Ay =0,0682 Ax=0,0214
0,9129- Ax—25,215-Ay =0,0394" Ay =—0,0008

x, =1,200+0,0214=1,2214,

», =2,050-0,0008 =2,0492.

W celu sprawdzenia doktadnosci przyblizenia wyliczamy:
£ (x5, 7,)=-0,0008; g(x,,y,)=0,0003.

Odpowied?: Drugie przyblizenie: x, =1,2214, y, =2,0492.

Zadania

Zadanie 5.z.3. Znalez¢ drugie przyblizenie dla danych uktadow réwnan i zadanych
zerowych przyblizen.

2 3x* +4y° —2x=11 % =2 b 2x* =3xy+y’ =5 x,=1
233 =32 +2y=18" y,=1" 3x+5xy+6y°=3" y,=-1
Odpowiedzi: a) x,=2,018, y,=0,915; b) x,=1,176, y,=-0,881.

Przyklad 5.p.12. Znalez¢ pierwsze przyblizenie dla danych uktadow réwnan i zada-
nych zerowych przyblizen

1-2x+y? 2 , zatem P, =(2,1).

2 3
xX+2y+2_ 7 {xozz
2-4x*=3+3y* =4

Yo =1

Przyjmiemy definicje dwoch funkcji dwoch zmiennych

2 3
XT+2y°+2 7
X, y)=————+—
f) 1-2x+y> 2 ;

g(x,y)=2-Vx*-3+3y* -4

wowczas uktad rownan bgdzie mial postac:

{f(x,y)=0

glx,y)=0"
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Wyliczmy warto$¢ funkcji f1 g w punkcie P.

8 +l:—0,5,
1-4+1 2

f(p)=

g(P)=2-v4-3+3-4=1,

a nastepnie pochodne czastkowe

_2x-(l-2xty2 2. +2)° +2)

S:(x.) ey :

:6y2-(1—2x+y2)—2y'(x2+2y3+2)

f,(x.y) - :
g.(ey)=2—,
x° =3

g,(xy)=12y".
Pochodne czastkowe w punkcie P, maja nastgpujace wartosci:

4.(—2)+2-8=

fR)=——

2, f(R)=———=T,

g.(p)===4, g,(B)=12.

4
1
Rozwigzemy zatem uktad roéwnan liniowych

2-Ax —7-Ay =05
4-Ax +12-Ay=—1

Rozwigzaniami sg liczby:

1

52
4 1’
A ==
Y 52 13

a po przyblizeniu z doktadno$cig do czterech miejsc po przecinku

Ax=-0,0192
Ay =-0,0769
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Pierwszym przyblizeniem rozwigzania uktadu réwnan nieliniowych jest wigc

x, =1,9801
x, =0,9231°

czyli A = (1,9801, 0,923 1) , a funkcje f1 g osiagaja w tym punkcie wartosci
f(P)=-0,0549,  g(R)=0,0975.

Odpowied?. Pierwszym przyblizeniem powyzszego uktadu rownan jest: x; = 1,9801,
y1=0,9231.

Zadania

Zadanie 5.z.4. Wyliczy¢ pierwsze przyblizenie dla danych ukladéw rownan i zada-
nych zerowych przyblizen.

x 3y
5T ! X =1
a4y +2 x"+43 , _y’
2lnx+3y+2=5 Yo =
) 3ex+4\/;4=10 % =0
) 4x+1-—=3" y0=4’
y
0 2x° +4y° =13 X =2
=3yt =4’ yo=1"
3— 2: :1
d) 3x2 4y3 0 Xo :
4x" +5y" =-1 Vo =-1
0 2x° +3y° =13 xo=1
3x* -2y =12 yo=2"
) 4x> —5y* =28 Xo=2
3x2-2y° =13’ yo=—1
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o) 3x’ —4y* =-18 xo=-1
2x% +3y° =27 yo=2"
h) In(x* -3)+2y* =1 X=2
3x2 —In(2y+3)=25 yo=—1"
2 2
N P X, =2
)3 1+x2+y* 2 -1
8x+2-9Iny=15 Yo
Odpowiedzi
a) x; = 0,7464, y1 =1,3429;
b) x; = 1,9801, y1=0,9231;
x, =1,969 f(P)=0,136
c : ;
y =1104 g(R)=-0,023
x =1211 f(R)=0373
y=-1113" g(P)=-0,028
x, = 0,944 £(P)=0,020
e , ;
y, =1,944 g(P)=-0,020
x, =1,990 f(R)=0116
y, =-0,853 g(B)=-0122"
*h —0,800 f(B)=-0346
¢ »=2,050" g(B)=-0,125"
my N1 2,044 f(B)=0,161
» =-0,706" g(R)=-0157

Przyktad, ktory zostanie teraz przytoczony, powinien przekonaé¢ Czytelnika
o skutecznosci metody przyblizonego rozwigzywania uktadu rownan nieliniowych.
Autorzy znajg bowiem dokladne rozwigzanie ponizszego uktadu réwnan — sg to
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liczby: x = 1, y = 2. Jednak jako rozwigzanie ,,zerowe” przyjety zostanie inny punkt.
Obliczenia bgdg prowadzone z doktadnoscia do czwartego miejsca po przecinku.
Czytelnik przekona si¢, ze mimo bardzo ,,grubych” bledow w pierwszym oszaco-
waniu, w kolejnych przyblizeniach odpowiednie uktady rownan liniowych ,,stabili-
zuja si¢” i dos¢ szybko doprowadzaja do rozwigzania doktadnego.

Przykiad 5.p.13. Rozwigza¢ uklad rownan:

2 3_ -0
2o dy=lo N =0 e (09)
X’ +3xy—4y°=-9 Yo=3

Definiujemy funkcje dwdch zmiennych:

f(x,y)=2x2—5xy+3y3—16.
g(x,y)=x3+3xy—4y2+9 '

wowczas uklad rownan przybierze postac:

{f(x,y)=0

glx,y)=0"

a po podstawieniu w miejsce zmiennych x iy liczb x, 1 y, otrzymujemy:

{f(Po)=65

g(R)=-27
Obliczymy pochodne czastkowe obu funkcji
filx,y)=4x-5y, £, (x,y)==5x+9y7,
g.(x,y)=3x"+3y, g, (xy)=3x-8y
oraz ich wartosci w punkcie F:

f.(B)==15,  f,(p)=81,

g.(R)=9, g,(p)=-24.

Odpowiedni uktad rownan liniowych ma postacé:

b

—15-Ax+81-Ay =—65
9-Ax—24-Ay =27
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a jego rozwigzaniem jest

Ax =1,6992 X, = X, + Ax [ x,=1,6992
, zatem R
Ay =-0,4878 =y, +Ay

Pierwszym przyblizeniem jest P, = (1,6992; 2,5122). Po obliczeniu warto$ci

funkcji oraz pochodnych czastkowych w punkcie £ mamy:

f(R)=159955, f.(R)=-57642, f,(R)=483043,
g(R)=15677, g.(R)=16,1984, g (R)=-150000,

zatem uktad rownan liniowych ma postac:

—5,7642- Ax+48,3043- Ay =—15,9955
16,1984 - Ax—15,0000- Ay = —1,4677

Jego rozwigzaniem jest:

Ax =—-0,4466 X, =X +Ax . 1 x, =1,2526
, zatem , czyli .
Ay =-0,3844 Y, =y +Ay v, =2,1278

Drugim przyblizeniem jest P, =(1,2526; 2,1278). Po obliczeniu wartosci
funkcji oraz pochodnych czastkowych w punkcie P, mamy:

f(R)=27127,  f,(P)=-56286, f,(P,)=34,4848,

g(P,)=08511, g (P,)=110904, gy(Pz)=—13,2646,

zatem uktad réwnan liniowych ma postac:

—5,6286- Ax+34,4848- Ay =-2,7127
11,0904 - Ax —13,2646- Ay =—0,8511 -
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Jego rozwigzaniem jest:
Ax=-0,2123 Xy =X, +Ax . | x;=1,0403
, zatem , ¢zyh .
Ay =-0,1133 V3=, +Ay y;=2,0145
Trzecim przyblizeniem jest P, = (1,0403; 2,0145).

Jesli uwazny Czytelnik sprawdza obliczenia z kalkulatorem w r¢ku, to auto-
rzy szczerze doradzaja wyj$cie w tej chwili na spacer (kwadrans powinien wystar-
czy¢) 1 kontynuowanie obliczen po powrocie.

Po obliczeniu warto$ci funkcji oraz pochodnych czastkowych w punkcie P,
mamy:
f(B)=02118, f.(P)=-59113, f,(B)=313224,
g(P)=01800, g,(P)=9,2902, g, (P)=-12,9951,

zatem uktad réwnan liniowych ma postac:

—5,9113-Ax+31,3224-Ay =—0,2118
9,2902- Ax —12,9951- Ay =—0,1800

Jego rozwigzaniem jest:

Ax =-0,0392 X, =x;+Ax . | x,=1,0011
, zatem , czyh .
Ay =-0,0142 Va=y;+Ay 3 =2,0003

Czwartym przyblizeniem jest P, = (1,001 1; 2,0003).
I jeszcze raz tak samo...

Po obliczeniu wartosci funkcji oraz pochodnych czastkowych w punkcie P,

mamy:

f(P,)=0,0027, f.(P)=-59971, f,(P,)=310053,

g(P,)=0,0060, g (P,)=9,0075, g, (P)=-129991,

zatem uktad rownan liniowych ma postac:

—5,9971- Ax+31,0053- Ay =—0,0027
9,0075- Ax —12,9991- Ay =—0,0060
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Jego rozwigzaniem jest:

Ax=-0,0011 X =x4+Ax Cxs=1
, zatem czyli .
Ay =-0,0003 Vs =Y, +Ay Vs =2

Pigtym przyblizeniem jest P, = (1; 2). Po obliczeniu wartosci funkcji w punkcie
P, otrzymujemy f (PS):O, g(PS):O, zatem punkt P, jest dokfadnym rozwiaza-
niem uktadu réwnan nieliniowych.

Istnieje problem podstawowy — jak wyznaczyC ,,zerowe” przyblizenie, czyli
punkt, od ktorego rozpoczynamy obliczenia. W powyzszych zadaniach punkt ten
byt po prostu dany. Jesli Czytelnikowi zdarzy si¢ rozwigzywaé podobne zagadnienie
w praktyce, to punkt F, bedzie musiat okresli¢ sam. Skad ma zatem wiedzie¢, od
czego zaczac? Najprostszym wyjéciem jest sporzadzenie (np. za pomocg kom-
puterowych programdéw matematycznych) wykreso6w obu funkcji i znalezienie
punktdw ich przecigcia, a nastepnie odczytanie ich przyblizonych wspoétrzednych.
Jednak ten sposob czesto bywa niedostepny. Pozostaje odwolanie si¢ do praktyki.
Najcze$ciej uktad rownan opisuje pewien proces (np. ekonomiczny), o ktorym
mamy pewng (wynikajaca z intuicji albo do$wiadczenia) wiedzg. Tak wigc spo-
dziewamy si¢ pewnych wynikow tego procesu. Te — spodziewane — wyniki
powinny by¢ wystarczajaco doktadne, aby na ich podstawie wyznaczy¢ roz-
wigzanie problemu z Zgdang dokladnoscig. Nalezy jednocze$nie wspomnieé, ze
jesli punkt P, obierzemy daleko od rzeczywistego rozwiazania, to kolejne oblicze-

nia moga nas od rozwigzania oddali¢.

5.8. Ekstremum funkcji dwoch zmiennych

Definicja 5.d.15. Moéwimy, ze funkcja z= f(x,y) ma w punkcie Fy=(x,,),)
maksimum lokalne, jezeli istnieje takie otoczenie punktu £, U, , ze dla kazdego
Pe U, zachodzi nierowno$¢ f(P) < f(F) .

Definicja 5.d.16. Mowimy, ze funkcja z= f(x,y)ma w punkcie F, minimum
lokalne, jezeli istnieje takie otoczenie tego punktu U, , ze dla kazdego punktu P

z tego otoczenia zachodzi nierownos¢ f(P) > f(F)).

Definicja 5.d.17. Mowimy, ze funkcja z= f(x,y) ma w punkcie F,ekstremum

lokalne, gdy ma w punkcie tym minimum lub maksimum lokalne.
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Warunek konieczny istnienia ekstremum. Jezeli funkcja z = f(x,y) ma po-

chodng w pewnym otoczeniu punktu Py, to warunkiem koniecznym istnienia ekstre-
mum w punkcie Py jest

ﬁf(PO) = 05
Si(Po) = 0.

Punkt Py, ktorego wspotrzedne spetniajg oba powyzsze rownania, nazywamy punktem
stacjonarnym.

Warunek wystarczajqcy istnienia ekstremum. Jezeli funkcja z = f(x,y) ma
drugie pochodne czgstkowe w pewnym otoczeniu punktu P, oraz w punkcie tym
zachodzi warunek konieczny istnienia ekstremum, to warunkiem wystarczajacym
istnienia ekstremum w punkcie Py jest

Jfu(B)  Jo(R)

0;
1o(B) LB

gdy f..(Po) <0, wowczas w punkcie Py istnieje maksimum lokalne,
gdy f..(Po) > 0, wowczas w punkcie P istnieje minimum lokalne.

Uwaga 5.u.11. Jesdli wyznacznik podany w warunku wystarczajacym jest mniejszy
od zera, to dana funkcja w punkcie Py nie ma ekstremum, natomiast gdy podany
wyznacznik w podanym punkcie jest rowny zeru, wowczas w punkcie tym moze,
a nie musi by¢ ekstremum.

Uwaga 5.u.12. Warto$¢ funkcji w punkcie, w ktérym zachodzi ekstremum, nazywamy
wartos$cig ekstremalng, a wigc maksymalng lub minimalna.

Przyklad 5.p.14. Znalez¢ wartosci ekstremalne dla nastgpujacych funkcji:

a) z=x>+2y* +xy—5x—6y+7;
15, 15,

b) z=—x"+—y"+xy-Tx—y+3;
3 2

c) z=(x+Y) e

d) L=A1-1*-u*.

Schemat rozwiqzywania

(1)  okreslenie dziedziny funkcji (obszaru okreslonosci),
(2)  wyliczenie pochodnych czastkowych,
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(3) wykorzystanie warunku koniecznego — utworzenie uktadu réwnan i rozwigza-
nie go (ustalenie punktow stacjonarnych),

(4)  warunek wystarczajacy — sprawdzenie znaku wyznacznika dla punktéw stacjo-
narnych (okres$lenie rodzaju ekstremum),

(5) wyliczenie wartosci ekstremalnych.

Rozwiqzania

a) z=x"+2y" +xp—5x—6y+7.

Ad. (1) Dziedzina: R X R.
Ad. (2)
Pochodne czgstkowe pierwszego rzedu:

z,=2x+y-5,z,=4y+x-6;

Pochodne czastkowe drugiego rzedu:

Zo, = 2, ny = 1, Zyx = 1, Zyy =4.
2x+y-5=0

Ad. (3) X+y ,Xo =2, o= 1; punkt stacjonarny ma wspotrzedne P,=(2,1).
4y+x—-6=0

Ad. (4) Pochodne czastkowe w punkcie stacjonarnym sa wyliczonymi wczesnigj
liczbami (pochodne czastkowe drugiego rzedu sg funkcjami statymi), wigc

21 &8-1)0 > 0
=8— ,a Z, ,
1 4 ’
czyli dana funkcja ma minimum lokalne.

Ad. (5) z(2,)),, =2*+2-1°+2-1-5-2—-6-1+7=3.

Odpowied?: Funkcja osiaga warto$§¢ minimalng réwna 3.
b) Z=lx3 +ly2 +xy=Tx—y+3.
3 2
Ad. (1) Dziedzina: R X R.
Ad. 2)z,=x"+y -7, z,=y+x-1

2 — /=
Ad. (3) x+y-7 O’
y+x-1=0
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z drugiego rdwnania wyliczamy y i podstawiamy do pierwszego; wowczas otrzy-
mamy x, =—-2, x, =3, a nastgpnie wyliczamy y, =3,y, =-2, co w efekcie daje
dwa punkty stacjonarne: A, =(-2,3), P, =(3,-2).

Ad. (4) Warunek wystarczajacy: z,, =2x, z,, =1, z,, =1.

Dlapunktu Py: z, =-4, z =1,z =1

XX yy

—4 1
11

‘ (0 (brak ekstremum).

Dla punktu P;: z,=6)0, z,, =1, z, =1

x. »

6
1

1‘ » 0 zachodzi przypadek minimum.

Ad. (5) Odpowied?: Warto$¢ minimalna z(3,-2),,,, =—11.
¢) z=(x+ y)e_)‘z_y2 .

Ad. (1) Dziedzina: R X R.

2 v2

Ad.(2) z, = [1—2)c(x+y)]e‘_’cz_y2 , 2, = [1—2y(x+y)]e_x -

2
X =y

Ad. (3) Ze wzgledu na to, ze e~ ’ jest zawsze dodatnie, otrzymamy uktad rownan:

{1—2x(x+y)=0|~y _
1=2y(x+y)=0](-x)’

gdy dodamy je stronami, wéwczas otrzymamy w efekcie y = x , co po podstawieniu
do pierwszego rownania i rozwigzaniu daje wyniki:
X =——, X,= 1 i odpowiednio wyliczone y, = ! _1

1 7 > 2 2 p Yy yl 2 5 y2 2 .

Mamy wiec dwa punkty stacjonarne:

Ad. (4)

z, ={-4x—2y—2x[1-2x(x+y)]te™" ",
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2, ={2x=2)[1-2x(x+ p)]}e ™ 7,

2, = 2x—4y-2y[1-2y(x+)]}e ™ .

Dla punktu 4 otrzymamy

—1/2 -1/2
3¢V eV

Y0 oraz z
- -1/2
€1/2 361

>05

xx‘A

wigc zachodzi przypadek minimum.

Dla punktu B otrzymamy

“1/2 “1/2
—3¢7Y —e

>0 oraz z,,, (0,
_e V2 3,12 xx|

wigc zachodzi przypadek maksimum.

Ad. (5) Odpowieds: z(A),,, =—e "', z(B),, =¢ ">
d) L=v1-1>—u?.
Ad. (1) Dziedzina funkcji: 1—¢* —u* > 0.

Ad.(2) L, = —1*—u’#0.

—t —u
T Lu =, 1
V1= —u? V-2 —u?

Ad. (3) Utamek jest rowny zero, gdy jego licznik jest rowny zero, wigc z warunku
koniecznego otrzymamy uktad réwnan

-t=0
{ 0’ a zatem punktem stacjonarnym jest £, =(0,0).

—y=
Ad. (4)
—1.\/1—12—u2+z-%
1-t"—u
Ltt\PO 1—£2 =12 Py =-1,
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N -P - a2
V1= —u? —_1
| Py 1—2 _,2 BT
-1 0 , L .
»0 1 L ,, <0 (funkcja osiagga maksimum lokalne).
0 _1 l‘l“PO

Ad. (5) Odpowieds: L(Py) mx= V1—0>—0% = 1.

Przyklad 5.p.15. Niech x, y oznaczaja kwoty zainwestowane, odpowiednio, w dwa
przedsigwzigcia, a Z — zysk otrzymany z tych kwot. Oznaczmy:
z

x+y’

z=
gdzie z — zysk wzgledny (z-100% — zysk wzgledny procentowy), ktory wyraza si¢

wzorem: z=(x+2y—2) e_x2 = . Wyliczy¢ maksimum funkcji zysku wzglednego.

Rozwigzanie

Ad. (1) Dziedzina funkcji: R X R. Jest to dziedzina, ktéra wyraza si¢ podanym
wyzej wzorem. Jednak zmienne x 1 y oznaczajg zainwestowane kwoty, ktore nie
mogg by¢ ujemne, zatem: x>0 oraz y>0.

Ad. (2) Wyliczamy obie pochodne czastkowe pierwszego rzedu:

2 2

zZ, =[1—x-(x+2y—2)]-e_%x -,

z, = [2—2y'(x+2y—2)]-e_%x2_y2.

Ad. (3) Znajdujemy punkty stacjonarne:
z, =0
z, = 0’

w obu pochodnych czastkowych wystepuje wyrazenie
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>0, zatem uktadem rownowaznym jest:

1-x-(x+2y-2)=0
2-2y-(x+2y-2)=0’

a po wymnozeniu i uporzadkowaniu:

x(x+2y-2)=1
2y-(x+2y-2)=2"

poniewaz wyrazenie w nawiasie nie moze by¢ rowne zero (dlaczego?), mozemy oba
réwnania podzieli¢ stronami przez siebie, otrzymujac rozwigzanie: x = y. Otrzymany
wynik podstawiamy do jednego z réwnan uktadu, np. pierwszego, i wowczas:

. . 1
3y* —2y—1=0 idalej J’1=_§ vy, =1

oraz odpowiednio

1

x=—= x,=1.

Mamy wigc dwa punkty stacjoname F,(—1/3,-1/3), P, (L1). Uwzgledniajac uwage
z punktu (1), odrzucamy punkt 7.

Ad. (4) Wyliczamy pochodne czastkowe drugiego rzedu:

P, ={[—1.(x+2y—2)—x.1]~e_%xz_y2 +[1—x~(x+2y—2)]~e_%xz_y2 '(—x)}

Zxx P, —
=2 40 =—2'e_%,

2l = (L2 (e 2p-2)-2p-2 e 4 o2y (er 2y e -(—Zy)}ipz =
=—6-¢2+0-¢" =—6'e_%,

il =[x 2 e G 2y- 2 2 ), -

_3 _3 _3
=2-e>+0-e?2=-2-¢ 2.
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Teraz obliczamy wyznacznik:

—-2-e
-2-e

-2
—-6-e

ol ol

—8.¢2>0.

ol e

Zatem funkcja osiaga ekstremum w punkcie P, ; poniewaz z,|, <0, jest to maksi-

Py

mum.
Ad. (5) Odpowied?: Warto$¢ maksymalna funkcji jest rowna

S 003

zopn=1-e
(8)) \/6—3

Maksymalny zysk wzgledny jest rowny 0,223, co oznacza, ze maksymalny zysk
wzgledny procentowy jest rowny 22,3%.

Zadania

Zadanie 5.z.5. Znalez¢ wartosci ekstremalne funkcji z = flx,y):

a)z=2x+y'—xy—3x—y; b)z=x’+2*+xy—3x—5y;

Q) z=x"+2)" —xy—x-3y; d)z=—x"—3y"+ 2y +4y;

e)z=x"+)"—Sxy+dx+4y; f)z=% -x3+% VP +xy—2x—2p;

g)z‘%x3+ % YVeays hz=xt+y —xp-x -2+ 1
Dz=x"+)y*—dxy+x+2p+1; j)z=In(9-x*—)?);

kyz=xe"" 1)Z=x-y—g—i+8; m)z=e¢" ¥
Xy

Odpowiedzi

a) z(1,Dmin =25 b) z(1,Dpmin=—4; ©) z(1,D)min=-2; d) z(1,1)pmax = 25
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e) brak ekstreméow; f)z(l,l)min=—%; g)z(l,l)mm—%; h) z(1,1)min = —1;

i) Z(%’g) min = —g 5 1) 2(0,0)ma = In 9; k) brak ekstremow; 1) z(—1,-2)min = 14;

m) z(0,0) i, = 1.



6. Szeregi

6.1. Szeregi liczbowe

6.1.1. Wiadomosci podstawowe

Przypomnienie wiadomosci dotyczacych ciagow liczbowych

Funkcje, ktorej dziedzing jest zbior liczb naturalnych, nazywamy ciggiem
liczbowym i zapisujemy a, = f(n) . Na przyktad:

1 n!
a,=— , b,=\n*+n-n, c,=—.

n 2"

|
a4=%,b3=\/ﬁ—3=2\/§—3, 022%222

Uwaga 6.u.l. Wyraz a, oznacza czwarty wyraz (czwartg liczbe) ciagu (an), a odpo-

wiednio b, oraz ¢, oznaczaja odpowiednio trzeci i drugi wyraz ciagu (bn ) oraz (cn).

Granica wlasciwa ciggu

Definicja 6.d.1. Liczb¢ g nazywamy granicg ciagu (an ), jezeli dla kazdego £>0
istnieje liczba K zalezna od £ i taka, ze dla kazdego n > K zachodzi nier6wno$¢
|a, —g|<€.

Granica niewlasciwa ciggu

Definicja 6.d.2.

a) Liczbe +e nazywamy granica ciggu (an), jezeli dla kazdego 4 > 0 istnieje
liczba skonczona K € N zalezna od A4 i taka, ze dla kazdego n > K zachodzi
nierdéwnos¢ a, > 4.

b) Liczbe —eco nazywamy granicg ciggu (an ), jezeli dla kazdego B < 0 istnieje liczba
skonczona Ke N zalezna od B i taka, ze dla kazdego » > K zachodzi
niero6wnos¢ a, <B .
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Granicg ciagu zapisujemy: lima, =g .
n—oco

Uwaga 6.u.2. Gdy granicg ciggu jest —oo lub +oo, woéwczas mowimy, Zze ma on
granic¢ niewtasciwag, a o ciggu mowimy, ze jest rozbieZny.

Wtasnosci granic wlasciwych

lim(a,*b,)=1lima,*1limb,,
n—eo n—soo n—oo

lim(a,-b,)=lima,-limb,,
n—oo n—o0 n—>o0
lima,
lim - =2=2=—
noep  limb,
n—oo

przy warunku, ze lewa i prawa strona istnieje (mianownik r6zny od 0).
Przy wyliczaniu granic pewnego typu ciggow stosuje si¢ wzor
(6.1) 1im[1+5) =e".
n—sco n

Przyktad 6.p. 1. Obliczy¢ granice ciagu

2_ 2n+3Y" H(n+1)!
By a, T IES gy (A BV (D)

2n—1 (n+1)!-n!

Rozwiqzania

n® —3n+5
a)a,=——5——.
n +n
Aby wyliczy¢ granicg, dzielimy licznik i mianownik (wszystkie wyrazenia
sumy lub ro6znicy licznika i mianownika) utamka, ktory okresla ciag, przez zmienng
n podniesiona do najwyzszej potegi mianownika — w naszym przypadku przez n’:

1 3+5
2_ R
lima, = lim 2" _ fim 11’ _ | o
n—o0 n—oo n +n n—yco 1

I+—

n

i—>O, iz—>0, l—>O.
n n n

Odpowied?z: Granica ciggu jest rowna 1.
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2n+ 3)5’1

b) b, =
) n (2}’1—1

W ulamku w nawiasie dzielimy licznik i mianownik przez 2n oraz stosujemy
wzor (6.1)

a5
n

S 3
3" 9 3
sn 1+— 1+% 3
fim 2253 ) Cpim| 20 | 2| gim| | | 2| €| 25 e,
n—eo\ 2pn—1 n—reo . | n—yeo -1 1
1+ - o2
2n 1+-2-
- n -

Odpowied?: Granica ciagu jest e'.

! !

¢ ¢, = n!+ (n+1).'

(n+D!—n!
Uwaga 6.u.3.

nl=1-2-...-n oraz(n+1)!=1-2-...-n-(n+1)=nl(n+1).
Najpierw przeksztalcimy c,, uwzgledniajac uwage 6.u.3:

_n+(n+1)-n! nl(+n+l) n+2 1+2

" (n+D)-n-n al(n+l-1)  n n

limcnzlim1+£=1+0=l, bo g—>O.
n

n—oo n—eo n

Odpowied?: Granica ciagu jest rowna 1.

Zadania

Zadanie 6.z.1. Obliczy¢ granice nastepujacych ciggow liczbowych.

2 _ 4.2 '
n"+5n—-2 b) bn:n34n o) e = 2(n+1)! :
n+2 (n+1)+3n!

a) a, =

"3k 2n+6’
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_ | _ 2n 9n
4 d = 2 (n+2).; 0 en:(:’an 1) ; ﬂfn=(4n+3j .
3nH+4(n+1)! 3n+2 4n -7

Odpowiedzi.
45

a)%; b) 0; ¢) 2; d) = ; e)%; f)e?.
e

6.1.2. Okreslenie szeregu liczbowego i jego sumy
oraz zbieznos¢ i rozbieznos¢ szeregu

Definicja 6.d.3. Niech bedzie dany cigg liczbowy (a,,); wOwczas wyrazenie

ostaci: a, +a, +...+a, +... nazywamy szeregiem liczhbowym 1 zapisujem a, .
p 1 2 n ywamy 24 'y y n
n=l1

Definicja 6.d.4. Liczbg

S,=a +a,+..+a, =Zai
i=1
nazywamy sumgq czesciowq szeregu liczhowego, a granicg ciagu liczbowego (Sn)
— ciaggu sum czg¢Sciowych, nazywamy sumgq szeregu liczhowego i oznaczamy S;
jezeli suma istnieje i jest liczbg skoficzona, to wyjSciowy szereg nazywamy
zbieznym, natomiast w pozostatych przypadkach (granica nie istnieje, granica jest
liczba nieskonczong) szereg nazywamy rozbieZnym.

Uwaga. 6.u.4. Na ogo6l wyliczenie sumy szeregu liczbowego zbieznego jest
niezmiernie trudne, jednakze mozna wyliczy¢ jej warto$¢ przyblizong, wyliczajac
sumg czgsciowa, np. S, , S, itd. W zwiazku z tym nalezy wiedzie¢, czy szereg jest
zbiezny, czy rozbiezny, co oznacza, ze wiemy, czy mozna przyblizy¢ sume¢ szeregu
przez sum¢ cze¢$ciowg czy nie. Szeregi liczbowe rozbiezne majg zastosowanie
w szczegolnych przypadkach (np. do oszacowan pewnych funkcji rozbieznych).

Warunek konieczny zbieznosci szeregu liczbowego

Twierdzenie 6.t.1. Jezeli nieskonczony szereg liczbowy Zan jest zbiezny, to
n=l1

lima, =0.
n—oo
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Uwaga 6.u.5. Nawet jesli wyraz og6lny szeregu Z a, spelnia warunek konieczny

n=l

zbieznosci (tzn. lim a, =0), nie oznacza to, ze szereg jest zbiezny.
n—o0

Przyktadem szeregu rozbieznego spetniajacego warunek konieczny zbieznosci
. : = 1 . . .
jest szereg harmoniczny Y — (suma odwrotnosci kolejnych liczb naturalnych).
n=1 N

Do wykazania, ze cigg sum cz¢$ciowych (S ) szeregu harmonicznego jest

n

rozbiezny, wykorzystamy fakt: jesli nieskonczony podcigg ciggu nieskorniczonego jest
rozbiezny, to ciqg jest rozbiezny. Pokazemy, ze ciag (S, ), ktory jest podciagiem

(cze$cig) ciagu (S ; ), jest rozbiezny

1 1 1 1 1
F—tt—t— et —
15 16 2" +1 2

9

[1 1 1) ( 1 1)
—tot—t— |ttt |=
9 15 16 214 2

! + ! + ! +i+
2241 2242 2243 2°

4
1 1 1

=l+—+|—+— [+ =+—

2 \3 4 5

1 1 1
=1+ —1 + 1—+—2 +

2 2 +1 2

1

1 1 1
H gttt |+
2°+1 22+7 2

Zauwazmy, ze wyrazenie S,, zostalo podzielone na sumg¢ n nawiasow;

w pierwszym znajduje sie jeden (2°) wyraz, w drugim dwa (2'), w trzecim cztery
(2%), a w n-tym 2" sktadnikéw sumy. Co wiecej — ostatnim wyrazeniem w kazdej

parze nawiasOw jest utamek postaci YR ktory jest sktadnikiem najmniejszym

z wszystkich znajdujacych si¢ w nawiasie. Zatem liczba w kazdej parze nawiasow

(poczawszy od drugiej) jest wigksza od % Stad:

S.. >1+l+l+...+l,czyli
2 2 2 2

n razy
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S, >(1+§)%oo, gdy n—eo, wige S, — oo

oznacza to, ze S, — oo, a zatem szereg harmoniczny jest rozbiezny.

6.1.3. Szeregi liczbowe 0 wyrazach dodatnich

Definicja 6.d.5. Szereg liczbowy Z a, , dla ktérego a, >0 dla kazdego » natural-

n=1

nego, nazywamy szeregiem o wyrazach dodatnich.

Uwaga 6.u.6. Dla szeregéw o wyrazach dodatnich w celu skrdcenia zapisu wprowadza
si¢ nastepujace oznaczenia:

oo

Z ¢, < oo oznacza, ze szereg jest zhieiny,

Z d, = oo oznacza, ze szereg jest rozbieiny.

Kryteria zbieznoSci szeregow o wyrazach dodatnich

1. Kryterium pordwnawcze
Jezeli istnieje taka liczba skonczona K, ze dla kazdego n > K
(a) ansbnoraszn<oo, to Zan<oo.
n=l1 n=1
Jezeli istnieje taka liczba skonczona K, ze dla kazdego n > K

(b) a,= b, oraz i b, =, to Z a, = oo.
n=l1

n=l

2. Kryterium ilorazowe, zwane réwniez kryterium d’Alamberta. Gdy dany jest szereg
o wyrazach dodatnich

S . an+1 /4
Z a, oraz g= lim , wowczas

n—co
n=l1 an

jezeli g <1, to dany szereg jest zbiezny,
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jezeli g > 1, to dany szereg jest rozbiezny,
jezeli g = 1, to szereg moze by¢ zbiezny lub rozbiezny.

3. Kryterium pierwiastkowe, zwane réwniez kryterium Cauchy’ego. Gdy dany jest
szereg o wyrazach dodatnich

Z a, oraz g =lim%/ a, , wowczas:

n—yoo
n=l

jezeli g <1, to dany szereg jest zbiezny,
jezeli g > 1, to dany szereg jest rozbiezny,
jezeli g = 1, to szereg moze by¢ zbiezny lub rozbiezny.

= . .
Uwaga 6.u.7. Szereg Z — Jest zbiezny dla a>1 oraz rozbiezny w pozostatych

n=l

przypadkach.
Przyklad 6.p.2. Zbadaé zbieznos¢ szeregu:

a)iz_'; Z(2n+1)" )23+n; oS Jn +n?

~ pl (n+3)*" S ns" i

oo 3 n ) 211 2
e)zl’l+}’l : f)z . +2}’l

= S +n S nP+2n’+4n

Rozwiqzania

oo n
a) Z —.
n=l n!
Zastosujemy kryterium ilorazowe, wypiszemy wigc:

n 2n+1 N )
a, _2 oraz a,, 2:2 , gdzie: 2" =2".2;
n! (n + 1)' n(n+1)

) =1-2-3.-n(n+)=n-(n+1).

Wyliczymy teraz:

. 2.2" ! . 2
gzhma”’rl = lim 2 = lim =0<1.
noe g noepl(n+1) 2 mentl
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Oznacza to, ze dany szereg jest zbiezny, co zapisujemy:

Odpowied?: Powyzszy szereg jest zbiezny.

@n+l)!
Z ( +3)2n '

Stosujemy kryterium ilorazowe

(2n+1)! C [Rn+D 1]

a, =————— 0raz a = =
" (n+3)*" " (414 3)20D

z definicji n! mamy:

Qn+3)= 1-2-.-Qu+1)- 2n+2)-Qn+3) =

3),

wigc w konsekwencji otrzymamy

Qn+1)! -

Qn+2)- 2n+

_ @n+3)! _@n+1)I2n+2)2n+3)

n+4>  (n+4"n+4Hn+4)

wyliczymy teraz g; stosujac wzor (6.1):

| 2n
g=1lim Ay _ (Zn +D)!2n+2)2n+ 3) (n+3)

n>e g o n+4H"(n+4)(n+4) Q2n+ 1)'

2n
— lim (n+3) 1im2n+2~li 2n+3=

m
n—>°°(n+4) n—e 44 noe p44
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Wykorzystujemy znany fakt, ze jesli ae (0,1), to a* e (0,1) dla kazdego ke N,
szereg jest wigc zbiezny, czyli

@n+D)!
Z (}’l + 3)211

Odpowied?: Dany szereg jest zbiezny.

Db

st

3

Stosujemy kryterium pordéwnawcze (a), wigc musimy znalez¢ odpowiednie b, .

n 3 n n n
_ 3" +n < 3" +3 _ . 3" _ 2
nH+5" n! n!

ne

Przy powigkszaniu utamka stosujemy ponizsza uwage 6.u.8.

Uwaga 6.u.8. Przy powigkszaniu utamka, ktorego zardwno licznik, jak i mianownik sg
sumami pewnych wyrazen, stosujemy zasade: w liczniku sposréd wyrazen, ktore
dodajemy, wybieramy wyrazenie ,,najwigckszego rzgdu” i wstawiamy je w miejsce
kazdego wyrazu sumy, a w mianowniku wybieramy wyrazenie, ktore jest ,,najwigk-
szego rzedu” 1 tylko to wyrazenie zostawiamy.

Przy wyborze wyrazenia ,,najwigkszego rzedu” kierujemy si¢ zasada:

a-n*<b-c"<d-n<f-n", gdzie a>0, b>0,d>0, f>0, c>1,
zachodzi dla kazdego n > K , gdzie K jest pewng liczba skonczong.

Teraz do badania zbieznosci szeregu, ktérego ogdlnym wyrazem jest b,
(wspotczynnik 2 wystgpujacy przed b, nie wpltywa na zbieznos¢ badanego szeregu,
wigc mozemy go pomingc), stosujemy kryterium ilorazowe. W zwigzku z tym

31’! 3n+l 3 . 31’!

bn =" bn+1 = = 2
n! (n+1)! nl(n+1)

gdzie jak w jednym z poprzednio rozwigzywanych zadan

(n+ 1D!'=n! (n+1), oraz 3""'=3"3.
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3" !
g=1imb”’r1 = lim 33 -2 = lim 3 =0 < 1, wiec
n—e b nse pl-(n+1) 3" noe p+l

Db, <oo,
n=l1

czyli na podstawie kryterium pordwnawczego (a)

i:3”+n3 < o

n=1 n+5"

Odpowied?: Dany szereg jest zbiezny.

o5 i

= 2n* +3n?

Najpierw stosujemy kryterium poréwnawcze (a), czyli po wykorzystaniu
uwagi 6.u.8 z poprzedniego zadania mamy

2 2
Jn+n _ 1

< = — =5 .
2nt +3n% 21t n’ !

an=

> = - . . SN -
Szereg Z b, = Z — Jest zbiezny, bo wiadomo, ze szereg Z — jest zbiezny
n=l1 n=l n=1 N

dla a>1 oraz rozbiezny w pozostatych przypadkach (uwaga 6.u.7).

Odpowied?: Na podstawie kryterium porownawczego (a) stwierdzono, ze dany szereg
jest zbiezny.

0 i n+n"

n=1 5" + n!

Najpierw stosujemy kryterium porownawcze (a) (przy powigkszaniu korzy-
stamy z uwagi 6.u.8)
n+n" _n"+n" n

< =2.% ~2p .
5" +n! n! n!

n =
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Teraz badamy zbieznos¢ szeregu

oonn

n=l }’l'

(wspotczynnik 2 wystepujacy przed b, nie wptywa na zbiezno$¢ badanego szeregu,
wigc mozemy go pominac), stosujac kryterium ilorazowe (patrz przyklady (a) i (b)).
Wyliczamy:

_ ()™ (Dt D" _(n+1)"

= , wiec
" (n+1)! (n+1)-n! n! €
n [ n n
g= lim 2zt = jjm (2FDT 1 1im(”+1) =1im(1+lj —e>1.
now b n—e  pl n neeo\ n n—oo n

Przy wyliczaniu granicy stosujemy wzor (6.1), mamy wigc szereg an = oo,
n=l
tzn. ze jest rozbiezny, zatem kryterium porownawcze (a) nie wyjasnia problemu
zbiezno$ci wyjsciowego szeregu. Zastosujemy wigc kryterium poréwnawcze (b),
wykorzystujac przy zmniejszaniu podana nizej uwagg 6.u.9.

Uwaga 6.u.9. Przy zmniejszaniu ulamka, ktorego zaréwno licznik, jak i mianownik
sg sumami pewnych wyrazen, stosujemy zasade¢: w liczniku wybieramy wyrazenie,
ktore jest ,,najwigkszego rzedu”, i tylko to wyrazenie zostawiamy, a w mianowniku
sposrod wyrazen, ktore dodajemy, wybieramy wyrazenie ,,najwickszego rzedu”
1 wstawiamy je w miejsce kazdego wyrazu sumy.

3 n n n
n+n n n 1

1
a,= n - 5 n
5"+n! nH+n! 2 nl 2

n

Teraz badamy zbieznos$¢ szeregu

oo nl’l

n!

n=l
(wspdtczynnik % wystepujacy przed b, niec wplywa na zbiezno$¢ zapisanego szeregu,
wigc jak w powyzszym przypadku, mozna go poming¢). O badanym szeregu wiemy,
ze jest rozbiezny (patrz: pierwsza czg$¢ zadania, gdzie stosowaliSmy kryterium

porownawcze (a)). Oznacza to, ze na podstawie kryterium poréwnawczego (b)
dany szereg jest rozbiezny.

Odpowiedz: Dany szereg jest rozbiezny.
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d 2" +n?
DY 5o

l n’+2n* +4n

Stosujemy najpierw kryterium poréwnawcze (a)

n 2 n n n
PR M S Y Y
n’ +2n° +4n n n

Przy zwigkszaniu ulamka wykorzystujemy uwage 6.u.8. Badamy teraz zbiezno$¢

szeregu Z — (wspotezynnik 2 jak w zadaniu (e) nie wplywa na zbieznos¢ bada-
n=l1

nego szeregu, wigc moze by¢ pominigty przy jego badaniu) przez zastosowanie

kryterium ilorazowego; wyliczamy wigc

2.2"
(n+1)°

4l =

oraz granic¢

2 211 3 3
g = lim 2L = lim 2 lim2 | j —2>1,
noe b onoe (n4l)? 2" nee (n+l

czyli szereg utworzony z b, jest rozbiezny. Oznacza to, ze kryterium poréwnawcze
(a) nie okresla zbieznos$ci ani rozbieznosSci szeregu wyjSciowego; zastosujemy wigc
kryterium poréwnawcze (b).

L
3

w+2nt+4n nP+nP+n® 3 n

a,=

2" +n? 2" 1 2"
> =

Przy zmniejszaniu utamka wykorzystujemy uwage 6.u.9. Badamy teraz zbiezno$¢
szeregu

< n"
S
. A . 1 . C
(podobnie warto$¢ 3 jak poprzednio 2 czy B nie wpltywa na zbiezno$¢ zapisanego

szeregu, wigc moze by¢ pominigta), ktory, jak juz zbadalismy, jest rozbiezny. Oznacza
to, ze dany szereg na podstawie kryterium porownawczego (b) jest rozbiezny.

Odpowied?: Powyzszy szereg jest rozbiezny.
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Zadania

Zadanie 6.z.2. Zbada¢ zbieznos$¢ nast¢pujacych szeregow:

)23 +Zn’ )Zn +2n+5 )22”\/:(42-;1)”’

n=l

(2 )

)24 +n’ f)Z:2+n‘ )Zn+n )Zn+2 :

v n+3" 15" +

2" +n "4l 2n+3 Jn+4"
) Z n > J) Z 4 n Z Z sn +8n :
n=1 n=1 1 n=1
Odpowiedzi:

a) zbiezny, b) zbiezny, c)zbiezny, d)rozbiezny, e)zbiezny, f) zbiezny,
g) zbiezny, h) rozbiezny, 1) zbiezny, j)zbiezny, k) zbiezny, 1) zbiezny.

6.1.4. Szeregi liczbowe naprzemienne

Definicja 6.d.6. Szereg liczbowy postaci
> (-1)"a, , gdy dla kazdego ne N:a, >0
n=l

nazywamy szeregiem naprzemiennym. Na przyktad:

1 1
1—=—+—— . n+1 - 1l1+1 -
> t3 (-1 E =1

(Z(l)"“—= )Z(l) )

n=1 n=1
Zapisany w przykladzie szereg nazywa si¢ anharmonicznym.

Dla szeregdéw naprzemiennych kryterium zbieznosci, zwane kryterium Leibniza,
jest nastepujace.
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Twierdzenie 6.t.2 (kryterium Leibniza). Jezeli ciag (a,) jest ciagiem wyrazéw

dodatnich monotonicznie malejacych (kazda liczba nastepna ciagu jest mniejsza od
poprzedniej) oraz jego granica jest rowna zero, to szereg

=

2.(Da,

n=l

jest zbiezny, a suma czg$ciowa S, tego szeregu spetnia nierdéwnos$¢:

(6.2) |S,-S|<a

n+l

gdzie S jest sumg danego szeregu naprzemiennego.

Ze wzgledu na to, ze wyrazenie |S” - S| okresla blgd, jaki popelniamy,
zastepujac sume szeregu S sumg czesciowa S,, mowimy, ze (6.2) ,,szacuje” btad
przy wyliczaniu sumy czg¢sciowe;.

Przyklad 6.p.3.

a) Zbada¢ zbieznos¢ oraz w przypadku zbieznosci wyliczy¢ S, i blad, jaki popetnia-

my, zastepujac otrzymanym wynikiem sume¢ szeregu S dla
— _1 n+l L .
Z‘( ) n+1

b) Obliczy¢, ile nalezy doda¢ wyrazow szeregu

o

_1n+l n ,
2. (=D o

n=l
aby otrzymany wynik przyblizat jego sume¢ z dokladnoscia, ktéra jest liczba
mniejsza od 0,0001.

¢) Zbadac¢ zbiezno$¢ i wyliczy¢, jaka suma czg¢§ciowa szeregu

S _ 1yl n
2D (n+1)!

n=1

rozni si¢ od jego sumy mniej nizo 107,

Rozwigzania
a) Zbada¢ zbieznos$¢ oraz w przypadku zbieznosci wyliczy¢ S, 1 blad, jaki popehia-
my, zastgpujac otrzymanym wynikiem sume szeregu S dla

- -1 n+l n .
nZ::‘( ) n+1
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(1) Sprawdzamy, czy ciag a, = 3n " jest malejacy.
n +

(2) Wyliczamy 1i_1>n -
noep” +1

Ad. (1) Sprawdzamy, czy zachodzi a,,,—a,< 0 (bo ciag ma by¢ malejacy) dla

n+l

kazdego n naturalnego, wiec wyliczamy

_n+l n+l _ n+l
(m+1)’+1 w430 +3n+1+1 n’+3n° +3n+2

an+l

1 po podstawieniu liczymy:

n+l1 n —2n* =3’ —n+l
—a4,=73 2 T3 {73 2 3
n+3n"+3n+2 n+1 (W +3n"+3n+2)(n" +1)

an+l

Zapisana nierowno$¢ zachodzi dla kazdego » naturalnego, wigc ciag a, jest malejacy.

1
Ad. (2) lim—"— = lim —= =0.
n—eo n +1 n~>ml-i-ni3

0
1

Na podstawie (1) oraz (2), zgodnie z kryterium Leibniza, stwierdzamy, ze dany
szereg jest zbiezny.

Wyliczymy teraz:
S4 — l_g+i_i,~, 0,]2338 , ds =i== 0,03968 .
2 9 28 65 126

Odpowied?: S, =0,12338 1r6zni si¢ od sumy szeregu S o mniej niz 0,03968.

w1 N

b) Obliczy¢, ile nalezy doda¢ wyrazow szeregu Z (-1 —, aby otrzymany wynik

n=l 10
przyblizatl jego sume z doktadnoscia, ktora jest liczbg mniejsza od 0,0001.

Sprawdzimy najpierw, czy dany szereg jest zbiezny. Szereg jest naprze-
mienny, wigc zastosujemy kryterium Leibniza.

. +1 L .
1. Monotoniczno$¢ a, = zln()ﬁ , poniewaz a,> 0 dla kazdego ne N,

lon > an+1

wigc aby zbada¢, czy ciag jest malejacy, wystarczy sprawdzi¢, czy zachodzi

”_H<1
a

n

(bo cigg ma by¢ malejacy) dla kazdego ne N;
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n+l 10" n+l
. = <1
10-10" =n 10n

zachodzi dla kazdego n naturalnego, czyli cigg jest malejacy.

) . n o, 1
2. lima, =lim =lim—aAw—— =
n—e n—e 10" n—>=10"1n10

(przy wyliczaniu granicy zastosowano regute de I’Hospitala).

3. Aby wyliczy¢, ile wyrazow nalezy doda¢, musimy najpierw wyliczy¢, dla jakiego n
a,,, bedzie nie mniejsze od 0,0001.

n+l

w1 =7 20,0001 (nieréwnos¢ zachodzi dlan =4, 5, 6, ...).
10n+

Odpowied?: Nalezy dodaé przynajmniej cztery wyrazy tego szeregu.

¢) Zbada¢ zbieznos¢ i wyliczy¢, jaka suma cze$ciowa szeregu

i (_ l)n—l n

- (n+1)!

e e s . e e —4
rozni si¢ od jego sumy o mniej niz 107" .
Zaczynamy od badania zbieznosci.
1. Monotoniczno$¢

n _on+l n+1 Ay _ n+l1 <1,

ST Tl ) @, n(n+2)

wigc ciag jest malejacy.

2. lim =0, szereg jest wigc zbiezny.
n—e (pn+1)!
3.1S, —S| <a,, ,wyliczamy zatem, dla jakiego n a,,, >10"*=0,0001.
n+1 .y ‘s .
A, = > 0,0001 (nierowno$¢ zachodzidlan=26,7, 8, ....).
(n+2)!

Odpowied?: S;, S,, Sy, ... spelnia podany w zadaniu warunek.
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Zadania

Zadanie 6.z.3.
a) Zbada¢ zbieznos¢ oraz w przypadku zbiezno$ci wyliczy¢ S, 1 blad, jaki popetnia-
my, zastepujac otrzymanym wynikiem sume szeregu S dla

i (_ 1)n+l 3_

n
n=l 4’1 .
b) Zbada¢ zbieznos¢ oraz w przypadku zbieznosci wyliczy¢ S 1 blad, jaki popetnia-
my, zastgpujac otrzymanym wynikiem sume szeregu S dla
= 3n+2
-1 ntl 20T & .
nz_:‘( ) n*+1
c¢) Zbada¢ zbiezno$¢ oraz w przypadku zbieznosci wyliczy¢ S, 1 blad, jaki popehnia-
my, zastgpujac otrzymanym wynikiem sume szeregu S dla
D (=D —-
n=l1 n.

d) Obliczy¢, ile nalezy doda¢ wyrazow szeregu

o

Z (_1)n+1 i

aby otrzymany wynik przyblizal jego sum¢ z dokladnos$cig, ktora jest liczba
mniejszg od 0,001.

¢) Zbada¢ zbieznos¢ 1 wyliczy¢, jaka suma cze$ciowa szeregu

an+3

é(—l)"

n!
yoe . . . o . .. -3
rozni si¢ od jego sumy o mniej niz 107 .

Odpowiedzi.

a) Szereg zbiezny, S, = 0,4688, btad jest mniejszy od 0,0146.
b) Szereg zbiezny, S5 = 1,83, btad jest mniejszy od 0,54.

c) Szereg zbiezny, S, =—0,8444, blad jest mniejszy od 0,0254.
d) Szereg zbiezny, nalezy doda¢ przynajmniej siedem wyrazow.
e) Szereg zbiezny, nalezy doda¢ przynajmniej osiem wyrazow.
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6.2. Szeregi potegowe

Definicja 6.d.7. Szereg postaci Zan (x—p)" nazywamy szeregiem potegowym
n=l

uogolnionym o srodku p, a gdy p=0, wowczas szereg ten przybiera posta

Z a, x" 1nazywamy go szeregiem potggowym, gdzie (an) jest ciggiem liczbowym,
n=0
X — zmienng, p — stala. Na przyktad:

) fii oo (Xf—-4)”
; n Z“n(nﬂrl).

n=0

Promien zbieznoSci szeregu potegowego

Definicja 6.d.8. Liczb¢ r nazywamy promieniem zbieinosci szeregu potegowego,

jezeli dla kazdego ke (—r,r) szereg liczbowy Z‘an k"| o wyrazach dodatnich jest
n=0

zbiezny, a dla kazdego g € (—oo,—r) U (r,00) szereg liczbowy Z a, q"‘ o wyrazach

n=0
dodatnich jest rozbiezny.

Definicja 6.d.9. Liczb¢ r nazywamy promieniem zbieinosci szeregu potegowego
a,(k—p)"

o wyrazach dodatnich jest zbiezny, a dla kazdego ge (-, p—r)U(p+r,)

uogolnionego, jezeli dla kazdego ke (p—r,p+r) szereg liczbowy Z
n=0

szereg liczbowy Z a,(q— p)”‘ o wyrazach dodatnich jest rozbiezny.
n=0

Sposoby wyliczania promienia zbieZnosci szeregu potggowego
i promienia zbieinosci szeregu potggowego uogolnionego

Do wyliczania promienia zbieznosci szeregdw potegowych stosuje si¢ na-
stepujace wzory:

al‘l

a

(6.3) r=lim

n—>00

(wzor wynika z kryterium d’ Alamberta),

n+l
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(6.4) r=1im n{ € (wzor wynika z kryterium Cauchy’ego).
n—oo a,

Uwaga 6.u.10. Jesli wyliczony promien » =0, to szereg potegowy i odpowiedni
szereg potegowy uogodlniony sg zawsze rozbiezne, a do szeregu potggowego
mozemy podstawi¢ tylko x=0 1 odpowiednio do szeregu uogolnionego x=p,

aby otrzymac liczbe q, .

Uwaga 6.u.11. Jezeli wyliczony promien » =oo, to szereg potegowy i odpowiedni
szereg potggowy uogolniony sg zbiezne dla kazdego x rzeczywistego.

Przyklad.6.p.4. Wyliczy¢ promien zbieznosci szeregu:

SIS OF S 9% o9y

= par n(n+1) = n 241 pr i+l

Rozwiqzania

Promien zbieznos$ci wyliczymy, stosujac wzor (6.3)

1 11

a,=—. Ayl = - ’
n! (n+1)! nl(n+1)
1 1
r=1lim| — - M‘_hm (n+1) = oo
n—e| pl n—oo

Odpowied?: Szereg jest zbiezny dla kazdego x.

by —

= N (n+1)'

Promien zbiezno$ci wyliczamy jak w zadaniu poprzednim

1 1
= N A1 =7 >
n-(n+l) (n+1)-(n+2)
p=lim| — DD 2 2o
n—eo l’l(}’l+1) 1 n—e p n—oo n

Odpowiedz: Promien zbieznosci r =1.
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c)i X!

0 2"-}’1

Promien zbieznos$ci wyliczamy, stosujac wzor (6.4)

anz;, r=lim2/ | n-2" |=1lim2-%/ n =2.
I’l'2n n—oo n—yoo

Uwaga 6.u.12. 1im{/7=1.

n—>oo

Odpowied?: Promien zbieznosci r =2 .

P

n=0 n2 +1 ’
Stosujemy wzor (6.3)
0 = 1 0 = 1 B 1
"l " )2+l nP42n+2°
14242
: 1 n+2n+2| . n*+2n+2 n
r=liml——- = lim 3 = lim =1.
n—eol p +1 1 n—o0 n-+ n—>o0 1+ 1
2
n
Odpowied?: Promien zbieznosci r =1.
co x}’l
e .
) ,,Z:(:) ni+l1
Stosujemy réwniez wzor (6.3)
1 1
a, = ’ Ay = o
nH+1 (n+1)H+1
! n+1+
! ! * *
y = lim| A DL A DRL o
n—es| 41 1 noe plel o nee 1
_ 1+—
n! n!

bo (n+ 1) =(n+ 1)n!
Odpowied?: r =oo.
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Zadania

Zadanie 6.z.4. Wyliczy¢ promien zbieznosci szeregu potggowego:

oo n oo n oo

a)Zﬁ; by ————; c>22 I . —

n=0 311(”"‘5) n=0 n=0 N +27’l+1

ﬂ,; 2”+' Z(2n )22”+3”;

n=0 n=0

=3

Zo ian J)g n'+x/_

Odpowiedzi

a) r=oco; b)r=3; c)r=2; dyr=1; e)r=co; f)r=oc; g)r=oo

h) r=3; 1)) r=4; j)r=o

W s k az 6wk a: Przy wyliczaniu promienia zbiezno$ci szeregu potegowego
w zadaniach (a), (c), (e), (f), (h), (i), (j), obliczajac granicg, dzielimy licznik i mia-

nownik powstatych ulamkow przez wyrazenie ,,najwyzszego rzedu” mianownika
(uwaga 6.u.8).

6.3. Szereg Taylora

Definicja 6.d.10. Z kazda funkcja y = f(x), ktéora ma pochodne dowolnego rzedu,

mozna zwigzac szereg potegowy uogolniony, ktéry zapisujemy nastepujaco:

’ ” (n)
LD T oy LB eyt ey

Jest on nazywany szeregiem Taylora tej funkcji. ( £ (p) oznacza pochodng rzedu
n funkcji f(x) w punkcie x = p; dla n = 0 pochodna jest rzedu 0, czyli jest funkcja
wyjsciowa, 0! = 1).
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Uwaga 6.u.13. Rownos¢ miedzy dang funkcja a zwigzanym z nig szeregiem zachodzi
dla xe (p—r, p+r), gdzie r jest promieniem zbiezno$ci wyliczonego szeregu.

Mamy wigc

f(x)= Z f(n)(p) (x=p)" dla xe(p—r,p+r).

n=0

Proces wyliczania dla danej funkcji szeregu Taylora czesto nazywamy
rozwijaniem funkcji w szereg Taylora (dla p = 0 wyliczony szereg nazywamy
szeregiem Maclaurina).

Przyktad 6.p.5. Rozwinag¢ w szereg Taylora lub — odpowiednio — Maclaurina
nastepujace funkcje:

a) y=Inx dla p=1, b) y=¢" dla p=0; c¢) y=sinx dla p=0;

d) y=cosx dla p=0; e) y=xe’* dla p=0; f) y=sinx+cosx dla p=0

oraz wyliczy¢ odpowiednie promienie zbiezno$ci dla wyliczonych szeregow.

Rozwiqzania

a) y=Inxdla p=1.

Wyliczamy kolejne pochodne danej funkcji, a potem te pochodne dla p = 1:

f(x)=Inx, f()=Inl=0
f'(x)=l=x‘1, H=1=0l,

X
fr(x)=-1x72, fH=-1=-1,
f(x)=-1(=2)x"7", =2,
S () ==1(=2)(-3)x7", ) =-31,
SO =) =D, M=) (n-1).

Otrzymujemy szereg:

%+(1)'(x 1)+—(x > += (x 1y’ +—(x D +..
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+—(_1)n—l(n m (x=D"+..=
n!

1 -1 , 1 3 —1 4
=0+--(x-D+— - (x=-D"+=-(x=-1)"+— - (x=1)"+
N (x=1) 5 (x=1) 3 (x=1) 4 (x=1)

ED e = G
et (x—1) +..._; . (x=1)".

Wyliczamy teraz promien zbieznosci otrzymanego szeregu, stosujac wzor (6.3)

n—1 1\
a, = ( 1) ’ Ay = ( 1) ’ WIQC
n n+l
—1! 1+1
7= lim =D .n+1 = 1mn+1=1im 2 =1.
n—eo n (_1)” n—oe n—e |

oo _ 1yl
Odpowied?: Mamy Inx=)_ (Gl (x=1)" dla xe(02).
n

n=l1

b) y=¢" dlap=0.

Z whasnosci pochodnej funkcji e wiemy, ze £ (x)=e", czyli /™ (0)=1.

Otrzymujemy wigc szereg:
oo 1 " oo xn
T

n=0 I’l' n=0 n!

Promieniem zbiezno$ci otrzymanego szeregu jest r =eoo (patrz przyklad 6.p.4a
dotyczacy wyliczania promienia zbieznosci szeregdw potggowych).

oo n

Odpowied?: Oznacza to, ze e* = X dla kazdego x rzeczywistego.
P !

n=0 T
c) y=sinx dla p=0.
f(x)=sinx, f(0)=0,
f(x)=cosx, f(0)=1,
f7(x)==-sinx, £ (0)=0,
S7(x)=~cosx, S70)=-1,
£ (x)=sinx, 7 0)=0.

Z otrzymanych rezultatdéw wnioskujemy, ze nastepne pochodne beda dawaty
wyniki powtarzajace si¢ cyklicznie, otrzymujemy wigc szereg
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_ 3 5 2n—1
L U Sl O S R +...=£—x—+x——— . —Z( !
o2 3! 4! 5! r o3 s 7 o -
Promieniem zbiezno$ci otrzymanego szeregu jest » =0 (wyjasnienie w przykiadme
6.p.51).
o 2n-1

Odpowied?: sinx = Z (- 2n_1)! dla kazdego x rzeczywistego.
n=l1 n—1).

d) y=cosx dla p=0.

f(x)=cosx, fO)=1,

S/(x)==sinx, 7(0)=0,

f7(x)=—cosx, f7(0)=-1,

/7(x)=sinx, 17(0)=0,

£ (x)=cosx, foy=1.

Podobnie jak w zadaniu poprzednim, otrzymywane wyniki pochodnych kolej-
nych rzedow beda si¢ powtarzaé cyklicznie; otrzymujemy wigc szereg
1 0 -1, 05 1 4 ¥ oxt Xt
—t—xt+—x +=xF—x =l e -
o 2! 3! 4l 21 4 6 s (2 )
Promieniem zbieznosci otrzymanego szeregu jest, Jak w poprzednim zadaniu,
r = oo (Wyjasnienie w przyktadzie 6.p.5%).

n

oo 2n
Odpowied?: cosx = Z D" al ) dla kazdego x rzeczywistego.
n):

n=0

e) y=xe* dla p=0.

f(x)=xe™, f(0)=0,
f(x) =1 +xe™* -2 = (1+2x)e™, 70)=1,
F7(x)=2e* +(1+2x)e™ -2=2-(2+2x)e™", f7(0)=4,
F7(x)=(12+8x)e™ =27 -(3+2x)- ™, 770)=12,
7 (x)=(32+16x)e™ =2° - (4+2x)- ™, 77 0)=32,

£ =2 (n+2x)- €2, F0)=2""n.
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Zapisujemy odpowiedni szereg

1 4, 12 5 32, 20 2t o, 22, 28, = 2"t
O+—x+—x"+—x" +—x"+.=—x+—x" +—x +—x +...= X
r2! 3 4! 0! 1! 2! 3! ‘o (n=1)!

i wyliczamy promien zbiezno$ci otrzymanego szeregu, stosujac wzor (6.3)
a, = 2 a —Z—n
"= T
2 n
7= lim = — =00,
n—yoo (n—1)| 2" n—e )

Promien zbiezno$ci jest rowny 7 = oo

) n—1

Odpowieds: xe™* = Z (2 D x"  zachodzi dla kazdego x rzeczywistego.
=1 (1—1):

f) y=sinx+cosx dla p=0.

f(x)=sinx+cosx, f0)=1,
f'(x)=cosx—sinx, f0)=1,
f7(x)=-sinx—cosx, f7(0)=-1,
f7(x)=—cosx+sinx, f7(0)=-1,
£ (x)=sinx+cosx, fO)=1.

Wyliczone wartos$ci kolejnych pochodnych powtarzaja si¢ cyklicznie, wigc
otrzymujemy szereg
R et I SV R
1! 2! 3! 4l
1

-1 1 - 1 -1 -1
=l+—x+—x"+—x A oxtr— X =X+ —x +..=
2! 4! 6! 1! 3! 5! 7!

=2CD (2 )! ;( Vo

Wyliczony szereg dla utatwienia zapisano jako sume dwoch szeregow wyliczonych
wyzej, jednakze mozna go zapisa¢ jednym wzorem:

2n-1

oo

ULl 0 il V.U I Z(—l)[%]x—,

I 2! 3! 4! pry n!
gdzie symbol [a] uzyty w wykltadniku potggi oznacza ceche¢ liczby a, czyli
najwicksza liczbe catkowitg nie wigkszg od a (np. [2] = 2; [2,1] = 2; [1,9] = 1;
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[-11 = -1; [-1,7] = =2; [3,141] = 3). Promien zbieznosci wyliczymy dla tak

wlasnie zapisanego szeregu, |an| =—, wiec przy wyliczaniu promienia zbieznos$ci
n!

wykorzystamy wynik zadania 6.p.4a)

) a
r=lim 1

X—>e0

=oo,

a

n+l

Oznacza to, ze rowniez obydwa szeregi (wystepujace w przyktadach 6.p.5.c
i d), z ktorych nasz szereg si¢ sktada, musza mie¢ promien zbieznosci réwny

nieskonczonosci.
2n—1

Odpowied?: sinx+cosx = Z( ' — Z( "

dla kazdego x lub
7m0 (2 )L (2n=D)!

sinx 4+ cosx = Z (— 1)[§] x_' dla kazdego x rzeczywistego.
e n!

Zadania

Zadanie 6.z.5. Rozwina¢ w szereg Maclaurina nast¢pujace funkcje:

a) y=x-sinx dla p=0; b) y=3x-¢e" dla p=0;

c) y=-3x-¢* dla p=0; d) y=x-e* dla p=0;

e) y=—2x-¢* dla p=0; f) y= 2x dla p=0
X

oraz wyliczy¢ promienie zbiezno$ci wyznaczonych szeregow.

Odpowiedzi:
2n+l
a) x - ! F=oo; b) 3x - ) — F=oo;
) ,;( D" Qi) ) %n
C) —3x- Z_ x y=o0; Z( 3) x” F=oo;
n= On n=0

oo

e) —ZX'Z(_H—I')n~x”, F=o0; f)x~2(—x2y, r=1.
n=0 .

n=0
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6.4. Rozwijanie w szereg Maclaurina pewnych typow
funkcji wymiernych

Dla przypomnienia (patrz catki) funkcje, ktorg zapisujemy w postaci utam-
ka o liczniku i mianowniku wielomianowym, nazywamy funkcjg wymierng.
Rozrézniamy dwa rodzaje funkcji wymiernych: wlasciwg 1 niewlasciwg, podobnie
jak utamki liczbowe. Funkcje wymierng nazywamy wfasciwg, jezeli stopien
wielomianu licznika jest mniejszy od stopnia wielomianu z mianownika, podobnie
funkcj¢ wymierng nazywamy niewtasciwg, jezeli stopien wielomianu licznika jest
wigkszy od stopnia wielomianu mianownika lub mu rowny. Na przyktad:

3x% +2x-10 7 —2x+3
W -5x-7  5x*+6 x*+3x°-9

to funkcje wymierne wtasciwe;

X 230 =2x*+x-3 X’ —5x+3

x2=3x+5 5x+8 T X +3x—-4

to funkcje wymierne niewlasciwe.

Kazda funkcje wymierna niewlasciwa mozna przedstawi¢ jako sume cze$ci
catkowitej 1 funkcji wymiernej wlasciwej, tzn.

LACI N R

(©2) V,(x) v, (x)

P(x)+
gdzie: W, (x) — wielomian stopnia n, V,(x) —wielomian stopnia m (n=m),
P(x) — wynik dzielenia licznika wyjsciowej funkcji wymiernej przez jej
mianownik, R(x) — reszta z opisanego wyzej dzielenia stopnia mniejszego od m,
R(x)

P(x) — czgs¢ catkowita wyjsciowej funkcji, — funkcja wymierna wlasciwa.

Kazdg funkcje wymierng wtasciwa mozna w sposob jednoznaczny przedstawic
jako sume¢ ulamkoéw prostych. Sposob wyliczania podano w rozdziale 4 (patrz
catka nieoznaczona). Nas be¢da interesowaty tylko pewne utamki proste, postaci:

Ax+ B C

6.6 —_— Y,
66) a+bx’’ d+ex

gdzie a-b>0 oraz d-e#0.
Wymienione wyzej ulamki proste po wykorzystaniu wzoru dobrze znanego
ze szkoty sredniej, dotyczacego sumy nieskonczonego ciggu geometrycznego
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l-¢

ktoéry zachodzi dla —1 < ¢ <1, mozna zapisac :

=a+aq+aq’ +aq’ +...,

Ax+ B Ax B A X B

a+bx*  a+bx*  a+bx’ a 1—(—%)62) a

zatem

Ax+B  Ax+B .

a + bx* a rd

(6.7)

dla x spetniajgcego warunek —1 < —%-xz <1.

C C 1 C . .
d+ex d 1—(—5)6)_2 . [1+(—7x)+( ¢
N
ey, ;( dx)
zatem
C cC - .
6.8) d+ex _E . ngo(_gx)
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dla x spetniajgcego warunek —1 < —£-x <1.

Schemat rozwijania niektorych funkcji wymiernych w szereg Maclaurina:

(1) stosujac wzor (6.5), dang funkcje dzielimy na sume czgséci catkowitej (wielomian)
i funkcji wymiernej wlasciwej;

(2) funkcje wymierng wlasciwa rozktadamy na utamki proste (patrz caltki);
(3) utamki proste rozpisujemy wedtug wzoru (6.7) lub (6.8).

Aby mozna byto funkcj¢ wymierng rozwingé w szereg Maclaurina, musi ona
by¢ takiej postaci, by utamki proste otrzymane z rozktadu funkcji wymiernej
wlasciwej otrzymanej z zastosowaniem wzoru (6.5) mialy posta¢ podana w (6.6).

Przyktad 6.p.6. Rozwina¢ w szereg Maclaurina nastepujace funkcje:

2x° +x° —16x-35 x*4+2x° =37 +5x+3

a) ; b) ;
(x+2)(x-3) (x-1D(x+3)
. 4x* =13 3 +3x% +x—1
(x> +4)(x-5)" (Z+D(x=D)(x+2)
Rozwigzania

253 +x%—16x-35
(x+2)(x-3)

Najpierw dzielimy licznik przez mianownik. Aby ulatwi¢ dzielenie, pomnozy-
my wyrazenia w mianowniku.
(x+2)(x=3)=x>—x-6
(2x® + x> —16x-35) - (x> —x—6) = 2x+3
—2x° +2x° +12x

3x? —4x-35
—3x*+3x+18.
—-x-17

Zatem, zgodnie ze wzorem (6.5),

2% +x* —16x-35 —x-17
=2x+3+——
(x+2)(x-3) (x+2)(x-3)
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Rozktadamy funkcj¢ wymierng wlasciwa

—-x-17
(x+2)(x-3)

na utamki proste:

—x=17 4 /(x+2)(x 3)
(x+2)(x—-3) x+2 x-3
—x—17=4-(x=3)+B-(x+2)
—x—17=(4+B)-x+(-34+2B)

A+B=-1 A=3
, zatem .
—34+2B=-17 B=—4
Obliczylismy:
-x-17 3 -4
= +

(x+2)(x-3) x+2 x-3

wigc zgodnie ze wzorem (6.8) otrzymane ulamki proste, dla lepszego zilustro-
wania, rozwiniemy w szereg w taki sposob, jak zostal wyprowadzony wzor (6.8).
W kolejnych przyktadach wzory (6.7) 1 (6.8) beda stosowane bezposrednio.

3 3 1 3 & L3 E=)
= =3.1. _5'2(_%’5) =_'Z( ) x
n=0

x+2 2+x 1-(-1x) 2 &

o=

dla - 1<—%x<1, a po pomnozeniu przez (—2) otrzymamy: —2<x<2, czyli
e (-2,2).

—4 z(_4)_(_%).1_(1.x)=§ i( )n:§ °_°03i o

n=0

dla —1 <%x< 1, a po pomnozeniu przez 3 otrzymamy: —3<x<3,czyli xe (— 3,3) .

Przedzialy zbiezno$ci obu szeregdow nie sq identyczne, a poniewaz rozwi-
nigcie funkcji w szereg sklada si¢ w istocie z dwoch szeregow, to przedzial,
w ktorym istnieje rozwinigcie funkcji, jest wspolng czgscig obu przedziatow.

Odpowieds:

3.2 14 = (—1) o
22 +x* —16x 35=2x+3+§'2( 1) RIS SR
(x+2)(x—3) 2 n=0 2" 3 w0’
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dla xe (-2,2).

22 =37 +5x+3

b)
(x—D(x+3)

Najpierw dzielimy licznik przez mianownik. Aby utatwi¢ dzielenie, pomnozy-
my wyrazenia w mianowniku.

(x—D(x+3)=x*+2x-3
(x4+2x3 —3x? +5x+3) : (x2+2x—3)= x2
—x*=2x% +3x%

n n n 5x+3

Zatem, zgodnie ze wzorem (6.5)

x4+2x3—3x3+5x+3_x2+ 5x+3
(x=1)(x+3) (x=1)(x+3)
Rozktadamy funkcj¢ wymierng wlasciwa
S5x+3
(x=2)(x+3)
na ulamki proste.

5x+3 _ 4
(x=D(x+3) x-1

+ B /(x—l)(x+3)
x+3

5x+3=4-(x+3)+B-(x-1)

5x+3=(4+B)-x+(34-B)

ObliczyliSmy wiegc:
S5x+3 2 3
= + , zatem
(x-D(x+3) x-1 x+3
x4+2x3—3x3+5x+3_ 2 2 3

X+ :
(x—D(x+3) x—1 x-3
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Otrzymane ulamki proste rozwijamy w szereg potegowy, stosujac dwukrotnie wzor
(6.8)

2 =2 > B
E_l_x_—z 2(; ,dla —1<x<1
-3 35 (—lx)nziunw" dla —1< (%)<l /-(=3)
x+3 3+x 3 n=0 3 n=0
—3<x<3.

Sumujac otrzymane rozwinigcia w szereg utamkow prostych, otrzymamy wyj$ciows

funkcj¢ wymierng w postaci:

x42x° =33 +5x+3 _
(x—D(x+3)

2
2 PR
+x_1 -2. Zx +Z

x+3 s

a rownos¢ zachodzi dla czg$ci wspodlnej przedziatdw wypisanych wyzej, tzn. dla

e (-11).

Odpowieds:

4 3 3 o - (_1)"
x"+2x" —3x +5x+3= x2_2.zxn+2( 1) .xn dla xe (_1,1)
(x=1)(x+3) =0 =0 3"

4x* -13
) —————.
(x2 +4)(x-5)

W tym przypadku stopien wielomianu licznika jest mniejszy od stopnia
wielomianu z mianownika (po wymnozeniu wystepujacych w mianowniku czyn-
nikow), wigc rozktadamy podang funkcje na utamki proste (podobnie jak w zada-
niach poprzednich):

2
24x 13 =A)2c+B+ S‘ (2 +4)-(x—5),
(x"+4)(x-5 x"+4 x-5

4x* =13 = (Ax+B)- (x=5)+C-(x* +4),

4x* —13=(A4+C)-x* +(=54+ B) - x+(=5B+4C),
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A+ C =4 A=1
—-54+ B =0 ,zatem < B=5
—-5B+4C=-13 Cc=3

i po podstawieniu

4x* -13 x+5 3

> o 2 +_.
(x*+4)(x-5 x"+4 x-5

Zastosujemy teraz wzory (6.7) do pierwszego utamka oraz (6.8) do drugiego. Ze
wzoru (6.7) mamy:

x+5 x+5 x+5 < Y x* /
= = . -—| dla -l<-—<1 /- (-4)
X +4 4+x* 4 Z( 4J 4 (=4)

n=0

czyli xe (-2,2).

Ze wzoru (6.8) otrzymamy

= =—3-Z(fj dla —1< > <1 /~5,czyli xe(=5.,5).
x-5 —=5+x 5 5 5

Ostatecznie po zsumowaniu i uwzglednieniu czg¢éci wspolnej przedziatow,
jak w poprzednich przyktadach, otrzymamy rozwigzanie.

Odpowieds:

4x> -13 x+5 & x> ! 33 (x)
- S 225 (2] dlaxe(=2.2).
(C+M)(x-5 4 Z( 4) 520(5) a xe( )

n=0

300 +3x% +x -1
x> +D(x-D(x+2)

d)

Rowniez w tym przypadku stopieni wielomianu licznika jest mniejszy od
stopnia wielomianu z mianownika (po wymnozeniu wystepujacych w mianowniku

czynnikow), wiec rozkladamy podang funkcje na utamki proste (podobnie jak
w zadaniach poprzednich).
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3x° +3x7 +x—1 x+1 1+1

2 ) + _ >
+Dx-Dx+2) x*+1 x-1 x+2

1 1 =
— = =—1- x" dla —-1<x<1,czyli xe(-1,1),
x—1 —-1+x ,; Y ( )
1 1 1 &( xY x
= =_. -= dla —1<—=<1|-(=2), czyli xe(-2,2).
x+2 2+x 2 ,;( 2) 2 (72), el xe( )

Ostatecznie po zsumowaniu i uwzglednieniu czeSci wspdlnej przedziatow,
jak w poprzednich przyktadach, otrzymamy rozwigzanie.

Odpowieds:
30 +3x7 +x -1 - AN 1 ( xJ"
= (x+1)- —x7) =) x"+= —=| dla xe(-1,1).
(x> +D(x=D(x+2) x+1) Zo( ) Z;; 22(:) 2 (-1
Zadania

Zadanie 6.7.6. Rozwina¢ w szereg Maclaurina funkcje wymierne:

2 -x-17 b) X —12x-15 . 3%’ +12x* +10x+5
(x+2)-(x=3)" " (xX*+3)-(x-2)’ (x+1)-(x+3)
a0 2x* +5x° +15x% +26x+18 0 x*—8x’ +16x —31x+49
(x* +5)-(x+2) ’ (x*+2)-(x=5)
5 3x* +5x° +8x% +20x—24 )x5—4x4+13x3—49x2+34x—134

(x> +4)-(x+2) (x> +9)-(x—4)



Szeregi

247

Odpowiedzi:

3 xY 4&(x)

2. _x - d —-2.2)-
Y3 Zo( 2j+3§(3j’ vel-2.2);

_2 o 2 n 3 I n
f)3x—1+xT-Z (—%] _EZ(_gj > xe(—2,2);

o 2 \" o n
2452 X | L _3.3).
g) XT At 9 Z 9 2 Z 4 4 xe( 3’3)

6.5. Zastosowanie szeregow Taylora w aproksymacji

Weczeséniej podano, ze obliczenia sum szeregow liczbowych (patrz uwaga
6.u.4), a wiec i szeregow Taylora, dla xe (p—r, p+r) z praktycznego punktu

widzenia sg trudne, a w wielu przypadkach niemozliwe. Podano woweczas, ze
mozna jednak przyblizy¢ sum¢ odpowiedniego szeregu liczbowego (a wigc 1 szere-

gow Taylora dla xe ( p—r,p+ r)) przez sume czesciowa.

Uwzgledniajac powyzsze, tatwo zauwazy¢, ze funkcje, ktorg rozwija sig
w szereg Taylora, mozna dla xe (p—r, p+r) aproksymowaé (przyblizaé) przez

odpowiednig sumg cze$ciowa (wielomian). Na przyktad:
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3 5

, X x ox
sinx = T + 5 (przyktad 6.p.5¢)
N X x2 x3 x4 x5
e =l+—+—+—+—+— (przyktad 6.p.5b).

no2r 3 4 5

A teraz kilka zastosowan.

Przykitad 6.p.7. Wyliczy¢ przyblizone warto$ci calki:

a) f Sizx dv; b jz e—de.

1 X

4

Rozwigzanie

Podanych catek nie mozna rozwigza¢ za pomocg funkcji elementarnych
(patrz podrozdziat 4.1), wigc wyliczymy je w sposob przyblizony; w zwigzku
z tym wykorzystamy napisane wyzej przyblizenia funkcji sinx czy e*.

+—x
18 600

3-35{5 -3 ra 6 Jrome

Odpowied?: Podana calka jest w przyblizeniu rowna 0,6124.

EE]

7 ) I z
a)dexzjwdxzj(l_x_ﬂ_)dx{x_ixs 1 5}22
: i i

2 4
x x* X XX
+

i e 21+7 o3 | :
b [ ] M2 ATS

1 o 1 o

~ 2 _2d 2 1 d 1 2 d 1 2 d 1 2 2d 1 2 -

—Ix X+I ; X+EI x+gjx X + +§Ix X+EJ‘X =
1

1 1 1 1

1
=—[1T+[1nx]2+l[x]2+i[x2]2+i[x3]2+L[x4]2z20716
x| S R R Y. 1) R

Odpowied?z: Podana catka jest w przyblizeniu rowna 2,0716.
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Mozna zauwazy¢, ze doktadnos$¢ wyliczonych catek zalezy od liczby wyrazow
sum czeSciowych, ktore przyblizajg nam funkcje sin x czy e (im wigcej wyrazow
wezmiemy, tym doktadniejszy bedzie wynik). Aby to zauwazy¢, wyliczymy jeszcze
raz przyblizenia catki z przyktadu (a) dla pigciu réznych przyblizen funkcji sin x .

Dla sinxz%zx

N

6

3

dlasinxzﬁ—x—=x—
no3

3 5

dlasinxzf—x—+x—

no3 s

3 5

dlasinxzz—x—+x

no3 5

x X X

dla sinx = ———+—

o3 3

3

—+
7!

9

Lo
zj ﬁdx_j dx ~0,785398,
X
P
3 > 1A
[ Y6 1 =0596992,
X X
: :
I 2 sin x
—x j dx =0,612432,
120 x
4
2 sin x
j dx =0,611769,
X
3
SIY v =~0,611787 .

X

sl s

Otrzymane rezultaty $wiadczg o tym, ze wyniki danej calki rdznig si¢ od
siebie o tym mniejsze wartosci, im ,,dtuzszg” bierzemy sume cze¢sciowa. Mozemy
zauwazy¢, ze podana catka wyliczona z doktadnoscia do czterech miejsc po prze-

cinku jest rowna 0,6118.
Podobnie postapimy, wyliczajac kolejne przyblizenia czgsto uzywanej w sta-

1

tystyce matematycznej catki J'e_"zdx (w rozkladzie normalnym dystrybuantg jest

a

-1

a

1 2 1 2
catka —- | e™" dx, ale najczgsciej uzywa si¢ przyblizen —- e dx).
= =1

—oo

—a
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Podobnie jak w przykladzie poprzednim, o doktadno$ci przyblizenia decyduje
liczba wyrazow szeregu Maclaurina (w ogolniejszym przypadku — szeregu Taylora),
ktore zostang scatkowane. Po obliczeniu pochodnych kolejnych rzedow (od pierwsze-
go do dziesigtego) funkcji f(x)= e w punkcie x, =0 uwazny Czytelnik bez trudu
zauwazy, ze wszystkie pochodne rzedu nieparzystego (1, 3, 5, 7, 9) w tym punkcie
sg rowne 0. Autorzy podadzg zatem wyniki obliczen tylko dla pochodnych rzedu
parzystego:

f0)=1, £70)==2, r7(0)=12, £"(0)=-120,
77(0)=1680, £¥(0)=-30240.
Kolejne sumy cze$ciowe szeregu Maclaurina funkcji podcatkowej sa, odpo-
wiednio, postaci:

2

n=2: 1—-x°,

4
n=4: 1—x2+x—,

2

4 6
n=6 -+ -2

2 6

4 6 8
n=3 RS U S

2 6 24

4 6 8 10
n=10 -+ -2 2 X

+ .
2 6 24 120

a odpowiadajgce tym sumom czgSciowym przyblizone wartosci catek sa rowne

1

n=2: I(l—xz)dx=§zl,33333,
-1
1 4
n=4: j(l—x2+x—)dx=§:1,53333,
2 15

-1

1 4 6
n=6: I(l—x2+x——x—)dx=2zl,4857l,
2 6 35

-1
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1 4 6 8
n=8: j(l—xz+x——x—+x—)dx=ﬁz1,49497,
J 2 6 24 3780

1 4 6 8 10
Ja-x+Z -2 F = 31099 1 49345
2 6 24 1200 20790

Analizujac otrzymane przyblizenia, zauwazamy, Ze sg one, jak w poprzednim
przyktadzie, liczbami na przemian wigkszymi i mniejszymi, ale mimo tej ,,0scylacji”
stabilizujg si¢ wokot pewnej liczby. W naszym przypadku znamy t¢ liczbe
z doktadnoscig do drugiego miejsca po przecinku — jest to 1,49.

Aproksymowanie funkcji suma czeSciowa jej odpowiedniego szeregu Taylora
stosuje si¢ nie tylko w celu wyliczania catek; mozna tak czyni¢ i w innych przy-
padkach, gdy przeksztalcenia danej funkcji sg wyjatkowo trudne, lub wrgcz nie-
mozliwe do wykonania.
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