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Wprowadzenie

Przestanek powstania ponizszej rozprawy nalezy szuka¢ w zachodzacych na rynku
paradoksach sugerujacych, ze zatozenie o silnej efektywnosci rynku moze nie by¢é w peni
spelnione. Pomimo zalozenia, ze wszyscy inwestorzy kierujg si¢ §cistym racjonalizmem oraz
ze posiadaja dostep do tych samych informacji w tym samym czasie, nadal niemozliwe jest
wykluczenie ryzyka, ktorym obarczone jest podejmowanie decyzji inwestorskich.

Prezentowana praca zawiera wnikliwag analiz¢ przyczyn, skutkdw i zachowania si¢
ryzyka obarczajagcego instrumenty finansowe oraz ztozone z nich portfele, a ktorego
przyczyna jest nieprecyzyjno$¢ wyznaczenia warto$ci biezacej tych instrumentow.
W rozprawie autorka skupia si¢ na aspektach teoretycznych oraz praktycznych
zastosowaniach prezentowanej teorii.

Duza czg$¢ pracy stanowia przyktady akademickie oraz symulacje oparte na danych
rzeczywistych, ktorych celem jest oméwienie mozliwosci zastosowania budowanej teorii
w praktyce inwestycyjnej. Prezentowane narzedzia majg bardzo szerokie mozliwosci
poszerzenia oraz modyfikacji, dlatego tez moga by¢ uzyte jako cze$¢ skladowa

obszerniejszych narzedzi wsparcia decyzyjnego.

Cele i hipotezy badawcze
Autorka postawita sobie nastepujace cele badawcze:

1. Cel nadrzedny: Opis zaleinosci pomiedzy ryzykiem niepewnosci i nieprecyzyjnosci
obarczajgcymi  portfel aktywow  finansowych a  ryzykiem  niepewnosci
| nieprecyzyjnosci obarczajgcymi jego sktadniki.

2. Cele szczegbdlowe:

a) Opis zaleinosci pomiedzy ryzykiem niepewnosci i nieprecyzyjnosci obarczajgcymi
portfel aktywow  finansowych a ryzykiem niepewnosci | nieprecyzyjnosci
obarczajgcymi jego sktadniki 7 wartoscig bieigcq modelowang tréjkgtng liczbg
rozmytg.

b) Opis zaleznosci pomiedzy ryzykiem niepewnosci i nieprecyzyjnosci obarczajgcymi
portfel aktywow  finansowych a ryzykiem niepewnosci | nieprecyzyjnosci
obarczajgcymi jego sktadniki 7 wartoscig biezqgcq modelowang dyskretng trojkqtng

liczbg rozmytg.



C) Opis zaleinosci pomiedzy ryzykiem niepewnosci i nieprecyzyjnosci obarczajgcymi
portfel aktywow  finansowych a ryzykiem mniepewnosci i nieprecyzyjnosci
obarczajgcymi jego sktadniki 7 wartoscig bieigcq modelowang trapezoidalng liczbg
rozmytg.

d) Opis zaleinosci pomiedzy ryzykiem niepewnosci i nieprecyzyjnosci obarczajgcymi
portfel aktywow  finansowych a ryzykiem niepewnosci | nieprecyzyjnosci
obarczajgcymi jego skladniki 7 wartosciq bieigCq modelowang dyskretng
trapezoidalng liczbg rozmytg.

Realizacja przedstawionych celow stuzyla weryfikacji przyjetych w pracy hipotez
badawczych:
1. Hipoteza gldwna: Tworzenie portfela aktywow finansowych stuzgce obniieniu ryzyka
niepewnosci nie zmniejsza ryzyka nieprecyzyjnosci.
2. Hipotezy pomocnicze:

a) Podczas tworzenia portfela obarczonego ryzykiem nieprecyzyjnosci obnizenie ryzyka
niepewnosci zwrotu z tego portfela nie powoduje obnizenia ryzyka nieprecyzyjnosci
oceny zwrotu.

b) Mozliwe jest uzasadnienie drogq dedukcji sformutowania zadania maksymalizacji
zysku i minimalizacji ryzyka niepewnosci dla portfela obarczonego nieprecyzyjnoscig
wyznaczenia wartosci biezgcej danej trojkqtng, trapezoidalng lub dyskretng liczbg

rozmytq.
Zrodla i metody badawcze oraz zakres badan empirycznych

W ponizszej pracy badania nad wptywem ryzyka nieprecyzyjnosci na ryzyko portfela
inwestycyjnego sa przeprowadzone glownie na podstawie doglgbnych studiow
literaturowych. Poprzez analize istniejacych modeli ryzyka portfela oraz przy uzyciu metody
dedukcji formalnej utworzone zostang nowe, bardziej rzeczywiste 1 latwiejsze do
zastosowania w praktyce.

Praca zawiera wyniki, ktore autorka opublikowata w cyklu artykuléw naukowych
dotyczacych portfeli dwu- 1 wielosktadnikowych uwzgledniajacych ryzyko nieprecyzyjnosci.
Kazdy z artykutow ma swoje odbicie w jednym z rozdziatow lub podrozdzialéw pracy oraz
jest w nim cytowany.

Metoda weryfikacji poprawnosci kazdego z badanych modeli bgda symulacje
zachowania w przypadku roznych wartosci parametréw ryzyka. Zostang one przeprowadzone

w programie Matlab. Wykonane analizy pozwalaja na opisanie wlasnosci portfeli
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obarczonych ryzykiem nieprecyzyjnosci, ktéra wyrazona jest W postaci rozwazanych liczb
rozmytych. Ponadto mozliwe jest zbadanie zalezno$ci pomigdzy réznymi typami ryzyka dla
okreslonych modeli. Prowadzi to do postawienia tezy na temat sktadania portfeli obarczonych
ryzykiem nieprecyzyjnosci.

W pracy duzy nacisk jest potozony na sformutowanie mozliwie najmniejszej liczby
pewnikow, pozwalajacych na zamodelowanie sytuacji rynkowej przy jednoczesnym Ujgciu
calej teorii portfela w sposob mozliwie tatwy do interpretacji, implementacji komputerowej
oraz zastosowania w praktyce. Na podstawie analizy literaturowej uzasadniona zostanie
celowos$¢ wyprowadzonej teorii. Jednym z podstawowych zadan bedzie rowniez wykazanie
opisowej i wyjasniajacej funkcji budowanej teorii 0raz jej wtasnosci uzytkowe.

Badania nad wptywem ryzyka nieprecyzyjnosci okreslenia wartosci biezacej na portfel
inwestycyjny sa podzielone na rozwazania na temat portfela ztozonego z dwoch lub dowolnej,
skonczonej liczby instrumentéw finansowych. Dla kazdego z tych przypadkow omoéwiona
zostanie sytuacja, kiedy warto$¢ biezaca instrumentu dana jest nieprecyzyjnie przy pomocy
trojkatnej, trapezoidalnej lub dyskretnej liczby rozmytej. Przeprowadzone rozwazania
ograniczajg si¢ do sytuacji, kiedy proste stopy zwrotu z instrumentu okreslone sg rozktadem
normalnym. Zakladana jest rowniez niezmienno$¢ innych (procz ryzyka) parametréw
wplywajacych na portfel.

Dla dwoch i wielu instrumentow sktadowych oraz dla kazdej z rozwazanych postaci
ich wartosci biezacej zbadane zostang wiasnosci skonstruowanego portfela, a ponadto
charakter obarczajacego go ryzyka niepewnosci oraz nieprecyzyjnosci, wyrazonych
wieloznacznoscig 1 nieostroscig. Gldwna czg$¢ pracy opiera si¢ na okresleniu zaleznos$ci
pomigdzy tak zdefiniowanymi rodzajami ryzyka oraz budowg portfela a postacig kazdego
Z nich. Nastepnie przeprowadzona zostanie analiza wrazliwo$ci na czynniki ryzyka.

Ostatnim elementem opisu kazdego z modeli bedzie sformulowanie zadania
maksymalizacji zysku dla portfela ztozonego z instrumentéw obarczonych ryzykiem
nieprecyzyjnosci wyznaczenia wartosci biezacej przy roéwnoczesnej minimalizacji ryzyka

obarczajacego ten portfel.

Uklad i tres¢ rozprawy

Realizacji celow 1 weryfikacji postawionych hipotez badawczych zostaty
podporzadkowane uktad i tre$¢ rozprawy. Sklada si¢ ona z 6 rozdziatow, wstepu, zakonczenia

oraz ze spisu bibliografii, tabel i rysunkow. Integralng cze$¢ stanowi takze aneks.



W pierwszym rozdziale autorka wyjasnia podstawowe terminy wykorzystywane
w dalszych cze$ciach pracy, w tym pojecia niepewnoS$ci I nieprecyzyjnosci oraz zwigzane
Z nimi miary ryzyka obarczajacego instrument finansowy. Ponadto wprowadzona zostaje
definicja samego portfela oraz wartos$ci biezacej instrumentu.

W drugiej czesci rozdziatu przedstawione Sg studia literaturowe oddajace obecny stan
wiedzy na temat nieprecyzyjnie okreslonej wartosci biezacej oraz zwrotdw z portfeli
uwzgledniajacych ryzyko nieprecyzyjnosci. W sposob chronologiczny nakreslona jest
ewolucja modeli az do momentu obecnego wraz ze wskazaniem ciggdéw pPrzyczynowo
skutkowych, zaleznosci miedzy modelami oraz ich wyraznymi wadami i zaletami.
Przedstawione sa prace na temat zbioré6w i liczb rozmytych oraz ich zastosowania
W obliczaniu warto$ci biezgcej, warto$ci biezacej netto i stop zwrotu. Omoéwione zo0staja
rowniez dotychczasowe badania na temat prob stworzenia zadania maksymalizacji dla
rozmytych zwrotow z portfela inwestycyjnego. Na koniec podane sa wydedukowane na
podstawie studiow literaturowych warianty wartosci biezacych, na ktorych opiera¢ si¢ bedzie
badana teoria portfela.

W rozdziale tym omowiony zostaje rowniez niezbedny aparat matematyczny oraz
finansowy potrzebny do przeprowadzenia badan. Wyjasnione sg pojecia zbioru rozmytego,
liczby rozmytej, wprowadzone dziatania na liczbach rozmytych oraz rozmyta arytmetyka
finansowa. Ponadto podane zostaja ogdlne wzory miar energii i entropii mierzacych ryzyko
nieprecyzyjnosci.

W drugim rozdziale wprowadzone sa pojgcia rozmytej wartosci biezacej i zwrotu
z instrumentu finansowego oraz metoda ich wyznaczania. Nastgpnie poréwnane zostajg
rozmyte stopy zwrotu z poszczeg6élnych instrumentdow oraz rozmyte czynniki dyskontujace.
Rozdziatl stanowi podstawe opisu stopy zwrotu uwzgledniajagce] nieprecyzyjnos¢ oraz
czynnika dyskontujacego dla rdéznych wariantow warto§ci biezacych rozwazanych
w kolejnych czgsciach pracy.

Trzeci rozdzial zawiera rozwazania na temat portfela dwusktadnikowego z wartoscia
biezaca instrumentow dang trojkatng liczba rozmyta. Budowany jest portfel oraz zostaja
wyszczegolnienie zaleznosci pomigdzy wspomnianymi typami ryzyka oraz pomiedzy
ryzykiem a postacig portfela. Dodatkowo przeprowadzona jest analiza wrazliwosci portfela na
rozne czynniki ryzyka jak rowniez wrazliwo$¢ ryzyka nieprecyzyjnosci na zmiany wysokosci

stopy zwrotu badz czynnika dyskontujacego.



W ostatniej cze$ci rozdzialu sformulowane jest zadanie minimalizacji ryzyka.
Rozumowania sa poparte symulacjami komputerowymi zachowania portfela oraz
przyktadami numerycznymi na sztucznych oraz rzeczywistych danych.

W rozdziale czwartym nastepuje powtorzenie przeprowadzonego w rozdziale trzecim
rozumowania dla portfela wielosktadnikowego z wartoscia biezacg instrumentéw dang
trojkatng oraz dyskretng trojkatng liczbg rozmyta. Jest to poszerzenie rozdziatu drugiego na
przypadek bardziej ogolny. W rozdziale tym ponownie najwigkszy nacisk potozony zostat na
okreslenie zalezno$ci pomigdzy rdéznymi rodzajami ryzyka oraz pomigdzy ryzykiem
a budowg portfela.

Schemat rozdzialu pigtego pokrywa si¢ z ksztaltem rozdzialu czwartego.
Przeprowadzone zostajg badania o podanej wczesniej strukturze, tym razem dla przypadku
jeszcze bardziej ogdlnego, to jest wartosci biezacej instrumentu danej jako trapezoidalna
liczba rozmyta. OkreSlone zostaja postaci ryzyka i odpowiednie zaleznos$ci, jak rowniez
zadanie minimalizacji ryzyka dla portfela.

W zakonczeniu sformulowane zostaly ogolne wnioski ptynace z przeprowadzonych
badan, ich oddzialywanie na rzeczywistos¢ finansowg oraz znaczenie dla rozwoju dziedziny.

Na koncu pracy znajduje si¢ bibliografia, spis tabel i rysunkéw, spis znakow

i symboli oraz aneks.



1. Zbiory  rozmyte jako  narzedzie zarzadzania

nieprecyzyjnoscia w warunkach niepewnosci

W ponizszym rozdziale wprowadzone zostang podstawowe pojecia uzywane w pracy
takie jak ryzyko, niepewnos$¢ i nieprecyzyjno$¢ oraz elementy teorii zbiorow rozmytych

stosowanych do ich opisu.
1.1. Niepewnos¢ i nieprecyzyjnosé

Knight [1921] podat klasyfikacje niepewnosci, ktora zdaje si¢ by¢ dzisiaj nieaktualna.
Zdefiniowal niepewnos¢ sensu largo jako stan wiedzy/umiejetnosci spowodowany przez
dysponowanie niedoskonala, niepetng lub catkowicie nieznang informacja. Ponadto
stwierdzil, Ze ta cze$¢ niepewnosci, ktdra jest wywolywana jedynie przez informacje
niepeing, moze by¢ scharakteryzowana ilosciowo (niepewno$¢ kwantyfikowalna). Jako model
tego typu niepewnosci Knight zaproponowal stosowanie prawdopodobienstwa w 6wczesnym
tego stowa znaczeniu [Piasecki, 2016]. Wspomniana niepewnos¢ sensu largo moze by¢
zrodlem pewnego ryzyka.

Ryzyko, wedlug Wielkiego Stownika Jezyka Polskiego [2017], oznacza ,,mozliwosc,
ze stanie si¢ co$ ztego; dzialanie o nieznanych skutkach czy zdarzenie mogace spowodowac
szkody w majatku podlegajacym ubezpieczeniu”. Stowo to jest w powszechnym rozumieniu
nacechowane negatywnie, dlatego za Piaseckim [2016] przyjmiemy, Ze jest to ,,mozliwos¢
zaj$cia negatywnych skutkéw podjetych dziatan”.

Niepewno$¢ w teorii ekonomii, rozumiana za Kaplanem [1967] czy von Missesem
[1957] oznacza brak wiedzy o przysztym stanie $wiata, czyli wystapienie takiej sytuacji,
w ktorej okreslone warianty decyzyjne moga spowodowac rdzne nastepstwa W zaleznosci od
tego, ktory ze standw Swiata zajdzie. Ze skutkami podjecia decyzji w warunkach niepewnosci
wigze si¢ ryzyko niepewnosci. Jest to ryzyko podjecia nietrafnej decyzji zwigzane z brakiem
wiedzy 0 przysztym stanie otoczenia, majacego wptyw na wynik podjetej decyzji.

Powszechnie uzywanym narzedziem pomiaru niepewno$ci jest rachunek
prawdopodobienstwa. Wykorzystane w rozprawie podstawy rachunku prawdopodobienstwa

mozna znalez¢ na przyktad w [Krzysko, 2000].
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Podczas podejmowania decyzji w warunkach niepewno$ci W rozumieniu Kaplana
i von Misesa oraz przy zastosowaniu narzedzi probabilistycznych, decydent nadal nie ma
wystarczajacej wiedzy o przysztych skutkach swojej decyzji. Sugeruje to istnienie, innych niz
niepewnos$¢, czynnikow wptywajacych na ryzyko decyzyjne.

Powodem wystepowania wspomnianego ryzyka jest nieprecyzyjno$¢ informacji
wykorzystywanej podczas podejmowaniu decyzji. Jej zrédet mozna szuka¢ w wielu
miejscach. Jednym z nich jest z pewno$cig subiektywizm podmiotu wybierajacego
I interpretujgcego informacje¢, ktorg ma zamiar si¢ postuzy¢. Nieprecyzyjnos¢ moze objawiac
si¢ tu w dysonansie poznawczym, relatywizmie odbioru tego samego bodzca, réznych
poziomach intelektualnych podmiotow, szeroko zdefiniowanych réznicach pomigdzy
nadawca a odbiorcg informacji, doswiadczeniu a nawet w cechach osobowosci.

Drugim waznym zrodtem wystepowania zjawiska nieprecyzyjnosci informacji jest
niedoskonato§¢ sprzetu 1 istniejgcej wiedzy o $wiecie. Moze ona przejawiacé sie
w niedokladnosci narzedzi pomiarowych, niewystarczajagcym aparacie teoretycznym,
naktadaniu si¢ btedow obliczeniowych. Z drugiej strony mamy réwniez do czynienia
z relatywizmem zjawisk oraz fizycznymi ograniczeniami, niepozwalajacymi na dokonanie
precyzyjnego pomiaru czy dokladnej obserwacji. Zjawiska te widoczne sa roéwniez
w wykorzystywanym sprzgcie komputerowym, narazonym na op6znienia (chociazby bardzo
niewielkie), starzenie si¢ technologii czy subiektywny dobor algorytmow.

Nieprecyzyjnos¢ jest zjawiskiem w swoim charakterze nacechowanym negatywnie.
Moze obarcza¢ na przyktad podejmowane decyzje lub pomiary czyli informacje, ktora jest
nastepnie wykorzystywana w dalszych badaniach. Skutkiem wystgpienia nieprecyzyjnos$ci
informacji jest mozliwo$¢ pojawienia si¢ negatywnych nastepstw jej uzycia. Taka mozliwos¢
nazywana jest ryzykiem nieprecyzyjnosci, czyli inaczej ryzykiem, ktorego zrodltem jest
nieprecyzyjnosc.

Powszechnie jako nieprecyzyjnos¢ informacji rozumie si¢ jej nieostro$¢ oraz
wieloznaczno$¢ [Klir, 1993]. Wieloznaczno$¢ interpretujemy jako brak jednoznacznego
wyroznienia Sposréd sugerowanych alternatyw decyzyjnych. Nieostro$¢ interpretujemy
natomiast jako brak jednoznacznego rozréznienia pomiedzy dang informacja a jej
zaprzeczeniem,

Wozrost wieloznaczno$ci 0znacza, ze zwicksza¢ si¢ bedzie ilo$¢ alternatywnych
wyborow. Powoduje to zwigkszenie ryzyka wybrania sposrod rekomendowanych opcji
decyzyjnych takiej nietrafnej, ktora ex post zostanie obarczona stratg utraconych korzysci.

Ryzyko to nazywamy ryzykiem wieloznacznosci.
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Wzrost nicostro$ci oznacza zacieranie si¢ granic wyrdzniajagcych rekomendowane
alternatywy decyzyjne. Powoduje to, ze zwigksza si¢ ryzyko podjecia decyzji
nierekomendowanej. Nazywamy je ryzykiem nieostrosci.

Naturalnym  modelem  matematycznym  pozwalajagcym na  uwzglednienie
nieprecyzyjnosci jest zbior rozmyty. Pojecie to zostato wprowadzone przez Zadeha [1965].
Teori¢ zbiorow rozmytych uporzadkowali i rozpowszechnili Dubois i Prade [1980] oraz
Zimmerman [1990]. Na tak okreslonym aparacie matematycznym, zawg¢zonym nastgpnie do

liczb rozmytych, powstata arytmetyka rozmyta.

1.2. Zbiory i liczby rozmyte
Dowolny zbior definiujemy za pomoca funkcji ¢4: X — P, A ¢ X nastgpujaco

A={x €X:p,(x), 4 € PX}, (1.1)

gdzie funkcje zdaniowa ¢, € PX nazywamy predyktorem zbioru A c X.

W klasycznym rachunku zdan, zdaniem w sensie logicznym nazywamy takie
stwierdzenie, o ktorym mozemy jednoznacznie orzec, czy jest prawdziwe czy falszywe.
Przestrzen wszystkich zdan logicznych oznaczamy za pomoca symbolu P, c P.

Prawdziwemu zdaniu logicznemu p € P, mozemy przypisa¢ wartos¢ logicznag T (prawda)

vip) =T, (1.2)

a fatszywemu wartos¢ logiczng F (fatsz)

v(p) =F. (1.3)

W ten sposob nad przestrzenig P, wszystkich mozliwych zdan logicznych rozpinamy funkcje
ewaluacji logicznej v: PP, — {F;T}. Na zbiorze P, okre$lamy dziatania negacji (),
alternatywy (Vv), koniunkgcji (A), implikacji (=) i rownowaznosci (&).

Problemem logiki klasycznej jest nie uwzglednianie intuicyjnego odczucia, ze jedno
stwierdzenie ,,jest bardziej prawdziwe” niz inne. Pierwszym formalnym rozwigzaniem tego
zagadnienia byly logiki wielowartosciowe bLukasiewicza [1922]. Przedmiotem rozwazan
w logice wielowarto§ciowej sg te stwierdzenia, dla ktorych istnieje jednoznacznie okreslony
liniowy preporzadek ,,nie mniej prawdziwe”. Dowolne stwierdzenie spetniajace ten warunek
nazywamy wypowiedzig. Przestrzen wszystkich wypowiedzi oznaczamy przez P, c P.

Kazdej wypowiedzi p € IP; przypisujemy jej wartos¢ logiczng ¥(p) rozumiang jako funkcja
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uzytecznosci relacji ,,nie mniej prawdziwe”. Oznacza to, ze jeSli p jest ,,nie mniej

prawdziwa” niz ¢, , to wtedy

v(p) 2 7(q). (1.4)

Kazdemu pewnikowi p € P, przypisujemy jego warto$¢ logiczna

V(p) =1, (1.5

a kazdemu zdaniu niemozliwemu
(p) = 0. (1.6)

W ten sposob nad przestrzenig P; wszystkich wypowiedzi rozpinamy funkcje ewaluacji
7: P, — [0; 1] [Piasecki, 2016].

Podstawowym narzedziem OpiSU nieprecyzyjnosci sa zbiory rozmyte. Formalne
pojecie to zostato zaproponowane w [Negoita, Ralescu, 1975], gdzie zbiér rozmyty A opisany

jest przez funkcje przynaleznosci u, € [0; 1]%, jako zbiér par uporzadkowanych

A= {(x, ,uA(x)),x € X}. .7

Rodzing wszystkich zbioréw rozmytych postaci (1.7) oznaczamy przez F (X).

Funkcja przynalezno$ci, po dtugotrwatej dyskusji ([Giles, 1976], [Gottwald, 1979],
[Lee, Chang, 1979] i [Wygralak, 1985]), jest interpretowana w $wietle teorii logik
wielowarto$ciowych Lukasiewicza [1922]. Dla kazdego zbioru rozmytego A € F(X) warto$¢
funkcji przynaleznosci py (x) jest identyfikowana z wartoscig logiczng wypowiedzi x € A.

Dzigki temu zbiér rozmyty postaci (1.1) mozemy zapisa¢ w rownowaznej postaci

A= {xeX:pu(x), 0, €PT}, (1.8)
gdzie
pa(x) = 17(‘PA(X))- (1.9)

Whioskujemy stad, ze rodzina funkcji przynaleznoéci [0; 1]X i rodzina zbioréw rozmytych
F(X) sg izomorficzne.

Niech F(R) oznacza rodzing wszystkich podzbiorow rozmytych na prostej
rzeczywistej R. Liczbe rozmytg definiujemy za Dubois i Prade [1980] jako podzbior rozmyty

L € F(R) o ograniczonym no$niku
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S(L) ={x € R: us(x) >0} (1.10)
i reprezentowany przez swa funkcje przynaleznosci u; € [0; 1]® spetniajaca warunki:

3x€§(£) :uL(x) = 1; (111)

; x<y<z= u(y)=min{u,(x);u.(2)} (1.12)
(x,y,2)E(S(L))

W oryginalnej pracy Dubois i Prade liczba rozmyta zostata zdefiniowana jako taki
zbior rozmyty spetniajacy warunki (1.11) 1 (1.12), ktérego nos$nik jest przedzialem na proste;j
rzeczywistej, natomiast funkcja przynaleznosci jest potciagta z gory. Ze wzgledu na potrzebe
wprowadzenia powstalych 20 lat p6zniej dyskretnych liczb rozmytych, w ponizszej pracy
liczbe rozmyta bedziemy definiowac jak wyze;j.

Rozwazmy teraz pare¢ liczb rozmytych (Q,R) wraz z odpowiadajacymi im funkcjami
przynaleznosci pg € [0; 1]™ i pug € [0; 1]®. Zgodnie z zasada rozszerzenia Zadeha, suma

Q @ R jest rowniez liczbg rozmyta opisang funkcja przynaleznodci uggz € [0; 1R, gdzie
SQ @ R) ={z € R: Iyyes@xs®: Z2=x+Y}, (1.13)

Hogx(2z) = sup{min{uy(x); ur(M}: (x;y) € R%,z = x + y}. (1.14)

Podobnie, przemnozenie liczby rozmytej R przez skalar r € R* definiujemy jako

iloczyn r®R opisany funkcja przynaleznosci p,qoz € [0; 1]®, gdzie

S(rOR) = {Z ER: Ayegpy: z=7" y},
(1.15)
tror(2) = pg (E)
Rozwazane dalej w pracy dyskretne liczby rozmyte, ktore zostaly po raz pierwszy

wprowadzone przez Voxmana [2001], moga by¢ traktowane jako szczegbélny przypadek

liczby rozmytej £ € F(R), ktorej nosnik jest zbiorem skoficzonym
S(£) € Nod(L) = {x{,x5,...,xi,,n; € N}, (1.16)
gdzie zbior Nod (L) nazywamy siatka dyskretyzacji.

Przyklad 1.1
Na potrzeby tego rozdzialu zdefiniujmy przyktadowa siatke dyskretyzacji
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Nod(£]0,01) = {0,01-i:i € N}.

O

Arytmetyke tego typu liczb badali m.in. Guixiang Wang i Cheng Lin Wen [2007] oraz

Guixiang Wang, Qing Zhang i Xianjun Cui [2008]. Natomiast Vincente Riera i Torrens

[2014], [2015] zastosowali dyskretne liczby rozmyte do modelowania niekompletnej
informac;ji ilosciowe;.

W literaturze przedmiotu, ze wzgledu na swoje zastosowania oraz mozliwoSci

interpretacyjne parametrow, rozwaza si¢ kilka charakterystycznych rodzajow liczb

rozmytych. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a < b < c trojkatna liczba rozmyta T (a; b; ¢)

jest zdefiniowana przez funkcj¢ przynaleznoSci urp(-|a;b;c): R — [0;1] okreslong

nastepujaco

X —a
( dla a <x <),

b—a

1 dla x = b,

pr(xla;b;c) =15 — ¢ (1.17)

| dla b<x<cg,

b—c
kO dla x<avx>c,

gdzie no$nik jest postaci S(T'(a; b; ¢)) = ]a; c|.
Przyklad 1.2

Funkcja przynaleznosci przyktadowej trojkatnej liczby rozmytej T(80; 100; 150) dana jest

wzorem
(=80 42 80<x<100
20 a eu=x ’
(x) = 1 dla x =100,
Hr x — 150
— dla 100 < x < 150,
0 dla x <80V x> 150.

1 zostata przedstawiona na Rysunku 1.1.
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Rys. 1.1 Wykres funkcji przynaleznosci przyktadowej trojkatnej liczby rozmytej T(80; 100; 150)

O

Zgodnie z (1.13) i (1.14) suma dowolnych trojkatnych liczb rozmytych

T(aq; by; c1) oraz T(ay; by; c;) jest rtowniez trojkatng liczbg rozmyta
T(aq; by;c1) D T(ay; by c3) = T(ag + az; by + by ¢q + ¢3). (1.18)
Podobnie w przypadku mnozenia przez skalar mamy
rOT(as; by;¢1) =T aq;r-by;r-cyq). (1.19)
Przyklad 1.3

Funkcje przynaleznosci przyktadowych trojkatnych liczb rozmytych T(80;100;150)
i T(70;77;90), ich sumy oraz mnozenia przez skalar zostata przedstawiona na Rysunku 1.2.
Warto zauwazy¢, ze zarbwno suma trojkatnych liczb rozmytych jak 1 trojkatna liczba rozmyta

przemnozona przez skalar sg nadal trdjkatnymi liczbami rozmytymi.
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Rys. 1.2 Wykresy funkcji przynaleznosci przyktadowych trojkatnych liczb rozmytych
T(80;100;150) i T(70;77;90), ich sumy oraz mnozenia przez skalar rowny 2
O

Dla dowolnych a < b < ¢ < d trapezoidalna liczba rozmyta Tr(a; b;c; d) to liczba

rozmyta dana funkcjg przynaleznosci ur,-(- |a; b; ¢; d): R — [0; 1]

X —a
( dla a <x <b,
|b—a
1 dla hb<x<cg,
urr(xla;bic;d) =4, _ 4 (1.20)
dla c<x<d,
c—d
0 dla x<avx>d,

gdzie nosnik jest postaci S(Tr(a; b; c; d)) = la; d|.
Przyklad 1.4

Funkcja przynaleznos$ci przyktadowej trapezoidalnej liczby rozmytej Tr(90; 100; 115; 120),

przedstawionej na Rysunku 1.3., ma postaé

*~90 42 90 < x < 100
10 ausx ’

1 dla 100 < x < 115,

—c dla 115 <x <120,
kO dla x <90vx>120.
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Rys. 1.3 Wykres funkcji przynaleznosci przyktadowej trapezoidalnej liczby rozmytej
Tr(90;100; 115;120)
O

Zgodnie z (1.13) i (1.14) suma dowolnych trapezoidalnych liczb rozmytych

Tr(aqy; by; c1;dy) oraz Tr(ay; by; cz; dy) jest trapezoidalng liczbg rozmytg
Tr(ay; by;ci;dy) @ Tr(ay; by;cp;dy) =Tr(a, + ay; by + by ¢y +¢5;d, +dy). (L.21)
Podobnie w przypadku mnozenia przez skalar
r@OTr(a,; by;cq;d) =Tr(r-aq;r-byr-cyr-dy). (1.22)
Przyklad 1.5

Funkcje przynaleznosci przyktadowych trapezoidalnych liczb rozmytych
Tr(90;100; 115; 120) i Tr(70;80;90;100), ich sumy oraz mnozenia przez skalar 1,5
zostaly pokazane na Rysunku 1.4. Warto zauwazy¢, ze suma trapezoidalnych liczb rozmytych
oraz trapezoidalna liczba rozmyta przemnozona przez skalar sa nadal trapezoidalnymi

liczbami rozmytymi.
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Rys. 1.4 Wykres funkcji przynaleznosci przykladowych trapezoidalnych liczb rozmytych
Tr(90;100; 115; 120) i Tr(70; 80; 90; 100), ich sumy oraz mnozenia przez skalar 1,5
m
Trapezoidalna dyskretna liczba rozmyta stanowi szczegélny przypadek dyskretnej
liczby rozmytej i1 analogicznie jak w [Wang, Qing Zhang, Xianjun Cui, 2008] definiujemy ja
jako czworke DTr(a; b;c;d) z mnosnikiem S(DTr(a; b; c; d)) C Nod(L) oraz funkcja
przynaleznosci ppr, € [0; 1]® taka, ze dla x € S(DTr(a; b; c; d))

xX—a
dla a <x <),
b—a
1 dla b<x<g,
uprr(xla;b;c;d) =4, _ 4 (1.23)

4 dla c<x<d,
k0 dla x<avx>d.

Przyklad 1.6

Funkcja przynaleznosci przyktadowej trapezoidalnej dyskretnej liczby rozmytej

DTr(25; 30; 32; 40), S(DTr(25; 30; 32; 40))  Nod(£]|0,01) dana jest wzorem

(x — 25
z dla 25 < x < 30,
(x)—<1 dla 30 <x <32,
UpT - X—40
3 dla 32 <x <40,
\0 dla x < 25vx > 40,

CO jest rownowazne
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(100-i—25 ,
™ dla 2500 <i < 3000,

5
~_ )1 dla 3000 <i < 3200,
ppr (@) = i — 40
r dla 3200 < i <4000,
0 dla i <2500Vvi > 4000.

Wykres funkcji przynaleznosci do trapezoidalnej dyskretnej liczby rozmytej wyrazonej

powyzszym wzorem przedstawiony jest na Rysunku 1.5.

08+

08

mifx)

04

1
0 d“ HHHH“I.
25 40

Rys. 1.5 Wykres funkcji przynaleznosci przyktadowej trapezoidalnej dyskretnej liczby rozmytej
DTr(25;30; 32; 40)

30 35
X

O

Podobnie jak w przypadku trapezoidalnych liczb rozmytych, suma dowolnych

dyskretnych trapezoidalnych liczb rozmytych DTr(ay; by; c1;dy) oraz DTr(ay; by; cz;ds),

z S(DTr(ay;by;ep3di)) € Nod(£) i S(DTr(ag; by;c;dy)) € Nod(L) jest  rowniez
dyskretng trapezoidalng liczbg rozmyta

DTr(aq; by; c1;dy) @ DTr(ay; by; cp5dy) = DTr(aq + az; by + by;cq + ¢55dy +dy)  (1.24)
Z nosnikiem
S(DTr(a1 +a,; by + by;c +cy;dy + dz))
= {x; = 0,01i: 100(a, + a,) <i < 100(d; + d>), i € N} c Nod(L).
Podobnie w przypadku mnozenia przez skalar

r-DTr(aq; by;cq;dy) = DTr(r-aq;r-by;r-cq;r-dyp) (1.25)
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z nosnikiem S(rDTr(ay; by; ¢1;dy)) = {0,01i: 100ra, < i < 100rdy,i € N} € Nod(L).
Warto zauwazy¢, ze zaro6wno suma trapezoidalnych dyskretnych liczb rozmytych jak
I trapezoidalna dyskretna liczba rozmyta przemnozona przez skalar sg nadal trapezoidalnymi

dyskretnymi liczbami rozmytymi.

Przyklad 1.7

Wykresy funkcji przynaleznosci przyktadowych trapezoidalnych dyskretnych liczb
rozmytych DTr(25;30;32;40) i DTr(40;47;57;59), ich sumy oraz mnozenia przez skalar

réwny 0,8 zostaly przedstawione na Rysunku 1.6.

DTr(25,30;32,40)
DTH{40,47,52,59)

12 DTH(25,30;32,40)+DTr{40,47;52,59)
——— 0,8°DTr(25:30,32:40)

LT

70 80 100

08

mi{x)

02 ‘
1 1|

) ' i

Rys. 1.6 Wykresy funkcji przynaleznosci przyktadowych trapezoidalnych dyskretnych liczb rozmytych
DTr(25;30;32;40) i DTr(40;47;57;59), ich sumy oraz mnozenia przez skalar rowny 0,8

0 10 20 30

O
Trojkatna dyskretna liczba rozmyta DT (a; b; c) to szczegdlny przypadek trapezoidalnej
dyskretnej liczby rozmytej DTr (a; b; c; d), gdzie b = ¢, ozn. DT (a; b; c).

Przyklad 1.8
Funkcja  przynalezno$ci  przykladowej  trdjkatnej  dyskretnej  liczby  rozmytej

DT (20; 22; 50), przedstawiona na Rysunku 1.7, dana jest wzorem

x — 20
> dla 20 <x <22,
Upr () = 1 dla x =22,
. *~50  jla 22<x<55
28 £
0 dla x <20vx>50

z no$nikiem S(DT(20; 22; 50)) = {0,01 - i: 2000 < i < 3000, i € N}.
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Rys. 1.7 Wykres funkcji przynaleznosci trojkatnej dyskretnej liczby rozmytej DT(20;22;50)

O
Do badania interakcji nieprecyzyjno$ci i niepewnosci wykorzystujemy zbior
probabilistyczny Hirota [1981]. Mamy, ze dla ustalonego zbioru () stanéw otoczenia, rozktad

wartoéci logicznej predykatora @y € PX w dowolnym zbiorze rozmytym (1.8) moze by¢
przedstawiony jako funkcja py € [0; 1]R*? okre$lona przez tozsamo$é

wy(x, w) = ¥(@y, w),

(1.26)
gdzie py (x,) jest mierzalna dla ustalonego x. Dla ustalonego stanu $wiata zewnetrznego w

py G, w) € [0; 1]® jest funkcja przynalezno$ci wyznaczajaca w sposéb jednoznaczny zbior

rozmyty H(w). Otrzymana w ten sposob rodzina zbioréw probabilistycznych

H={H()eFX):03 w} (1.27)
bedzie nazywana zbiorem Hirota.

1.3. Miary nieprecyzyjnosci

Do pomiaru zbioru rozmytego A € F(R) z nosnikiem bedgcym ograniczonym

przedziatem liczbowym stosujemy miare Khalili’ego [1979] m: F(R) — R{ dang za pomocg
zaleznosci

+oo 1.28
m(4) = f 1a () dx. (1.28)

Do pomiaru zbioru rozmytego A € F(R) z no$nikiem danym jako zbior dyskretny
S(A4) = {x1, X3, ..., X}, stosujemy miare m: F(R) - R{
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m(4) = z g (x). (1.29)

x€S(A)

Narze¢dziem pomiaru wieloznacznosci liczby rozmytej L € F(R) jest zaproponowana

przez de Luca i Terminiego [1979] miara energii

d(L) = m(L). (1.30)
Natomiast nicostros¢ liczby rozmytej L € F(R) jest mierzona entropiag wprowadzong rowniez
przez de Luca i Terminiego [1972]. W naszych rozwazaniach miare entropii e: F(R) - RY
okreslimy, zgodnie z sugestiami Kosko [1986], dla dowolnej liczby rozmytej L € F(R) za

pomocg zaleznosci

_m(Ln L)

= U (1.31)

e(L)
gdzie L¢ jest dopetnieniem zbioru L.

Ze wzgledu na dobre syntetyczne uzasadnienie oraz uniwersalizm powyzszej
zalezno$ci, zaproponowana przez Kosko miara entropii jest obecnie powszechnie stosowana.
Prace nad entropia dyskretnych liczb rozmytych byly prowadzone migdzy innymi przez
de Luca, Terminiego [1972], Dumitrescu [1993] i Wenyi Zeng, Qilei Feng, Hong Xing Li
[2006]. Zgodnie z definicja podana powyzej, energia dla trojkatnej liczby rozmytej T (a; b; ¢)
wyraza si¢ zatem wzorem

1
d(T(a; b; c)) = u(x)dx = 5" (c —a).

S(T(a;b;c)) (1.32)

Przyklad 1.9
Dla trojkatnej liczby rozmytej T'(80; 100; 150) przedstawionej na rysunku 1.1 miara energii

wynosi

1
d(T(80;100; 150))) = 5 (150 - 80) = 35.

O
Dla trapezoidalnej liczby rozmytej Tr(a; b; c; d) miara energii zgodnie z (1.30) jest

roOwna
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d(Tr(a;bic;d)) = u(x)dx = % (c+d—a=-b). (1.33)

S(Tr(a;b;c;d))
Przyklad 1.10

Dla trapezoidalnej liczby rozmytej T(90;100; 115; 120) przedstawionej na rysunku 1.3

miara energii wynosi

1
d(T(90;100;115;120))) = =-(115+ 120 — 90 — 100) = 22,5.
2

m
W przypadku dyskretnej liczby rozmytej L € F(R) obliczanie miary energii sprowadza si¢ do

wyznaczenia

d(L) = z Uy (). (1.34)
x€S(L)

Przyklad 1.11
Dla trapezoidalnej dyskretnej liczby rozmytej DTr(25;30;32;40) o no$niku
S(DTr(25;30;32;40)) = {0,01-i:2500 < i < 4000,i € N} © Nod(L) miara energii jest

roOwna
4000
d(DTr(25; 30; 32; 40)) = Z tiprr(0,01 - i) = 850.
i=2500
O
Przyklad 1.12
Dla trojkatnej dyskretnej liczby rozmytej DT (20;22; 50) o nosniku S(DT(20; 22;50)) =
{0,01-i:2000 < i < 5000, € N} miara energii wynosi
5000
d(DT(20; 22; 50)) = z Upre (0,01 - i) = 1500.
i=2000
O

Podobnie mozemy wyznaczy¢ miary entropii dla kazdej z rozwazanych postaci liczby

rozmytej. I tak, dla trojkatnej liczby rozmytej T (a; b; ¢) miara entropii zgodnie z (1.31) mamy
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m(T(a; b;c) N T(a; b; c)©)
m(T (a; b; c) U T(a; b; c)¢)

e(T(a; b; c)) =

Warto zauwazy¢, ze miara entropii dla trdjkatnych liczb rozmytych jest wartoscia stala.

Przyklad 1.13
Dla trojkatnej liczby rozmytej T(80; 100; 150) miara entropii jest rowna
m(T(80;100; 150) N T(80; 100; 150)¢) 1

e(7(80;100;150))) = m(T(80; 100; 150) U T(80; 100; 150)¢) _ 3'

co pokazano dodatkowo na rysunkach 1.8 i 1.9.

08

80 a0 100 110 120 130 140 150
X

Rys. 1.8 Cze$¢ wspélna liczb rozmytych T(80; 100; 150) oraz [T (80; 100; 150)]¢

80 a0 100 110 120 130 140 150
X

Rys. 1.9 Suma liczb rozmytych T(80; 100; 150) oraz [T'(80; 100; 150)]¢
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Podobnie, miara entropii dla trapezoidalnej liczby rozmytej Tr(a; b; c; d) dana jest poprzez

o _ d(Tr(a; b; c;d) N [Tr(a; b; c; A)]°)
e(Tr(a, bic; d)) ~ d(Tr(a;b; c;d) U Tr(a; b; c; A)°)

11 11 (1.36)
B 55 (b—a)+5-5(d—c) _ b-a+d-c
N 11 11 T —p— '
Przyklad 1.14
Dla trapezoidalnej liczby rozmytej T (90; 100; 115; 120) miara entropii wynosi
(Tr(90; 100; 115; 120)) = 100-90+120-115 1
¢ T ~ —100-3-90+3-120 + 115 7’
co uzasadniono dodatkowo na rysunkach 1.101 1.11.
1
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?067
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02rF
090 95 100 166 11‘0 115 120

X

Rys. 1.10 Cze$é wspolna liczb rozmytych Tr(90; 100; 115; 120) oraz [Tr(90; 100; 115; 120)]¢
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Rys. 1.11 Suma liczb rozmytych T+(90; 100; 115; 120) oraz [Tr(90; 100; 115; 120)]¢
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Dla dowolnej dyskretnej liczby rozmytej L € F(R) entropia dana jest wzorem

m(L N L®) _ Yxeswy min{uy (x); 1 — pp (%)} (2.37)
m(L U L®) ZxES(L) max{u, (x); 1 — p, ()}

e(l) =

Przyklad 1.15
Dla trapezoidalnej dyskretnej liczby rozmytej DTr(25; 30; 32; 40) miara entropii jest rowna

#0000 min{u(0,1-i);1 —u(0,1-1i
e(DTr(25;30;32;40)) = ;53300 {u( ) u( )}

; — = (,2768.
02500 Max{u(0,1-); 1 — u(0,1-i)}

Przyklad 1.16
Dla trojkatnej dyskretnej liczby rozmytej DT (20; 22; 50) miara entropii wynosi

5000 : 1)1 — .7
e(DT(20; 22; 50)) = Sizggoo min{u(0,1 l.), 1-u(01 l)} _ 1
22000 max{u(0,1-0); 1 —pu(0,1-)} 3
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2. Nieprecyzyjne oceny korzyS$ci z posiadania instrumentu

finansowego

Ponizszy rozdziat zawiera opisy modeli nieprecyzyjnej oceny korzysci ptynacych
z posiadania instrumentu finansowego, wykorzystywanych w dalszej cze$ci pracy. Podane
jest uzasadnienie istnienia nieprecyzyjnosci oraz mechanizm wyznaczania stop zwrotu.
Poruszony jest rowniez temat zrodet nieprecyzyjno$ci w modelach portfela instrumentow

finansowych. Rozdziat otwiera przeglad literatury przedmiotu.

2.1 Nieprecyzyjne oceny instrumentow finansowych w literaturze

Pod pojeciem instrumentu finansowego rozumiemy uprawnienie do przysziego
przychodu finansowego, wymagalnego w $cisle okreslonym terminie. Nieprecyzyjnos¢ ocen
korzysci ptynacych z posiadania instrumentu finansowego jest naturalng przyczyng ryzyka
obarczajacego instrumenty finansowe.

Zrédet dotychczasowego stanu wiedzy na temat nieprecyzyjnych ocen instrumentéw
finansowych nalezy szuka¢ w pracy Warda [1985], ktory zdefiniowat wartos¢ biezaca jako
zdyskontowany rozmyty przeptyw pieni¢zny. Nastepnie Calzi [1990] podat definicje rozmytej
warto$ci biezgcej. Dalsze prace nad pojeciem wartosci biezacej (krocej — PV) zaowocowaty
uogolnieniem definicji [Greenhut i inni, 2005], a nast¢pnie przeniesieniem jej na przypadek
rozmytej stopy procentowej przez Sheena [2005].

Buckley [1987, 1992], Gutierrez [1989] oraz Kuchta [2000] i Lesage [2001]
przeprowadzili wnikliwg analiz¢ problemow zwigzanych z zastosowaniem arytmetyki rozmytej
do wyznaczania warto$ci biezacej. Huang [2007] uogdlnita natomiast ponownie definicje
Warda dla przypadku, kiedy przyszte przeptywy pieni¢zne dane sa w postaci rozmytej zmiennej
losowej. W 2005 Tsao wprowadzit nowa, bardziej ogdlng definicj¢ wartosci biezacej, przy
zatozeniu, ze przyszly przeptyw pieni¢zny jest rozmytym zbiorem probabilistycznym.

Gwaltowny rozwdj matematyki systemow rozmytych zaowocowal stworzeniem
rozmytej analizy portfelowej. Gtowna ideg tego podejscia byto zastosowanie istniejgcej teorii
portfela 1 rozmycie czg$ci rozwazanych parametréw, takich jak zwrot lub warto$¢ biezaca [Li,
Quin, Kar, 2010], [Quin, Wen, Gu, 2011] albo parametrow rozktadéw prawdopodobienstwa
[Tanaka, Guo, Turksen, 2000].
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Matematyke systemOow rozmytych stosuje si¢ rowniez do analizy portfela w przypadku,
kiedy to niepewnos¢ jest modelowana za pomocg zbioru rozmytego. W wigkszosci artykutow
poruszajacych to zagadnienie, zaklada si¢ z gory, ze zwrot zinstrumentu jest zbiorem
rozmytym [Duan, Stahler, 2011]. Zatozenie to jest jednak w duzej ilo$ci prac zwigzane raczej
z niepewnos$cig zwrotu 1 niejasng lub niepelng informacja, ktorag kieruje si¢ inwestor. Do
modelowania tak rozumianego portfela instrumentéow finansowych autorzy stosujg gtownie
teorie mozliwos$ci [Liu Zhang, 2013], [Wu, Li, 2012] i teori¢ wiarygodnosci [Mehlawat, 2016].
Ostatnie lata zaowocowaly natomiast badaniami nad portfelami instrumentéw o rozmytych
zwrotach, umozliwiajacymi modyfikacje sktadu portfela przed czasem zakonczenia inwestycji
[Zhang, Zhang, Xiao, 2013], [Sabarido, Ruiz, Bermudez, Vercher, Luque, 2016], [Guo, Li, Kar,
Yu, 2016]. Petlne kompendium wiedzy na temat portfeli instrumentéw finansowych o zwrotach
modelowanych zbiorami rozmytymi zostato przedstawione w [Shouyang Wang i inni, 2011]
oraz [Fang, Yong, Wang, 2008].

W pracach [Huang, 2007 a, b], [Haifeng i inni, 2012] zaproponowano stworzenia
portfeli  instrumentéw  finansowych, ktore umozliwialyby modelowanie ryzyka
nieprecyzyjnosci obarczajacej zwrot. Wprowadzenie nieprecyzyjnoSci w rozwazanych
portfelach miato na celu zastapienie narzgdzi probabilistycznych w modelowaniu niepewnosci.
Kahraman, Ruan, Tolga [2002] przedstawili prace, w ktorej zarowno przeplywy pieni¢zne jak
I stopy zwrotu z nich dane sag jako trapezoidalne liczby rozmyte. Podejécie to ma na celu
pokazanie, ze eksperci na rynku operuja przy wyznaczaniu wartosci biezacej netto jedynie
pewnymi nieprecyzyjnymi wielkosciami. W 2011 roku Phani Bushan Rao i Ravi Shankar
zaproponowali sposOb porownywania trapezoidalnych liczb rozmytych, co ma zastosowanie na
przyktad w zadaniu minimalizacji ryzyka i maksymalizacji zysku z portfela, gdzie stopa zwrotu
jest trapezoidalng liczba rozmyta.

W [Piasecki, 2011 a] nieprecyzyjnie oszacowang PV oceniono na podstawie biezacej
ceny rynkowej aktywa finansowego. Przyczyn braku precyzji oszacowania dopatrywano tam
sic w przestankach behawioralnych. Piasecki [2011 a, b] zauwazyl, ze ze wzgledu na
nieprecyzje wyznaczenia warto$ci biezacej oraz traktowanie warto$ci przysztej jako zmienne;j
losowej, mozliwe jest przedstawienie stopy zwrotu z instrumentu jako rozmytego zbioru
probabilistycznego. Zaproponowany model nie tylko uwzglednia problem nieprecyzyjnosci,
ale dodatkowo réwniez wskazuje na istnienie niepewnosci obarczajacej instrument.

W [Piasecki, 2011 c] pokazano, ze jesli PV jest rozmytg liczbg rzeczywistg, to stopa
zwrotu jest rozmytym zbiorem probabilistycznym [Hiroto, 1981]. W [Siwek, 2015] i [Piasecki,
Siwek, 2016] omowiono przypadek prostej stopy zwrotu, gdzie PV jest trojkatng liczba
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rozmytg, natomiast FV jest zmienng losowg o normalnym rozktadzie prawdopodobienstwa. Z
tego powodu, jako punkt wyjscia wybrano zatozenie o normalnym rozkladzie prostej stopy
zwrotu przyjete w klasycznej pracy Markowitz’a [1952].

W wigkszosci proponowanych modeli ujecie nieprecyzyjno$ci przejawia si¢
w zatozeniu o danych a priori rozmytych zwrotach z instrumentéw finansowych.
W prezentowanej rozprawie zrodtem rozmycia jest nieprecyzyjnie okreslona warto$¢ biezaca,
na podstawie ktorej nastepnie wyznacza si¢ rozmyta stope zwrotu oraz czynnik dyskontujacy.
Wspomniana metoda analizy zagadnienia nieprecyzyjno$ci pozwala na wyprowadzenie
efektywnych zaleznoséci pomiedzy konstrukcja portfela a zwrotem z niego. Uzyskane w ten
sposob metody zarzadzania portfelem sa uzasadnione na mocy dedukcji matematycznej i tym

samym bardziej wiarygodne.
2.2 Nieprecyzyjna wartos$¢ biezgca

Nieprecyzyjnosciag moze by¢ obarczone wyznaczenie wartosci biezacej instrumentu
finansowego, co ma swoje odbicie w ocenach zwrotow z instrumentow i portfeli finansowych.
Przejawia si¢ tu behawioryzm w podejmowaniu decyzji - kazdy inwestor, podajac wartos¢ jaka
ma dla niego instrument, dokonuje pewnych uogoélnien i zaokraglen, ktore utatwiajg obliczenia
i jedynie przyblizaja odczucie co do jego wartosci. Inwestor nie potrafi zazwyczaj podac tej
wartosci W postaci liczbowej. Jednoczesnie jednak na podstawie whasnego doswiadczenia,
posiadanej wiedzy, istniejacej sytuacji rynkowej i historii wezesniejszego inwestowania jest w
stanie poda¢ pewne jej przyblizenie, badz tez ogdlne granice okreSlajagce przedziat
dopuszczalnych wartosci instrumentu. Ponadto, kazdy inwestor wykazuje indywidualny
poziom awersji do ryzyka, ktory wplywa na jego odczucia na temat warto$ci biezacej
instrumentu.

Dowodem istnienia nieprecyzyjnosci wyznaczenia informacji moze by¢ fakt
zachodzenia transakcji na rynku silnie efektywnym. Przy zatozeniu, ze kazdy z inwestorow
kieruje si¢ przestankami racjonalnymi i posiada pelng informacje¢ o panujacej sytuacji
rynkowej, nadal zawierane sg przeciwne do siebie transakcje. Oznacza to, ze inwestorzy muszg
postrzega¢ warto$¢ instrumentu w rézny sposOb, poniewaz przy takim samym zbiorze
informacji podejmujg przeciwne decyzje dotyczace kupna 1 sprzedazy. Potwierdza to
przypuszczenie, ze wartos¢ biezaca jest warto$cig $cisle subiektywna, ktora procz przestanek
racjonalnych uwzglednia roéwniez przestanki behawioralne, takie jak dos$wiadczenie

inwestycyjne. Jako subiektywna, jest ona zatem wyznaczona nieprecyzyjnie.
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Kolejnym powodem wyst¢powania ryzyka nieprecyzyjno$ci wartosci biezacej
instrumentu sa opoznienia pomigdzy podjeciem decyzji dotyczacej konkretnej wartoSci
biezacej instrumentu a zastosowaniem tak wskazanej wartosci do podjecia decyzji
inwestycyjnej i wprowadzenia jej do systemu komputerowego. W najprostszym ujeciu warto$¢
biezaca instrumentu roOwna jest jego cenie rynkowej, jednak cena rynkowa zmienia si¢ 1 w
czasie pomiedzy okresleniem warto$ci biezacej a podjeciem decyzji inwestycyjnej moze ona
ulec zmianie. Na podobnej zasadzie moze wystepowaé opdznienie zwigzane
Z niedoskonato$cig systemu informatycznego, jako$cig infrastruktury technicznej czy
szybkoscig taczy komputerowych.

W prezentowanej pracy skupiono si¢ na opisaniu ryzyka nieprecyzyjnosci wartosci
biezacej. Powodem powyzszego zatozenia jest przede wszystkim fakt, ze rozwazana wartos$¢
biezaca ma charakter subiektywny oraz nie ulega weryfikacji w przysztosci. Nie jestesSmy
w stanie okres$li¢, czy dobrze odzwierciedlata ona obecng w danym momencie wartos¢
instrumentu, ze wzgledu na jej subiektywny i indywidualny charakter. Reasumujac, nie
otrzymujemy liczbowej realizacji PV w ustalonym momencie przysztosci. Tym samym warto$¢
biezaca nie spetnia warunkow potrzebnych dla istnienia prawdopodobienstwa, niezaleznie czy
sg to warunki okreslone przez Knighta [1964], von Misses'a [1957], van Lambalgena [1996],
Kaplana [2001], Kotmogorowa [1956], Sadowskiego [1980] czy Czerwinskiego [1969].

Ponadto, warto$¢ biezaca instrumentow finansowych wyznaczana jest w warunkach
narazonych na wystgpowanie nieprecyzyjnosci. Powodem tego jest wykorzystywanie réznego
rodzaju sprzetu komputerowego narazonego na opoznienia oraz obarczonego dyskretyzacja
obliczen, zaokragleniami 1 ograniczeniami pamigci. Co wigcej, w wykorzystywanych
narzedziach decyzyjnych implementuje si¢ subiektywnie dobrane algorytmy, jak rowniez
programy narazone na bledy programisty. Podsumowujac przytoczone postulaty, warto$¢
biezaca moze by¢ traktowana jako warto$¢ nieprecyzyjna. Stad w prezentowanej rozprawie jest
modelowana liczba rozmytg PV z funkcja przynaleznosci upy € [0; 1]R.

Zawegzajac do analizowanych przypadkow, warto$¢ biezaca instrumentu modelowana
za pomocy trojkatnej liczby rozmytej PV; = T(fmin; C; C‘max) jest okreslona przez funkcje

przynaleznosci ppy, € [0; 1R
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\
=
|

M gl G <x<C
C— min
1 dla x=C,
tpy, (x) = 3 x—( (2.1)
"% dla € <x < Cprgy
C— max
\0 dla émin <x< vmax'

gdzie
—  C jest cena rynkowa instrumentu obserwowana w momencie wyznaczania jego wartosci
biezacej,
— Coun € ]0; c ] jest maksymalnym dolnym oszacowaniem mozliwej ceny rynkowe;j,

—  Cpax € [5 ; +00[ jest minimalnym gérnym oszacowaniem mozliwej ceny rynkowe;j.

Warto§¢ biezgca instrumentu modelowana za pomocg trapezoidalnej liczby rozmytej
PV, = Tr( Conin; Ca; C *;émax) jest okreslona przez swoja funkcje przynaleznosci

tpy, € [0; 1®

(x —C.. . «
™" dla Cp,<x<C,
C* — Umin
1 da C <x<C
Upy, (x) =4 P, (2.2)
max X ~
< = dla C'<x< ,
C* _ Cmax max
\0 dla x< Cmin' x > Cmax'

gdzie
- C.€ [émin; c ] jest minimalnym gérnym oszacowaniem cen zauwazalnie mniejszych

od obserwowanej ceny rynkowej C,

- (e [C’ ; 5max] jest maksymalnym dolnym oszacowaniem cen zauwazalnie wigkszych

od obserwowanej ceny rynkowej C.

Dla wartosci biezacej bedacej trojkatng badz trapezoidalng dyskretng liczbg rozmyta,

siatka dyskretyzacyjna ma postac¢
Nod(PV) ={x; € R: x; =0,01-i;i € N}, (2.3)

gdzie stata 0,01 0znacza wyznaczanie wartosci z doktadnoscig do 0,01 zt.
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Warto$¢ biezaca dana trapezoidalng dyskretng liczbg rozmytg
PV; = DTr( Conin; Co; C*; Conax ) jest okreslona przez funkcj¢ przynaleznosci pipy, € [0; 1R
taka, ze dla kazdego x € S(PV3) = {x; = 0,01 i:100 - Cppyp, < i < 100 Crpoy, i €N}
Nod(PV)

(x—C, . . .

<  dla Cpp<x<C,

C* — Lmin

1 dla C, <x<C

Upy, (x) = 1 x—C (2.4)
max 4 )4

— = dla C"<x<C,4.

C* _ Cmax max
\0 dla x < Cpin, x> Crigy-

Wartosci  biezaca instrumentu dana trojkatng  dyskretng liczba rozmyta

PV, = DT(Cpin; C; Crnayx) j€St okreslona przez swoja funkcje przynaleznosci Upy, € [0; 1R

<

(x — Cpyi % -
™ dla Cpp<x<C,
C— min
1 da x=0C,
per, 0 =1 (25)
M dla € <x<Chg
C— max
\0 dla x< Cmin; x > Cmax'

Z no$nikiem

S(PV,) = S(DT (Conin; C; Cmax)) = {0,01i: 100 Cppyipy < i < 100C0y, i € N} € Nod(PV).

Przyklad 2.1

Warto$¢ biezaca modelowana trdjkatng liczba rozmyta PV; = T(80; 100; 150) jest okreslona

przez swa funkcje przynaleznosci ppy,: R — [0; 1]

X
Z _ <
50 4 dla 80 < x <100,
)1 dla x =100,
Uy, (x) =
|%+3 dla 100 < x <150,

0 dla x <80 v x > 150.

Nosnik jest postaci S(PV,) = ]80; 150[. Wykres powyzszej funkcji przynaleznosci zostat
pokazany na Rysunku 2.1.
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Rys. 2.1 Wykres funkcji przynaleznos$ci wartosci biezgcej okreslonej za pomocg trojkatnej liczby
rozmytej T(80; 100; 150)

Przyklad 2.2
Warto§¢ biezaca modelowana trapezoidalng liczba rozmyta PV, = Tr(90;100;115; 120)
okreslona jest funkcjg przynaleznosci ppy,: R — [0; 1]

X
E—9 dla 90 < x <100,
)1 dla 100 < x < 115,
Upy, (x) = —x
|?+24 dla 115 <x <120,
0 dla x<90 v x> 120

z no$nikiem postaci S(PV,) = ]90; 120[. Funkcja ta zostata pokazana na Rysunku 2.2.
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mi(x
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02+ —

0 | | Il | |
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Rys. 2.2 Wykres funkcji przynaleznosci wartosci biezacej okre$lonej za pomocg trapezoidalnej liczby
rozmytej Tr(90;100; 115; 120)
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Przyklad 2.3

Wartos¢ biezaca modelowana trapezoidalng dyskretng liczba rozmytg

PV, = Tr(25;30:32;40) z noénikiem S(PVs) = {0,01i-: 2500 < i < 4000,i € N} c
Nod(PV) okreslona jest funkcjg przynaleznosci upy,: R = [0; 1]

X
5—5 dla 25 < x < 30,
1 dla 30 <x <32,
tpy, (x) —x
|?+5 dla 32 <x <40,
0 dla x < 25vx > 40.

Powyzsza funkcja zostata przedstawiona na Rysunku 2.3.

03

i}
25 40

Rys. 2.3 Wykres funkcji przynaleznos$ci wartosci biezacej okreslonej za pomoca trapezoidalnej dyskretnej
liczby rozmytej DTr(25; 30; 32; 40)

]
[

20 35
X

Przyklad 2.4

Warto$¢ biezaca modelowana trojkatng dyskretng liczba rozmyta PV, = T(20;22;50)
z nosnikiem S(PV,) = {0,01-i: 2000 < i < 5000,i € N} c Nod(PV) okreslona jest funkcja
przynaleznosci ppy,: R — [0; 1]

——10 dla 20<x <22,

1 dla x =22,
—+— dla 22 <x <50,
k28 + 12 a x <

0 dla x <20 v x > 50.

Jej wykres przedstawia Rysunek 2.4.
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Rys. 2.4 Wykres funkcji przynaleznosci wartosci biezacej okre§lonej za pomocg trojkatnej dyskretne;j
liczby rozmytej DT (20; 22;50)
m

Nieprecyzyjnie oszacowana wartos¢ biezgca prowadzi do nieprecyzyjnie oszacowanej
oceny korzysci B. Z drugiej strony ocena ta moze stanowi¢ przestanke do rekomendacji
inwestycyjnej. Wtedy nieprecyzyjno$¢ oceny korzy$ci B prowadzi do braku precyzji
w sformutowaniu rekomendacji.

Rozwazajac nieprecyzyjno$¢ mozemy za Klirem [1993] wyr6zni¢ niejednoznacznosé
oraz nieostro$¢ informacji. Niejednoznaczno$¢ obarczajaca rekomendacje inwestycyjna
interpretujemy jako brak jednoznacznego wyrdznienia zalecanej decyzji inwestycyjne;j.
Nieostro§¢ rekomendacji to brak jednoznacznego rozroéznienia pomigdzy zalecanymi
i niezalecanymi decyzjami inwestycyjnymi.

Wzrost wieloznaczno$ci W tym przypadku oznacza, ze zwickszaé si¢ bedzie ilos¢
alternatywnych rekomendacji inwestycyjnych. Powoduje to wzrost ryzyka wybrania sposrod
rekomendowanych alternatyw takiej decyzji finansowej, ktora ex post zostanie obarczona utratg
szans. Ten rodzaj ryzyka nazywamy ryzykiem wieloznacznos$ci. Jako jego miar¢ zastosujemy
miar¢ energii d(B).

Wzrost nieostro$ci oznacza zacieranie si¢ granic wyrdzniajacych zalecane alternatywy
decyzyjne. Powoduje to zwigkszenie si¢ ryzyka wyboru decyzji niezalecanej. Ten rodzaj ryzyka

nazywamy ryzykiem nieostrosci i bedziemy ocenia¢ za pomoca miary entropii e(B).
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2.3 Nieprecyzyjna stopa zwrotu

Podstawowg ocenag korzysSci ptynacych z posiadania instrumentu finansowego jest stopa
zwrotu. Podobnie jak w [Piasecki, 2016] zaktadamy, ze dowolny instrument finansowy jest

opisany dla dowolnego momentu t > 0 przy pomocy V; i V,, gdzie

—  V; € Rt — warto$¢ przyszta instrumentu w momencie t (w skrocie — FV),
-  V, € R* —warto$¢ biezgca instrumentu (krocej — PV).

Stope zwrotu r z tego instrumentu, wyznaczong na moment t, definiujemy jako

r=rWy V), (2.6)

gdzie r: R* X R* - R jest dowolng funkcjg malejgcg wartosci biezacej V i rosnaca dla
warto$ci przysziej V.
W teorii i praktyce finansowej powszechnie stosuje si¢ zalozenie, ze wartos¢ biezaca

instrumentu rowna jest jego biezacej cenie rynkowej C, to znaczy

Vo =C, (2.7)

co w polaczeniu z (2.6) daje
e = T(é; Vt) (2.8)

Zgodnie z teza o niepewnosci [Mises, 1962], [Kaplan, Barish, 1967], przewidywana
warto$¢ przyszta V, jest niepewna. Niepewnos¢ ta jest skutkiem braku wiedzy o realizacji
przysziego stanu rzeczy. Stan ten bedzie mozliwy do okreslenia dopiero w ustalonym
momencie t > 0, co pozwoli na wskazanie faktycznej wartosci przysztej V;. Za [Kolmogorow,
1933, 1956], [Mises, 1957], [Lambalgen, 1996], [Sadowski, 1976, 1980], [Czerwinski, 1960,
1969], [Caplan, 2001] wnioskujemy, ze mamy tutaj do czynienia z niepewnoscig
kwantyfikowalna opisang za pomoca rozktadu prawdopodobienstwa. Modelem formalnym tej
niepewnosci jest traktowanie FV jako zmiennej losowej V,: Q — R™*, gdzie Q jest zbiorem
wszystkich elementarnych stanéw w rynku finansowego [Piasecki, 2016].

Zaproponowany przez Piaseckiego [2011 b] model nieprecyzyjnej stopy zwrotu opiera
si¢ na nastgpujacych zatozeniach:

— stopa zwrotu 7, jest malejaca funkcja wartosci poczatkowej V,, i rosnaca funkcja

wartos$ci przysztej Vs,

37



—  warto$é przyszla jest zmienng losowa V,: Q - R,
— warto$¢ biezaca jest liczba rozmytg reprezentowanag przez funkcj¢ przynaleznosci

Upy € [0, 1]]R .

Wtedy stopa zwrotu z instrumentu finansowego wyznaczana jest jako rozmyty zbior

probabilistyczny o funkcji przynaleznosci

p(r,w) = sup{ppy (x):r = 17} (x;, 7 (w)); x € R} (2.9)

Model ten nie uwzglednia kosztéw transakcyjnych ani takich warunkéw ograniczajacych jak
ptynnos$¢ czy posiadany kapital inwestycyjny. Zaktadamy, ze obliczenia oprocz wymienionych
czynnikow sg prowadzone ceteris paribus. Dlatego zgodnie z (2.8) stopa zwrotu takze jest

zmienng losowg wyznaczong za pomoca tozsamosci
F(w) =7 (é; Vt(w)). (2.10)

Zaktadamy, ze znany jest rozktad stopy zwrotu 7; i tym samym generuje on rozktad
prawdopodobienstwa na Q. Wobec opisanej powyzej monotonicznosci funkcji stopy zwrotu,

istnieje funkcja odwrotna 1,1 (C,-): RY X R > R* taka, ze
Ve(w) = 17 (C7(w)): (2.11)
Najczesciej w literaturze bada sie

—  prostg stope zwrotu

(2.12)

— logarytmiczng stope zwrotu
o %
R, =In (Ft> (2.13)

Zgodnie z zalozeniami przyjetymi przez Markowitza [1952], w rozprawie ograniczamy

si¢ do zatozenia 0 prostych stopach zwrotu. Stad z (2.10) i (2.12) otrzymujemy

Vi(w)—C (2.14)

fr(w) = c

Zmienna losowa odpowiadajaca wartosci przysziej jest zatem okreslona za pomoca zaleznosci
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V() =C-(1+#(w)). (2.15)

Tym samym, dla ustalonego stanu $wiata w 0raz wartosci biezacej danej liczbg rozmyta,

zgodnie ze wzorem (2.14) i zasadg rozszerzania Zadeha, rozmyta stopa zwrotu jest zbiorem

probabilistycznym R z funkcja przynaleznosci p € [0; 1]R*%

1%
p(r,w) = sup {upv(x):x = %: x € IR} = MPV(

C-(1+7#
=llPV< (+T'((l)))>.

1+7r

Ve(w) (2.16)
1+ ‘r)

Nawigzujagc do Markowitza [1952], zakladamy Ze prosta stopa zwrotu 7i: Q = R,
wyznaczona za pomoca (2.14) dla PV réwnej cenie rynkowej €, ma normalny rozktad
prawdopodobienstwa N (7; o). Wtedy, ze wzgledu na wiasnosci p oraz zalezno$¢ (2.16),

oczekiwana rozmyta stopa zwrotu z instrumentu dana jest funkcja przynaleznosci

C-(1+7). C-(1+7
p(r) = sup {.UPV(X):X = %2 X € R} = Upy <1(T-:r)> (2.17)

Zatem dla PV danego liczba rozmyta mozemy policzy¢ rozmyta oczekiwang stope zwrotu R.
W pracy zalozenie o wartosci biezacej instrumentu zawegzono do przypadku, kiedy jest ona
trojkatna, trapezoidalng, dyskretng trapezoidalng lub dyskretng trojkatng liczbg rozmytg. Dla
poszczegodlnych postaci wartosci biezacych, dla ktorych liczona jest oczekiwana rozmyta stopa
zwrotu, powyzszy wzOr przyjmuje nastgpujace postaci.

Zgodnie z (2.1) i (2.17), dla PV danej jako trojkatna liczba rozmyta

PVy = T(Cnin; C; Cmax), OCzekiwana stopa zwrotu R, jest liczba rozmyta z funkcja

przynaleznosci
= T
T C g mine Ty
1— Cny-n C 14+r
C
147
1 dla 17 =1,
P, () =11 | = e (2.18)
1+7’v I dla 1+T_Cmax'
1 Cmvax 1+4+r C
C
0 da 7 o =, 1+r>Cmf’x,
\ 1+7r C 1+7r C



ktora po uproszczeniu sprowadza si¢ do postaci

fCV, . 1+7 Cv, é 1+7
—C.. , 7
Lar ™ da <<,
C - min C 1+r
1+7
1 dla =1,
_ 1+r (2.19)
'DRl(r)_<Cv 1+f CV. v
' - 1
1v+ r_ max dla +7r < Crriax ’
C— max 1+r C
0 dla 1+7 Cnfin, 1+7 Cmvax'
\ 1+r C 1+r C
gdzie
—  Cpnin €]0; C] jest maksymalnym dolnym oszacowaniem mozliwej ceny rynkowej,
Cpmax € [C; +oo[ jest minimalnym gérnym oszacowaniem mozliwej ceny rynkowe;.
Przyklad 2.5

Jezeli prosta stopa zwrotu (2.14) ma rozktad normalny N(0,25; 0,02), to dla wartosci biezace;j
PV, = T(80;100; 150) opisanej w przykladzie (1.2), oczekiwana rozmyta stopa zwrotu

R, z instrumentu dana jest funkcjg przynaleznosci

(6,25
—4 dla 0,64< <0,8,
1+r 1+7r
100 - (1 + 0,25) 1 dla  7=—=08,
S — dla 08<—<1,2,
14+7r 1+r
1 1
LO dla 1,2 <—,— < 0,64.

1+r'1+r

Wykres powyzszej funkcji przynalezno$ci zostat przedstawiony na Rysunku 2.5.
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Rys. 2.5 Wykres funkcji przynaleznosci oczekiwanej stopy zwrotu z instrumentu finansowego
0 PV; = T(80;100;150) przy zatozeniu, ze prosta stopa zwrotu (2.14) ma rozktad N(0,25;0,02)

O
Podobnie w przypadku PV, = T7( Cpin; Cu; C*; Crnax ), OCZEKiwana rozmyta stopa

zwrotu jest liczbg rozmyta R, z funkcja przynaleznosci pg, € [0; 1]%*¢

(C-(14+7) « L .
Trr_Cmin o Cmin 147 _ €.
C, — Cpin ¢ 1+r C
C, 1+7 C*
1 dla ?Sl-l-TS?’
pRz(r)=<Cv_(1+f) (2.20)
1 :|_ r Cmax dla C—j 14+7r < Crriax’
C* = Cax C 1+r ¢
0 da Cmvax 1+F’ 147 C,,im}
\ I 1+r 1+7r C

gdzie
- (. € [(fml-n; C] jest minimalnym gérnym oszacowaniem cen zauwazalnie
mniejszych od obserwowanej ceny rynkowej C,

- (€ [ C; Cmax] jest maksymalnym dolnym oszacowaniem cen zauwazalnie wigkszych
od obserwowanej ceny rynkowej C.
Przyklad 2.6
Jezeli prosta stopa zwrotu ma rozklad normalny N(0,25;0,02), to dla
PV, = Tr(90;100; 115;120) i ceny rynkowej C = 107,5 oczekiwana rozmyta stopa zwrotu

R, z instrumentu przyjmuje wartos¢
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(14,44 1
-9 dla 0,67 <——<0,74,

1+7r 1+7r

1

pRz(r) = .uPVZ ( 1471 ) = 26,88 1
60 ——— dla 0,86 <——<10,89
1+r 1+7r
LO

1
dla 0,89 < ——,——

, < 0,67.
1+r'1+r
Wykres funkcji przynaleznos$ci do powyzszej oczekiwanej stopy zwrotu zostat pokazany na
Rysunku 2.6.
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Rys. 2.6 Wykres funkcji przynaleznos$ci oczekiwanej stopy zwrotu z instrumentu o PV, = Tr(90; 100; 115; 120)

i cenie rynkowej C = 107,5, przy zatozeniu, ze prosta stopa zwrotu (2.14) ma rozktad N (0,25; 0,02)

Siatka dyskretyzacyjna rozmytej stopy zwrotu R dana jest wzorem

O
y C-(1+7) —x
Nod(R,C,7) = {ri: = ( = ) “ix; € Nod(PV)}
- (2.21)
100-C-(1+7)
=1{r: = ; —1;i € N

Podobnie w przypadku PVs = DT7( Cpin; C.; C*; Crnax ), OCZeKiwana rozmyta stopa
zwrotu jest liczbg rozmyta R5 z funkcja przynaleznosci pg, € [0; 1]%*¢
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(C-(1+7) x . o
T+r _omin g G 147 G
C. — Couin ¢ ~1+r ¢
C, 1+7 C*
1 dla FS1+rSF,
pRs(r)=<Cv_(1+f) ) (2.22)
1+r V_Cm“x da & <17 Cmar
C* — Coax ¢ 147 ¢
0 dla Coax 1+T 1+f<c,m-n

— < , ~
C 1+r 1+r C

2S(Rg) = {ryz 1y = 202 1,100 - Copiny < i < 100 - Gy, i € N} © Nod (R, €, 7).

Przyklad 2.7

Jezeli prosta stopa zwrotu ma rozktad normalny N(0,2;0,6), to funkcja przynalezno$ci
oczekiwanej stopy zwrotu R5 dla instrumentu o PV; = DTr(25;30;32;40) i ceny rynkowej

C = 31 dana jest poprzez

(7,44 1
-5 dla 067<——<0,8,
1+r 1+r
1
Pr, (1) = py, 11 ) ] 7 44
8 —— dla 0,94 < < 1,07,
1+r 1+r
1
0 dla 1,89 < ) < 1,07
\ 4 1+r 1+r
i nosnik r; € S(Ry) = {ri: r, =202 - 1,2500 < i < 4000,i € N} c Nod(R;31;0,2), co

przedstawiono na Rysunku 2.7.
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Rys. 2.7 Wykres funkcji przynaleznosci oczekiwanej stopy zwrotu z instrumentu o PV; = DTr(25;30;32;40) i

cenie rynkowej € = 31, przy zalozeniu, ze prosta stopa zwrotu (2.14) ma rozktad N(0,2; 0,6) a

Dla PV, = DT(Cpin; C; Crnax ), OCzekiwana stopa zwrotu R, jest zbiorem rozmytym

z funkcja przynaleznosci

(¢. 147~ x _
CTarOmn g G 14T
C — Chin C 1+r
147
1 dla e =1,
PrR,(T) =9 147 . 5 (2.23)
C- 1v_|_ rv_ Crmax da 1< 147 < Cmvax'
C—- Cmax 1+r C
0 dla 1+7 Cun 1+7  Chax
\ 1+r ¢ ' 1+r~ ¢
z nosnikiem 7; € S(Ry) = fryz 1y = XX — 1,100 - Gy < 1 < 100+ G i € N}
Nod(R; C; f).
Przyklad 2.8

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, jezeli prosta stopa zwrotu ma rozktad normalny
N(0,2;0,6), to funkcja przynaleznosci oczekiwanej stopy zwrotu R, dla instrumentu
0 PV, = DT(20; 22;50) dana jest poprzez
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13,2 1
(222 _ 10 dla 076 <—— < 0,83,
1+7r 1+7r
B 26,4 1 dla 1_+T' = 0,83,
pR4 (T) - MPV4 (1 + T') - 0’94‘ 1
1,79 ——— dla 0,83 <——<1,89,
1+r 1+r
kO

dla 1,89 < ——,———< 0,76
1+r'1+4+r
i nosnik 1; € S(Ry) = {ri: ;

2200-1,2
=

—1;2000 <i < 5000,i € N} c Nod(R;22;0,2)
Wykres powyzszej funkcji przynaleznosci zostal przedstawiony na Rysunku 2.8.
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Rys. 2.8 Wykres funkcji przynaleznosci oczekiwanej stopy zwrotu

z instrumentu
0 PV, = DT(20;22;50) przy zalozeniu, Ze prosta stopa zwrotu (2.14) ma rozktad N(0,2;0,6)

2.4 Miary ryzyka nieprecyzyjnosci dla oczekiwanych rozmytych stop
zwrotu

Miara energii dla oczekiwanej stopy zwrotu z instrumentu o wartosci biezacej danej
dowolna liczba rozmyta wyraza si¢ wzorem

Miara

d(R) = J p(x)dx.
x€S(R)

oczekiwanej
0 PVy = T(Cpin; C; Conax), Wyraza si¢ wzorem*

(2.24)
energii  dla

stopy zwrotu R, z instrumentu

! patrz Dodatek A, Wyprowadzenie 1
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1+7):C ¢ 1+7)-C . ¢ (2.25)
—-— n2= 4+ — - In—.
¢ - Cmax ¢ C—- Cmin Cmin

d(Ry) =

Miara energii dla oczekiwanej rozmytej stopy zwrotu R, z instrumentu

0 PV, = Tr(Cpin; Cv; C*; Cingy ) 1 cenie rynkowej € dana jest przez?

C-(1+7 Coni i y . 2.26
d(R,) = v( . ). In—=2 -4 1)+ —C, (2.26)
C, — Chin C. C.
C-(1+7 ¢ C
+v*(v )-<an +"ffx—1>.
- max max ¢
Miara energii dla oczekiwanej stopy zwrotu R; z instrumentu

v

0 PV3 = DTr(Cpin; Cs; C*; Copax ) 1 CENIE rynkowej C moze zostaé obliczona przy pomocy

AR = D pr, () @27)

TES(R3)

Miara energii dla oczekiwanej stopy zwrotu R, z instrumentu 0 PV, = DT (Cpin; C; Crmax)

obliczana jest z

dR) = ) pg, (), (2:28)

T'ES(R4)

Przejdzmy teraz do miary entropii. Wielkos¢ ta dla oczekiwanej stopy zwrotu R, z instrumentu

0 PVy = T (Cpin; C; Cingx) Wyraza sie wzorem?®

e(Ry) =
F= 1émax (ng#ma + v"éax ~1)+5 —1Cmin (InEtGpu® éméin +1) (2.29)
Cmax = Cmin = 57— 15max (ln( Ffmax 4 Cv”g”‘ - 1) — —15min <1r~(izcngz = C’gi” + 1>.
Miare entropii dla oczekiwanej stopy zwrotu R, z instrumentu

~

0 PV, = Tr(Cpin; Ce; C*; Cinay) i CeNie rynkowej €, mozna obliczy¢ z*

2 patrz Dodatek A, Wyprowadzenie 3
3 patrz Dodatek A, Wyprowadzenie 2
4 patrz Dodatek A, Wyprowadzenie 4
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C+Cmin)® _ Cmin _ 1 4 2'(é*+émin)) (2.30)
C

*bmin Cx é+émin

T '(1n e "ff"—l—w)]

C*—Cmax (C+Cmax) o C+Cmax
. [Cmax B Cmin B 4 ; . (ln( o Tln) - n}ln - 1 + M)

Ce=Comin 4-CoCmin Cs C+Cmin
o § o 1

S (s )]

C*=Cmax (C+Cmax)? C* C+Crmax

Miar¢  entropii  dla  oczekiwanej stopy  zwrotu R; Z instrumentu

v

0 PV3 = DTr(Cpin; Cs; C*; Crnax) 1 CENiE rynkowej C obliczamy zgodnie ze wzorem

e(Ry) = ZT‘ES(R:),) min{PR3 (r);1- PR, (T)} (2.31)
7 Tresry max{pg, (1); 1 — pg, (1)}
Miara  entropii dla  oczekiwanej stopy zwrotu R, Z instrumentu

0 PV, = DT (Cpin; C; Cinayx) jest rowna

Y res(ry) Min{pg, (1); 1 — pg, (1)} (2.32)
ZrES(R4) maX{PR4 (r);1— Pr, (T)}.

e(R,) =

Policzmy, dla przyktadu, warto§ci miar energii i entropii dla instrumenté6w finansowych,

ktorych oczekiwane stopy zwrotu wyznaczyliSmy w poprzednim podrozdziale.

Przyklad 2.9
Miara energii dla oczekiwanej stopy zwrotu z instrumentu o wartoSci biezacej
PV, = T(80;100; 150), o oczekiwanej rozmytej stopie zwrotu R, z funkcja przynalezno$ci

(2.25) wyraza si¢ wzorem

0,5625 11’25 -0,8 0,25 11’25 —-15
d(R,) = f Ltr " g +f 1+r " 4r=0,1926.
0,25 0,2 0,2 —05
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Przyklad 2.10
Miara energii dla oczekiwanej stopy zwrotu z instrumentu o warto$ci biezacej
PV, = Tr(90;100;115;120) z cena rynkowa C = 107,5 o oczekiwanej rozmytej stopie

zwrotu R, danej funkcjg przynaleznos$ci (2.26) przyjmuje nastgpujacg wartos¢

0,4931 1,25 _ 90 0,1685 1,25 _ 90

d(R,) = 2207 4r + (0,3438 — 0,1685) + 2298 gy = 0,2720.

0,3438 1075 0,1198 T 1075

Przyklad 2.11
Miara energii dla oczekiwanej stopy zwrotu z instrumentu o warto$ci biezacej
PV; = DTr(25;30;32; 40) z cena rynkowa C = 31 0 oczekiwanej rozmytej stopie zwrotu R,

danej funkcja przynaleznosci (2.27) jest rowna

Przyklad 2.12

Miara energii dla oczekiwanej stopy zwrotu z instrumentu o warto$ci biezacej
PV, = DT(20;22;50) i oczekiwanej rozmytej stopie zwrotu R, danej funkcjg przynaleznosci
(2.28) jest rowna

d(R,) = 1500.

Przejdzmy teraz do miary entropii.

Przyklad 2.13
Dla oczekiwanej stopy zwrotu z instrumentu o warto$ci biezacej PV, = T'(80;100; 150)
i oczekiwanej rozmytej stopie zwrotu R, danej funkcja przynalezno$ci (2.29) miara energii
Wynosi

e(Ry) = 0,2673.

Przyklad 2.14
Miara entropii dla oczekiwanej stopy zwrotu z instrumentu o wartosci biezacej
PV, = Tr(90;100;115;120) z cena rynkowa C = 107,5 i oczekiwanej rozmytej stopie

zwrotu R, danej funkcjg przynaleznos$ci (2.30) przyjmuje warto$¢
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e(R,) = 0,1524.

Przyklad 2.15
Miara entropii dla oczekiwanej stopy zwrotu z instrumentu o wartosci biezacej
PVs = DTr(25;30;32;40) z ceng rynkowa C = 31 i oczekiwanej rozmytej stopie zwrotu R

danej funkcja przynaleznosci (2.31) jest rowna

e(R3) = 0,2766.

Przyklad 2.16
Miara entropii dla oczekiwanej stopy zwrotu z instrumentu o0 wartosci biezacej
PV, = DT(20; 22;50) i oczekiwanej rozmytej stopie zwrotu R, danej funkcjg przynaleznosci

(2.32) wynosi

1
e(R4) = §

2.5 Rozmyty czynnik dyskontujacy

Korzysci czerpane z posiadania instrumentu finansowego oceni¢ mozna przy pomocy

czynnika dyskonta v okreslonego przez

(2.33)

gdzie r jest stopa zwrotu z tego instrumentu. Korzystajac z zalezno$ci (2.33), na podstawie
rozmytej stopy zwrotu R € F(R) z dowolnego instrumentu wyznaczamy rozmyty czynnik
dyskontujacy. Jest on zbiorem rozmytym D € F(R) o funkcji przynaleznoéci n € [0; 1]}

okreslonej za pomoca tozsamosci

1) =n (=) = (). (2.34)

1+7r

Zatem dla PV danej liczba rozmyta mozemy policzy¢é rozmyty czynnik dyskontujacy D.
Korzystajac ze wzoru (2.34) oraz z postaci funkcji przynaleznosci do oczekiwanych stop
zwrotu z instrumentoéw o wartosciach biezacych danych kolejno jako trojkatna, trapezoidalna
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oraz dyskretna trojkatna badz trapezoidalna liczba rozmyta, mozemy teraz wyznaczy¢ postaci

oczekiwanych czynnikow dyskontujacych.

I tak, jezeli PV; = T(C‘min; C; C‘max),to Zestawiajac razem (2.19) i (2.34) otrzymujemy

vt Co ¢
(Vlf iomin gla 5ot cyp <
C-Uv—7"Cpin C
1 dla v=7,
Np, (W) =€ v —7"Cpax dla 17<17<17-Cmax (2.35)
C-7—7-Cprgy - c '
C C
\0 dla 722 <y, v< T2
c c

gdzie ¥ jest czynnikiem dyskontujagcym wyznaczonym za pomocg oczekiwanej stopy zwrotu

7. Latwo zauwazy¢, ze wyznaczony powyzej oczekiwany czynnik dyskonta jest rozmyta liczba

trojkatng D; = T (17 - C"‘%, A C"éi)

Przyklad 2.17

Jezeli proste stopy zwrotu majg rozktad normalny N(0,25;0,02), to dla instrumentu
finansowego 0 wartoSci  biezacej PV; = T(80;100;150) funkcja przynaleznosci

oczekiwanego czynnika dyskontujacego D, jest rowna

(625 V=% 0 064<v<08
0.16 a DOHE=TSDS
1 dla v=0,8,
=13 250 dla 08<v<12
_0’4 a ) (S )&y
\0 dla 1,2 <, v < 0,64.

Wykres powyzszej funkcji przynalezno$ci zostat przedstawiony na Rysunku 2.9.
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Rys. 2.9 Wykres funkcji przynalezno$ci oczekiwanego czynnika dyskontujgcego dla instrumentu finansowego o

PV, = T(80;100; 150) przy zatozeniu, ze prosta stopa zwrotu (2.14) ma rozktad N(0,25;0,02)

O

Powtoérzmy teraz  powyzsze rozumowanie dla  przypadku instrumentu

v

0 PV, = Tr( Conin; C3 €3 Crnax ) Zestawiajac razem (2.20) i (2.34) otrzymujemy

er U—émin'ﬁ d]a Cvrnin.17<v<g.17
CooV—Copin* ¥ ¢ - Cc
C. C*
1 dla F'ﬁ<v<7'ﬁ,
M, =1 < . . (2.36)
€'V~ Cmnax ' dla C—-ﬁ<v<Cmax-17
C* U —Crgy " ¥ C - c
C C
0 dla M5 < v, v < 22 v,
\ ¢ ¢

gdzie ¥ jest czynnikiem dyskontujacym wyznaczonym za pomoca oczekiwanej stopy zwrotu

7. Latwo zauwazy¢, ze wyznaczony powyzej oczekiwany czynnik dyskonta jest rozmytg liczbg

. Coni _C _¢* _¢ _
trapezoidalng D, = Tr (52 U, =V, U, ——- V).
2 ¢ ¢ ¢ ¢

Przyklad 2.18
Jezeli proste stopy zwrotu z instrumentu majg rozklad normalny z parametrami
N(0,25;0,02), wtedy funkcja przynaleznosci oczekiwanego czynnika dyskontujacego D,
Z instrumentu o wartosci biezacej PV, = Tr(90; 100; 115; 120) ma postaé
13,43-v—9 dla 0,67 <v <0,74,
dla 0,74 <v<0,86,

1
M, (V) = Y24 _2688-v dla 086 <v < 089,
0 dla 0,89 <v,v<0,67.
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Funkcja ta zostata zaprezentowana na Rysunku 2.10.

0g

02

Rys.

2.10 Woykres funkcji

07

przynaleznos$ci

075 08 085 09

W

oczekiwanego czynnika dyskontujacego =z instrumentu

0 PV, = Tr(90;100; 115; 120) przy zatozeniu, Ze prosta stopa zwrotu (2.14) ma rozktad N(0,25;0,02)

Siatka dyskretyzacyjna rozmytego czynnika dyskontujacego D obliczonego przy pomocy

oczekiwanej rozmytej stopy zwrotu R jest opisana jest wtedy wzorem

Nod(D,(f, 17) = {vi: v; =

= {Ui: v; =

1 +ri;ri € Nod(R; C;f)}

. (2.37)
l

= ;1 € Ny,
100-C-(1+7)

Oczekiwany czynnik dyskontujacy D; z instrumentu o PV modelowanej dyskretng

trapezoidalng liczbg rozmytg PV; = DTr(Cvmin ;C C; (fmax) dany jest funkcjg przynaleznosci

(Cv—Cpyn* ¥ Coni C,
L | Y . i<v<—=7,
v UV—Cpin" U C C
C, c*
1 dla —7T7<v<—=-7,
7703(17)— < CV'U—V . Cv* CV. ( )
- b da — 7<v<-—5=-7
C* - V—=Cpmax "V C C
C C:
0 dla mvax17<v, v< =225
\ C C
z nosnikiem
i . . «
S(D3) =3v;: v; = = :100-Cpp <i<100-C,y0,,i € Ny c Nod(D,C,7),
(3) {l i 100'C'(1+T_‘) min min } ( )
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gdzie ¥ jest czynnikiem dyskontujacym wyznaczonym za pomocg oczekiwanej stopy zwrotu
7. Latwo zauwazy¢, ze wyznaczony powyzej oczekiwany czynnik dyskonta jest dyskretng
rozmytg liczba trapezoidalng D3 = DTr (Cm% U, éf ', % © U % . 17).

Podobnie, oczekiwany czynnik dyskontujacy D, z instrumentu

o PV, = DT(C’min ; C; émax) okreslony jest funkcja przynaleznosci

(L:.Ii_lz U la E-Cnimgv<17,
C-UV—v"Cpin C
1 dla v=7,
Mp, (V) =10 v =70 Cpax dla ﬁ<v<ﬁ_cmax (2.39)
C 7= Coax - c '’
C C
kO dla max V<, v<=2.p
C C

i
100-C-(1+7)’

zS(D,) = {vi: v, = 100 - Copin < i < 100 - C,pypy, i € N} c Nod(D, C, 7). Latwo

zauwazy¢, ze powyzszy oczekiwany czynnik dyskonta jest dyskretna rozmyta liczbg trojkatng

= émin TR Cv‘max
D, = DT (-~ 5 5 - max),
Wyznaczmy funkcje przynaleznosci oczekiwanego czynnika dyskontujacego dla

instrumentow finansowych danych dyskretnymi liczbami rozmytymi.

Przyklad 2.19
Jezeli proste stopy zwrotu z instrumentu majg rozktad normalny z parametrami N(0,2; 0,6),
wtedy funkcja przynaleznosci oczekiwanego czynnika dyskontujacego D3 z instrumentu

0 wartosci biezacej PV; = DTr(25;30; 35;40) okreslona jest wzorem

744v -5 dla 0,67 <v<0,81,

wy =11 dla 081<v<086,
Mos\V)=15_4650 dla 086 <v<1,08,
0 dla 1,08 <, v < 0,67.

Rysunek 2.11 przedstawia wykres powyzszej funkcji przynaleznosci.
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Rys. 2.11 Wykres funkcji przynalezno$ci oczekiwanego czynnika dyskontujgcego =z instrumentu
0 PV; = DTr(25;30; 35; 40), przy zalozeniu, Ze prosta stopa zwrotu (2.14) ma rozktad N(0,2;0,6)

Przyklad 2.20
Jezeli proste stopy zwrotu z instrumentu maja rozklad normalny z parametrami
N(0,2;0,6), wtedy funkcja przynaleznosci oczekiwanego czynnika dyskontujgcego D,

Z instrumentu o wartosci biezacej PV, = DT (20; 22; 50) okreslona jest wzorem

13,20 — 5 dla 0,76 <v < 0,83,
)1 dla v =083,
M, (") =9179 094y dla 083 <v < 1,89,
0 da 18 <v, v<0,76.

Wykres np, zostat przedstawiony na Rysunku 2.12.

08

04+

02

14 16 1.8

8 1 152 2

W
Rys. 2.12 Wykres funkcji przynaleznosci oczekiwanego czynnika dyskontujgcego z instrumentu

0 PV, = DpT(20; 22; 50), przy zalozeniu, ze prosta stopa zwrotu (2.14) ma rozktad N(0,2;0,6)
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2.6 Miary energii i entropii dla rozmytego czynnika dyskontujgcego

Miary energii i entropii dla dowolnych rozmytych oczekiwanych czynnikéw
dyskontujacych z instrumentéw obliczamy za pomoca wzoréw (1.28), (1.29) i (1.31).

Narzedziem pomiaru wieloznaczno$ci rozmytego dyskonta D € F(R) jest miara energii

d(D) = d lub  d(D) = . (2.40)
) f LN b d) vegZ@)n(v)

Natomiast narzedziem pomiaru nieostrosci rozmytego dyskonta D € F(RR) jest miara entropii

~m(DnD)

= 0D (2.41)

e(D)

gdzie D¢ jest dopelieniem zbioru D.
Ze wzgledu na fakt, ze czynnik dyskontujacy z instrumentu danego odpowiednio
trojkatng, trapezoidalng lub dyskretng liczbg rozmyta przyjmuje takg samg forme jak jego PV,
korzystajac ze wzoréw (1.32)-(1.37) mozemy obliczy¢ miary energii i entropii oczekiwanych

czynnikéw dyskontujacych. | tak, dla czynnika dyskontujgcego bedacego w omawianym
przypadku trojkatng liczbg rozmyta D; =T (17 . Cme’ vU- Cm%) miara energii obliczana jest

za pomocg®

v N

a. Cv, ' (Cmax - émin)- (2.42)

d(Dy) =

Przyklad 2.21
Jezeli proste stopy zwrotu maja rozktad normalny N(0,25;0,02), to dla oczekiwanego

czynnika dyskontujacego D; z instrumentu o PV; = T(80; 100; 150) miara energii jest rowna

0,8
2-100

d(D;) = - (150 — 80) = 0,28.

Dla czynnika dyskontujagcego  bedacego  trapezoidalng liczba  rozmyta

Crmi _C _Cc* _C _ . .. .
D, = Tr (% UiE Ui v;%-v) miara energii wynosi®

> Patrz Dodatek A, Wyprowadzenie 5
6 patrz Dodatek A, Wyprowadzenie 7
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C ' (Cv* + Cnax = Cnin — C*)- (2.43)

Przyklad 2.22
Jezeli proste stopy zwrotu maja rozktad normalny N(0,25;0,02), to dla oczekiwanego
czynnika dyskontujacego D, z instrumentu o PV, = Tr(90; 100; 115; 120) miara energii jest

réwna

d(D,) = d T(90 0.8 00 g 5 g 120 os)
22 =4 " To75 V%1075 1075 P1075

0,8

m (1154120 — 90 — 100) = 0,1674.

O

Cmax

Dla oczekiwanego czynnika dyskonta D; = DTr (Cm% 17% v; % U5 -17)

z instrumentu 0 PVy = DT7(Crnin; C.; C*; Cruax ) Miara energii jest postaci

d(Ds) = z Np, (V). (2.44)

UES(D3)

Przyklad 2.23
Jezeli proste stopy zwrotu majg rozktad normalny N(0,25;0,02), to dla oczekiwanego

czynnika dyskontujacego D5 z instrumentu o PV; = DTr(25; 30; 32; 40) miara energii wynosi

d(Ds) = 850.
O

Cmin . > —.M)

Dla  oczekiwanego czynnika dyskontujacego D, = DT( R

obliczonego z instrumentu o PV, = DT (Cpnin; C; Cnax), 2godnie ze wzorem (1.34) miara

energii przyjmuje postac

d(D,) = z Np, (V). (2.45)

VES(D4)

Przyklad 2.24
Jezeli proste stopy zwrotu majg rozktad normalny N(0,25;0,02), to dla oczekiwanego

czynnika dyskontujacego D, z instrumentu o PV, = DT (20; 22; 50) miara energii wynosi
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d(D,) = 1500.
O

Przejdzmy teraz do miary entropii czynnika dyskontujacego. Dla czynnika

dyskontujacego bedacego trojkatng liczbg rozmyta D; = T(ﬁ

entropii wyraza si¢ wzorem’

e(Dy) = % (2.46)

Przyklad 2.25
Jezeli proste stopy zwrotu maja rozktad normalny N (0,25; 0,2), to dla oczekiwanego czynnika

dyskontujacego D, z przyktadowego instrumentu o PV; = T'(80; 100; 150) entropia wynosi

(D) =+
e(Dy) = 3
m
Cmin . = C - C"  _ Cmax H
W przypadku czynnika dyskontujacego D, = Tr( i T T ), miara
ta jest rowna®
0,) C, — Cpin + Crnax — C* (2.47)
e =— <
2 €. =3 Coin + 3 Coax + C*

Przyklad 2.26
Jezeli proste stopy zwrotu maja rozktad normalny N (0,25; 0,2), to dla oczekiwanego czynnika

dyskontujacego D, z instrumentu o PV, = Tr(90; 100; 115; 120) mamy

100 90 120 115
(D) = 1075 "8~ 1075 08+ 1075 08 —1o75 08 1
22777100 90 120 115 A
~fo75 08— 3 1575 08+3 1575 08+ 1575 08

O

Miara entropii dla rozmytego czynnika dyskontujacego 0 parametrach

Crmi _C _ ¢ _C _ . . .
D; = DTr (% U UE % . v) policzonego dla instrumentu o warto$ci biezacej

)

PVy = DT1(Cyppin; C.; C; Couax), Wyraza si¢ wzorem

7 Patrz Dodatek A, Wyprowadzenie 6
8 patrz Dodatek A, Wyprowadzenie 8
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ZUES(Dg,) min{nD3 (v);1-— Mp, (U)}

ZUES(Dg) maX{Ung v);1 - Np, (17)}
Na koniec, miara entropii dla czynnika dyskontujacego D, = DT (17 : Cm% ;U U Cm%)
Z instrumentu o warto$ci biezacej PV, = DT(émin; C.; Cv’max) dana jest przez
min v);1— v 1

ZvES(D4) maX{UD4 w);1- Mp, (17)} -3

Przyklad 2.27
Jezeli proste stopy zwrotu majg rozktad normalny N(0,2; 0,6), to dla oczekiwanego czynnika

dyskontujacego D5 z instrumentu o PV; = DTr(25;30; 32; 40) entropia wynosi

e(Ds) = 0,2766.

Przyklad 2.28
Jezeli proste stopy zwrotu majg rozktad normalny N(0,2; 0,6), to dla oczekiwanego czynnika

dyskontujacego D, z instrumentu o PV, = DT (20; 22; 50) mamy

1
e(D4) = §

2.7. Wnioski

Glownym problemem w przedstawionych powyzej rozwazaniach jest fakt, ze stopa
zwrotu z instrumentu o warto$ci biezacej modelowanej trapezoidalng liczbg rozmyta (lub
ktorym$ z jej podprzypadkéw), nie jest niestety trapezoidalng liczba rozmyta. Znacznie
utrudnia to obliczanie miar energii i entropii. Z drugiej strony, wyliczony na podstawie
rozmytej stopy zwrotu rozmyty czynnik dyskontujacy dla instrumentu o wartosci biezacej danej
w kazdej z rozwazanej postaci, jest trapezoidalng liczbg rozmytg (lub tez odpowiednim jej
podprzypadkiem).

Zastgpienie rozwazan nad stopa zwrotu z instrumentu O rozmytej wartosci biezacej
przez badania nad czynnikiem dyskontujacym powoduje znaczne ulatwienie obliczania miar

wieloznaczno$ci i nieostro$ci obarczajacych ten instrument. Podej$cie to zachowuje walor
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informacyjny, jaki niesie ze sobg obliczona stopa zwrotu a takze znacznie utatwia obliczanie
miar energii i entropii we wszystkich rozwazanych przypadkach.

Formalna prostota uzyskanych opisow czynnika dyskonta zacheca do podjgcia proby
jego zastosowania jako narzedzia analizy portfelowej. Kryterium maksymalizacji oczekiwanej
stopy zwrotu zostanie wtedy zastgpione przez kryterium minimalizacji oczekiwanego czynnika
dyskonta. W przypadku nierozmytych warto$ci obu tych parametrow sg to kryteria
réwnowazne. Wobec braku znajomosci efektywnych miar energii i entropii dla dyskretnych
trapezoidalnych 1 trojkatnych liczb rozmytych, nie jest mozliwe konstruowanie zadan

portfelowych dla portfeli o wartosciach biezacych sktadnikow danych w tej postaci.
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3. Portfel dwuskladnikowy 2z warto$cia biezaca dang
tréjkatna liczbg rozmyta - studium przypadku

W niniejszym rozdziale oméwiony zostanie przypadek portfela dwusktadnikowego,
zlozonego z instrumentdw o wartosci biezacej danej trojkatng liczbg rozmyta. Podrozdziaty
zawierajg kolejno opis modelu, w tym charakterystyke stopy zwrotu i czynnika
dyskontujagcego z portfela, dowody zalezno$ci pomi¢dzy miarami ryzyka, zadanie

maksymalizacji zysku i minimalizacji ryzyka jak réwniez przyktady zastosowania modelu.

3.1 Stopa zwrotu z portfela dwuskladnikowego

Poprzez portfel bedziemy rozumie¢ dowolny, skonczenie elementowy zbidr
instrumentdw finansowych. Kazdy z tych instrumentow jest charakteryzowany przez
oszacowang wartos¢ biezaca 1 przewidywang wartos¢ przyszlg.

Rozwazmy przypadek portfela dwusktadnikowego m zlozonego z instrumentow
finansowych A; oraz A,. Warto$¢ biezaca instrumentu A; jest dana jako trojkatna liczba
rozmyta PVE = T(Clpin; €% Clinax ), i = 1,2. Zgodnie ze wzorem (1.18), wartosé biezaca tak
okreslonego portfela jest opisana jako trdjkatna liczba rozmyta

PV™ = PV 4+ PV? = T(Coin + Cins C* + C%; Chge + Clax)
y . (3.2)
= T(CTTrTlin; Cn; CTTrTlax)-
Warto$¢ przyszta instrumentu A; modelowana jest jako zmienna losowa V. Za Markowitzem
[1952] zaktadamy, ze dwuwymiarowa zmienna losowa odpowiadajgca prostej stopie zwrotu
z kazdego z instrumentéw (7;72) ma dwuwymiarowy rozktad normalny N((7;7)T, %),

gdzie macierz kowariancji przyjmuje postac

z =< of C‘”’“). (3.2)

covy,, 0%
Kazdemu instrumentowi A; przypisujemy wtedy jego FV okreslona za pomocg zaleznosci
7i(w) = ¢t (1 + fg(w)). (3.3)

Udziat p; instrumentu A; w portfelu m jest okreslony przez
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G
p; = = (3.4)
Warto$¢ przyszta portfela = wtedy wynosi
V() = VHw) + T2 (w) =Ct (1 + 7 (w)) + €%+ (1 + 72 (w)) 5)
3.5
=C" (147 (w)),
gdzie
() = py - 7¢ (W) + p2 - 7 (w) (3.6)
jest stopg zwrotu z portfela . Oczekiwana stopa zwrotu z portfela jest zatem rowna
r=p; 1 +p; 1 (3.7)
Funkcja przynaleznosci stopy zwrotu z portfela ma postaé:
p(rlcv;rtlin; én; éYTrtLax) =
(C*-(1+7) « Ny
— 1 G Cr 1+7
Lrr T o mng <1,
C* = Cran Cr =14
1+7
1 dla =1, (3:8)
iy 1+7r
C™-(1+7) 5
— - — C(m 1+7 CF
Ltr ™ da 1< < max
C™ — CF o 1+r~ (Cr
0 da 1+f>€,’flax 1+7 CI.,
\ 14r°~ (¢m '’ 14+r (7

Podstawiajac zatem funkcj¢ przynaleznosci (3.8) do wzoru (2.25) otrzymujemy ze

energia stopy zwrotu z portfela m jest wtedy rowna

(1+f)'én.ln(jr7)rmx+(1+f)'é”.l cm (3.9)

= < = = = )
CTE - C#lax cr CT[ - CT?lin Cmin

d(R™) =

Natomiast zgodnie z (2.29), entropia stopy zwrotu z portfela przyjmuje postac
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e(R™) =

1 4-C™-CT Cvr?*zax
(A Che | Zmax g
Cm — Cr7rtlax (€™ +Cmax) cm

1 AT ST )2 Ccr.
o (I omin) _ Zmin g (3.10)
C™ — C;,r,”-n 4CTCnin cr )

ST X1 1 4-CTClh o Chrax
- Cmax_cmin_#' lnﬁ"k v _1
L) (C™+Clax) m

C™ — Crax C
~ -1
1 pem 2 CT
+ =" ln—(c j'Crvn;n) - ﬂ +1
cm — C;-r[lin 4C"Cnin cr

Miarg niepewnosci stopy zwrotu z portfela jest wariancja liczona wzorem

(3.11)

02 =pf-of +p5-05 + 2 py-py-covs,.

Przyklad 3.1
Zalozmy, ze dany jest instrument A; z wartoécig biezacg PV okredlong trojkatng liczbg
rozmyta T(60;90;120) oraz instrument A, z wartoécig biezaca PV? réowna T(30; 35; 36).

Wykresy funkcji przynaleznosci tych liczb zostaty przedstawione na rysunku 3.1.

mifx

o4k ¢ -

032 _.. :. B

0 \ L \ ! \
30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

Price

Rys. 3.1 Wykres funkcji przynaleznosci dla proponowanych wartosci biezacych instrumentow A; oraz 4,

Tworzymy portfel ztozony z instrumentow A; oraz A,. Na podstawie ceny rynkowej

instrumentow wyliczamy ich udziaty w portfelu

61



90 _C* 35
PL=¢ 125 P27 & T 125

Warto$¢ biezaca portfela ztozonego z obu tych instrumentoéw, przedstawiona na Rysunku 3.2,
wynosi

PV™ =T(60 + 30;90 + 35; 120 + 36) = T(90; 125; 156).

08 -

mifi)

04+ -

02 s

0 L L ! ! L |
90 100 110 120 130 140 150 160

Price

Rys. 3.2 Wykres funkcji przynaleznosci PV portfela ztozonego z instrumentéw A, oraz A,
Zalozmy roéwniez, ze dana jest dwuwymiarowa zmienna losowa (71;7?) o rozktadzie

T
tacznym N ((%%) ;2), gdzie X to macierz kowariancji tej zmiennej

2= (503 o0a00)

Dla podanych instrumentoéw i zbudowanego z nich portfela, korzystajac z (2.19) i (3.8)
wyznaczamy oczekiwane stopy zwrotu. Sg one liczbami rozmytymi R, R?, R™ okre§lonymi

przez swoje funkcje przynaleznosci i zostaty pokazane na Rysunkach 3.3 oraz 3.4.
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Rys. 3.3 Wykres funkcji przynaleznosci dla oczekiwanych zwrotow z instrumentow A; oraz A,
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Rys. 3.4 Wykres funkcji przynaleznosci dla zwrotu z portfela

Korzystajac z (2.25) wyznaczamy teraz miary energii dla oczekiwanego zwrotu

z kazdego z instrumentow osobno oraz z portfela.

d(RY) = 0,0442,
d(R?) = 0,0310, (3.12)
d(R™) = 0,0513.

Kolejno, korzystajac z (2.29) otrzymujemy miary entropii dla oczekiwanego zwrotu

z kazdego z instrumentoéw oraz z portfela

e(R1) = 0,0549,
e(R?) = 0,0440, (3.13)
e(R™) = 0,0628.
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Zgodnie ze wzorem (3.11) wariancja dla sktadnikoéw oraz portfela jest rowna odpowiednio

62 = 0,0900,
62 = 0,1000, (3.14)
o2 = 0,0545.

Stad dla rozwazanego przypadku mamy:

d(R™) > d(RY) > d(R?),
e(R™) > e(RY) > e(R?), (3.15)

03 > 02 > g2

W omawianym przyktadzie liczbowym miary energii i entropii oczekiwanej stopy
zwrotu z portfela sa wicksze niz analogiczne miary wyznaczone dla poszczegdlnych
sktadnikow portfela. Oznacza to, ze dywersyfikacja portfela moze zwigkszyé ryzyko
wieloznaczno$ci 1 nieostro$ci mierzone energig i entropig oczekiwanej stopy zwrotu, jak

réwniez moze zmniejszy¢ ryzyko niepewnosci mierzone wariancja.
3.2 Czynnik dyskontujacy portfela dwuskladnikowego

Rozwazmy ponownie portfel dwusktadnikowy 1 ztozony z instrumentéw finansowych
A, oraz A,. Warto$¢ biezaca instrumentu A; jest dana jako trojkatna liczba rozmyta
PVt = T(Cimin; éi;éimax),i = 1,2 z funkcjg przynalezno$ci (2.1). Zestawiajac razem
(2.19) i (2.34) otrzymujemy dla kazdego instrumentu czynnik dyskontujacy D wyznaczony na

podstawie rozmytej oczekiwanej stopy zwrotu R, z funkcja przynalezno$ci 1,: wyrazona

wzorem
T i
( ? v. v . Cv"i”n dla o- C"ffn <v<7
Cl . ﬁl — ‘El . len Cl
1 dla v=7}
np,(v) =1 Ct-v -9t Cl » . Cl (3.16)
' " dla di<v<iS=,
Cl . vl — vl . C;nax Cl
. Cl - CL.
0 da 722 <pv< it 22,
\ Ct Ct
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gdzie 7 jest czynnikiem dyskontujacym wyznaczonym za pomocg oczekiwanej stopy zwrotu
7', i = 1, 2. Tak wyznaczony oczekiwany czynnik dyskonta jest dla kazdego z instrumentow

g g
@.—1.—1.@)

rozmytg liczbg trojkatng D; =T (17‘ R VST TG

W [Piasecki, Siwek 2017] pokazano, ze czynnik dyskontowy ¥ wyznaczony przez

oczekiwang prostg stope zwrotu 7 spetnia warunek

1
g Y (3.17)
VU
Dodatkowo pokazano tez, ze
p1 P2\ ! P1 P2
75 ©O\F0P 150 (3.18)

to znaczy, ze oczekiwany czynnik dyskontujacy z portfela jest kombinacjg liniowa czynnikdéw
dyskontujacych swoich instrumentow sktadowych. Mare energii d(D™) € F(R) mozemy
okresli¢ w sposob nastepujacy

20 %1 12

-1
d(Dn) — (@+p_2) . <gd(D1) +&'d(D2)>' (319)

Z tego powodu miara energii oczekiwanego czynnika dyskontujacego portfela m jest
kombinacjg liniowa tej miary obliczonej dla skladnikow A; portfela. Wagi przypisane
poszczegolnym sktadnikom sg wprost proporcjonalne do ich udziatu p; w portfelu i odwrotnie
proporcjonalne do ich oczekiwanego czynnika dyskontujgcego 7;. Oznacza to, ze dazac do
minimalizacji ryzyka wieloznaczno$ci portfela powinnismy przede wszystkim minimalizowac
ryzyko wieloznaczno$ci tych jego skladnikow, ktére charakteryzuja si¢ najwyzszymi
oczekiwanymi stopami zwrotu. Wynika to z faktu, ze zgodnie z zasadami analizy portfelowej,
warto$ci udzialow p; sa okreslane post factum, po zebraniu wszystkich dostepnych informacji
na temat sktadnikow portfela.

Korzystajac z (2.46), miara entropii oczekiwanego czynnika dyskontujacego portfela

7 jest rowna tej mierze obliczonej dla kazdego ze sktadnikow A; portfela, tzn. 1/3.

Przyklad 3.2
Zal6zmy, podobnie jak w przyktadzie 3.1, ze dany jest instrument A, z wartoScig biezaca

okreslong trojkatng liczbg rozmytg T'(60;90; 120) oraz instrument A, z warto$cig biezaca
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réwng T (30; 35; 36). Dla instrumentéw i zbudowanego portfela, korzystajac z (3.16) oraz
(3.17), wyznaczamy oczekiwane czynniki dyskontujgce. Zbiory rozmyte odpowiadajace
oczekiwanym stopom zwrotu z poszczegdlnych instrumentéw oraz oczekiwanym czynnikom

dyskontujacym przedstawione zostaly na rysunkach 3.5 oraz 3.6.

08+

06+

deltaiv)

08

06—

deltaiv)

04} a

02

0 | 1 | 1 | 1 | 1
0.6es 07 075 08 0.8s 09 095 1 105 11

W

Rys. 3.6 Wykresy funkcji przynalezno$ci dla oczekiwanego czynnika dyskontujacego z portfela

Korzystajac z (2.42) wyznaczamy miary energii dla oczekiwanego czynnika dyskontujacego

kazdego z instrumentow osobno oraz portfela

d(DY) = 0,2963,
d(D?) = 0,0643, (3.20)
d(D™) = 0,2231.

Miary entropii dla oczekiwanego czynnika dyskontujacego kazdego z instrumentéw oraz dla

portfela sg state 1 wynoszg 1/3. Mamy zatem, ze dla przypadku czynnika dyskontujacego
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d(DY) > d(D) > d(D?),
e(DY) = e(D™) = e(D?), (3.21)

035 > 02 > o2

W przytoczonym przyktadzie miara energii dla portfela jest wartoscig posrednia pomiedzy
miarami energii dla instrumentéw a entropia jest wielkoscig stala.

m

Z zaleznosci (3.19) wynika, ze przy tworzeniu portfela usrednia si¢ ryzyko

wieloznaczno$ci mierzone energig czynnika dyskontujacego. Z drugiej strony, zalezno$¢

(2.46) sugeruje, ze ryzyko nieostro$ci nie ulega w tym przypadku zmianie. Wskazuje to na

fakt, ze zarzadzanie portfelem za pomocg czynnika dyskontowego moze spowodowaé

zmniejszenie ryzyka nieprecyzyjnosci.
3.3 Skladanie portfela dwuskladnikowego

W [Fang Yong i inni, 2008], [Huang, 2007 a, b], [Haifeng i inni, 2012] zaproponowano
stworzenia portfeli instrumentéw finansowych umozliwiajacy modelowanie ryzyka
nieprecyzyjnosci  obarczajacej zwrot z portfela. Wprowadzenie nieprecyzyjnosci
w rozwazanych portfelach miatlo na celu zastgpienie narzgdzi probabilistycznych
W modelowaniu niepewnosci. Sktadanie tego typu portfeli sktania do proby rozwigzania
zadania minimalizacji ryzyka 1 maksymalizacji zysku, uwzgledniajacych warto$ci rozmyte.
Pelne kompendium wiedzy na ten temat znajduje si¢ w [Fang, Lai, Wang, 2008], gdzie procz
rozmytych zadan minimalizacji ryzyka znajdujg si¢ rdwniez rozwazania na temat teorii
mozliwo$ci 1 rozmytej teorii decyzji.

Rozmyte zadania portfelowe cieszyty si¢ duza popularnoscia szczegdlnie w pierwszej
dekadzie XXI wieku. W wiekszo$ci opierajg si¢ one na zatozeniu o rozmytych zwrotach
z instrumentow sktadowych portfela, ktore to zalozenie jest nastgpnie wykorzystywane
w klasycznym zadaniu maksymalizacji zysku Markowitza [Tsaur, 2012], [Guo i inni, 2012],
[Gupta, Mehlawat, Saxena, 2007]. Kolejnym podej$ciem formutowania zadan portfelowych
jest teoria mozliwosci, stosowana m. in. w [Huang, 2007], [Wang, Zhu, 2002] i [Wu, Liu,
2012]. W pracach tych zaktada sie¢, ze zwroty z instrumentow modelowane sg jako rozmyte
zmienne losowe.

W $wietle przytoczonych teorii sprobujemy teraz zbudowaé zadanie portfelowe, gdzie
przy ustalonym poziomie ryzyka nieprecyzyjnosci obarczajacej czynniki dyskontujace

sktadnikow portfela, dazy¢ bedziemy do minimalizacji jego oczekiwanego czynnika
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dyskontujacego. Zakladamy doskonatg podzielno$¢ instrumentu finansowego oraz brak
mozliwo$ci krotkiej sprzedazy. Kazdy instrument finansowy A; reprezentowany jest poprzez
czynnik dyskontujacy D;,i = 1, 2.

Rozmyty oczekiwany czynnik dyskontujacy instrumentu modelowany jest za pomoca

trojkatnej liczby rozmytej D; = T (Vmin; 75 Vmax) Z funkcjg przynaleznosei np, € [0; 1]}

X — VUpy;
(_—mm dla vpim <x <7,
UV = Vnin
1 dla x=17,
r]Di(x) = X — Vnmax (322)
— dla 7v<x < V00
UV — Unmax
\0 dla  vguin < x < Vo

gdzie

— U jest oczekiwanym czynnikiem dyskontujacym obliczonym na podstawie
oczekiwanej prostej stopy zwrotu z instrumentu,

Vmin € 10; 7] jest maksymalnym dolnym oszacowaniem czynnika dyskontowego,

Vmax € [U; +0oo[ jest minimalnym gérnym oszacowaniem czynnika dyskontowego.

Znana jest oczekiwana stopa zwrotu z instrumentéw A; oraz macierz kowariancji X.
Poszukujemy takich udzialow p; poszczegdlnych instrumentow w portfelu, aby oczekiwany
rozmyty czynnik dyskontujgcy wyliczony na podstawie (3.18) byt jak najmniejszy.

Powyzsze rozwazania prowadzg do konkluzji, ze rozwigzanie zadania minimalizacji

czynnika dyskontujacego sprowadza si¢ do problemu

-1
(@+&> @(@@D1+¥®D2>—>min
v Vp U VU,

-1
(@#3—2) -(@-d(01)+@-d(02)> <d;
V1 D %] (%)

pi-of +p5-0f+2p Dy covy, <d,
prt+p=1

P P2 20,
gdzie:
p1, P2 € RY — udzialy instrumentow w portfelu,

Dy, D, € R — oczekiwane rozmyte czynniki dyskontujace z instrumentoéw portfela,

v;, U, — oczekiwane czynniki dyskontujace,
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d, — zadany maksymalny poziom miary ryzyka wieloznacznosci,

d, — zadany maksymalny poziom miary ryzyka niepewnosci.

Ze wzgledu na fakt, ze dla czynnika dyskontujgcego z instrumentu o wartosci biezacej
modelowanej trdjkatng liczbg rozmyta entropia jest warto$cig statg, niecelowym jest
ujmowanie jest w zadaniu minimalizacji ryzyka. Z tego powodu koniecznym moze by¢
uogolnienie rozwazanej postaci wartosci biezacej] na przypadek trapezoidalnej liczby

rozmytej.

3.4 Studium przypadku

Przyklad 3.3

Przejdzmy teraz do przyktadu wykorzystujacego dane rzeczywiste. Rozpatrzmy akcje spotek
BZWBK i ENEA z okresu pomiedzy 26.10.2015 a 25.11.2016. Instrumentom tym
przypisujemy kolejno oznaczenia A;,i = 1,2. Na podstawie danych historycznych oraz
subiektywnej oceny inwestora, nieprecyzyjna warto$¢ biezaca kazdego z tych instrumentow,

wyznaczona na dzien 25.11.2016 wynosi
T(Clin; €5 Clay) = T(310; 313; 315),
T(C2ii €25 Cax) = T(10,1;10,25; 10,5).

Na podstawie danych historycznych wyznaczamy dwuwymiarowa zmienng losowa (71; 72) 0

rozkladzie lacznym N((—0,0046; —0,0031)T; £), z macierza kowariancji

2:_(0,0003 0,00003)
~\0,00003 0,0006 /°

Dla podanych instrumentéw, korzystajac z (3.16) wyznaczamy oczekiwane czynniki

dyskontujace.

1 310 1 1 15
) = T(0,995; 1,005; 1,001),

D1=:T<1-Q0046'313;1-a0046‘1-aoo46'313

1 10,1 1 1 10,5
1-0,0031 10,25°1—-0,0031"1—0,0031 10,25

D, = T( ) =T(0,988;1,003;1,013).

Korzystajac z (2.42) wyznaczamy ich miary energii:

1,005
2:313

d(D*) = (315 —-310) = 0,0080,
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d(D?) = 522+ (10,5 — 10,1) = 0,019.

Niech udziat instrument A; w portfelu @ bedzie rowny p;. Wtedy czynnik

dyskontujacy portfela D™ € F(R), zgodnie z (3.18), moze zostac obliczony jako

P1 p2 \7?
p = )
1,005 + 1,003

(%)
1,003

o (( PL_ 5 T(0,995; 1,005; 1,001)> ® (

1,005 (© T(0,988;1,003; 1,013)))

1,003 p; O T(0,995;1,005; 1,001) B 1,005 - p, O T(0,988;1,003; 1,013)
B 1,003 - p; + 1,005 - p,

_ p1 ©T(0,998;1,008; 1,004) & p, © T(0,993;1,008; 1,018)
B 1,003 - p; + 1,005 - p, '

Jego miara energii, zgodnie z (3.19), przyjmuje postaé

1 P2 )_1 ( b1 P2

1005 T 1,003 10,0080 +

T — .
(D) ( 1,005 1,003 0'0196)

10,0080 - p, - 1,003 + 0,0196 - p, - 1,005 _ 0,008 - p; + 0,0197 - p,
- 1,003 - p, + 1,005 - p, ~ 1,003-p, + 1,005 p,

Zgodnie ze wzorem (3.11) wariancja dla sktadnikoéw oraz portfela jest rowna
a2 = p?-0,00030 + pZ - 0,00060 + 2 - p; * p, - 0,00003
Stworzmy teraz zadanie minimalizacji czynnika dyskontujacego portfela

p1 © T(0.998;1,008;1,004) @ p, © T(0,993;1,008;1,018)

1,003 - p; + 1,005 - p, T

0,008 - p; +0,0197 - py _
1,003 -p, +1,005-p, ~
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p? - 0,0003 + p2 - 0,0006 + 2 - p; - p, - 0,00003 < d,
pr+p=1

pl' pZ 2 O’

gdzie:
p1, P2 € RY — szukane udziaty instrumentéw w portfelu,
Dy, D, € R — oczekiwane rozmyte czynniki dyskontujace z instrumentoéw portfela,
d, — zadany maksymalny poziom miary ryzyka wieloznacznosci,

d, — zadany maksymalny poziom miary ryzyka niepewnosci.

Rozwigzanie powyzszego zadania pozwolitoby znalez¢ takie udziaty instrumentow
w portfelu, ktore zapewnityby minimalng wielo$¢ czynnika dyskontujacego z portfela przy

ustalonym poziomie ryzyka niepewnos$ci i nieprecyzyjnosci.

3.5 Podsumowanie

Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze ryzyko obarczajace portfel nie moze byc
traktowane jako zjawisko jednorodne. Przedstawiony przyktad numeryczny potwierdza, ze
dywersyfikacja portfela pozwala na zmniejszenie ryzyka niepewnosci. Otwartym problemem
pozostaje zmniejszenie ryzyka niemoznosci wskazania jednoznacznej rekomendacji pomiedzy
alternatywami. Istotnym problemem jest tutaj wysoce skomplikowana posta¢ analityczna
zaleznosci (2.25) i (2.29), okreslajacych miary energii i entropii oczekiwanej stopy zwrotu.
Podstawowa przyczyna tych trudnosci jest fakt, ze oczekiwana stopa zwrotu nie jest trojkatna
liczbg rozmyta. Z drugiej strony mozna dostrzec, ze oczekiwany czynnik dyskontujacy
posiada juz te wlasnos¢. Stad, konsekwentne zastgpienie oczekiwanej stopy zwrotu poprzez
oczekiwany czynnik dyskontujacy pozwala na ujawnienie prostych relacji pomigdzy miarg
energii i entropii a budowa portfela.

Przeprowadzone badania wskazujg na fakt, ze istniejg efektywne metody portfelowego
zarzadzania ryzykiem nieprecyzyjnosci majacym Swojga przyczyne w przyblizonym
oszacowaniu PV poszczegdlnych sktadnikow portfela przy pomocy trojkatnej liczby
rozmytej. W Przykladzie 3.1 pokazano, ze stopy zwrotu wyznaczone dla portfela oraz
instrumentdw z warto$ciami biezacymi danymi trdjkatnymi liczbami rozmytymi, nie s3

trojkatnymi liczbami rozmytymi, przez co trudno policzy¢ dla nich miary energii i entropii.
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Przyktad 3.2. pokazuje, ze sytuacja znacznie upraszcza si¢, jezeli zamiast stop zwrotu
rozwazane sg oczekiwane czynniki dyskontujace. W tym przypadku czynnik dyskontujacy dla
portfela jest kombinacja liniowa czynnikow dyskontujacych sktadnikow, entropia jest
natomiast wielko$cig statg. Tym samym, dla przypadku czynnika dyskontujgcego wykazano,
ze dywersyfikacja portfelowa:

— Zgodnie z teorig portfelowa, moze zmniejszy¢ ryzyko niepewnosci,

— na podstawie wzoru (3.18), usrednia ryzyko wieloznacznosci,

— Z uwagi na posta¢ czynnika dyskontujacego i ze wzoru (2.46), nie ma wpltywu na

ryzyko nieostro$ci.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze mozliwe jest utworzenie zadania portfelowego,
majacego na celu minimalizacj¢ czynnika dyskontujacego z portfela, przy zadanym poziomie
ryzyka niepewnosci i nieprecyzyjnosci. Ze wzgledu na fakt, ze miara energii dla czynnika
dyskontujacego rozwazanego w tym rozdziale i bedacego trojkatng liczba rozmyta jest stala,
nie uwzglednia si¢ jej w zadaniu minimalizacji czynnika dyskontujacego. W Przyktadzie 3.3
przedstawiono przyktad sformulowania takiego zadania.

Wykonana analiza sugeruje, ze w celu zbadania wlasnosci portfela obarczonego
nieprecyzyjnosciag wyznaczenia wartosci biezacych jego sktadnikow, wlasciwym narzedziem
jest rozmyta stopa zwrotu z tego portfela, natomiast jezeli celem obliczen jest ustalenie jego
struktury, o wiele wygodniejszym narzedziem jest oczekiwany rozmyty czynnik

dyskontujacy.
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4. Portfel wieloskladnikowy z wartoscig biezaca dana

trojkatng liczbg rozmyta

W tym rozdziale oméwiony zostanie przypadek portfela wielosktadnikowego,
zlozonego z instrumentdOw o wartosci biezacej danej trojkatng oraz trojkatng dyskretng
liczbg rozmytg. Podrozdziaty zawierajg opis modelu, w tym charakterystyke stopy zwrotu
I czynnika dyskontujacego z portfela, jak rowniez przyktady zastosowania, zaleznosci

pomigdzy miarami ryzyka oraz zadanie maksymalizacji zysku i minimalizacji ryzyka.

4.1. Przypadek wartosci biezacej danej tréjkatng liczba rozmyta
4.1.1. Stopa zwrotu z portfela wieloskladnikowego

Rozwazmy przypadek portfela wielosktadnikowego m, zlozonego z instrumentéw
finansowych A4;,i =1, 2,...,n. Warto$¢ biezaca instrumentu A; jest modelowana trojkatng
liczba rozmyta T(Cv’,ilin; Ct; Cv',‘;lax), i =1,2,..,n. Warto$¢ biezaca tak okreslonego portfela jest

rowniez trojkatng liczbg rozmyta o parametrach

n n n
PVT =T (Z Cvrinin ) z Ct ;z vrinax> = T(Cmin; é; émax)- (4-1)

Warto$¢ przyszla instrumentu 4; jest zmienng losowa V. Za Markowitzem zaktadamy,
ze n-wymiarowa zmienna losowa odpowiadajgca prostej stopie zwrotu z kazdego
Z instrumentéw (71; 7#2; ...; #Y) ma n-wymiarowy rozktad normalny N((7;7;...;7)7; E),

gdzie macierz kowariancji przyjmuje postac

o1 CoVyp
cov,, - Of
Kazdemu instrumentowi A; przypisujemy wtedy jego wartos$¢ przyszia
Viw) = €+ (1+ 7(w)). (4.3)
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Udziat p; instrumentu A; w portfelu  jest okreslony przez zalezno$¢

G
gdzie ¢ = Y™, C'. FV portfela = wynosi wtedy
n n
V@) = Y Vi) = ) ¢ (14+7@) = - (1+7 (), (4.5)
i=1 i=1
gdzie
n
@) = ) pi i) (4.6)
i=1
jest stopa zwrotu z portfela . Oczekiwana stopa zwrotu z portfela jest wtedy rowna
n
r= ) pit (4.7)
i=1

Funkcja przynaleznosci stopy zwrotu z portfela ma posta¢ (3.8). Wariancja stopy zwrotu
z portfela wynosi

n
Z Di- p] ' COVi'j. (48)

Przyklad 4.1
Zatozmy, ze danych jest 5 instrumentéw A;,i = 1, ..., 5 z wartosciami biezacymi okreslonymi

trojkatnymi liczbami rozmytymi

T(Clini €Y Chax) = T(69,48; 73,56; 82,34),
T(CZ;n; C%; Cax) = T(3,44;18,87;43,87),

T(C3 . C3; C3ax) = T(18,69; 48,48; 79,52),
T(Chin; €% Clhox) = T(64,63; 69,39;70,94),
T(C3in; €55 Coax) = T(65,51; 65,90; 67,97).

Tworzymy portfel ztozony z instrumentéw A; o udziatach p;,i = 1, 2, ...,5, ktore wyznaczamy

na podstawie ceny rynkowej instrumentow, tzn.
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p, = 0,2663,

p. = 0,0683,
p3 = 0,1755,
ps = 0,2512,
ps = 0,2386.

Stad warto$¢ biezgca portfela ztozonego z tych instrumentow, przedstawiona na Rysunku 4.1

wynosi

n n n
PV =T (Z VrininFZ fi;z V}nax) = T(221,75;276,2; 344,64).
i=1 i=1 i=1

PY

08 .

— 06 =

mix

02F .

O 1 1 1 1 1 1
220 240 260 280 300 320 340 360
Price

Rys. 4.1 Wykres funkcji przynaleznosci PV portfela ztozonego z instrumentow A;

Zat6zmy dodatkowo, ze dana jest 5-wymiarowa zmienna losowa (7; #2; ...; 7°) o rozkladzie
tacznym N ((0,8147;0,9058;0,1270;0,9134;0,6324)T; £). Macierz kowariancji  tej

zmiennej ma postac

-0,2000 0,0596 —-0,0500 -0,2158 -—0,4600
X =|-0,0250 -0,0500 0,6820 0,4334 —0,6000

-0,1800 -0,2158 0,4334 0,0424 0,4500/

-0,1300 -0,4600 -0,6000 0,4500 0,0724

04711 -0,2000 -0,0250 -0,1800 —0,1300\‘

Z (4.8) wariancja oczekiwanej stopy zwrotu z portfela przyjmuje warto$¢ a2 = 0,0107.
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Dla podanych instrumentow i zbudowanego z nich portfela mozemy teraz wyznaczy¢
oczekiwane stopy zwrotu. Sg one liczbami rozmytymi okre§lonymi przez swoje funkcje

przynaleznosci. Funkcja przynalezno$ci do oczekiwanej rozmytej stopy zwrotu z portfela
zostata przedstawiona na Rysunku 4.2.

08

06

04F

02

35 4
r

45
Rys. 4.2 Wykres funkcji przynaleznosci dla oczekiwanego zwrotu z portfela

Z wykresow funkcji przynalezno$ci tatwo mozna odczytac, ze oczekiwane stopy zwroty tak

Z poszczegolnych sktadnikow jak i z catego portfela nie sg trdjkatnymi liczbami rozmytymi.

Z tego powodu warto zamiast nich rozwazy¢ oczekiwane czynniki dyskontujace.

Miary energii, entropii i wariancji dla wyznaczonych oczekiwanych rozmytych stop
zwrotu z instrumentéw oraz portfela zostaty przedstawione w Tabeli 4.1.

Tabela 4.1 Miary energii, entropii i wariancji dla stop zwrotu z portfela & oraz jego sktadnikow
Instrument Ay A, Ag A, Ae n
Energia 0,1527 2,7535 0,8771 0,0898 0,0300 0,3706
Entropia | 0,000044 | 0,00122 0,00015 | 0,000054 | 0,000056 | 0,000003
Wariancja 0,4711 0,0596 0,6820 0,0424 0,0724 0,0107
Otrzymano nastgpujace zaleznosci:

d(Rs) < d(R,) < d(Ry) < d(R™) <d(R;3) <d(Ry),
e(R™) <e(Ry) <e(Rs) <e(Ry) <e(R3) <e(Ry),
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0% < 0} < 0? < 02 < 0? < gl
Miara energii oczekiwanej stopy zwrotu z portfela jest warto$cig posrednig w stosunku do

sktadnikoéw portfela. Miary entropii i wariancji sg najmniejsze w przypadku portfela.

4.1.2. Czynnik dyskontujacy portfela wieloskladnikowego

Funkcja n; € [0; 1]®, okreslona dla instrumentu A;,i = 1,2, ...,n o wartoéci biezacej
danej trojkatng liczba rozmytg T(CL,,; C' Clax ), Opisana wzorem (3.16) jest funkcja
przynaleznosci czynnika dyskonta D; € F(R), wyznaczonego za pomocg oczekiwanej stopy
zwrotu R; € F(R). Dla czynnika dyskontujacego z instrumentu miary energii i entropii dane sa
wzorami (2.42) i (2.46).

Portfelowi m przypisujemy oczekiwany czynnik dyskontowy D™ € F(R) okreslony za
pomocg zalezno$ci (2.34). Latwo sprawdzié, ze oczekiwany czynnik dyskontujacy v

wyznaczony przez oczekiwang stopg zwrotu 7 spetnia warunek

-2

n
=1

Q=
|"3

- (4.9)

<A

Stad czynnik dyskontujacy portfela przyjmuje ostatecznie posta¢

n -1
r_ (NP g Piop
D _(Zﬁi> O<iglﬁi®Dl> (410

i=1

Dzieki temu miare energii D™ € F(IR) mozemy okres$li¢ w sposdb nastepujacy

i=

Zatem miara energii oczekiwanego czynnika dyskontujgcego portfela r jest $rednig wazong
miar energii obliczonych dla sktadnikow A; tego portfela. Wagi przypisane poszczegdlnym
sktadnikom sg wprost proporcjonalne do ich udziatu p; w portfelu i odwrotnie proporcjonalne
do ich czynnika dyskontujacego 7;.

Poniewaz dla kazdego ze sktadnikow portfela miara entropii jest stata i rowna 1/3, zatem

ze wzoru (2.46), miara entropii dla portfela rowniez wynosi 1/3.
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Przyklad 4.2
Dla instrumentéw opisanych w Przyktadzie 4.1 i zbudowanego z nich portfela mozemy,
korzystajac z (2.35) 1 (4.10), wyznaczy¢ oczekiwane czynniki dyskontujace. Zbiér rozmyty

odpowiadajgcy oczekiwanemu czynnikowi dyskontujagcemu zostat przedstawiony na Rysunku
4.3.

08

06

delta(v)

02F

O 1 1 1 1
0.18 0.2 0.22 0.24 0.26 0.28 0.3
v

Rys. 4.3 Wykres funkcji przynaleznosci dla oczekiwanego czynnika dyskontujgcego z portfela

Miary energii, entropii 1 wariancji dla wyznaczonych oczekiwanych rozmytych czynnikow

dyskontujacych z instrumentdéw oraz portfela zostaty przedstawione w Tabeli 4.2.

Tabela 4.2 Miary energii, entropii dla czynnikow dyskontujacych z portfela x oraz jego sktadnikow

Instrument Aq A, As A, As T
Energia 0,0128 0,0384 0,0977 0,0060 0,0027 0,0205
Entropia 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3

Tym samym, dla przypadku czynnika dyskontujgcego mamy

d(Ds) < d(D,) < d(D;) <d(D™) < d(D,) < d(Ds), (4.12)
e(D™) = e(D;) = g

Miara energii dla portfela jest warto$cig posrednig pomiedzy miarami energii dla

poszczegolnych instrumentéw, co sugeruje juz sama posta¢ wzoru (4.11). Miara entropii
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oczekiwanego czynnika dyskonta portfela = i jego sktadnikow A; jest stata i rowna 1/3.

Wariancja jest najmniejsza w przypadku zbudowanego portfela. o

4.1.3. Skladanie portfela wieloskladnikowego

Rozwazmy zadanie portfelowe, gdzie przy ustalonym poziomie ryzyka nieprecyzyjnosci
obarczajgcej czynniki dyskontujgce sktadnikow A;, minimalizujemy oczekiwany czynnik
dyskontujacy portfela. Zaktadamy doskonatg podzielnos¢ instrumentu finansowego oraz brak
mozliwo$ci krotkiej sprzedazy. Kazdy instrument finansowy A; reprezentowany jest poprzez
czynnik dyskontujacy D;,i = 1,2, ..., n,modelowany za pomocg trojkatnej liczby rozmytej
D; = T(Vpin; V; Umax) Z funkcja przynaleznosci (3.1), gdzie:

—  VUmin — maksymalne dolne oszacowanie czynnika dyskontujacego,
— ¥ — oczekiwany czynnik dyskontujacy, obliczony na podstawie oczekiwanej
prostej stopy zwrotu 7,

Umax — Minimalne dolne oszacowanie czynnika dyskontujacego.

Znana jest oczekiwana stopa zwrotu z instrumentéw A; oraz macierz kowariancji X.
Poszukujemy takich udziatow p; poszczegolnych instrumentéw w portfelu, aby oczekiwany
rozmyty czynnik dyskontujacy wyliczony na podstawie (4.10) byl jak najmniejszy.

Zagadnienie minimalizacji czynnika dyskontujacego sprowadza si¢ wtedy do rozwigzania

zadania
n -1
n
Z& @(lﬂg@a)—wnm
e Uj i=1Yi
=1
n -1 n
(2@) Y .amy | <4,
e VU; Vi
=1 =1
n
Zplzalz +ZZ Z p;-p;rcov;j < d,
i=1 i=1 j=i+1
Zpi =1
i=1
p1’p2; ""pn = O
gdzie:

D1, P2, -, Pn € RT —udzialy instrumentow w portfelu,
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Dy, D,, ..., D, € R — oczekiwane rozmyte czynniki dyskontujace z instrumentéw,
V1, Uy, ..., Uy — 0Oczekiwane czynniki dyskontujace,
d, — zadany maksymalny poziom miary ryzyka wieloznacznosci,

d, — zadany maksymalny poziom miary ryzyka niepewnosci.

Dla czynnika dyskontujacego z instrumentu o wartosci biezacej modelowanej trojkatng
liczbg rozmyta entropia jest wartoscig stala, zatem nie uwzgledniamy jej w zadaniu

minimalizacji ryzyka.
4.1.4. Studium przypadku

Przyklad 4.3

Przejdzmy teraz do przykladu wykorzystujacego dane rzeczywiste. Rozpatrzmy akcje
spotek BZWBK, ENEA, KGHM i ORANGE z okresu pomigdzy 26.10.2015 a 25.11.2016.
Instrumentom tym przypisujemy kolejno oznaczenia A;,i =1, ...,4. Na podstawie danych
historycznych oraz subiektywnej oceny inwestora, nieprecyzyjna warto$¢ biezgca kazdego

Z tych instrumentoéw, wyznaczona na dzien 25.11.2016 wynosi

T(Clin; €Y Chax) = T(310;313;315),
T(CZm; €25 C20y) = T(10,1;10,25; 10,5),
T(Coini €35 Chax) = T(70,5;72;76),
T(Conini €% Chax) = T(5,5;5,6; 5,7).

Na podstawie danych historycznych obliczona zostata n-wymiarowa zmienna losowa
FL 72,72, 7Y), o rozkladzie tacznym N((—0,0046;—0,0031;0,0109;—0,0034)T;%).
Macierz kowariancji tej zmiennej ma postac

0,000255 0,000029 0,000048 0,000004

0,000029 0,000603 0,000336 0,000061

0,000048 0,000336 0,000969 0,000141
0,000004 0,000061 0,000141 0,000210

Z (4.8) wariancja oczekiwanej stopy zwrotu z portfela jest rowna a2 =0,000207.

Dla podanych instrumentéw wyznaczamy oczekiwane czynniki dyskontujace.
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T( ey & - 315) = T(0.995;1,005;1,001)
1- 00046 313’ 1—00046 1-0,0046 313/ o e ’

10,1 1 1 10,5
T(1

0,0031 10,25’ 1 —0,0031° 10,0031 1025>::T(0988:L003;L013L

T( 7 > ! ! 76) T(0.997;0,989; 1,022),
1+00109 72’ 1+00109 1+0,0109 72

1 5,5 1 1 57
1-0,0034 56 1—00034 1—00034 5,6

D, = T( > T(0.985;1,003;1,021).

Wyznaczmy miary energii dla oczekiwanego czynnika dyskontujacego kazdego =z

instrumentow
d(D;) = 0,0063,
d(D;) = 0,0005,
d(D3) = 0,0068,
d(D,) = 0,0003.

(4.13)

Niech udziat instrument A; w portfelu w bedzie rowny p;. Wtedy czynnik dyskontujacy
portfela D™ € F(R), zgodnie z (3.18), moze zosta¢ obliczony jako

D1 D2 D3 ps \ !
D”=< + + + )
1,005 ' 1,003 ' 0,989 ' 1,003

o (55 o) (555 o)
° (s o) (555 >)

Jego miara energii przyjmuje postaé

121 P2 b3 ps \7?!
dD”=( )
(D) 1,005 + 1,003 + 0,989 + 1,003

(P P2 pPs Ps )
1,005 1,003 0,989 1,003 '

Dla powyzszych danych zbudujmy teraz zadanie portfelowe, gdzie oczekiwany czynnik

dyskontujagcy bedzie minimalizowany przy ustalonym maksymalnym poziomie ryzyka
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niepewnos$ci 1 nieprecyzyjnosci, wyrazonych wariancja prostych stop zwrotu i energig

oczekiwanego czynnika dyskontujgcego

P1 P2 p3 ps \ 1
(1,005 + 1,003 + 0,989 + 1,003)

T L
duerem el

pP1 p3 + Pa )_1
1,0046 10031 09892 1,0034

(0 0063 -p, | 0,0005-p,  0,0068-p;  0,0003 -p4) -
1,0046 1,0031 0,9892 1,0034 )=t

ZP‘G +22 z pi*pjcovy; <d,

i= i=1j=i+1

pi=1

||'M4>
a

P1, D2y P4 = 0

gdzie:
D1, D2, -, P € RT —udzialy instrumentow w portfelu,
d, — zadany maksymalny poziom miary ryzyka wieloznacznosci,

d, — zadany maksymalny poziom miary ryzyka niepewnosci.

Sformulowane zadanie minimalizacji czynnika dyskontujagcego pozwala na okreslenie

struktury portfela o zadanym poziomie ryzyka niepewnosci 1 nieprecyzyjnosci.
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4.2.Przypadek wartosci biezacej danej trojkatng dyskretng liczba
rozmyta
4.2.1. Stopa zwrotu z portfela wieloskladnikowego

Rozwazmy przypadek wielosktadnikowego portfela m, ztozonego z instrumentéw
finansowych 4;,i = 1, 2, ..., n o warto$ciach biezacych PV;, danych trojkatnymi dyskretnymi
liczbami rozmytymi, reprezentowanymi przez funkcje przynalezno$ci u;: R — [0; 1]. Wtedy

warto$¢ biezaca portfela ztozonego z tych instrumentow ma postaé

n n n
PV = DT (Cin C; Cnax) = DT (2 Chun ) €15 ) m) SENCAY)
i=1

i=1 i=1

z funkcja przynaleznosci u: R — [0; 1] dang wzorem (2.5) oraz nos$nikiem
S(PV) ={0,01i: 100 - Cppip < i < 100 * Cpgy, i € N} € Nod(PV). (4.15)

Tak zdefiniowana warto$¢ biezaca portfela spelnia zatozenia trojkatnej dyskretnej liczby
rozmytej.

Zaktadamy, ze dla kazdego instrumentu A; (i =1,2,..,n) znamy rozklad
prawdopodobienstwa prostej stopy zwrotu 7/:  — R wyznaczonej za pomoca (2.14) dla PV;
rownej cenie rynkowej C;. ldentycznie jak Markowitz zakladamy, ze n-wymiarowa zmienna
losowa (7%; 72; ...; #)T ma taczny rozklad normalny N ((7; 7; ...; %) T; £). Zgodnie z zasadg
rozszerzenia Zadeha, prosta stopa zwrotu wyznaczona dla tak oszacowanej PV jest rozmytym
RXQ

zbiorem probabilistycznym reprezentowanym przez swg funkcj¢ przynaleznosci g € [0; 1]

i =1,2,..,n dang wzorem (2.23).

Przyklad 4.4
W programie Matlab przeprowadzono symulacje zachowania portfela w przypadku
instrumentow sktadowych A;, n = 4, ktérych wartosci biezace sg trojkatnymi dyskretnymi

liczbami rozmytymi o parametrach

PV,=DT(11,11;19,57; 24,51),
PV, = DT(26,22; 46,28; 49,88),
PV,=DT(11,74; 14,84; 15,07),
PV, = DT(42,41; 43,13; 44,61).
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Wykres funkcji przynaleznosci do wartosci biezacej portfela zbudowanego z instrumentow A;

zostat przedstawione na Rysunku 4.4.

08+

06+

mifd)

0.

[
T

0 20 40 &0 80 100 120 140
b

o

Rys. 4.4 Wykres funkcji przynaleznosci PV portfela ztozonego z instrumentow A;

Zatézmy dodatkowo, Ze dana jest 4-wymiarowa zmienna losowa (71;72;73;7%)
0 rozktadzie tacznym N((0,8116;0,5328;0,3507;0,9390)T;X). Macierz kowariancji tej

Zmiennej ma postac

08759 0,3945 -0,8502 0,0173
0,3945 0,5502 0,9859 10,7350
-0,8501 10,9859 0,6225 0,4919
0,0173 0,7350 0,4919 10,5870

Dla podanych instrumentdéw i zbudowanego z nich portfela wyznaczamy oczekiwane

stopy zwrotu. Sg one dyskretnymi liczbami rozmytymi i zostaly przedstawione na Rysunku 4.5.
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Rys. 4.5 Wykres funkcji przynaleznosci do zwrotu z portfela

Miary energii, entropii i wariancji dla wyznaczonych oczekiwanych rozmytych stop

zwrotu z instrumentow oraz portfela zostaly przedstawione w Tabeli 4.3.

Tabela 4.3 Miary energii, entropii i wariancji dla stop zwrotu z portfela  oraz jego sktadnikow

Instrument Aq A, As Ay T
Energia 75,7131 53,3128 17,4497 4,6455 72,0312
Entropia 0,3227 0,2175 0,0572 0,0132 0,3270

Wariancja 0,8759 0,5502 0,6225 0,5870 0,5160

Otrzymano nast¢pujace wnioski:

d(Ry) < d(R3) < d(Ry) <d(R™) <d(Ry),
e(R,) < e(R;3) <e(Ry) <e(Ry) <e(R™),

0% < 0? < o0? <oi<di

Wartosci wariancji zachowaly si¢ w sposob przewidywany przez zasade dywersyfikacji ryzyka.
Miara energii stopy zwrotu z portfela jest warto$cig posrednig w stosunku do miar energii stop
zwrotu z jego sktadnikéw. Natomiast miara entropii stopy zwrotu jest najwicksza w przypadku
zbudowanego portfela.

Wzrost miary energii oznacza wzrost ryzyka wieloznaczno$ci oczekiwanej stopy

zwrotu, czyli wzrost ryzyka uwzglgdnienia takiej stopy zwrotu, ktora nie jest najlepszg z
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mozliwych. Natomiast spadek miary entropii oznacza spadek ryzyka nieostros$ci, a wiegc
zmniejszenie si¢ ryzyka wyboru takiej stopy procentowej, ktora jest niekorzystna dla inwestora.

O

4.2.2. Czynnik dyskontujacy z portfela wieloskladnikowego

Funkcja n; € [0; 1]® okre$lona za pomoca tozsamosci (2.34) jest funkcja przynaleznosci
czynnika dyskontujgcego D; € F(R) wyznaczonego za pomocg oczekiwanej stopy zwrotu
R; € F(R) przy PV; = DT(Clyn C', Chax). Czynnik dyskonta D™ € F(R) dla portfela

wyznaczony za pomocg oczekiwanej stopy zwrotu R € F(R) jest okre$lony przez

p7=(s%) o U Zon) (416

i=1"%

z funkcje przynaleznosci (2.39) oraz no$nikiem
i .
100-C-(1+7)’

S(0™) = {v: v = 100 - Coni < i < 100 - Gy i € N} © Nod(D,C,5)  (4.17)
Latwo zauwazy¢, ze zbior wyznaczony powyzej jest rowniez trojkatng dyskretng liczba
rozmyta. Ryzyko wieloznacznosci obarczajace oczekiwany czynnik dyskonta portfela
D™ € F(R) ocenia¢ bedziemy za pomocg miary energii. Zgodnie z (2.39) oraz (4.16), miara
ta jest rOwna

d(D™) = z npm (V). (4.18)

veES(DT)

Ryzyko nieostrosci czynnika dyskontujacego z portfela ocenia¢ bedziemy za pomocg miary

entropii
mymin{nypr(v); 1 — npn(v
e(D™) = ZUES(D ) {np=(v) npr( )}. (4.19)
ZVES(D") max{np=(v); 1 — np=(v)}
Jak wspomniano w rozdziale 2, postaci miar energii i entropii dla portfela

wielosktadnikowego w przypadku wartosci biezgcej modelowanej trojkatng liczbg rozmyta nie
pozwalaja na efektywne konstruowanie zadania portfelowego uwzgledniajacego ryzyko

nieprecyzyjnosci.
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Przyklad 4.5
Wyliczmy oczekiwane czynniki dyskontujace dla instrumentéw oraz portfela podanych
W Przyktadzie 4.4. Zbior rozmyty odpowiadajacy oczekiwanemu czynnikowi dyskontujgcemu

z portfela zostat przedstawiony na Rysunku 4.6.

0gr-

0zr

2 0.z22 024 026 0.28 03 032
W

o=

Rys. 4.6 Wykres funkcji przynaleznosci dla oczekiwanego czynnika dyskontujacego z portfela

Miary energii, entropii 1 wariancji obliczone za pomocg (2.45), (2.46), (4.18) 1 (4.19) dla
wyznaczonych oczekiwanych rozmytych czynnikéw dyskontujacych z instrumentéw oraz

portfela zostaly przedstawione w Tabeli 4.4.

Tabela 4.4 Miary energii, entropii dla czynnikow dyskontujacych z portfela  oraz jego sktadnikow

Instrument Aq A, A A, T
Energia 670 1183 166,5 110 572,25
Entropia 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3

Tym samym, dla przypadku czynnika dyskontujacego mamy

d(Dy) < d(D3) <d(D™) <d(Dy) <d(Dy), (4.20)
e(D™) = (D) =+
Z otrzymanych zalezno$ci widzimy, ze miara energii dla portfela jest wartoscig posrednia

pomig¢dzy miarami energii dla instrumentow, co wynika bezposrednio ze wzoru (4.20). Entropia

jest wielko$cig stalg dla rozwazanego czynnika dyskontujacego, bedacego trojkatng dyskretng
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liczba rozmyta. Wariancja, jako miara niepewnosci, zgodnie z powszechnie przyjeta teorig jest

mniejsza w przypadku ztozonego portfela.

4.3.Podsumowanie

W przypadku portfela wielosktadnikowego, niezaleznie od tego, czy warto$¢ biezgca jego
sktadnikoéw byta modelowana trojkatng czy trdjkatng dyskretng liczba rozmyta, otrzymalisSmy
nastepujace wnioski:

—  zgodnie z teorig portfelowa, dywersyfikacja portfela zmniejsza ryzyko niepewnoSci
wyrazone wariancja,

—  wprost ze wzorow (4.11) i (4.20) ryzyko wieloznacznos$ci wyrazone energig czynnika
dyskontujacego jest kombinacja liniowa tej miary obliczonej dla sktadnikow portfela,
tym samym dywersyfikacja portfelowa powoduje jego usrednienie,

- ryzyko nieostrosci wyrazone entropig czynnika dyskontujacego, jako wielkos¢ stata dla
trojkatnej liczby rozmytej, jest niewrazliwe na dywersyfikacj¢ portfelowa.

Przyktady 1 i 4 pokazaly, ze dywersyfikacja portfelowa nie musi zmniejsza¢ ryzyka
nieprecyzyjnosci stopy procentowej wyrazonego wariancjg. Przyktad 2 wskazuje na to, ze
w przypadku ciaglym wartosci biezacej danej trdjkatng liczba rozmyta, energia czynnika
dyskontujacego z portfela jest kombinacja liniowa tej wielko$ci wyliczonej dla poszczegdlnych
jego sktadnikow. Z tego powodu mozliwe bylo stworzenie zadania portfelowego, ktorego
sposob budowania przedstawiony zostat w Przyktadzie 3. Ze wzgledu na posta¢ miary energii,
w przypadku dyskretnym nie jest mozliwe sformutowanie takiego zadania.

Ze wzgledu na to, ze miara energii czynnika dyskontujacego jest stala w przypadku
warto$ci biezacej modelowanej trojkatna liczbg rozmyta, informacja ktorg ze soba niesie nie
jest uwzgledniana w zadaniu minimalizacji ryzyka. Aby uwzgledni¢ ryzyko nieostrosci
mierzone entropig celowym jest uogdlnienie przypadku PV danej trdjkatng liczba rozmyta, na
przypadek trapezoidalnej liczby rozmytej. Rozwazaniom na ten temat poswigcony zostanie

nastepny rozdziat.
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5. Portfel wieloskladnikowy z wartoscig biezacq dana

trapezoidalng liczba rozmyta

W tym rozdziale oméwiony zostanie przypadek portfela wielosktadnikowego,
zlozonego z instrumentdw o wartosci biezacej danej trapezoidalng oraz trapezoidalng
dyskretng liczbg rozmyta. Podrozdzialy zawieraja opis modelu, w tym charakterystyke
czynnika dyskontujacego z portfela, zaleznos$ci pomiedzy miarami ryzyka oraz zadanie

portfelowe.

5.1. Przypadek wartosci biezacej danej trapezoidalng liczba rozmyta

5.1.1. Stopa zwrotu z portfela wieloskladnikowego

Rozwazmy przypadek portfela wielosktadnikowego m, zlozonego z instrumentéw
finansowych A;,i =1,2,..,n. Warto$¢ biezgca instrumentu A; jest okreslona jako
trapezoidalna liczba rozmyta Tr(Clyp; C*% Ch Chax)i=1,2,..,n z ceng rynkowa
Ct € [C*; CH, i funkcjg przynaleznosei (2.2). Warto$¢ biezaca tak okreslonego portfela jest

trapezoidalng liczbg rozmyta

n n n n
pVT = Tr (Z “;',Lm;Zc“*i;zcz;Z m) = Tr(Couir; €3 Ci G (5.1)

Zaktadamy, ze n-wymiarowa zmienna losowa odpowiadajaca prostej stopie zwrotu
Z instrumentow (71; 7Z; ...; 7*) ma n-wymiarowy rozktad normalny N((7;75;...; %) ),

z macierza kowariancji

X = : : . (5.2)
covy, - Of

Kazdemu instrumentowi A; przypisujemy jego wartos$¢ przyszta

7i(w) = ¢t (1 + fti(w)). (5.3)

89



Udziat p; instrumentu A; w portfelu = wynosi

i
i = = (54)
Pi=
gdzie ¢ = Y™, C'. FV portfela = wynosi wtedy
n
7.(w) = Z ¢ (14 7)) =€ (1+7)), (5.5)
i=1

gdzie 7' (w) dane sa wzorem (4.6). Oczekiwana stopa zwrotu z portfela jest wtedy wyliczana

z zalezno$ci (4.7). Funkcja przynaleznosci stopy zwrotu z portfela ma postac

p(r|CRin; €™ CF; Clla)

(C"(A+7) _ xx. o 1as m
14y _omin gy Lmn 2HT O
¢m—(Cr. Ct ~1+r (m
. dla C”*<1+r‘<6*" (5.6)
_, Cr =147 ¢m
CT(1+7) « . .
17~ Cmax da CT1HT Chax
T —C,. ¢t " 1+r~ (¢r’
0 " 1+f>c“;,5ax 147 CF.,
\ a 1+7r cr '’ 1+7r cr’

a jej wariancja jest obliczana, podobnie jak w poprzednim rozdziale, z (4.8).

Przyklad 5.1

Zatozmy, dany jest instrument A, z wartoscia biezaca okreslong trapezoidalng liczbg rozmyta
Tr(101;105;106; 108)oraz instrument A, z warto$cig biezacg réwng Tr(68;70;77;78).
Tworzymy portfel ztozony z instrumentéw A, oraz A, . Na podstawie ceny rynkowej
instrumentdw wyliczamy ich udziaty w portfelu

1055 735

P1= 7790’ P2~ 1790

Wartos$¢ biezaca portfela ztozonego z obu tych instrumentdéw, przedstawiona na Rysunku 5.1
wynosi

PV = T(101 + 68; 105 + 70; 106 + 77; 108 + 78) = T(169; 175; 183; 186).
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Rys. 5.1 Wykres funkcji przynaleznosci PV portfela ztozonego z instrumentow A, oraz A,
Zatézmy réwniez, ze dana jest dwuwymiarowa zmienna losowa (71; #2) o rozkladzie lacznym

T
11 . T . ,
N ((Z ; Z) ;Z). Macierz kowariancji tej zmiennej ma postaé

05 -01
2=(Con oes)
Z (3.11) wariancja oczekiwanej stopy zwrotu z portfela przyjmuje warto$¢ a2 = 0,2864.
Dla podanych instrumentéw i zbudowanego z nich portfela wyznaczamy oczekiwane
stopy zwrotu. Sg one liczbami rozmytymi Ry, R,, R, nie s3 to jednak trapezoidalne liczby
rozmyte. Funkcja przynaleznos$ci do oczekiwanej stopy zwrotu z portfela zostata przedstawiona

na Rysunku 5.2,

08 B

06 B

rafr)

04l N

02r B

! I I ! I
0.2 0.22 024 0.26 0.28 03 032 0.34
r

Rys. 5.2 Wykres funkcji przynaleznosci dla zwrotu z portfela
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Miary energii, entropii i wariancji dla wyznaczonych oczekiwanych rozmytych stop zwrotu

Z instrumentow oraz portfela zostaly przedstawione w Tabeli 5.1.

Tabela 5.1 Miary energii, entropii i wariancji dla stop zwrotu z portfela n oraz jego sktadnikow

Instrument Aq A, 14
Energia 0,00036 0,00159 0,00039
Entropia 0,2310 0,4727 0,1554

Wariancja 0,5 0,64 0,2864

Otrzymujemy nastepujace zaleznoSci:

d(RY) < d(R™) < d(R?),
e(RM<e(R") <e(R?),

0?2 < g% < a2

Z wykresow funkcji przynalezno$ci tatwo mozna odczytac, ze oczekiwane stopy zwroty tak
Z poszczegolnych skladnikow jak 1 z catego portfela nie sa trapezoidalnymi liczbami
rozmytymi. Miara energii oczekiwanej stopy zwrotu z portfela jest wartoscig posrednig
w stosunku do sktadnikéw portfela. Miary entropii 1 wariancji s3 najmniejsze w przypadku

portfela.

5.1.2. Czynnik dyskontujacy portfela wieloskladnikowego

Funkcja n; € [0; 1]®, okreslona dla instrumentu A4;,i = 1,2, ...,n o wartosci biezacej
danej trapezoidalng liczba rozmyta Tr(CL,.,.; C*; CL; CLx), Opisana wzorem (2.36) jest funkcja
przynaleznosci czynnika dyskontujacego D; € F(R), wyznaczonego za pomoca oczekiwanej
stopy zwrotu R; € F(R). Miary jego energii i entropii dane sg wzorami (2.43) i (2.47).

Portfelowi 1t przypisujemy oczekiwany czynnik dyskontujacy D™ € F(R) okreslony za
pomocg zaleznosci (2.34). Mamy, ze oczekiwany czynnik dyskontowy v wyznaczony przez
oczekiwang stope zwrotu 7 spelnia warunek (4.9). Stad czynnik dyskontujacy portfela
przyjmuje ostatecznie postac (4.10), a jego miar¢ energii mozemy wyliczy¢ z (4.11). Zgodnie

ze wzorem (2.47), miara entropii dla portfela wynosi
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v

T ST ST ST
¢ — Cmin + Cmax —-C

e(D™) = — - — —.
(D7) —C, =3 Coin + 3 Copax + C

(5.7)

Przyklad 5.2

Dla instrumentéw opisanych w Przyktadzie 5.1 i zbudowanego portfela mozemy, korzystajac
z (2.36) i (4.10), wyznaczy¢ oczekiwane czynniki dyskontujace. Wykres funkcji przynaleznosci
do czynnika dyskontujacego z portfela zostal przedstawiony na Rysunku 5.3.
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Rys. 5.3 Wykres funkcji przynaleznosci dla oczekiwanego czynnika dyskontujgcego z portfela

Miary energii, entropii 1 wariancji dla wyznaczonych oczekiwanych rozmytych czynnikow

dyskontujacych z instrumentéw oraz portfela zostaly przedstawione w Tabeli 5.2.

Tabela 5.2 Miary energii, entropii dla czynnikow dyskontujacych z portfela  oraz jego sktadnikow

Instrument Aq A, 4
Energia 0,0303 0,0925 0,0873
Entropia 0,2727 0,0810 0,1525

Tym samym, dla przypadku czynnika dyskontujacego mamy

d(D;) < d(D) < d(Dy),

e(D,) < e(D) < e(D,).
Miara energii dla portfela jest warto$cig posrednia pomigdzy miarami energii dla
poszczegolnych instrumentéw, co sugeruje juz sama postac wzoru (4.11). Miara entropii

oczekiwanego czynnika dyskonta portfela = i jego sktadnikow A; wykazala podobng

zaleznosc¢. O
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5.1.3. Skladanie portfela wieloskladnikowego

Rozwazmy zadanie minimalizacji czynnika dyskontujacego dla portfela zlozonego
Z instrumentow finansowych o wartosci biezacej danej trapezoidalng liczbg rozmyta.
Zaktadamy doskonalg podzielno$¢ instrumentu finansowego oraz brak mozliwosci krotkiej
sprzedazy. Kazdy instrument finansowy A; reprezentowany poprzez oczekiwany rozmyty
czynnik dyskontujacy D;,i = 1,2, ...,n, modelowany jest za pomoca trapezoidalnej liczby

rozmytej D; = Tr(Upin; Us; UF; Umgy) Z funkcja przynaleznosci (2.36), gdzie:

—  Upmin € 10; 7] — maksymalne dolne oszacowanie czynnika dyskontujgcego,

- Upax € [V; +oo[ —minimalne dolne oszacowanie czynnika dyskontujgcego,

— U, € [Uin; 7] — minimalne gorne oszacowanie czynnika dyskontujgcego
zauwazalnie mniejsze od obserwowanej wartosci v,

— U € [U; Dypgex] — maksymalne dolne oszacowanie czynnika dyskontujacego

zauwazalnie wieksze od obserwowanej wartosci .

Znana jest oczekiwana stopa zwrotu z instrumentéw A; oraz macierz kowariancji X.
Poszukujemy takich udzialow p; poszczegélnych instrumentéw w portfelu, aby oczekiwany
rozmyty czynnik dyskontujgcy portfela byt jak najmniejszy. Przy ustalonym maksymalnym
poziomie ryzyka niepewno$ci oraz nieprecyzyjnosci wyrazonym miarg energii i entropii

czynnika dyskontujacego, zadanie to sprowadza si¢ wtedy do

n -1
, n ,

<Z@> @(l:J g@m)—wnin
U; i:lvi

i=1

(i%) ®<Zn:% Gd(Di)> <d,
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P P2+ Pn =0
gdzie:
D1, D2, - Pn € Rt —udzialy instrumentéw w portfelu,
Dy, D,, ..., D, € R — oczekiwane rozmyte czynniki dyskontujace z instrumentow,
V3, Uy, ..., U, — oczekiwane czynniki dyskontujace,
d, — zadany maksymalny poziom miary ryzyka wieloznacznosci,
d, — zadany maksymalny poziom miary ryzyka nieostro$ci,

d; — zadany maksymalny poziom miary ryzyka niepewnosci.
5.1.4. Studium przypadku

Przyklad 5.3

Przejdzmy teraz do przyktadu wykorzystujacego dane rzeczywiste. Rozpatrzmy akcje
spotek BZWBK, ENEA z okresu pomiedzy 26.10.2015 a 25.11.2016. Instrumentom tym
przypisujemy kolejno oznaczenia A4;,i = 1,2. Na podstawie danych historycznych oraz
subiektywnej oceny inwestora, nieprecyzyjna warto$¢ biezaca kazdego z tych instrumentow,

wyznaczona na dzien 25.11.2016 wynosi
Tr(Chin; €4 CL; Chax) = Tr(310;312;314; 315),
Tr(Clin; €% C%; C2ayx) = Tr(10,1;10,2; 10,3; 10,5).

Na podstawie danych historycznych wyznaczamy dwuwymiarowa zmienng losowg (7; 72)

0 rozktadzie tacznym N((—0,0046; —0,0031)T; £), z macierza kowariancji

2:_(0,0003 0,00003)
~\0,00003 0,0006 /°

Z (3.11) wariancja oczekiwanej stopy zwrotu z portfela przyjmuje warto$é a2 = 0,00002.

Dla podanych instrumentéw wyznaczamy oczekiwane czynniki dyskontujace.

1 310 1 312 1 314 1 315
D1 = TT( )

1—0,0046 313’1—0,0046 313’'1— 00046 313’1 —0,0046 313

= Tr(0.995; 1,001; 1,010; 1,011),

1 10,1 1 10,2 1 10,3 1 10,5
Dz = TT( )

1-0,0031 10,25°'1—00031 1025'1— 00031 10,25’ 1— 0,0031 10,25
— Tr(0.988; 0,998; 1,008; 1,013).
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Wyznaczamy ich miary energii i entropii:

d(D,) = 0,0112,
d(D,) = 0,0245,
e(D,) = 0,1764,
e(D,) = 0,2308.

Niech udziat instrument A; w portfelu  bedzie roéwny p;. Wtedy czynnik dyskontujacy
portfela D™ € F(R), zgodnie z (3.18), moze zosta¢ obliczony jako

b1 p2 \!
b= ( )
1,005 + 1,003 O

P2
1,003

(( P 5 7r(0,995;1,001;1,010; 1,011)) 2> <

1,005 © Tr(0,988;0,998; 1,008; 1,013)))

1,003 -p; O Tr(0,995;1,001;1,010; 1,011) @ 1,005 - p, O Tr(0,988;0,998; 1,008; 1,013)
B 1,003 - p; + 1,005 - p,

_ p1 ©Tr(0,998;1,004; 1,013;1,014) @ p, © Tr(0,993;1,003;1,013; 1,018)
B 1,003 - p; + 1,005 - p, '

Jego miara energii przyjmuje postaé

pP1 P2 >_1 ( pP1 P2

1005 T 1,003 100112+

pmy =
(™) 1,005 1,003

: 0,0246)

10,0112 - p, - 1,003 + 0,0246 - p, - 1,005 _ 0,0112 - p; + 0,0247 - p,

1,003 - p; + 1,005 - p, ~ 1,003:p; + 1,005 p,
Natomiast miara entropii
P1 P2 \' (P P2
D™) = ( ) . ( +0,1764 . 0,2308)
e(D™) 1,005 M 1,003 1,005 * 1,003

_0,1764 - p; - 1,003 40,2308 - p, - 1,005 _ 0,1769 - p; +0,2319 - p,
B 1,003 - p; + 1,005 - p, ~ 1,003-p; + 1,005 p,
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Zadanie portfelowe sprowadza si¢ wtedy do

p; O Tr(0,998;1,004;1,013;1,014) & p, O Tr(0,993;1,003; 1,013; 1,018)
1,003 - p; + 1,005 - p,

— min

0,0112 - py +0,0247 - py _
1,003 -p; +1,005-p, —

0,1769 - p; + 0,2319 - p4 <
1,003 -p, + 1,005 -p, 2

n n-1 n
ZPiZ'UiZ‘FZ'Z Z Pi*Pj " COV;j < dj

i=1 i=1 j=i+1

pi=1

F'Mz
ey

P1, P2, - Pn = 0

gdzie:
D1, D2 -, Pn € RT —udziaty instrumentéw w portfelu,
d, — zadany maksymalny poziom miary ryzyka wieloznacznosci,
d, — zadany maksymalny poziom miary ryzyka nieostrosci,

d; — zadany maksymalny poziom miary ryzyka niepewnosci.

5.2.Przypadek wartosci biezacej danej trapezoidalng dyskretna liczba
rozmyta
5.2.1. Stopa zwrotu z portfela wieloskladnikowego

Zastagpmy teraz wartosci biezace PV, instrumentow A;,i=1,2,..,n portfela «
trapezoidalnymi dyskretnymi liczbami rozmytymi z funkcjami przynaleznosci y;: R — [0; 1].

Wtedy wartos¢ biezaca portfela ma postaé
PV = DTr(Cinins Co; €5 Cmax)=DT1 (i Coain s Vi €45 Bit €5 Xt Chiax), (5.8)

z funkcja przynalezno$ci u: R — [0; 1] dang wzorem (2.38) oraz no$nikiem
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S(PV) ={0,01i:100 * Crpin, < i < 100 - Crpay, i € N} € Nod(PV). (5.9)

Zaktadamy, ze dla kazdego instrumentu A4; (i =1,2,..,n) znamy rozktad
prawdopodobienstwa prostej stopy zwrotu 7:  — R wyznaczonej za pomoca (2.14) dla PV;
rownej cenie rynkowej C; . Podobnie jak wczesniej, n-wymiarowa zmienna losowa
#L; 72; ...; #F)T ma taczny rozktad normalny N ((7; 75; ...; %) T; ). Stopa zwrotu wyznaczona
dla tak oszacowanej PV jest rozmytym zbiorem probabilistycznym reprezentowanym przez

funkcje przynaleznosci p € [0; 1]®*%, i = 1,2, ..., n dang wzorem (2.22).

Przyklad 5.4

W programie Matlab przeprowadzono symulacje zachowania portfela w przypadku n = 4
instrumentow sktadowych, ktorych wartosci biezace dane sg przy pomocy trapezoidalnych
dyskretnych liczb rozmytych

PV, = DTr(11,11;19,57; 24,51; 43,89),
PV, = DTr(26,22; 46,28; 49,88; 59,49),
PV; = DTr(11,74; 14,84; 15,07; 22,17),
PV, = DTr(42,41;43,13;44,61; 50,78).

Wykres funkcji przynaleznosci do wartosci biezacej portfela zostat przedstawiony na Rysunku
5.4.
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Rys. 5.4 Wykres funkcji przynaleznosci PV portfela ztozonego z instrumentéw A4;
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Proste stopy zwrotu z instrumentow sktadowych modelowane sg 4-wymiarowa zmienng

losowg (7L; #2;73;7%) orozkladzie tacznym N((0,8116;0,5328;0,3507;0,9390)7T; ).

Macierz kowariancji tej zmiennej ma postac

0,8759
0,3945
0,8501
0,0173

0,3945
0,5502
0,9859
0,7350

0,8502
0,9859
0,6225
0,4919

0,0173
0,7350
0,4919
0,5870

Dla podanych instrumentéw i zbudowanego z nich portfela wyznaczamy oczekiwane

stopy zwrotu. Sg one dyskretnymi liczbami rozmytymi. Funkcja przynaleznosci do

oczekiwanej stopy zwrotu z portfela zostala przedstawiona na Rysunku 5.5.
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Rys. 5.5 Wykres funkcji przynaleznosci dla zwrotu z portfela
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Miary energii, entropii 1 wariancji dla wyznaczonych oczekiwanych rozmytych stop

zwrotu z instrumentow oraz portfela zostaty przedstawione w Tabeli 5.3.

Tabela 5.3 Miary energii, entropii i wariancji dla stop zwrotu z portfela & oraz jego sktadnikow

Instrument Ay A, As A, T
Energia 147,17 73,62 42,83 20,24 134,80
Entropia 0,2568 0,1519 0,0785 0,0252 0,2786

Wariancja 0,8759 0,5502 0,6225 0,5870 0,5750

Otrzymano nastgpujace zaleznosci:
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d(R*) < d(R?) < d(R3®) < d(R™) < d(RY),
d(R*) < d(R?) < d(R3®) < d(RY) < d(R™),

0% < 0% < 0? < 0% < o’

Miara niepewnos$ci zachowala si¢ w sposob przewidywany przez zasade dywersyfikacji.
Miara energii dla portfela jest wielko$cig posrednig w stosunku do tej samej miary wyliczonej
dla poszczegolnych sktadnikow portfela. Miara entropii jest najwieksza w przypadku portfela.

O

5.2.2. Czynnik dyskontujacy z portfela wieloskladnikowego

Funkcja n; € [0; 1]® okre$lona za pomoca tozsamosci (2.38) jest funkcja przynaleznosci
czynnika dyskontujacego D; € F(R) wyznaczonego za pomocg oczekiwanej stopy zwrotu
R; € F(R) przy PV; = DTr(CL;,; €5 CL Clay). Czynnik dyskontujacy D™ € F(R) dla

portfela wyznaczony za pomocg oczekiwanej stopy zwrotu R € F(R) jest okreSlony przez

D™ = (Z?ﬂZ—j)_l ©) < Y 20O Dl-), (5.10)

i=1""
z no$nikiem

i

Ty — . j— .
S(D7) = {v. v= 100-C+(1+7)’

100+ Gy < i < 100+ G i € N} c Nod(D,C,%)  (5.11)

Latwo zauwazy¢, ze zbior wyznaczony powyzej jest rowniez trapezoidalng dyskretng liczbg
rozmyta. Ryzyko wieloznaczno$ci obarczajace oczekiwany czynnik dyskontujacy portfela
D™ € F(R) ocenia¢ bedziemy za pomocg miary energii. Zgodnie z (2.38), (2.48) oraz (5.4),
miara ta jest rowna

d(D™) = Z np= (V). (5.12)
vES(DT)

Ryzyko nieostrosci czynnika dyskontujacego ocenia¢ bedziemy za pomocg miary entropii

ZUES(D") min{np=(v); 1 — np=(v)}
ZVES(D”) max{np=(v); 1 — np=(v)}

e(D™) = (5.13)

Przyklad 5.5
Zbior rozmyty odpowiadajacy oczekiwanemu czynnikowi dyskontujgcemu z portfela

wprowadzonego w przykladzie 5.4 zostal przedstawiony na rysunku 5.6.
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Rys. 5.6 Wykres funkcji przynaleznosci dla oczekiwanego czynnika dyskontujacego z portfela
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Miary energii, entropii i wariancji dla wyznaczonych oczekiwanych rozmytych czynnikow

dyskontujacych z instrumentdéw oraz portfela zostaty przedstawione w Tabeli 5.4.

Tabela 5.4 Miary energii, entropii dla czynnikow dyskontujacych z portfela  oraz jego sktadnikow

Instrument Aq A, Az Ay 4
Energia 1886 1843,5 533 4925 572,25
Entropia 0,2696 0,2869 0,3236 0,2591 0,3181

Tym samym, dla przypadku czynnika dyskontujgcego mamy

d(D,) < d(D3) <d(D™) < d(D;) < d(Dy),
e(D,) < e(D;) <e(D,) <e(D™) < e(Ds).

Z otrzymanych zalezno$ci widzimy, ze miara energii dla portfela jest wartoscig posrednig
pomigdzy miarami energii dla instrumentow. Entropia dla przypadku pokazanego
w przyktadnie posiada podobna wiasnos$¢. Niestety, ze wzgledu na wlasnosci miar energii
i entropii dla przypadku dyskretnego, nie jest mozliwe zbudowanie efektywnego zadania
portfelowego.
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5.3.Podsumowanie

W przypadku portfela wielosktadnikowego, z wartoscia biezacg modelowang
trapezoidalng liczbg rozmyta, zardwno dla przypadku ciagtego jak i dyskretnego, otrzymali§my
nastepujace wnioski:

—  zgodnie z teorig portfelowa, dywersyfikacja portfela zmniejsza ryzyko niepewnosci
wyrazone wariancja,

—  dlaprzypadku trapezoidalnych liczb rozmytych, energia i entropia stopy zwrotu z portfela
nie musi by¢ minimalizowana przez jego dywersyfikacje, co pokazane jest w przyktadach
5.1oraz 5.3,

—  w przypadku PV danej trapezoidalng liczbg rozmyta (ciggla), ryzyko nieprecyzyjnosci
wyrazone energia 1 entropig czynnika dyskontujacego jest kombinacja liniowa tej miary
obliczonej dla sktadnikow portfela, tym samym dywersyfikacja portfelowa powoduje
jego usrednienie,

—  mozliwe jest sformulowanie zadania portfelowego polegajacego na minimalizacji
czynnika dyskontujacego z portfela przy ustalonym poziomie ryzyka niepewnos$ci
i nieprecyzyjnosci w przypadku ciggltym trapezoidalnej liczby rozmytej,

— konstrukcja efektywnego zadania portfelowego nie jest mozliwa w przypadku
dyskretnym, ze wzgledu na postaci miary energii,

—  zprzytoczonych przyktadéw wynika, ze dywersyfikacja portfela moze zwigkszy¢ ryzyko

nieostro$ci wyrazone entropig czynnika dyskontujacego.
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6. Zebranie i podsumowanie badan

6.1 Wnioski ogolne

Celem nadrzgdnym niniejszej rozprawy byt opis zalezno$ci pomiedzy ryzykiem
niepewnosci 1 nieprecyzyjnosci obarczajgcymi portfel i sktadajace si¢ na niego aktywa. Cel
ten zostal osiggnicty poprzez wyprowadzenie miar energii i entropii oczekiwanych rozmytych
stop zwrotu a nastepnie oczekiwanych rozmytych czynnikoéw dyskontujacych z portfela.
Zalezno$ci pomiedzy wspomnianymi rodzajami ryzyka oraz konstrukcja portfela zostaty
zbadane dla portfeli o wartosciach biezacych danych trojkatnymi i trapezoidalnymi liczbami
rozmytymi, w przypadku ciagglym i dyskretnym.

Podczas przeprowadzonej analizy zostaly osiggnigte nastgpujace cele szczegdlowe.
W rozdziale 3 przeanalizowano zalezno$ci pomigdzy miarami energii i entropii oczekiwanych
rozmytych stop zwrotu z portfela dwusktadnikowego o PV danej trojkatng liczbg rozmyts. Ze
wzgledu na skomplikowang posta¢ tej miary dla przypadku stop zwrotu, skupiono si¢ na
opisie czynnika dyskontujacego, niosgcego t¢ sama informacj¢ o ryzyku nieprecyzyjnosci.
Dla zbudowanego portfela skonstruowano zadanie portfelowe, nieuwzgledniajace jednak
ryzyka nieostrosci, ze wzgledu na fakt, ze bylo ono wielkoScig stalag. W rozdziale 4
powtorzono rozumowanie z rozdzialu 3 dla przypadku wieloskladnikowego, otrzymujac
podobne wnioski.

W  rozdziale 5 wuogoélniono posta¢ wartoSci biezacej sktadnikow portfela
wielosktadnikowego na przypadek trapezoidalnej liczby rozmytej. W tej sytuacji miara
nieostrosci czynnika dyskontujacego nie byla juz wartoscig stala, co pozwolito na
uwzglednienie jej w budowie zadania portfelowego dla przypadku ciaglego. Ponownie
otrzymano rowniez wniosek, ze dywersyfikacja portfelowa nie zmniejsza ryzyka
wieloznaczno$ci.

Udowodniona zostata postawiona hipoteza, ze tworzenie portfela aktywow finansowych
nie zmniejsza ryzyka nieprecyzyjnosci. Wniosek ten jest szczegodlnie wyrazny
W przytoczonych przyktadach, gdzie wida¢, ze pomimo minimalizowania wariancji poprzez
tworzenie portfela, energia zaré6wno stopy zwrotu jak i czynnika dyskontujacego z portfela nie

jest wcale minimalizowana.
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Hipoteza pomocnicza moéwigca, ze podczas tworzenia portfela uwzgledniajgcego
nieprecyzyjnos¢ obnizenie ryzyka niepewnosci nie obniza ryzyka nieprecyzyjnosci zostata
potwierdzona szczegdtowo dla czynnika dyskontujgcego. Wykazano, ze w przypadku ciggtym
wartosci biezacej modelowanej trojkatng i1 trapezoidalng liczbg rozmyta, energia czynnika
dyskontujacego z portfela jest kombinacjg liniowg tej miary wyliczonej dla poszczegdlnych
sktadnikow 1 jako taka nie jest minimalizowana poprzez konstrukcj¢ portfela.

Druga hipoteza pomocnicza, méwiagca, ze mozliwe jest sformulowanie zadania
portfelowego dla portfela uwzgledniajacego nieprecyzyjno$¢ =zostata potwierdzona
w przypadku ciggtym dla trojkatnej i trapezoidalnej liczby rozmytej. Zadania takie zostaty
sformulowane w rozdziatach 3, 4 oraz 5. Z drugiej strony, hipoteza nie zostala potwierdzona
dla przypadku dyskretnego, ze wzgledu na postaci miary energii i entropii czynnika
dyskontujacego.

Ponadto trzymano nastepujace wnioski szczegétowe:

—  dywersyfikacja portfela moze zmniejszy¢ ryzyko niepewno$ci wyrazone wariancja,

—  ryzyko wieloznacznosci wyrazone energig czynnika dyskontujgcego w przypadku
trojkatnej 1 trapezoidalnej liczby rozmytej jest kombinacja liniowa tej wielko$ci
wyliczonej dla sktadnikéw portfela. Umozliwia to zbudowanie zadania portfelowego
minimalizacji czynnika dyskontujacego przy zadanym poziomie ryzyka niepewnosci
I nieprecyzyjnosci,

—  ryzyko nieostro$ci wyrazone energiag czynnika dyskontujacego nie jest zmniejszane
poprzez dywersyfikacje portfela. Co wiecej, w wypadku PV danej trojkatng liczba
rozmyta jest ono niewrazliwe na konstrukcje portfela i przez to nieuwzgledniane
w zadaniu portfelowym,

— miary energii w przypadku wartosSci biezacej danej dyskretng trdjkatng 1 dyskretng
trapezoidalng liczbg rozmyta nie pozwalaja na stworzenie efektywnego zadania

portfelowego.

Badania przeprowadzone w poprzednich rozdziatach wykazaty, Ze niewlasciwym jest
traktowanie ryzyka portfela jako wtasno$ci jednorodnej. Celowym natomiast wydaje si¢ jego
rozwazanie jego trojakiego charakteru. Argumentem potwierdzajacym t¢ sugesti¢ s3
odmienne zachowania ryzyka niepewnos$ci, nieostrosci i wieloznacznosci na konstrukcje
portfela, rozwazone w pracy. Powodem nieusuwalno$ci nawet czesci ryzyka nieostro$ci

i wieloznaczno$ci w portfelu wielosktadnikowym z badanymi warto$ciami biezgcymi jest
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niezalezno$¢ wyznaczania miar energii i entropii zwrotu z portfela od ilosci instrumentow
w portfelu. Z tego powodu, nawet przy przejsciu do granicy, gdy n — oo ryzyka nie ulegng

zmniejszeniu.

Za wklad wlasny autorka uznaje:

a) budowe¢ modelu nieprecyzyjnej stopy zwrotu dla przypadku portfela dwu
i wielosktadnikowego z nieprecyzyjna warto$cig biezaca dang trojkatng liczbg rozmyta,

b) budowe¢ modelu nieprecyzyjnej stopy zwrotu dla przypadku portfela dwu
I wielosktadnikowego z nieprecyzyjng wartoscig biezaca dang trapezoidalng liczbg
rozmyta,

c) budowg¢ modelu nieprecyzyjnej stopy zwrotu dla przypadku portfela dwu
i wielosktadnikowego z nieprecyzyjnag wartoscig biezaca dang dyskretng liczbg rozmyta,

d) budowe modelu oczekiwanego rozmytego czynnika dyskonta dla przypadku portfela dwu
I wielosktadnikowego z nieprecyzyjna wartoscig biezaca dang trojkatng liczbg rozmyta,

e) budowe modelu oczekiwanego rozmytego czynnika dyskonta dla przypadku portfela dwu
i wiclosktadnikowego z nieprecyzyjng warto$cig biezacg dang trapezoidalng liczbg
rozmyta,

f) budowe modelu oczekiwanego rozmytego czynnika dyskonta dla przypadku portfela dwu
I wielosktadnikowego z nieprecyzyjna wartoscia biezacg dang dyskretna liczba rozmyta,

g) stworzenie zadan minimalizacji oczekiwanego rozmytego czynnika dyskonta dla
przypadkow d) i e),

h) zebranie, ujednolicenie, interpretacje oraz odniesienie do praktyki poje¢ zwigzanych
Z tematem pojawiajacych si¢ w literaturze,

i) oOkreSlenie relacji pomiedzy budowa portfela 1 postacig ryzyka niepewnosci,

wieloznacznos$ci oraz nieostrosci dla kazdego z rozwazanych modeli.

6.2 Kierunki dalszych badan

Problem uwzglgdniania ryzyka nieprecyzyjnosci w wyznaczaniu Zwrotow
Z instrumentow finansowych jest problemem otwartym i posiadajagcym szerokie zastosowanie
w praktyce biznesowej. Modele uwzgledniajace nieprecyzyjnos¢, biorgce pod uwage zarowno
aspekty behawioralne podejmowanych przez inwestora decyzji jak i realizm czasu ich
podejmowania oraz ograniczenia sprz¢towe pozwalaja na coraz blizsze modelowanie

rzeczywistych sytuacji wystepujacych na rynku. Tym samym coraz lepsze dopasowanie
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modelu, jego realizm oraz mozliwosci tatwego zastosowania w praktyce otwierajg droge do
dalszych badan w dziedzinie przedstawionej w omawianej pracy.

Jako jeden z mozliwych kierunkéw dalszych badah moze by¢ rezygnacja z zatozenia
0 rozktadzie normalnym warto$ci przysztej i stop zwrotu. Konieczne moze byé rowniez
uwzglednienie kosztow transakcji, ktorych wysokos¢ wptywa zazwyczaj na warto$¢ biezaca
instrumentdw podawang przez inwestora. Warto$ciowa moze by¢ rowniez proba powtorzenia
rozumowania dla logarytmicznych stop zwrotu z instrumentow.

Poniewaz rozbudowywana teoria stanowi uniwersalne narz¢dzie w obszarze obliczen
portfelowych, mozliwe jest zastosowanie jej jako narzedzia dodatkowego w istniejacych
systemach wspomagania decyzji. Proponowane rozumowanie zawiera w sobie przypadek
precyzyjny, nie odrzuca wigc tym samym istniejacych rozwigzan w dziedzinie teorii portfela.
Jego celem jest wspomaganie inwestora w przypadku, kiedy pomimo stosowania
racjonalnych przestanek, podejmowane decyzje nie przynoszg satysfakcjonujacych rezultatow
lub w przypadku, gdy istniejace narzgdzia nie podaja jednoznacznej badz zadowalajacej
rekomendacji.

Interesujagca moze by¢ proba stworzenia systemu eksperckiego uwzgledniajacego
nieprecyzyjno$¢ wyznaczania wartosci biezacej oraz zwigzanych z nig zwrotow z portfela
instrumentow finansowych. System taki, dostosowany do indywidualnych potrzeb inwestora
(a tym samym uwzgledniajacy aspekty behawioralne) oraz biorgcy pod uwage opodznienia
decyzyjne czy szybkos¢ przetwarzania informacji, bylby w stanie w bardziej doktadny sposob

przetozy¢ doswiadczenie oraz intencje inwestora na konkretne dziatania inwestycyjne.

6.3 Zakonczenie

W pracy przeprowadzona zostata analiza skutkow wystgpowania nieprecyzyjnosci
Wyznaczania wartosci biezacej, powodujacej powstawanie ryzyka nieprecyzyjnosci
obarczajacego decyzje inwestorskie. W wyniku badan oraz na podstawie przyktadow
teoretycznych 1 praktycznych mozemy zauwazy¢, ze zjawisko nieprecyzyjnosci ma realny
wplyw na decyzje inwestorskie, ktore pomimo swojej subiektywno$ci nie zaprzeczaja
zatozeniu o racjonalizmie inwestora.

Niezaleznie od wariantu liczby rozmytej modelujacej warto$¢ biezaca, niemozliwym
jest minimalizowanie za pomocg dywersyfikacji portfelowej ryzyka nieprecyzyjnosci
W postaci ryzyka wywotanego wieloznaczno$cia i nieostro$cig informacji. Ryzyko to jest
zjawiskiem osobnym wzgledem ryzyka niepewnosci, ktére moze by¢ zmniejszone przy
uzyciu istniejacych narzedzi zarzadzania portfelem.
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Wyniki pracy sugeruja, ze przeprowadzona analiza i stworzony aparat teoretyczny
moga by¢ praktycznym narzedziem wsparcia decyzji inwestorskich, szczegodlnie
w przypadku, kiedy istniejace narzedzia nie podaja jednoznacznego rozwigzania lub tez w
sytuacjach  szczegOlnie narazonych na istnienie nieprecyzyjnosci  obarczajacej
wykorzystywane informacje. Przedstawiona teoria moze by¢ rowniez krokiem do rozwinigcia
szerszych i bardziej precyzyjnych narzedzi wsparcia decyzyjnego, otwiera tez szerokie

mozliwo$ci modyfikacji i dopasowania do indywidualnych potrzeb inwestora.
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Spis znakow i symboli

R - zbior liczb rzeczywistych,

F(R) — rodzina wszystkich podzbioréw rozmytych na prostej rzeczywistej R,
L € F(R) — dowolny zbior rozmyty,

u, € [0; 1]® — funkcja przynaleznosci do zbioru rozmytego L,

S(L) — no$nik zbioru rozmytego L,

@ - operator sumy dla liczb rozmytych,

' &1Li — operator sumy wielokrotnej dla liczb rozmytych,

i =

® — iloczyn skalarny dla liczby rozmytej,

L® — dopehienie zbioru L,

@4 — predykator zbioru A4,

P — przestrzen wszystkich zdan,

P, — przestrzen wszystkich zdan logicznych,

P, — przestrzen wszystkich wyrazen,

p — zdanie logiczne,

v — funkcja ewaluacji logicznej,

7(p) — warto$¢ logiczna zdania p,

T — warto$¢ logiczna ,,prawda”,

F — wartos¢ logiczna ,,fatsz”,

H — zbior Hirota,

Nod (L) — siatka dyskretyzacyjna,

m(L) — miara energii wg definicji Khaliliego,

e(L) — miara energii wg definicji Kosko,

T(a; b; ¢) — trojkatna liczba rozmyta o parametrach a, b, c,

DT (a; b; ¢) — dyskretna trojkatna liczba rozmyta o parametrach a, b, c,
Tr(a; b; c; d) — trapezoidalna liczba rozmyta o parametrach a, b, c, d,
DTr(a; b; c; d) — dyskretna trapezoidalna liczba rozmyta o parametrach a, b, c, d,
1, — prosta stopa zwrotu wyznaczona na moment t,

7, — zmienna losowa odpowiadajaca prostej stopie zwrotu,

7 — $rednia wartos¢ prostej stopy zwrotu,
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Vy — warto$¢ poczatkowa instrumentu,

V; — warto$¢ instrumentu w momencie t,

V, — zmienna losowa odpowiadajaca warto$ci przysziej instrumentu,

Q — zbidr zdarzen elementarnych,

w — zdarzenie elementarne,

o — odchylenie standardowe prostej stopy zwrotu,

C, — cena poczatkowa instrumentu,

C — cena rynkowa instrumentu,

C,min — Maksymalne dolne oszacowanie ceny rynkowej,

C* — minimalne gérne oszacowanie cen zauwazalnie mniejszych od obserwowanej ceny rynkowej C,
C, — maksymalne dolne oszacowanie cen zauwazalnie wigkszych od obserwowanej ceny rynkowej C,
Comax — Minimalne gérne oszacowanie ceny rynkowe;,

7 — portfel,

p(r; w) — przynaleznos¢ zwrotu z instrumentu do zbioru rozmytego,

p(r) — przynaleznos¢ oczekiwanego zwrotu z instrumentu do zbioru rozmytego,

v, — oczekiwany czynnik dyskontujacy wyznaczony na moment {,

¥ — §redni czynnik dyskontujacy,

Upmin — Maksymalne dolne oszacowanie czynnika dyskontujacego,

7"~ minimalne goérne oszacowanie czynnikéw dyskontujacych zauwazalnie mniejszych od 7,

U,— maksymalne dolne oszacowanie czynnikow dyskontujgcych zauwazalnie wigkszych od 7,

Umax— Minimalne gorne oszacowanie czynnika dyskontujacego,

n(v) — funkcja przynaleznosci oczekiwanego czynnika dyskontujgcego do zbioru rozmytego,
R; — zbior rozmyty odpowiadajacy oczekiwanemu zwrotowi z instrumentu

R — zbidr rozmyty odpowiadajacy oczekiwanemu zwrotowi z portfela,

D — zbidr rozmyty odpowiadajacy oczekiwanemu czynnikowi dyskontujacemu z portfela,
d(D) — miara energii oczekiwanego czynnika dyskontujgcego,

e(D) — miara entropii oczekiwanego czynnika dyskontujacego,

X — macierz kowariancji,

p; — udziat i-tego instrumentu w portfelu,

PV — warto$¢ biezaca,

FV — wartos¢ przyszta.
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DODATEK A

Wyprowadzenie 1
Wyprowadzimy teraz wzor (2.25). Energia dla zwrotu R, z instrumentu o

PV, = T(Cpins C, Crmasx) danej trojkatng liczba rozmyta z funkcja przynaleznosci

(x 1+7 « . ~
C- 1v+ -r-v_ Cmin dla Cniin < 1+7 <1,
C — Chin C 1+4+r
147
1 dia 1+r
pRl(r)={v 1+f . .
C- 1v_|_ rv_ Crnax da 1< 1471 < Cr,iax ,
C — Chax 1+r C
0 dla 1+f<C,,im’ 1+17>Cmvax
\ 1+7r C 14+r C
Mamy:
5 CQA+7) 5
T (1+f)C_C: émin (1+77)C_ <
d(Ry) = ] p(r)dr = J 12515 T dr + 12’26 ' T dr
re$(R) C‘-(1+f)_1 max - min
Cmax
r T

C_Cmax 1+r C_Cmaxv
C-(1+7) C-(1+7)
Cmax Cmax
C-(A+7) C-(1+7)
Cmm leTl

~

min
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1+7C ¢ A+nC ¢
= n*  ———In-
C — Cax ¢ — Cin Cmin
Zatem
1+7)-C. ¢ 14+7)-C
d(R)) = (v v) InSmax 4 (v v) In=~
(o max ¢ (o min Cmin

Wyprowadzenie 2

Wyprowadzimy teraz wzor (2.29). Entropia dla zwrotu R, z instrumentu o
PV = T(Coin, C, Cinax) danej trojkatna liczba rozmyta. Zgodnie ze wzorem (2.28), licznik jest

rowny

min{pg, (), 1 = p, (0)}dx =

XES(R]_)
2:(1+7)C . <
C+Cmax (1+f)C_C; 7 (1+T_')C C;
max max
= f 1 -I: r dr + f 1 1 _i: r dr
. _ C - Cmax Jo (o Cmax
C'(1+T)_1 2-(1+1’)-C_1
Cmax C+Cmax
2.(1+f).é_ . é'(1+f)_ .
é'*'émin (1+T_)C_C\: ] émin (1+f)'C_v )
+ ] 1——1+r g4 f 1+r "
J C— Cmin . (O Cmin
7 2(+)C_,
é"'émin
2:(1+7)-C 2:(1+7)-C_
CV' (1 ) C+Cmax 1 . C+Cmax 7
c(1+7
= f dr — ——& f dr + f dr
C_Cmaxv 1+r (O max . .
CQa+r)_, Ca+r) 2:(+7)-C_
Crnax Crmax C+Cmax
2:(1+7)C
C, (1 ) T 1 é T é"'émin
(147
-_—— J dr + ——=2 J dr + J dr
C— Cmax . 1+r - Cmax . J
2:(1+7)-C _ 2:(1+7)-C_ 7
C+Cmax C+Cmax
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2:(+7)C_ 2:(1+7)-C

.« C+Cmin . C+Crmin
C-(1+r 1 Croi
_Lu+n I e [ g
C Cmm 1+r (o Cmin J
7
C-(1471) 1 C-(1+7) 1
v émin . émin
C-(1+r 1 C
( = ) J. dr — ——=~ f dr
C Cmin M 1+r (o Cmm
2:(1+7)-C 2:(1+7)-C
C+Crin C+Crmin
:C (1+r‘)lrl 4-C- Crax _C‘ (1+r)<4 c 5max_1_5max)_2 C-(1+7)
(o Cmax (é + Cvmax)z C— Cmax C+ Cmax C C+ Cmax
+2-5-(1+F)+5 a+n, (C+Cmm) +é (1+r‘)_<4.émm _émin_1>
C+ Cmin C— Cmm 4 C Cmm C Cmin C+ Cmin C

=

. 1 & C 1 o Coni
:C(1+f)'|‘#'<ln#maxz+ﬂ—l>+#'<l W—ﬂ+l>l
C — Cmax (C+Cmax) C C — Cmin 4C-Cpin C

Natomiast mianownik przyjmuje postac:

maX{pR(x)' 1-pz (x)}dx = Cmax - émin
x€S(R)

. 1 o C 1 C, :
_c.<1+r—>.[f.(mfw¢+ mvax_l)+_v <1 o @H)]
C — Crax ¢

(C+Cmax)? C ¢ — Conin 4:C-Conin

Dzielac przez siebie licznik i mianownik trzymujemy:

1 ols Cv‘ 1 C .
e(Ry) =+ (IntClmax j omax g )y = (jn(Clmm)  Zmin 4 g
c max C C — C

—C (C+Cmax)?

« . . 1 - é
. [Cmax = Cnin — C(l + T_') [CV —7 (h‘. ilC VCmaxz + mvax _ 1)
ax
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1 v, vz G
I Cmin)® _ Zmin g
C— Cmin 4CCmin C

Wyprowadzenie 3

Wyprowadzimy teraz wzor (2.26). Energia dla zwrotu R, z instrumentu o

v

PV, = Tr( Comins Cor C*, Crnax ) danej trapezoidalng liczba rozmytg z funkcjg przynaleznosci

f5(1+F)_Cv

. ~ . 1 = V*
iy _omin gy Cmin 147 G0
C. — Coin ¢ “1+r ¢
C, 1+7 C*
1 dla Fsl‘l‘TSF'
=1,
D=6 4m . o
Trr —omex g & 1T Gnar
C* = C o ¢ 14+4r- ¢
0 da Congx 147 1+7  Coun
\ C 147’ 1+7r C

Mamy:

d(R,) = j pre () dx

XE§(R2)
casn-¢. [CA+T) & C+P)~Cgx [CA+T) &
= & Lir g4 o=+ [ e 1rr 7% g
—C(1+Vr)_cmi" C, — Cmin —C(1+T)_C* Cr — Cmax
Cmin cr
C’(l 4 _) C(1+7)-C, 1 ¢ C(1+7)—-C,
T o 1 < « «
D e (LY b [ e
C* — Cmin C(1+V7')_Cmin 1+7r C* — le'n C(1+v7')_cmin
Cmin Cmin
. _ C(1+7)—Comax . C(1+7)—Cmax
C(l + r) émax 1 ) d'r‘ _ Cmax f émax dT‘
é* - Cvmax 76(14-}:)_6* 1+r Cv* - Cmax 76(1"'37)_6*
c* c*
CA+7) . (CA+T) Cpn Coin (CAA+T) CA+7) . x
== — In = C= — | —= = = - — +C*—C,
Cs = Gnin C, C(1+7) Cs = Cnin C, Cmin



C(1+7) ln< C. . C(1+ f)) B Conax <é(1 +7) C(1+ f))
C* ; ;

é* - Cvmax Cv(l + f) Cvmax Cmax C*

- Cmax

C(1+7 Coow Co: .. Ca+r ¢, C
= ( ) In——=2 - 4 g +C*—C*+v( _ ) In—+ 22 _1
; C C* — Chax

To znaczy, ze ostatecznie

v v

C-(1+7 C,; C. . (1T ¢ c
d(RZ):¥' Jp—m _ Zmin oy q F =0 4= ( i ) In 4 oomax 4

Co = Cmi ¢*—C

* min * * max max "

Wyprowadzenie 4

Wyprowadzimy teraz wzor (2.30). Entropia dla zwrotu R, z instrumentu o
PV, = Tr( Cpin, C., C*, Crnax ) danej trapezoidalng liczba rozmyta. Zgodnie ze wzorem

(2.29), licznik miary entropii wyraza si¢ za pomoca:

min{pg, (x),1 — pg, () }dx =

281 +7)~Co—Cppin CA+r) ~ CA+N~Cmin  [CA+T) G
C+Cmin _ 1471 min dr + Cmin 1471 min dr
Ca+n-C, C. — Cpin 2C(+7)~Ca=Cppin C. — Coin
Cy C+Crin
2€(1+7)~C*~Crnax CA+r) c ca+n-¢ S+
C+Cmax 1+r max cr —Cmax
L } = - dr 3 o 1—-r T \dr
C(1+f)_cmax c* — Cmax ZC(1+vf)_VC*_Cmax C*=Cmax
Cmax C+Cmax

2C(1+M)-Cx—Cppin 2C(+M)—-Cs—Cppin

B T+Cmin dr — C(1+7) C+Cmin ( > dr + Conin C+Conin dr
T Jearn-¢, C, = C oy JCA+D-C. 1+7r C, — Cppyy JEAFD-C.

n
Cy Cs (o

2C(1+M)-Cs—Cppin

§ <

CA+7)—Conin CA+M)~Cimin

n C(l + f) Cmin 1 ) dr — Cmin Cmin dr
C, — émin 201+ -Cs—Cppin \1 + T C, — émin 2C(1+P)-Cs—Crpin

C+Cmin C+Cmin
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2C(1+7)—C*—Comax . 2C(1+7)—C*~Crmax

é(l + f) C+Crmax 1 Cmax C+Crax
= |. s ) dar————|. o x dr
Cc* — Cmax C(1+T)_Cmax 147 c* — Cmax C(1+f)_cmax
Cmax Cmax
C(1+7)-C* . C(1+7)—-C*
¢ C(1+7) o 1
2047~ C ¥ G — ¢ Jacarn-¢i-¢ (1 + r) dr
C+Crmax max C+Comax
o C(1+7)-C*
C"*
+ V*m—%x . N oxe x dr
C* — Cmax 2C(1+érzg‘ria;cmax
CA+7) C+C CA+7w [ 2C o 2 1
:V( i ) n me+v( i ) _ rrfm _ rtun +C(1+T) _ i _—
C. — Chin 2C, Cy — Cpin \C + Cpin i C+ Cpin C,

N CA+7) . C+Chpn Conin ( 2C in ) C(1+7) 2C max

v v = v v v - = < n-— <
C* - Cmm 2Cmin C* - Cmm C+ Cmin Cr— Cmax C+ Cmax
CA+7 2C 2 CA+7)  C+C

_( a )(v max _1>+C(1+F)<V__v i )_ ( - ) Cmax
C* — Cax \C + Crax C + Chax c Cmax 2C*

6(1 +7) émax 2Cvmax _ C(+D) lp(é+émin)2 _ Cmin _ 1+ Z(C* + Cvml'n)
5 5 a Ce=Crnin ) 4C,-Cnin ol Cv + Cmin

C(1+7) (lp 46" Cmaxy Cmax _ 4 _ 2(C* + 5max)>

S 11— > < <
C*=Cmax (C+Cmax) c + Cmax

¢

Mianownik przyjmuje postac:

max{pRz (x),1- Pr, (x)}dx = Cvmax - émin

_CQ+7) | (C+Cmin)® _ Cmin _ 2 (Cv* + Cmin)
C+—=Comin (ln 4-Ce:Cin G 1+ Cv + émin
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Zatem ostatecznie, dzielgc licznik przez mianownik otrzymujemy:

T X 2:(C,+ Cri
Co=Cmin \ 4CoCmin C. C + Conin

+

. 2:-(C"+C
1 (]I‘ 4-C*Cnax + Cmax _ 1 — ( max))l

C*—Crnax (C+Cmax)? c Cv + Cmax

v « X% \2 5 2 CV‘* + CV‘ i
) Cmax - Cmin — = 1V . ]n(CtCTf”n) — Crtun -1+ (V B mm)
C=Cmin \ #CCmin - . C+ Coin

1 1 4-C*-Cmax n Cmax _ 1— 2- (Cv* + Cvmax)
C*~Cmax (C+Cmax)? cr é + émax

Wyprowadzenie 5

Wyprowadzimy teraz wzor (2.42). Miara energii dla czynnika dyskontujgcego, bedacego w

trojkatng liczbg rozmytg D; =T (17 . Crgin ;U U Cm%), z funkcjg przynaleznosci

(€0 =0 Cnin dla ﬁ-Cvmm<v<17
C7—7Coin ¢ - '

1 dla v=v,

7)D1(v)=<c'v_77 max dla ﬁ<v<ﬁ_Cmax

C 7~ Crax - Cc

0 dla Cmvax < 1+ f' 1+7 anin
\ C 1+r 1+r C

Mamy:

1 C C: v . .
o= [ nowo=da(o- G Gn) T g

UES(Dl)

Oznacza to, ze ostatecznie
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Wyprowadzenie 6

Wyprowadzimy teraz wzoér (2.46). Dla czynnika dyskontujacego, bedacego w omawianym

przypadku trojkatng liczbg rozmytg D; = T (v- U T ), miara entropii obliczana jest

nastepujaco. Licznik przyjmuje postac:

1 C. . 1 ¢
min{ﬂ(”):l—n(v)}dv:1-<ﬁ s mm>+1_<ﬁ_ mvax_ﬁ>

UES(D]_)

Natomiast mianownik:

v . v
maX{n(v); 1- TI(U)}dU = j- dv — 4-C : (Cmax - Cmin)
veS(D;) vES(D1)

w
<

v

— 1.5 (Cmax - Cvmin)

N
Y

Zatem ostatecznie:
(D) = =
e 1) = 3

Wyprowadzenie 7

Wyprowadzimy teraz wzor (2.43). Miara energii dla czynnika dyskontujacego, bedacego

trapezoidalng liczba rozmyta D, =Tr (CLC‘" 17,%-17,%*- ﬁ,%-ﬁ) z funkcja
przynaleznosci
(C v — Crin- ¥ Coni C,
— LLL - dla M. i<v<—-7,
C. V—Cpin* VU C C
C. _ cr
1 dla F-v<v<F-v,
M= e ¢ c
e — dla - v<v<-5Z-7
C** V—Cpax 'V C C
C Coni
LO dla 2 <, v <22
C C

Mamy:
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Wyprowadzenie 8

Wyprowadzimy teraz wzor (2.47). Dla czynnika dyskontujacego, bedacego trapezoidalng

: Comi ., ¢ _¢ _ . . . :
liczba rozmyta D, = Tr (% U5 U v,%-v), miara entropii obliczana jest

nastepujaco.

Zgodnie ze wzorem (2.53) licznik przyjmuje postac:

1 ¢ o 1 (C. Coni
min{n(v);l—n(v)}dv=z-<ﬁ-ﬂ——-ﬁ>+Z-<F-ﬁ—ﬁ- "“”)

UE§(D2)

Natomiast mianownik:

v < « < <
max{n(v); 1 —n(w)}dv = J dv — 4_Cv ) (C* — Cin + Cnax — C*)
veS(D) vES(D2)

Zatem ostatecznie:
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Dodatek B

Algorytmy programu Matlab

Portfel n-sktadnikowy, trapezoidalna PV

clear all
%deklaracja zmiennych
n = round(rand(1,1)/2*100)+1;
step=0.001;
NR=rand(n,1); %oczekiwana prosta stopa
zwrotu
diag = rand(n,1); % The diagonal values
uppermatrix = triu(rand(n),1); % Losowe
wartos$ci macierzy wariancji kowariancji
VAR
=bsxfun(@min,diag,diag.")+uppermatrix+upper
matrix.'; % Macierz wariancji kowariancji
fori=1:n
ri=rand(1,1)*100;
r2=rand(1,1)*100;
M(i,1)=min(rl,r2);
M(i,4)=max(rl,r2);
r3=(M(i,4)-M(i,1)).*rand(1,1)+M(i,1);
rd=(M(i,4)-M(i,1)).*rand(1,1)+M(i,1);
M(i,2)= min(r3,r4);
M(i,3)= max(r3,r4);
P(i,1)=(M(i,2)+M(i,3))/2; % cena rynkowa
end
%PVi wykres
figure
plot(M(:,:),[0,1,1,0]);
xlabel('Price")
ylabel('mi(x)")
ylim([0 1.1])
grid off
%PV dla instrumentow
for k=1:n
=0;
for i=M(k,1)+step:step:M(k,2)-step
=t
MI1(k,j)=(i-M(k,1))/(M(k,2)-M(k,1));
end
for i=M(k,2):step:M(k,3)
=+l
MI1(k,j)=1;
end
for i=M(k,3)+step:step:M(k,4)-step
=i+
MIL(k,j)=(i-M(k,4))/(M(k,3)-M(k,4));
end
end
% Stopy zwrotu dla instrumentow
for k=1:n
s=0; a=0; count=0;
for i=(((P(k,1)*(1+NR(k,1)))-
M(k,4))/M(k,4))+step:step:(((P(k,1)*(1+NR(k,1))
)-M(k,1))/M(k,1))-step
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s=s+1;
if i>=(((P(k,1)*(1+NR(k,1)))/M(k,4))-1) &&
i<=(((P(k,1)*(1+NR(k,1)))/M(k,3))-1)
a=((((L+NR(k,1))/(1+i))-
(M(k,4)/P(k,DN/((M(k,3)/P(k,1))-
(M(k,4)/P(k,1))));
elseif i<(((P(k,1)*(1+NR(k,1)))/M(k,2))-1) &&
i>(((P(k,1)*(1+NR(k,1)))/M(k,3))-1)
a=1;
elseif i<=(((P(k,1)*(1+NR(k,1)))/M(k,1))-1)
&& i>=(((P(k,1)*(1+NR(k,1)))/M(k,2))-1)
a=((((L+NR(k,1))/(1+i))-
(M(k,2)/P(k, DN/((M(k,2)/P(k,1))-
(M(k,1)/P(k,1))));
end
R1(k,s)=a;
X1(k,s)=i;
count=count+1,
end
Z1(1,k)=count;
end
k=randi(n); %zwrot z ktérego instrumentu
pokazac?
x=[X1(k,1):step:X1(k,Z1(1,k))];
y=[R1(k,1:Z1(1,k))];
figure
plot(x,y);
xlabel('Price")
ylabel('ri(x)")
ylim([0 1.1])
grid off
%Czynnik dyskontujgcy dla instrumentow
for k=1:n
s=0; a=0;
for
i=(M(k,1)/((1+NR(k,1))*P(k,1)))+step:step:(M(k,
D)/((1+NR(k,1))*P(k,1)))-step
S=s+1;
if i>=M(Kk,1)*(1/(1+NR(k,1)))/P(k,1) &&
i<=M(k,2)*(1/(1+NR(k,1)))/P(k,1)
a=(i-
((L/(L+NR(k, 1)) *(M(k,1)/P(k,1))))/((1/(1+NR(K,
1)))*(M(k,2)/P(k,1))-
(1/(1+NR(k,1)))*(M(k,1)/P(k,1)));
elseif i>M(k,2)*(1/(1+NR(k,1)))/P(k,1) &&
i<M(k,3)*(1/(1+NR(k,1)))/P(k,1)
a=1;
elseif i>=M(k,3)*(1/(1+NR(k,1)))/P(k,1) &&
i<=M(k,4)*(1/(1+NR(k,1)))/P(k,1)
a=(i-
((L/(L+NR(k, 1)) *(M(k,4)/P(k, 1))))/((1/(1+NR(k,
1)))*(M(k,3)/P(k,1))-
(1/(1+NR(k,1)))*(M(k,4)/P(k,1)));



end
D1(k,s)=a;
X2(k,s)=ga;
end
end
% PV portfela
nr=0; a=0; b=0; c=0; d=0; t=0;
for k=1:n
nr=nr+NR(k,1);
a=a+M(k,1);
b=b+M(k,2);
c=c+M(k,3);
d=d+M(k,4);
t=t+P(k,1);
end
for i=a:step:b-step
j=i+1;
MI(n+1,j)=i;
MI(n+2,j)=(i-a)/(b-a);
end
for i=b:step:c
=+,
MI(n+1,j)=i;
MI(n+2,))=1;
end
for i=c+step:step:d
=i+
MI(n+1,))=i;
MI(n+2,j)=(i-d)/(c-d);
end
% Zwrot dla portfela
s=0;
for i=(((t*(1+nr))-d)/d):step:(((t*(1+nr)-a))/a)
S=s+1,
i=0;
if i>=(t*(1+nr)/d)-1 && i<=(t*(1+nr)/c)-1
J=(((L+nn)/(L+i))-(d/1))/(1-(d/));
elseif i>(t*(1+nr)/c)-1 && i<(t*(1+nr)/b)-1
=1
elseif i>=(t*(1+nr)/b)-1 && i<=(t*(1+nr)/a)-1
I=(((+nn)/(1+i))-(a/t))/(1-(a/t));
end
R(1,s)=i;
R(2,9)=j;
end
% Czynnik dyskontujgcy dla portfela
s=0;
for i=1:length(R)
S=S+1;
j=0;
if 1/(1+R(1,i))>=a*(1/(1+nr))/t &&
1/(1+R(1,i))<=b*(1/(1+nn))/t
=(/(1+R(1,1))-
((L/(1+nn)*(@)N/((A/(A+nn)*(b/t)-
(1/(1+nn)*(a/t));
elseif 1/(1+R(1,i))>b*(1/(1+nr))/t &&
1/(1+R(1,i))<c*(1/(1+nr))/t
=L
elseif 1/(1+R(1,i))>=c*(1/(1+nn)/t &&
1/(1+R(1,i))<=d*(1/(1+nn))/t
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=(/(A+R(1,1)-

((L/(L+n)*(di)/((A/@A+nn))*(clt)-
(1/(1+nn)*(dh));

end

D(1,s)=1/(1+R(1,i));

D(2,s)=];
end
% wykresy
x=[a,b,c,d];
y=[0,1,1,0];
figure
plot(x,y);
legend('PV','Location’,'NorthEast')
xlabel('Price")
ylabel('mi(x)")
ylim([0 1.1])
grid off
figure
plot(R(1,:),R(2,:))
xlabel('r)
ylabel('ro(r)")
ylim([0 1.1])
grid off
figure
plot(D(1,:),D(2,:));
xlabel('v")
ylabel('delta(v)")
ylim([0 1.1])
grid off
% Wariancje i energie
d1=0; v1=0;
for k=1:n
D2(k,1)=((1/(1+NR(k,1)))/(2*P(k,1)))*(M(k,4)+M
(k,3)-M(k,2)-M(k,1));
D2(k,2)=1/(1+NR(k,1));
D2(k,3)=(M(k,3)+M(k,2))/2;
d1=d1+(D2(k,3)/D2(k,2));
vl=v1+((D2(k,3)/D2(k,2))*D2(k,1));

end

var=0;

for k=1:n
var=var+VAR(K k)

end

var = var"2;

end

d2=(d17(-1))*v1;
display(‘energie dla czynnika dyskontujgcego');
for k=1:n
D2(k,1)
end
d2
display(‘entropie dla czynnika dyskontujgcego
sg state i réwne 1/3");
display(‘wariancje stopy zwrotu");
for k=1:n
VAR(k,k)
end
var



Portfel n-sktadnikowy, dyskretne PV

clear all

%deklaracja zmiennych

n = round(rand(1,1)/2*100)+1;

step=0.001;

NR=rand(n,1); %oczekiwana prosta stopa
zwrotu

diag = rand(n,1);

uppermatrix =
triu(bsxfun(@min,diag,diag.").*rand(n),1); %
Losowe warto$ci macierzy wariancji
kowariancji

VAR = diag(n)+uppermatrix+uppermatrix.’; %
Macierz wariancji kowariancji

fori=1:n
ri=rand(1,1)*100;
r2=rand(1,1)*100;
M(i,1)=min(rl,r2);
M(i,4)=max(rl,r2);
r3=(M(i,4)-M(i,1)).*rand(1,1)+M(i,1);
rd=(M(i,4)-M(i,1)).*rand(1,1)+M(i,1);
M(i,2)= min(r3,r4);
M(i,3)= max(r3,r4);
P(i,1)=(M(i,2)+M(i,3))/2; % cena rynkowa
end

%PV dla instrumentéw
for k=1:n
j=0;
for i=M(k,1)+step:step:M(k,2)-step
=i+,
MIL(k,j)=(-M(k,1))/(M(k,2)-M(k,1));
X3(k.j)=i;
end
for i=M(k,2):step:M(k,3)
=+,
MIL(k,j)=1;
X3(k.j)=i;
end
for i=M(k,3)+step:step:M(k,4)-step
=i+,
MIL(k,j)=(i-M(k,4))/(M(k,3)-M(k,4));
X3(k,j)=i;
end
end

%PVi wykres

cmapl = hot(15);

cmap2 = winter(15) ;

combinedColorMap = [cmapl; cmap?2];
randomRows = randi(size(combinedColorMap,
1), [15, 1]);

randomColors =
combinedColorMap(randomRows, :);

figure
for k=1:n
for i=1:1000:length(X3(k,:))

line([X3(k,i) X3(k,)], [0

MI1(k,i)],' Color',randomColors(k,:));
end

end

xlabel('Price")

ylabel('mi(x)")

ylim([0 1.1])

grid off

% Stopy zwrotu dla instrumentow
for k=1:n
s=0;
a=0;
count=0;
for i=(((P(k,1)*(1+NR(k,1)))-
M(k,4))/M(k,4))+step:step:(((P(k,1)*(1+NR(k,1))
)-M(k,1))/M(k,1))-step
S=s+1;
if i>=(((P(k,1)*(1+NR(k,1)))/M(k,4))-1) &&
i<=(((P(k,1)*(1+NR(k,1)))/M(k,3))-1)
a=((((1+NR(k,1))/(1+i))-
(M(k,)/P(k,DN/((M(k,3)/P(k,1))-
(M(k,4)/P(k,1))));
elseif i<(((P(k,1)*(1+NR(k,1)))/M(k,2))-1) &&
i>(((P(k,1)*(1+NR(k,1)))/M(k,3))-1)
a=1;
elseif i<=(((P(k,1)*(1+NR(k,1)))/M(k,1))-1)
&& i>=(((P(k,1)*(1+NR(k,1)))/M(k,2))-1)
a=((((L+NR(k,1))/(1+i))-
(M(k,1)/P(k,D)N/((M(k,2)/P(k,1))-
(M(k,1)/P(k,1))));
end
R1(k,s)=a;
X1(k,s)=i;
count=count+1;
end
Z1(1,k)=count;
end

k=randi(n); %zwrot z ktérego instrumentu
pokazac?

figure

for i=1:10:length(X1(k,:))
line([X1(k,i) X1(k,i)], [0 R1(k,)]);
end

xlabel('Price")

ylabel('mi(x)")

ylim([0 1.1])

grid off

%Czynnik dyskontujgcy dla instrumentéw
for k=1:n
s=0;
a=0;
for
i=(M(K,1)/((1+NR(k,1))*P(k,1)))+step:step:(M(k,
DH/((L+NR(K,1))*P(k,1)))-step
S=s+1;



if i>=M(k,1)*(1/(1+NR(k,1)))/P(k,1) &&
i<=M(Kk,2)*(1/(1+NR(k,1)))/P(k,1)
a=(i-

(L(L+NR(K, 1)))*(M(k, 1)/P(k, L))/ (L/(1+NR (K,

1)))*(M(k,2)/P(k,1))-
(/(1+NR(k,1))*(M(k,1)/P(k,1)));
elseif i>M(k,2)*(1/(1+NR(k,1)))/P(k,1) &&
i<M(k,3)*(1/(1+NR(k,1)))/P(k,1)
a=1;
elseif i>=M(k,3)*(1/(L1+NR(k,1)))/P(k,1) &&
i<=M(k,4)*(1/(1+NR(k,1)))/P(k,1)
a=(i-

((M/(A+NR(k, 1))*(M(k,4)/P(k, L)/ ((L/(L+NR(K,

1)))*(M(k,3)/P(k,1))-
(/(1+NR(k,1))*(M(k,4)/P(k,1)));
end
D1(k,s)=a;
X2(k,s)=2a;
end
end

% PV portfela

nr=0; a=0; b=0; c=0; d=0; t=0;
for k=1:n

nr=nr+NR(k,1);

a=a+M(k,1);

b=b+M(k,2);

c=c+M(k,3);

d=d+M(k,4);

t=t+P(k,1);

end

for i=a:step:b-step
=i+,
MI(n+1,j)=i;
MI(n+2,j)=(i-a)/(b-a);
end
for i=b:step:c
=+
MI(n+1,))=i;
MI(n+2,j)=1;
end
for i=c+step:step:d
=i+,
MI(n+1,))=i;
MI(n+2,j)=(i-d)/(c-d);
end

% Zwrot dla portfela
s=0;
for i=(((t*(1+nr))-d)/d):step:(((t*(1+nr)-a))/a)
S=S+1,;
j=0;
if i>=(t*(1+nr)/d)-1 && i<=(t*(1+nr)/c)-1
i=(((@+nn)/(1+i))-(d/)/(1-(d/t));
elseif i>(t*(1+nr)/c)-1 && i<(t*(1+nr)/b)-1
=1
elseif i>=(t*(1+nr)/b)-1 && i<=(t*(1+nr)/a)-1
J'd=(((1+nr)/(1+i))-(a/t))/(l-(a/t)):
en
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R(1,s)=i;
R(2,5)=;
end

% Czynnik dyskontujgcy dla portfela

s=0;
for i=1:length(R)
s=s+1;
j=0;
if 1/(1+R(1,i))>=a*(1/(1+nn))/t &&
1/(1+R(1,i))<=b*(1/(1+nn)/t
=(1/(A+R(1,)-
((L/(1+nn)*@O)N/((A/(2+nn)*(b/t)-
(1/(1+nn)*(a/t));
elseif 1/(1+R(1,i))>b*(1/(1+nr))/t &&
1/(1+R(1,i))<c*(1/(1+nn)/t
=1
elseif 1/(1+R(1,i))>=c*(1/(1+nr))/t &&
1/(A+R(1,i))<=d*(1/(1+nr))/t
=(A/(1+R(1,0)-
((L/(L+nr))*(d/i))/((2/(Q+nr))*(clt)-
(2/(@+nn)*(dh));
end
D(1,5)=1/(1+R(1,i));
D(2.5)=};
end

% wykresy

figure

for i=1:10:length(MI(n+1,:))
line([MI(n+1,i) MI(n+1,i)], [0 MI(n+2,)]);
end

xlabel('Price")

ylabel('mi(x)")

ylim([0 1.1])

grid off

figure

for i=1:10:length(R(1,:))
line([R(1,i) R(1,)], [0 R(2,)]);
end

xlabel('Price")

ylabel('mi(x)")

ylim([0 1.1])

grid off

figure

for i=1:10:length(D(1,:))
line([D(1,i) D(1,i)], [0 D(2,)]);
end

xlabel('Price")
ylabel('delta(v)")

ylim([0 1.1])

grid off

% Wariancje i energie
d1=0; v1=0;
for k=1:n



D2(k, 1)=((L/(1-+NR(k, 1)))/(2*P(k, 1)))*(M(k,4)+M
(k,3)-M(k,2)-M(k,1));

D2(k,2)=1/(1+NR(K,1));
D2(k,3)=(M(k,3)+M(k,2))/2;
d1=d1+(D2(k,3)/D2(k,2)):
v1=v1+((D2(k,3)/D2(k,2))*D2(k,1)):

end

var=0;

for k=1:n
var=var+VAR(K,k)

end

var = var’2;

end

d2=(d1(-1))*v1,
display(‘energie dla czynnika dyskontujgcego');
for k=1:n
D2(k,1)
end
d2
display(‘entropie dla czynnika dyskontujgcego
sg state i réwne 1/3";
display(‘wariancje stopy zwrotu');
for k=1:n
VAR(K,K)
end
var
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