Wydziat Informatyki i Gospodarki Elektronicznej

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu

Praca doktorska

Kierunki rozszerzenia mazliwosci eksplanacyjnych

neoklasycznego modelu wzrostu gospodarczego

Piotr Pietraszewski

Promotor:
dr hab. Roman Kiedrowski

Katedra Ekonomii Matematycznej

Poznaa 2009



Spis tresci

Rozdziat pierwszy

Podstawowy neoklasyczny model wzrostu gospodarczega tle podegcia

KEYNESOWSKIEOO ...ttt et e e 21
1.1. Keynesowskie podeje do modelowania wzrostu gospodarczego .... ......22
1.1.1. Model rbwnomiernego wzrostu Harroda—Damar...................... 22
1.1.2. Niestabiln& wzrostu w modelach keynesowskich.................... 28
1.1.3. Model Harroda — Domara z pge#m techniczno — organizacyjnym ....... 35
1.1.4. Uwagi o modelu Kaldora ............cooiiiiiiiii i 37
1.2. Podstawowy neoklasyczny model wzrostu gospadgo Solowa ............... 39
1.3. Poréwnanie podgjia neoklasycznego z podeiem keynesowskim ............. 49

Rozdziat drugi

Zdolnosci eksplanacyjne modelu neoklasycznego .........cceevviviiiininnnan.. 55

2.1. Model Solowa a ,stylizowane fakty” wzrostu godarczego ..................... 55
2.2. Model Solowa a badania pOrOWNAWCZE . ......cumuureeieieieieiiaiaieenennnn 57
2.3. Problem konwergencji goSpodarCze]. . ......ovuuuiniiiiiiii it 61
2.4. DeKOMPOZYCja SOIOWA . .....ouiritit ittt s e e 72

Rozdziat trzeci
Wptyw panstwa na wzrost gospodarczy w neoklasycznych modeltawzrostu ... 74

3.1. ,Zlota reguta akumulacji” Phelpsa ..o 74
3.2. Problem oKkresu WYrzeaze. ... ..ot 78
3.3. Maksymalizacja dobrobytu spotecznego gciuj dynamicznym - problem

SPOIECZNEPO PIANISTLY . ..ttt e i e 83
3.4. Maksymalizacja dobrobytu spotecznego w warahldynamicznej

rOwWNowagi KONKUIENCYJNEJ ..o v ettt ettt e e e aeens 94



3.5. Mazliwosci oddziatywania pastwa na wzrost w warunkach dynamicznej

rownowagi KONKUIEeNCYJNEJ .. ...ttt s e e e eens 101

Rozdziat czwarty

Wzrost rownomierny a pracoefektywndgciowa tendencja posgpu technicznego

w neoklasycznym modelu wzrostu gospodarczego .. ..cu...veieiiniiiinenanann.. 113

4.1. Klasyfikacja tendencji pagiu technicznego ... 113
4.2. Pracoefektywrigiowa tendencja pagtu technicznego jako konieczny warunek
174 (0 1S3 LU {0111/ T 1= U= o 121

4.3. Koncepcja indukowanego pgsti technicznego — krzywa mawvosci

INNOWACY NYCN ..o e e et 126
4.4. Endogeniczne ¢gie tendencji pogpu technicznego

w neoklasycznym modelu wzrostu gospodarczego ..uwew.evveieienenan.....129
Rozdziat piaty
Kapitat ludzki jako czynnik wzrostu gospodarczego...........ccovviiiiiininnnnn. 139
5.1. Rozwdj koncepcji kapitatu ludzkiego .......coceovoii i 140
5.2. Akumulacja kapitatu ludzkiego na poziomie ro#konomicznym .............. 148

5.3. Akumulacja kapitatu ludzkiego w skali makroekmicznej w modelu

WZrostu endogeniCZnNego LUCASA . .......vuiu e e e e e aneeees 164
5.4. Walory eksplanacyjne modelu Lucasa .........coooviiiiiiiiiiiinninnnn. 177
5.5. Krytyka modelu LUCASa .. .....ove e 181

Rozdziat szGsty

Rozszerzenie modelu neoklasycznego o akumuledjapitatu ludzkiego.......... 185
6.1. Prezentacjamodelu ....... ... 185
6.2. Stabilné¢ sciezki wzrostu rOwnomiernego.........covvvriiiiiiieaeaennnannn. 195

6.3. Rozszerzony model neoklasyczny a fakty empirgc
dotyczice Wzrostu gOSPOdarCZEgO0 ... ovuve e e et e caae e it 200

6.4. Problem ,reszty Solowa”. W kierunku wzrostulegenicznego................. 210



Rozdziat siodmy

Mozliwosci oddziatywania paistwa na wzrost gospodarczy w modelu

Z Kapitatem IUdzKim . ... .o e 214
7.1. Wraliwos¢ stanu stacjonarnego na zmiany waeténstrumentéw polityki

fISKAINE] . 214
7.2. ,Ztota reguta akumulacji” kapitatu rzeczoweadadzkiego ..................... 217
7.3. Optymalne stopy inwestycji publicznych w wakach braku reakcji

podmiotow prywatnych na zmiany w polityce fiskglne....................... 219
7.4. Dynamiczna maksymalizacja spotecznego dobuobgtoblem spotecznego

PlANIS Y . . . e 228
7.5. Optymalne inwestycje w kapitat rzeczowy i lkida polityka fiskalna

w warunkach dynamicznej rownowagi konkurencyjnej....................... 242
ZaKOMNCZENIE. . .\ttt e e 258
Bibliografia ... .o e 263
SPIS rysUNKOW i tabel .. ..o 269



Wstep

Praca ta pawigcona jest teorii wzrostu gospodarczego. Ma ona lesciacharakter
teoretyczny, a przytaczane w niej wyniki badsmpirycznych stig jedynie weryfikacji
zatazen badz konkluzji wynikapcych z przedstawianej teorii.

W pracy zajmujemy 8i wytacznie klasycznie rozumianteoria wzrostu, w
odr&nieniu od teorii rozwoju gospodarczego. Wyiemy zatem, jak rozumiemy
pojecia wzrostu i rozwoju oraz w jaki sposéb dzielingptie na wspomniane g
dwie grupy.

Pod pogciem wzrostu gospodarczego rozumie BBjczsciej przyrost produktu
krajowego brutto w cenach statych. Wzrost gospadantazsamiany jest wic ze
wzrostem zmiennej ikwiowej, ledacej syntetycznym miernikiem rezultatéw
dziatalngci podmiotow gospodarczych w oklenym kraju w danym horyzoncie
czasowym. Teoria wzrostu stawia sobie za cel éimgaiezrodet i mechanizméw tego
zjawiska. Tak okrdona, teoria wzrostu wpisujeesiv gtdwny nurt rozwoju analizy
ekonomicznej, ograniczggej] st w zasadzie do zjawisk bezZpednio
kwantyfikowalnych i przy tym dagych s¢ uja¢ w abstrakcyjne, mdiwie irrelewantne
historycznie prawa.

W przeciwigstwie do niej, teoria rozwoju gospodarczego masma charakter
historyczny, w tym sensiege prawa, ktore staragsiormutowa, dotycz nie tego, co w
dziatalngci gospodarczej spotearstw jest uniwersalne, lecz tego, co stanowi o jej
ewolucji w czasie historycznym i co warunkuje pnaszanie kolejnych stadiow jej
organizacji. Takie przynajmniej zadania sobie stawli chce by teorn rozwoju
wlasnie, a nie tylko zwyklym opisem historycznymPod pogciem rozwoju
gospodarczego rozumiegsizatem zespoOt zmian strukturalnych i jagiowych w
gospodarce, a nie tylko sam fizyczny przyrost regdlv gospodarowania, stanaey
zasadniczy przedmiot zainteres@waorii wzrostu. Stosunek gudzy oboma pejciami
nie jest bynajmniej oczywisty. Trudno na przyktadtalic jednoznacznie kierunek

! Do tak zdefiniowanego typu teorii zaligzynazna teoré rozwoju K. Marksa, wyjéniajaca ewolucg
ustrojow gospodarczych od ustroju niewolniczegozpaszy, na komunizmie Za do ktérego zdaniem
Marksa zmierzaj wszystkie gospodarki kapitalistyczne - skpywszy. Musimy jednak zaznaczye w
naszym rozumieniu teoria rozwoju gospodarczegoogignicza & do systeméw tak rozlegtych jak
system marksowski, lecz obejmuje réwni@ncepcje wyjéniajace zmiany strukturalne zachegde w
samym tylko ustroju kapitalistycznym, jak teoriewmju gospodarczego J. Schumpetera, T. Veblena czy
koncepcja stadidw wzrostu gospodarczego W. W. Rasto



relacji przyczynowo - skutkowejad¢zacej oba procesy. Pozostawi@jte kwestk
otwarty, a jednoczénie chgc uzasadri perspektyw badawcz przyjeta w pracy,
mozemy zaryzykowa stwierdzenie,ze dopoki pozostajemy w rozwaniu tych
problemow na plaszczgie stricte ekonomicznej, powirsmy traktowa& wzrost
gospodarczy jako zjawisko pierwotne wgdgm rozwoju, w tym sensiee to zmiany
strukturalne i jakéciowe s postrzegane jako pochodna wzrostu gospodarczeg® a
odwrotni€. Z tych uwag nie naly oczywicie wycihgat wniosku,ze sam rozwdj teorii
wzrostu bytby maliwy w oderwaniu od wszelkiej analizy instytucjone), czy te
niezalenie od aktualnego stanu rozwoju spotéste i wszelkich przemian
strukturalnych zachodezych w realnie istnigcych gospodarkach. Jest to bowiem
problem innej natury od tego, ktéry postasvilly.

W kontelécie dyskutowanego rozidienia pomgdzy teory wzrostu i teor
rozwoju istotna jest rowniekwestia modelowania matematycznego.

Jeden z czotowych przedstawicieli tzw. nowej tewarostu, P. Romer, sprowadza
istote utrzymupcego s¢ roztamu ponygdzy obydwoma obszarami badawczymi do
kwestii narzdziowych: ,Ekonomici zajmupcy sk wzrostem gfywali jezyka
sformalizowanego, natomiast ekongenizajmuycy Sk rozwojem - gzyka opisowego.
(...) Tak wec przyczyn tej dychotomii byty nie tyle gdice w warstwie merytorycznej,
stanowi;cej przedmiot ich bada ile w zakresie wykorzystywanego instrumentatium
Chat w swietle przedstawionych wcgeiej dystynkcji pogciowych trudno jest zgodgi
sie w petlni z opina wyrazona przez Romera, pozostaje faktene matematyczne
modele wzrostu byty dla teorii wzrostu gospodarczegy catym jej historycznym
rozwoju, nargdziem typowym. Podstawawcechy tych modeli jest uwzgbnienie
wzajemnych powizan pomidzy zmiennymi ekonomicznymi. Poaziania te, od strony
czysto formalnej maj charakter zalaosci funkcyjnych, ekonomista Zanadaje tym
zaleznosciom charakter zwizkow przyczynowo - skutkowych, takie mog one
wyjasnia¢ procesy gospodarczeAytor modelu ma na pogiku - jako ekonomista -
pewien obraz powkai miedzy wielkdciami ekonomicznymi, ktorych wzrostem si
interesuje. Przypisawszy tym wiglgimm okr&lone symbole, staragbpisa® 0w obraz

W jezyku matematycznym, przyjaaijodpowiednie zatenia modelowe. Naginie -

2 Na takim stricte ekonomicznym poziomie analizytawsata pozosta teoria K. Marksa, czy bardziej
wspoiczénie, J. Schumpetera, w przeciwstwie do koncepcji M. Webera czy T. Veblena, ktérym
metodologicznie btiej do socjologii.

% B. Snowdon, H. R. Van&ozmowy z wybitnymi ekonomistaBom Wydawniczy Bellona, Warszawa
2003, s. 400.



wysepujgc w roli matematyka - wyprowadza z zapkonsekwencje, po czym powraca
znéw do roli ekonomisty, komentcjte konsekwencje, z ktérych wynikaynioski
interesujice badacza gospodarki lub kiegapgo ni; polityka”* Podkrélenie tego
rozr&nienia jest istotne, gdy zdaniem autora, prawdziwy rozwoj teorii wzrogak
kazdej innej gatzi ekonomii, wymaga nie tylko wykorzystywania wicinowych i
coraz bardzie] zaawansowanych rdzz matematycznych, ale przede wszystkim pracy
myslowej nad zateeniami tworzonych konstrukcji teoretycznych, przgparciu ze
strony bada empirycznych. Std tez duzy nacisk potaony jest w pracy na gruntowne
wyjasnienie ekonomicznej téei i krytyczm ocerg zalazen analizowanych modeli i
wyprowadzanych z nich wnioskow.

Po tych wsipnych wyj@nieniach maemy okréli¢ blizej przedmiot teorii wzrostu
gospodarczego.

Mowiac o teorii wzrostu gospodarczego mamy z reguly nglimzw. wzrost
diugookresowy, ktéry maemy utasamig& z trendem wzrostu produktu krajowego,
ujawniapcym sk w danych statystycznych, zestawionych dla wystgicp diugiego
horyzontu czasu. Cliosamo pajcie trendu ma charakter statystyczny, pgoyjsic
nadawag mu w makroekonomii okéong interpretagj teoretycza. Ow diugookresowy
trend wzrostu produktu uteamia s mianowicie z przyrostem tzw. mocy
produkcyjnych gospodarkiwynikajacym ze wzrostu dospnych zasobéw czynnikéw
produkcji i post¢pu techniczno - organizacyjnego, wptya@go na produktywr$o
tych zasobdéw. Wzrost gospodarczyama® wiec naley z tzw. podaowa strory
gospodarki. Odchylenia rzeczywistych rozmiaréw pitagii od linii trendu interpretuje
si¢ z kolei jako krotkookresowe wahania aktywoaiogospodarczej, oznaczaag r&ny
stopieh wykorzystania potencjatu produkcyjnego. Odchylerigpowodowanearzez
koniunkturalne wahania popytu globalnego (tzw. gopy strona gospodarki). Nie

wdajac sk w dyskusg adekwatnéci takiego ugcia z perspektywy thych nurtow

4 7. Czerwnski, Moje zmagania z ekonomi Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej w Poznaniu,
Pozna 2002, s. 141.

® Znamiennym przykladem pegiu teoretycznego, uzyskanego qizijednoczesnemu zastosowaniu
nowych narzdzi matematycznych (rachunku zrédczkowego) i rewolucyjnej zmianie w samych
fundamentach analizy ekonomicznej (ap&tnie subiektywa teorih wartaici jej wersji obiektywnej) jest
w historii myéli ekonomicznej tzw. przewrét subiektywno - mardisigczny z drugiej potowy XIX
stulecia. Innym przykladem jest ,rewolucja racjonah oczekiwa” w makroekonomii w drugiej
potowie ubiegtego wieku.

® Nazywanym teé w wielu podecznikach do makroekonomii przyrostem tzw. produstiencjalnego,
czyli produktu maliwego do osigniecia w danym okresie przy petnym i whiovie efektywnym
wykorzystaniu dogpnych w gospodarce zasobéw.



teoretycznych, jakie pojawity siw makroekonomii od czasu wydania przez Keynesa
jego ,,0gdlnej teorii zatrudnienia, procentu i pigda”, pragniemy zaznaczyze z
punktu widzenia teorii wzrostu gospodarczego wspgane krotkookresowe zmiany
koniunktury gospodarczej uznajemy za nieistotneyjprujac tym samym zatgenie,ze
diugookresowy wzrost gospodarczy jest zdetermingwprzede wszystkim przez
czynniki podaowe. Oczywicie, analizujc proces wzrostu gospodarczego, nieemoy
pomija struktury zagregowanego popytu, gda ma wplyw na rozmiary spotecznej
akumulacji kapitatu, niemniej jednak weawe zagadnienia teorii koniunktury
pozostawiamy na boku, rozwagac gospodark funkcjonupca na poziomie petnego
wykorzystania mocy produkcyjnych. Implikuje to #akokrelony sposéb podggia do
polityki gospodarczej pestwa, ktdg rozwazamy jedynie pod &em jej oddziatywania
na strog podaowa, pomijapc jej funkcje stabilizacyjne Logicznym dopetnieniem
zarysowanej perspektywy badawcze] wydajeveieszcie pomiricie sfery pienjznej
gospodarki i skoncentrowanie:siytacznie na sferze realdej

Tak rozumiana teoria wzrostu gospodarczego bytaezr gtéwny nurt
makroekonomii d& dlugo zaniedbywana. Przyczyn tego stanu rzeczyezyal
upatrywa& w samych pocgkach rozwoju makroekonomii jako samodzielnej
dyscypliny teoretycznej, kojarzonych najéziej z dzielem J. M. Keynesa, ktore
ukierunkowato wysitek badawczy zaréwno zwolennikgak i przeciwnikdw jego
poghdow, na problemy zwrane z krotkookresaw niestabilndcia systemu
gospodarczego. Miatlo to z kolei oczywisty zmek z rzeczywistymi problemami
zachodnich gospodarek kapitalistycznych (Wielki 2rg), na ktére teoria Keynesa byta
odpowiedza. Niejednoznaczrig keynesowskich koncepcji oraz kontrowersyjny
charakter jego przekonania o koniecamoaktywnej roli pastwa w utrzymywaniu
stabilngci gospodarki rynkowej zapogikowaty niekaczace s¢ spory na temat: ,co
Keynes naprawgd chciat powiedzié’, proby zintegrowania tej teorii z ekonami
neoklasycza (synteza neoklasyczna), a wnko wysitki zmierzajce do jej obalenia w
swietle nowych bada empirycznych (monetaryzm) i problemoéw z inflagnowa
ekonomia klasyczna). Dodatkowym czynnikiem nie g@jacym zainteresowaniu

ekonomistéw teosi wzrostu mogly by, paradoksalnie, wysokie wskaki wzrostu

" Nalezy wyraznie podkréli¢, ze nakrélony obraz gospodarki stanowi jedynie pewperspektyw
metodologiczn, odpowiedni dla rozwaania okrélonej grupy probleméw stanoydych przedmiot teorii
wzrostu gospodarczego. Perspektywa ta stanowi sewedejcia, ktére przyjmujemy, rozwajac
problemy zwizane z krotkookresawniestabilndcia systemu gospodarczego, kiedy to zaktadamy stat
wielkos¢ dostpnych zasobow kapitatu oraz okieny stan wiedzy technologiczne;.



gospodarczego agjane przez wksza¢ krajow swiata zachodniego w okresie
powojennym. Teza taka opieragsna przekonaniu ogolniejszej naturye rozwoj
wiedzy, w tym szczegoOlnie nauk spotecznych, pozestaod silnym wpltywem
aktualnych problemoéw w realnyndwicie, oddziatupjcych w charakterze bada
wyzwalapcego wysitek do ich intelektualnego opanowaniasWiétle tego przekonania
nieprzypadkowa wydaje gizbieznos¢ w czasie ostabienia ogolfwiatowego tempa
wzrostu gospodarczego w ostatrigjierci XX wieku i renesansu baflanad wzrostem
pod koniec tegostulecia.

W kontekcie naszkicowanej historii rozwoju makroekonomiispregé nalery
pierwsze matematyczne modele wzrostu gospodarczagorzone jeszcze w pierwszej
potowie XX wieku przez R. Harroda i E. Domara, vorich ,konsekwentnie studiuje
sie dlugookresowe problemy przyygiu standardowych krétkookresowych nraiz
(...) w kategoriach mnmika, akceleratora, wspdtczynnika kapitatowedd. aut.).
Odpowiedna perspektyw badawcz dla zagadni@ zwiazanych z diugookresowym
wzrostem gospodarczym stworzyt dopiero Robert Solowtynnym artykule z 1956
roku. Model przedstawiony w tym artykule oraz jegmwiniccia stanowd trzon
dominujcej w literaturze przedmiotu po daidzisiejszy neoklasycznej teorii wzrodtu

W swoim komentarzu do najnowszychagsiicc makroekonomicznej teorii wzrostu
gospodarczego R. Solow wyrida trzy fazy w dwudziestowiecznej historii rozwadgj
teorii: pierwsa, zapocztkowary pionierskimi pracami Harroda i Domara, djug
Zwigzarg z rozwojem neoklasycznej teorii wzrostu i zaingpiary, dodajmy, przez
dwa stynne artykuty samego Solowa, i wreszcie ostatrzech, stanowica reakcg na
,pominiccia i niedostatki” modelu neoklasyczné§oPrezentowana praca wpisuje si
koncepcyjnie w nurt trzeci, najnowszy, ¢ho swojej tréci odwotuje s¢ do rezultatow
wypracowanych réwniew ramach dwoch poprzednich nurtow.

Ogdélnym celem pracy jest, zgodnie z tytutem, rozemie maliwych kierunkéw
rozszerzenia walorow eksplanacyjnych neoklasyczmegdelu wzrostu gospodarczego
Solowa. Przez walory eksplanacyjne modelu rozumigygg zdolné¢ do wyjaniania

zjawisk zachodeych w realnym swiecie, w tym przypadku zwranych z

8 R. M. Solow,A Contribution To The Theory of Economic Grow@uarterly Journal of Economics,
February 1956, s. 66.

° Model ten w literaturze nazywany jest rownimodelem Solowa-Swana. Zob. T. W. SwBapnomic
Growth and Capital Accumulatiofeconomic Record, vol. 32, November 1956, s. 38%4-3

9 por. R. M. SolowPerspectives on Growth Theprjournal of Economic Perspectives, vol. 8, no. 1,
Winter 1994, s. 45.



diugofalowym wzrostem gospodarczym. Rozszerzenielimosci eksplanacyjnych
oznacza, po pierwsze, poszerzenie zakresu zagadmeostajcych w zasigu

analitycznym modelu, a po drugie, zWszenie spojrkei wnioskow wynikagcych z

modelu z faktami (ustaleniami) empirycznymi dotyoymi dtugofalowego wzrostu
gospodarczego.

W ogélnym zarysie zadanie to jest realizowane sicpajacy sposob. Wychodzimy
od analizy waloréw eksplanacyjnych modelu Solowawskazujemy na jego
ograniczenia w tym zakresie. Rozpatrujemy ¢@se maliwe rozszerzenia czy
modyfikacje struktury tego modelu, pozwalsg na przezwyerenie wskazanych
ograniczé. Korzystamy przy tym z koncepcji wypracowanych amach podégia
neoklasycznego, w obszarach bezpdnio lub pérednio zwhzanych z tematyk
diugofalowego wzrostu gospodarczego, ktére w wiglunktach rozwijamy i
uogolniamy.

W ten sposéb praca jako c&tostanowi pewien rodzaj syntezy, rozwiceg]
osiagniecia standardowego neoklasycznego pédajw teorii wzrostu gospodarczego,
przeprowadzonej podatem waloréw eksplanacyjnych tej teorii. Przez staddwe
podefcie neoklasyczne rozumiemy tu poadg, w ktérym utrzymane jest zakenie o
doskonatej konkurencji, znajdige swoj egzemplifikacg w statych korzyciach skali
agregatowej funkcji produkcji. Synteza ta powstag bazie podstawowej w tym
podefciu struktury teoretycznej, uteamianej z modelem Solowa, poprzez uchylanie
niektérych upraszczagych zalagen i wprowadzanie do modelu nowych elementdow.

Rezultaty prezentowane w pracy mieszcsic w oObrbie pkciu, czsto
przenikajcych sg, obszarOw tematycznych, w jakich rozwijana jesbki@syczna
teoria wzrostu:

1) migdzyokresowa maksymalizacja dobrobytu spotecznegudo@eniczne urie
stopy oszcgdnasci/inwestyciji w gospodarce),

2) dynamiczna rownowaga ogoélna w gospodarce konkujeegy

3) endogenizacja pracoefektywdoiowej tendencji pogpu technicznego,

4) oddziatywanie pastwa na wzrost gospodarczy poprzez podtikkalna,

5) akumulacja kapitatu ludzkiego w procesie wzrostspgmarczego.
W ramach przeprowadzonej syntezy neoklasyczneiji tearostu gospodarczego,

gldbwnym przyczynkiem autora do rozwoju tej teomisi teoretyczne uogolnienie i
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rozwiniccie idei zaczerpmtej z pracy N. G. Mankiwa, D. Romera i N. Wétja

polegajcej na rozszerzeniu neoklasycznego modelu wzrostspaglarczego o

akumulacg kapitatu ludzkiego. W przeciwistwie do wymienionych autoréw, ktorzy

dla celéw analizy empirycznej posili sie funkcja produkcji Cobba - Douglasa, w

sformutowanym w pracy modelu zatmo ogdla postd neoklasycznej funkcji

produkcji. Analiza zagadniezwiazanych z diugofalowym wzrostem gospodarczym
przeprowadzona na podstawie tego modelu i jegozgeisrozszerae umieszczona
zostata w dwoch kontekstach:

- po pierwsze, w odniesieniu do wskazanych ogemic eksplanacyjnych
podstawowego modelu neoklasycznego, uadighjacego wyhcznie akumulag
kapitatu rzeczowego,

- po drugie, w kontelcie podgtej w pracy dyskusji nad znaczeniem procesu
akumulacji kapitatu ludzkiego we wzme gospodarczym (gfiej w pytaniu:growth
effect czy level effec?), zapocatkowanej analiz i krytyka sposobu ujcia tego
procesu w modelu wzrostu endogenicznego R. Lucasa.

Praca ma w cagi charakter teoretyczny. Zasadniczas¢zozwaan prowadzona
jest z uwyciem technik matematycznego modelowania zjawiskspgdarczych.
Stosowane nagdlzia matematyczne obejmujrachunek réniczkowy i catkowy,
rownania raniczkowe, optymalizagj nieliniowa, sterowanie optymalne. Wyniki
analizy teoretycznej porownywang g ustaleniami empirycznymi zaczerghymi z
literatury.

Plan realizacji ogbélnego celu badawczego znajdujewierciedlenie w samej
strukturze pracy, dlatego #gego przedstawienie i charakterystykzczegotowych
zada polaczymy z oméwieniem zawa®la merytorycznej poszczegoélnych rozdziatow.

Praca sktada sz siedmiu rozdziatow.

W rozdziale pierwszym porownywane dwa nurty w makroekonomicznej teorii
wzrostu gospodarczego: nurt keynesowski (reprementy w pracy przez modele
Harroda - Domara i N. Kaldora) i nurt neoklasycZngprezentowany przez model
Solowa). Celem tego zestawienia jest przede wsysttozpoznanie tych cech
podefcia neoklasycznego, ktére stangwijego skuteczrigi w ujmowaniu problemow
zwigzanych z dlugofalowym wzrostem gospodarczym i ktérgyczyly kierunek

dalszego rozwoju teorii wzrostu.

'N. G. Mankiw, D. Romer, N. WeilA Contribution To The Empirics Of Economic Gropw@uarterly
Journal of Economics, May 1992, p. 407 - 437
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W analizie modelu Harroda - Domara szczegolnyskakiadziemy na rozpoznanie
zrodet niestabilnéci wzrostu gospodarczego, stangedj immanents cecle podejcia
keynesowskiego. W tym kont@e podajemy argumenty poddeg¢ w watpliwosé
spotykane w literaturze twierdzenie o rzekomym asgjcznieniu” keynesowskiego
podegcia w modelu wzrostu gospodarczego Kaldora. W tyamysn kontekcie
stawiamy teg, ze sposob przedstawienia przez Solowa w artykul®56 Ir. modelu
Harroda - Domara w kategoriach funkcji produkcji ddapansa - Leontiefa, przy
zatazeniu tzsamdci oszczdnasci | inwestycji w gospodarce, ignoruje istqiodegcia
keynesowskiego. W ggiu Solowa niestabilnig wzrostu w modelach keynesowskich
wynika wylacznie z braku mechanizmu zapewag@go ustalanie siw gospodarce
wiasciwe] proporcji dosipnych zasobéw kapitatu i pracy, co powoduje powatae/
waskich gardet produkcji po jednego czynnika i nieansdlystanie cgici zasobow
drugiego. Ugcie takie ignoruje wigiwy problem ,ostrza nea”, wynikajacy z braku
mechanizmu gwarantagego odpowiednie tempo wzrostu inwestycji, zapejaoea
ciagta rownowag pomkdzy planowanymi inwestycjami i oszgincsciami na
poziomie petnego wykorzystania mocy produkcyjnychgespodarce. Proponujemy
pewien sposob formalizacji tego rodzaju niestaidnowzrostu w podéfiu
keynesowskim, prezentig uogolnienie modelu Harroda - Domara na przypadel,
gospodarka znajduje ¢sipoza $ciezka rOwnomiernego wzrostu. Istotzagadnienia
,0strza naa” wyjasniamy take na przyktadzie skutkbw wzrostu stopy OSETEXCI,
uruchamiajcego klasyczny keynesowski mechanizm depresyjnygehyczna wersja
stynnego ,paradoksu oszgincsci”’). Poréwnujemy te skutki z zachowanieme si
gospodarki opisywanej przez neoklasyczny model stmrogospodarczego. My
przewodna analizy przeprowadzonej w rozdziale pierwszym jesta, ze r&nica
pomiedzy podejciem keynesowskim a neoklasycznym w teorii wzr@gispodarczego
jest bardziej zasadniczazmynika to z artykutu Solowa.

W rozdziale drugim konfrontujemy model Solowa zaleniami empirycznymi
dotycacymi dtugofalowego wzrostu gospodarczego. W ramaig) analizy
pokazujemy, ze zachowanie @i teoretycznej gospodarki nd&ciezce wzrostu
rownomiernego odpowiada dlugookresowym tendencjommpigycznym  (tzw.
»Stylizowanym faktom” wzrostu gospodarczego) podanyrzez Kaldora. Wskazujemy
natomiast na ograniczenia modelu w wigjaniu obserwowanych #aic w poziomach
zamanosci (PKB per capitg pomkdzy krajami. Rozpatrujemy zadeosci logiczne

pomigdzy r&nymi typami hipotezy konwergencji gospodarczej, astpnie
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przedstawiamy wynikage z modelu mechanizmy konwergencji wspigrajzasadnd
poszczegolnych hipotez. Zestawiamy wnioski teomtgcz ustaleniami empirycznymi
w tym zakresie. Dyskusja implikacji modelu Solowdnanie zjawiska konwergenciji
naprowadza na jeden z gtownych tropdéw §eig poza wskazane ograniczenia
eksplanacyjne modelu. Trop ten, zmany z akumulagj kapitatu ludzkiego,
podejmujemy i rozwijamy w rozdziatachapym, szostym i sibdmym pracy.

W rozdziale trzecim, na bazie modelu Solowa i jed@alszych rozszerae
przeprowadzamy anatizmozliwosci oddziatywania pé@stwa na wzrost gospodarczy
poprzez polityk fiskalm. W modelu uwzgidniamy explicite sektor budetowy.
Wychodzac od stwierdzenia braku mlovosci oddziatywania pastwa na
diugookresow stop wzrostu gospodarczeggrpwth effecti potencjalnej zdoln&ei do
przegciowego stymulowania tempa wzrostu - w okresachejfrim gospodarki
pomigdzy r&znymi sciezkami wzrostu rownomiernegadefel effect - stawiamy pytanie
0 optymaln, z punktu widzenia dobrobytu spotecznego, poditfiekalna paistwa. W
tym kontelcie wykorzystujemy tzw. ,ztet reguk akumulacji” E. Phelpsa, wskazuj
jednoczénie na ograniczenia analityczne tej koncepcji. Lamy medzy innymi
uwag na ignorowany przezgtreguk problem okresu wyrzecége zwigzanego ze
zwickszaniem stopy oszedndsci/inwestycji w gospodarce (pokazujemy sposéb
policzenia diugéci tego okresu dla danej zmiany stopy osdozici), a take na
zatazom na arbitralnym poziomie stemyskonta konsumpcji, w przypadku, gdy regut
Phelpsa stosuje ¢sido modelu uwzgldniajpcego autonomiczny pagt techniczny.
Przezwycgzenie tych ogranicze wymaga gibszego ujcia zagadnienia dobrobytu,
poprzez odniesienie¢sdo preferencji spotecznych co do rozktadu konsymypczasie.
Realizacja tego postulatu znajduje formalny wyraz zmdaniu dynamicznej
optymalizacji, w ktorym maksymalizowana jestcdruyokresowa funkcja dobrobytu
spotecznego. Zagadnienie to, wywaeck s¢ z prac F. Ramsey'a, D. Cassa i T.
Koopmansa, oké&ane jest w literaturze jako ,problem spotecznedangsty”. W
przygotowaniu do uogolnienia na przypadek modekagtatem ludzkim (w rozdziale
siodmym pracy), prezentujemy autorski, przeprowaglas czysto analityczny sposab,
dowdd twierdzenia o stabiléci dtugookresowej réwnowagi dynamicznej modélu

Wyprowadzenie optymalnej stopy inwestycji §@ezce wzrostu rownomiernego z

wyrazonych explicite preferencji spotecznych pozwala usialprzy jakim charakterze

12\ literaturze dowdd ten przeprowadzany jest geaiie z uyciem portretu fazowego.
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tych preferencji, w gospodarce stastigj z dowolnego punktu i zmieraap] w
kierunku s$ciezki wzrostu réwnomiernego zwianej ze ,ztad reguh akumulacj”,
maksymalizowany jest dobrobyt spoteczny. Poflkjgc wylacznie normatywny (w
realiach gospodarki rynkowej) status tej analizyeryfikujemy wnioski odnénie
optymalnej polityki fiskalne] pa@stwa, sformutowane wcgzeiej na bazie reguty
Phelpsa.

W dalszej cgéci rozdziatu trzeciego zagadnienia zwane z polityl fiskalm
panstwa rozpatrywane asjuz w zasadniczo odmiennej perspektywie badawczej,
wynikajace] z przejcia od normatywnego do pozytywnego opisu funkcjomoma
gospodarki rynkowej. Prezentowany model gospodeskkurencyjnej stanowi pewne
uogolnienie neoklasycznego modelu wzrostu gospadgr; polegace na tym,ze
zamiast zatpenia o stalej, egzogenicznie danej stopie ashuXci (inwestycji),
poziom tej stopy w kalym momencie wynika z zachowaoptymalizacyjnych
racjonalnych ~ podmiotéw  mikroekonomicznych  dzigt¢gch na  rynku.
Wykorzystywane tutaj ,pod&gie od strony dynamicznej rownowagi ogoélne@ (
dynamic general equilibrium approach skr. DGEA) w sformutowanych w pracy
modelach gospodarki konkurencyjnej z sektorenzbtavym pozwala na postawienie
pytaa 0 sam mazliwos¢ oddziatywania na wzrost gospodarczy poprzez pality
fiskalng i skutki tego oddziatywania z punktu widzenia dudiytu spotecznego. W
poréwnaniu z modelami prezentowanymi w literaturgeprzeprowadzonej w pracy
analizie uwzgidniamy maliwo$¢ inwestycji budetowych i dochodéw bugtowych z
tych inwestycji oraz rénice w stopach opodatkowania dochoddéw gospodarstw
domowych pochodgych z ré@nych zrodet. Rozpatrujemy tale dwa alternatywne
zatazenia dotyczce tego, czy podmioty prywatne uwedmhiajp konsumpgi publiczry
w swoich decyzjach optymalizacyjnych.

Warto podkréli¢, ze w catej pracy, w analizie prowadzonej na gruncie
neoklasycznych modeli wzrostu, postugujemy &onsekwentnie ogo6in postaci
neoklasycznej funkcji produkcji (zamiastesto wywanej funkcji Cobba - Douglasa).
Takie rozwazanie podyktowane jest po pierwsze zamiarem uogdiaianalizowanych
konstrukcji teoretycznych, a w ten sposéb réwnieh uodpornienia na zarzuty
formutowane pod adresem konkretnych postaci funkgdukcji, w tym funkcji Cobba
- Douglasa, jako formut aproksymacyjnych atgich odwzorowywa rzeczywiste
procesy produkcji. Po drugie, ma onozsii rowniez zachowaniu spojrsai struktury

neoklasycznych modeli wzrostu z podejmowanymi erdéiturze prébami teoretycznego
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uzasadnienia zaktadane] w tych modelach @d&rej tendencji zmian techniczno -
organizacyjnych, tzn. ich neutrakw w sensie Harroda.

Szczegotowe wygmienie tych kwestii, w szerszym kongtele neoklasycznej
taksonomii tendencji innowacyjnych, stanowi przeolmirozdziatu czwartego.
Przedstawiajc trzy podstawowe w ekonomii gtdwnego nurtu kldsyije tendencii
postpu technicznego (autorstwa J. Hicksa, R. Harrd@aSolowa) i wynikajce z nich
trzy rGzne koncepcje neutraldc tego posipu, wskazujemy na zwzek neutralngci
postpu technicznego w sensie Harroda (rownaveq z czysto pracoefektywsiciowa
tendengj zmian innowacyjnych) z koncepcjwzrostu réwnomiernego, stanaa
centralny punkt neoklasycznej teorii wzrostu gosgodego. Prezentujemy koncepcj
indukowanego co do tendencji pgst technicznego C. Kennedy'ego, oparia

Jkrzywej mazliwosci innowacyjnych®?

, porownujc ja z Hicksowsly koncepcy
postpu technicznego indukowanego zmianami cen czynnikqwodukcji.
Zintegrowanie koncepcji Kennedy'ego z podstawatruktun neoklasycznego modelu
wzrostu gospodarczego prowadzi do pewnego uogdiiego modelu, polegajego
na wyprowadzeniu, zaktadanej w nim, czysto praddgfenosciowej tendencji pogpu
technicznego z zachowaoptymalizacyjnych przeddviorstw, kierugcych se w
wyborach innowacyjnych kryterium minimalizacji kaééw produkcji. Prezentowany
model oparty jest na zateniach modelu E. Drandakisa i E. Phelpsa,¢choaliza
prowadzona jest w kategoriach innych zmiendfcistotnym elementem tego modelu,
gwarantujcym stabilné¢ dtugookresowej rbwnowagi dynamicznej, jest zafue, ze
elastyczné¢ krancowej stopy substytucji pracy przez kapitat welgim technicznego
uzbrojenia pracy (stosunku kapitatu do pracy) jestksza od jeden. W tym punkcie
wnioskowania gibszego znaczenia nabiera rezygnacja z postugiwsinidunkcia
produkcji Cobba - Douglasa, dla ktorej powya elastyczrig jest rowna jeden, na

rzecz ogolniejszej postaci funkcji produkcji. Rozpgemy take argumenty teoretyczne

13 C. Kennedy)nducedBias In Innovation and the Theory of Distributiohhe Economic Journal, vol.
74, September 1964, s. 541 — 547.

4 por. E. M. Drandakis, E. S. Phelps,Model of Induced Invention, Growth and Distritouti The
Economic Journal, vol 76, 1966, s. 823 — 840.

W poréwnaniu z oryginalnym modelem, w réwnaniu ayiki kapitalu uwzgidniamy stop
deprecjacji kapitatu i m.in. w zazku z  modyfikach (czyli ze wzgtddw technicznych), clictakze dla
zachowania jednolitwi z wczdniejszz analiza w tym rozdziale, przedstawiamy odmienny sposéb
rozwiazania modelu, rozpatag np. dynamik wspofczynnika kapitalowego zamiast dynamiki stopy
wzrostu kapitatu.
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uzasadniajce to zal@enie, zaczerpnie z koncepcji A. Atkinsona i J. Stiglitza o
.lokalnym poszukiwaniu”.

W pozostalej agci pracy podejmujemy jeden z najbardziej istotnymdpow w
najnowszej historii badanad wzrostem gospodarczym, zwany z teor kapitatu
ludzkiego. Rozdziat pty, w strukturze catej pracy spetnia w pewnym serfankcg
przygotowawcz dla analizy przeprowadzanej w kolejnych rozdziatadNa tle
zwig¢zlego zarysu historii koncepcji kapitatu ludzkiegovypuklamy rewolucyjny
charakter teorii stworzonej przez G. Beckera i Ghifza w latach 60 - tych i 70 - tych
XX w. Chodzi tutaj gtbwnie o podkékenie rozpoznania przez teork inwestycyjnego
charakteru wydatkéw, zaliczanych tradycyjnie do ysopkonsumpcyjnego, a tym
samym szerszego zakresu spotecznej akumulacjidkapKwestia ta stanowi bowiem
zwornik wzajemnych wptywow i zvazkow tej teorii z teos wzrostu gospodarczego.
Jej teoretyczna operacjonalizacja rpeje w pierwsze] kolejn@i w
mikroekonomicznych modelach akumulacji kapitatu zkidgo, aspirgcych do
odzwierciedlania mechanizmu ekonomicznego geneegp obserwowalneciezki
catazyciowych dochoddéw jednostek. Rozwujemy zadanie sterowania optymalnego,
opisupce sytuag decyzyjm, podmiotu, dzielcego swoéj czas powrdzy prag
zarobkowg 1 inwestycje ,w siebie”, sformutowane w oparciu zalazenia modelu
przedstawionego przez W. Hale¥?aw stosunku do oryginalnych za# w modelu
Haley'a wprowadzamy niewiedk modyfikacg, polegajca na uwzgtdnieniu
mozliwosci statego wzrostu stawki renty z kapitatu ludzkieg tytutu sekularnego
wzrostu gospodarczego. Przedstawiamynide® pomé¢dzy podejciem Haley'a i
podefciem Y. Ben - Poratha w modelowaniu catoiowychsciezek stopy inwestycji w
kapitat ludzki i dochodéw jednostek, wskaamjjednoczénie na charakterystyczn
symetrg obu tych podég. Rozpatrujemy tate szczegolny przypadek modelu Haley'a
z liniowa funkcja produkciji kapitatu ludzkiego. Zwracamy uwaga analogi pomkdzy
ta wersp modelu a sposobemegja procesu akumulacji kapitatu ludzkiego w modelu
wzrostu endogenicznego R. LucHsa

Specyfika kapitatu ludzkiego, wynikgja z faktu jego uciet@ienia w cztowieku,

przejawia s§ m. in. w tym,ze istotnym kosztem jego tworzenia dla poszczegolnych

15 Zob. W. J. HaleyHuman Capital. The Choice Between Investments asdme The American
Economic Review, 1973, vol. 63, no. 5, Decembe®28.— 944,

16 Zob. R. E. Lucas, JrOn The Mechanics of Economic Development, JourhManetary Economics
vol. 22, July 1988, s. 3 —42.
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.nwestupgcych w siebie” o0s6b ich stracone zarobki, z punktidzenia z& calej
gospodarki - niezrealizowana g2 mazliwej do wytworzenia wielkéci produktu.
Inaczej rzecz ujmag, problem akumulacji kapitatu ludzkiegoaie sk z rezygnacj
nie tylko z bigacej konsumpciji (jak w przypadku kapitatu rzeczowegde rownie z
biezacego  dochodu. Powinno to tek znale¢ odzwierciedlenie w
makroekonomicznych modelach wzrostu gospodarczegdstorych kapitat ludzki
identyfikuje st jako oddzielny - obok kapitatu rzeczowego - podiggy akumulaciji
czynnik produkcji. Proby przeniesienia idei akunajil&apitatu ludzkiego na poziom
makro i rozpatrzenie nitiwosci eksplanacyjnych tej idei dla zagadniewiazanych z
diugofalowym wzrostem gospodarczym, stanpprizedmiot rozwzan w dalszej czsci
rozdziatu piatego oraz kolejnych rozdziatach pracy.

W analizie modelu Lucasa podki@my przestanki oraz konsekwencje
uwzgkdnienia w agregatowej funkcji produkcji efektéw zetvznych akumulaciji
kapitatu ludzkiego. Rozpatrujemy walory eksplanaeymodelu w zakresie dic w
poziomach zammosci pomidzy krajami oraz zjawiska konwergencji, podiaeny
role akumulacji kapitatu ludzkiego i efektow zegtrznych w wyjdnianiu tych zjawisk.
Z tego punktu widzenia porownujemy model Lucasastandardowym podgaiem
neoklasycznym.

W modelu Lucasa akumulacja kapitatu ludzkiego jesitorem diugofalowego
wzrostu gospodarczego, zgsijac w tej roli egzogeniczny pagi techniczny
zakltadany w modelu neoklasycznym. Sposoébciaj procesu akumulacji kapitatu
ludzkiego w modelu Lucasa, w ostatnim punkcie ragdzpiatego jest przedmiotem
krytyki. Wskazujemy midzy innymi na trudn&ci w uzasadnieniu ggtego przyrostu
przecetnych zasobow kapitatu ludzkiego w gospodarce apasyej przez model
Lucasa. Wyjéniamy ,krytyczne” znaczenie prajypgo w tym modelu zakenia o
liniowosci funkcji produkcji kapitatu ludzkiego z punktu dadenia zasadniczych
wlasnGci rozwigzania modelu, w szczegdkw za&, réwnomiernego wzrostu
gospodarczego. Wskazujemy na ekstremahmeodpornd¢” modelu, polegajca na
tym, ze jakiekolwiek odchylenie od liniowoi w produkcji kapitatu ludzkiego
powoduje drastycznzmiarg jakosciowych wiasnéci rozwiazania. Na podstawie tej
krytyki poddajemy w wtpliwos¢ teoretycza mazliwos¢ uczynienia z procesu
akumulacji kapitatu ludzkiego waptznego motoru diugofalowego wzrostu

gospodarczego.
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W rozdziale széstym rozpatrujemy alternatywne paiks oparte na idei
przedstawionej w artykule N. G. Mankiwa, D. RomérdN. Weila z 1992 /,
polegajcej na rozszerzeniu standardowego neoklasycznegadelmo wzrostu
gospodarczego o akumuladfapitatu ludzkiego. Zamiast funkcji Cobba - Dowsglaw
sformutowanym w pracy modelu zatmo ogéla postd neoklasycznej funkcji
produkcji. W przeciwiastwie do modelu Lucasa, stopa inwestycji w kapitetzki
wpltywa tutaj jedynie na ,pot@nie” $ciezki wzrostu rOwnomiernego, nie wptywa
natomiast na diugookresavstog; wzrostu na tegciezce. Poréwnujc oba poddgia,
wskazujemy na alternatyawvgrowth effectczy level effec® w dyskusji nad znaczeniem
akumulacji kapitatu ludzkiego w ,mechanice” diuglofaego wzrostu gospodarczego.
Pokazujemy take maliwos¢ szerszej interpretacji modelu, uwaghiajacej, oprocz
.mierzalnych” inwestycji w kapitat ludzki, oznaczaych rezygnag z biezacej
konsumpcji na rzecz zwkszone] konsumpcji przysziej, tak inwestycje
.niemierzalne”, oznaczage rezygnag inwestuapcych ,w siebie” podmiotéw z
biezacych dochodow na rzecz zkszonych dochodow w przyszio.

Po wykazaniu istnienia jednoznacznie @gloeego stanu stacjonarnego badamy
zachowanie si teoretycznej gospodarki naciezce wzrostu réwnomiernego
(odpowiadajcej stanowi stacjonarnemu). Analizujemy wplyw pasgolnych
parametrow modelu na pddenie sciezki wzrostu rownomiernego. Przeprowadzamy
analiz stabilngci diugookresowej rownowagi dynamicznej, w ramaakgzujemy
najpierw, ze punkt robwnowagi ma charakter lokalnie stabilnegezta. Nastpnie
dowodzimy globalnej stabildoi tego punktu.

W ramach poréwnania waloréw eksplanacyjnych modek standardowym
modelem neoklasycznym, pokazujemy, w jaki sposolezglasinienie akumulacji
kapitatu ludzkiego przyczyniagsto:

- lepszego tlumaczenia przez model obserwowanyghiabwv poziomach PKBper
capita miedzy krajami (poprzez zwkszenie elastyczioi produktu wzgidem stopy
inwestycji w kapitat rzeczowy i stopy przyrostu umainego oraz wprowadzenie
nowego czynnika wyfamiajacego w postaci stopy inwestycji w kapitat ludzki),

- mazliwosci wyjasnienia na podstawie modelu obserwowane) ziméci tych

poziomow pomgdzy niektérymi krajami (tworzcymi tzw. kluby konwergenciji), przy

" N. G. Mankiw, D. Romer, N. Weibp. cit
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jednoczesnym niewygbowaniu procesow konwergencji aftt wyskpowaniu
dywergencji) w skali ogélnaviatowej,

- wigksze] zgodngéci tempa zbienosci wynikajacego z modelu z historycznie
obserwowanym tempem doganiania jednych krajow dremw) przez drugie, na
obszarach, na ktérych konwergencja faktycznie gpmiata.

W rozdziale si6dmym, na bazie neoklasycznegaelu wzrostu z wyogbnionym
kapitatem ludzkim, przeprowadzamy analimaozliwosci oddziatywania péastwa na
wzrost gospodarczy w kontake zagadnienia maksymalizacji dobrobytu spotecaneg
Z tego wzgtdu do modelu wprowadzangxplicitesektor budetowy.

Struktura tego rozdzialu jest podobna do struktwogdziatlu trzeciego. Na
pierwszym etapie analizy utrzymujemy zadaie o statych, egzogenicznie danych
stopach inwestycji podmiotow prywatnych w kapitaeczowy i ludzki, oznaczage
miedzy innymi brak reakcji tych podmiotow na zmianypwlityce fiskalnej pastwa.
Wykorzystupc, odpowiednio uogdlnian koncepcog ,ztotej reguly akumulacji”
Phelpsa, formutujemy i rozazujemy zagadnienie optymalnej struktury wydatkow
budzetowych w podziale na inwestycje w kapitat rzeczawydzki oraz konsumpgj
przy danej stopie redystrybucji dochodu przez ZetidWskazujemy na ograniczenia
mozliwosci zagwarantowania przez fswo realizacji ,ztotej reguty akumulacji”,
badamy te zakresy zmienri@i stopy redystrybucji, gwarantige takh maozliwosé. W
dalszej cgzséci tego rozdzialu pokazujemyze ,ziota reguta akumulacji” stanowi
szczegllny (graniczny) przypadek bardziej ogélnegguty optymalizacyjnej,
wynikajace] z maksymalizacji mdzyokresowej funkcji dobrobytu spotecznego. W tym
celu formutujemy i rozwizujemy zadanie sterowania optymalnego (problem
centralnego planisty w gospodarce z kapitatem @aegm i ludzkim), stanowice
uogolnienie zadania przedstawionego w rozdzialectra. Prezentujemy analityczny
dowdd twierdzenia o globalnej stabikeddtugookresowej rownowagi dynamicznej.

W ostatnim punkcie rozdzialu siédmego przedstawiamodel gospodarki
konkurencyjnej, w ktorej gospodarstwa domowe pod@jrdecyzje o midzyokresowe;j
alokacji swoich dochodéw pordzy konsumpgej oraz inwestycje w kapitat rzeczowy i
ludzki, maksymalizujc sung zdyskontowanej chwilowej ayteczndci konsumpciji
swoich czionkéw. Pokazujemyze w analizowanym modelu, w dynamicznej
rownowadze konkurencyjnej w gospodarce maksymabargwest spoteczny dobrobyt.

Nastpnie whczamy do modelu sektor bietowy, kontynuujc i uogolniagc w ten
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sposob analig mazliwosci i skutkdw oddziatywania pegtwa na wzrost w warunkach

dynamicznej rownowagi konkurencyjnej, rozpetaav rozdziale trzecim.
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Rozdziat pierwszy

Podstawowy neoklasyczny model wzrostu gospodarczego

na tle podegcia keynesowskiego

Wprowadzenie

W tym rozdziale konfrontuiemy dwa podejp do modelowania wzrostu
gospodarczego: podeje keynesowskie (reprezentowane przez modele Hiarre
Domara i Kaldora) i podé&gie neoklasyczne (na przyktadzie modelu Solowa).

Spardéd wielu maliwych klasyfikacji modeli wzrostu gospodarczego, z
merytorycznego punktu widzenia podzial nacig keynesowskie i neoklasyczne
wydaje s¢ najwaniejszy. Zaprezentowane tutaj modele obu nurtdeieleniaja,
zdaniem autora, wszystkie podstawowe idee tzwejstaorii wzrostt, a jednoczénie
ich formalna prostota pozwala na skoncentrowanieagiwna tyckie ideach, z
pominicciem mniej wanych, z naszego punktu widzenia, niektorych szdpegah
kwestii formalnych.

Wedtug innych kryteriow Kklasyfikacji oba modele leva do klasy modeli
jednoproduktowych (jednosektorowych), z tzw. prae&lnym (nalleablg kapitatem i
nieuciel@nionym @disembodiejl postpem technicznym. Oznacza ta@, opisup one
gospodark, w ktérej wytwarza si jednorodny produkt, magy stwyé¢ zaréwno jako
dobro konsumpcyjne, jak i kapitatowe, a odbyaegj sk postp techniczny dotyczy w
jednakowym stopniu catego deghego zasobu kapitatu, niezalée od daty (rocznika)

jego whczenia w procesy produkcyjheZ punktu widzenia zastosowampirycznych

! Okreslenia ,stara teoria wzrostu”zywa sk zazwyczaj w sensie historycznym, dla cafiénia
dawniejszych modeli od modeli najnowszych, powstaipa fali ostatniegozywienia zainteresowania
teoria wzrostu gospodarczego, zapgtkpwanego opublikowaniem przez P. Romera w 19&bynnego
artykutu Increasing Returns and Long — Run Growt{Zob. P. M. Romerincreasing Returns and Long
— Run GrowthJournal of Political Economy, October 1986, vol, 84. 5, p. 1002 — 10037). &0 te
kryterium podziatu na ,staf i ,nowa” teori¢ wzrostu utésamia st z charakterem pagiu techniczno —
organizacyjnego, odpowiednio, egzadb endogenicznym

2 Oprécz modeli jednoproduktowych w literaturze @maé st takze modele dwuproduktowe
(dwusektorowe), uwzgtiniajace oddzielnie sektory débr konsumpcyjnych i kapitatch (a zatem dwie
odrebne funkcje produkcji), oraz modele wieloprodukto\iigielosektorowe), uwzgtniajace wiele
oddzielnych sektoréw w gospodarce, a w skrajnynygadku — pojedyncze dobra (tzw. zdezagregowane
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owa ,jednoproduktowé¢” traktuje sk jako uproszczenie, stosowane na potrzeby teorii,
ktéra pragnie abstrahowaod zilaonych problemédw agregacji. W badaniach
empirycznych poszczegolne zmienne, oznaceaprodukagj lub kapitat, traktuje si
jako agregaty uzyskiwane za pomaen.

Cechly wspoly analizowanych w tym rozdziale modeli jest rownieo, ze
zasadniczym elementem ich struktury wnania akumulacji kapitatu rzeczowego.
Stopa wzrostu kapitatu jest zmienrendogeniczgy wynikajpca z modelu. Stopy
wzrostu pozostatych czynnikow produkcji — sity rokej i poziomu technologii

(wiedzy) — traktowaneagako wielkdci egzogeniczne, dane z zewna.

1.1. Keynesowskie podégie do modelowania wzrostu gospodarczego

1.1.1. Model réwnomiernego wzrostu Harroda — Domara

Prezentowany model stanowi pewnsyntez keynesowskich modeli wzrostu
gospodarczego R. Harroda i E. Domara, kitsizywa bedziemy modelem Harroda -
Domard. Mozliwosé takiej syntezy wynika z faktuz istruktura formalna obu modeli
jest w zasadzie taka samazmite z& dotycz sposobu wnioskowania i interpretacii
ekonomicznej. W tej prezentacji zajenam przede wszystkim na uwypukleniu tych
cech keynesowskiego poéeip do modelowania wzrostu gospodarczego, ktoreaoka
si¢ istotne przy poréwnaniu z ¢giem neoklasycznymwiadczic jednoczénie na rzecz
tezy o wegkszej efektywnéci podefcia neoklasycznego w ujmowaniu zagadnie
natury dlugookresowych, wdaiwych dla teorii wzrostu gospodarczego.
Podstawowym zagadnieniem w modelu Harroda - Donesstaustalenie warunkow

koniecznych dla zapewnieniaaglego, roGwnomiernego wzrostu gospodarczego, w

modele wzrostu). Obok modeli z jednorodnym kapitatestniep tzw. modele rocznikowevintage
model$, w ktdrych rozwaa st kolejne generacje kapitatu. W modelach rocznikdwyzakres
substytucyjnéci pracy i kapitatu ograniczony jest do ostatniepgracji kapitatu (j@i kapitat trwaty jest
juz w eksploatacji, to substytucja ¢dizy nim a prag nie jest ju mazliwa). W tego typu modelach
najczsciej (cha niekoniecznie) zaktada esitzw. ucieléniony Eembodiedl postp techniczny, czyli
kolejne generacje kapitalu uciétéaja coraz to nowsze metody technologiczneznigc sk swoj
produktywndcia i — co za tym idzie — wysokoia przynaleénego im wynagrodzenia (stopy zysku z
kapitatu).

% Zob. R. F. HarrodAn Essay in Dynamic Thegrigconomic Journal, June 1939, s. 14 — 33; E. Dpmar
Szkice z teorii wzrostu gospodarczeBOWN, Warszawa 1962; E. Domdixpansion and Employment

American Economic Review, 37, March 1947, s. 3%:-E DomarCapital expansion, rate of growth,
and employmenEconometrica, 14, 1946, s. 137 — 147.
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warunkach normatywnego (pmlanego) wykorzystania depnych zasobow kapitatu
(mocy produkcyjnych) i petnego wykorzystania sijpoczej.
Model przedstawimy w czterech etapach, prezenkplejno:
1) podaowy aspekt naktadow inwestycyjnych,
2) popytowy aspekt nakladow inwestycyjnych,
3) postulat normatywnego wykorzystania zasobéw kapifpbstulat rownomiernego
wzrostu),

4) postulat rownowagi na rynku sity roboczej.
Podazowy aspekt naktadow inwestycyjnych

Istniejacy w gospodarce zasOb kapitatd(t) moze by wykorzystany z réna
intensywndcia. W rezultacie, z danego zasobu kapitatwznaouzyské rozna wielkosé
produktu. Zaktadamy, ze istnieje pewien padany (normatywny) stopie

intensywndci eksploatacji kapitatuu, ktéremu odpowiada potencjalna wiedko

produktuY” (t), spetniaica rownanie:
Y™ (t) = uK(t). (1.1)

Produkt potencjalnyY* (t) jest poziomem produktu zapewniegym pazadam przez
przedsgbiorcéw relagt kapitatu do produktu, czyli normatywnkapitatochtonnéc
produkciji:

u Y ()
Pazadany (normatywny) wspétczynnik kapitatochtosobprodukcji v odzwierciedla
zaréwno maliwosci technologiczne, jak i padany przez przedsiiorcow poziom
utrzymywanych rezerw kapitatowych oraz zapasow pkoalv (zaliczanych do kapitatu

obrotowego.

4 Zdaniem autora, przsty tutaj postulat normatywnego (pmlanego przez przedbiorcow)
wykorzystania zasobOw kapitatu (nawijacy do rozumowania Harroda) jest bardziej uzasagnimh
przyjmowanego e¢gto w oméwieniach modelu Harroda-Domara postulataggo wykorzystania mocy
produkcyjnych, rozumianych czysto technologicznie oznaczajcych maksymalny mdiwy do
wytworzenia poziom produktu przy danych zasobagpit&l. W tym drugim przypadku trudniej jest

interpretowa sytuacg, rozpatrywan zaréwno przez Harroda, jak i Domara, gif{t)>Y (9. Dla
scistosci nalezy zaznaczy, ze Harrod nie postugujeesbezpdrednio pogciem produktu potencjalnego,
lecz wprowadza rozefienie pomtdzy pazadanym wspétczynnikiem kapitatochtoriw produkciji vP i

faktycznym wspoétczynnikiem kapitatochtorioo vi, oznaczajcym faktycznie osigam relacg kapitatu

do produktu. W przekonaniu autora, wprowadzeniee¢g®j produktu potencjalnego na bazie
harrodowskiego padanego wspotczynnika kapitatochtornb sprawia, ze rozumowanie staje ¢si
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Z(1.1) Wynika,2e5:

Y (D) = k(t)D\];'. (1.2)

Z definiciji, przyrost kapitahk (t) réwny jest inwestycjom (t) :

1) =K ().
Z (1.2) wynika zatemze:

Y (1) = 1) G}/ (1.3)

Rownanie (1.3) opisuje poglawy aspekt nakladow inwestycyjnych - inwestycje
zwigkszap zasoby kapitatu (moce produkcyjne), przez co myy@ja Sic do ciagtego

powigkszania produktu potencjalnego.
Popytowy aspelaktadow inwestycyjnych

Inwestycje § rownoczénie sktadow globalnego popytu, do ktérego dostosowuje si
wielkos¢ faktycznie wytworzonej produkcji (dochodu)(t . )Popytowy aspekt
naktadow inwestycyjnych rozpatrujemy przy zaoiu rOwnowagi nidzy popytem i
podaa na rynku produktu. Zakladga, ze popyt globalny skiada ¢siz planowanej
konsumpcji C(t) i planowanych inwestycjil (t ,) warunek réwnowagi na rynku
produktu oznaczae:
C(t)+1(t)=Y(1).

Poniewa z definicji nieskonsumowana & produktu (dochodu)Y(t) — C(t), oznacza
oszczdnaici S(t), warunek ten jest rownovmy réwngci planowanych inwestycji i
oszczdndsci:

I () =S(t). (1.4)

Zaktadamyze planowane oszednasci S(t) ksztattup sic zgodnie z rownaniem:

bardziej czytelne aiw przypadku, gdy operujeesrozr&nieniem pomgdzy pazadanym i faktycznym
wspotczynnikiem kapitatochtonigoi.

> W calej pracy zaktadamy, ze zmienne oznagzajzasoby #dz strumienie s rézniczkowalnymi
funkcjami czasu. W celu uproszczenia zapisu indzlsu pomijamy. Przyjmujemy ponadto rpsface

oznaczenia dla pochodnej zmiennejt) wzgledem czasu:x = ;((t) = d)(;(t)

oraz stopy wzrostu w

d x(1)

czasiex = x(t) = Tt
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S(f)=sY}, 0<s<1,
gdzies oznacza statkrancowy i przecetna sktonnag¢ do oszczdzania.

Warunek (1.4) jest zatem rOwnoiavey warunkowi:
Y(t) = I(t)D?;. (1.5)

Zgodnie z keynesowskeori rownowagi na rynku produktu (keynesowskim modelem
mnaznikowym), poziom produktu w réwnowadze zdeterminowgest przez poziom

popytu inwestycyjnego. Réwnanie (1.5) implikuje tepsjaca relacg przyrostovd:
Y(t) = ](t)@é . (1.6)

W teorii keynesowskiej przyjmuje ¢ize réwnanie (1.6) wyta popytowy aspekt
naktadow inwestycyjnych - przyrost produktu Zsgle od przyrostu popytu
inwestycyjnego. Parametrl/s jest keynesowskim muiaikiem inwestycyjnym,
opisupcym przyrost produktu spowodowany jednostkowym pgiem popytu

inwestycyjnego.

Postulat normatywnego wykorzystania zasobéw kapitat

(postulat rownomiernego wzrostu)

Podstawowym problemem rozpatrywanym w modelu Harod Domara jest
identyfikacja warunkéw zapewnigjych wzrost gospodarczy w warunkach
normatywnego wykorzystania kapitatu, czyli taki wgtr kapitatu i produkcji, aby w
kazdym momencie horyzontu czasowego spetniona bytaodiv

Y=Y (9. (1.7)

taczac (1.3), (1.6) i (1.7), otrzymujemye i(t)%: I (t)G}/ , czyli:

1) _

I(t)
Stad oraz z (1.1), (1.5) i (1.7) wynikae w warunkach normatywnego wykorzystania

. (1.8)

<|lwn

kapitatu take produkcja i zasoby kapitatu raspe stop s/v:

Y _s  KO_s

Y() v K@) v’ (1.9)

Postugugc sk terminologa R. Harroda, statw czasie stoprownomiernego wzrostu

s/v nazywamy gwarantowarstopm wzrostu.
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Mechanizm réwnomiernego wzrostu w modelu HarrodaDemara mana
zilustrowa geometrycznie przechoglzod cagtej do dyskretnej wersji tego modelu, w
ktorej kluczowe rownania (1.3) i (1.6) przyjmyjosta nastpujaca:

Aﬁ*:hi, (1.10)
v

Ay, =a1, L. (1.11)

<

<=

llustrack taka przedstawia rysunek 1.1. Na rysunku tym tangeqta & nachylenia
funkcji oszczdnasci S(Y) = sY wyraza stah krancowa i przecetna skionndé do
oszczdzanias (tge = s), z& tangens &a y nachylenia linii pomocniczycRi, Py, P3

jest mian normatywnego wspotczynnika kapitatochtoicigprodukcjiv (tg y = v).

Rysunek 1.1

Mechanizm wzrostu réwnomiernego w modelu Harroda -Bomara

s 1S S(F)y=sY
Sy
i'r4 lil' m
aly
5 5
IE - - ‘I_;r n
fA al, B
I = i
: o sl ’
A T !
,f?f{//xﬁ} 7y y _
S 4
H ! 1 7

zrodto: opracowanie wiasne — zmieniona wersja rysurdmieszczonego w:

M. Blaug, Teoria ekonomii. Wicie retrospektywne®WN, Warszawa 2000, s. 184
Przyjmujemy zalgenie, ze w momencie wygiowym wytworzona produkcja
rowna jest potencjalnej i wynosk;. Punkt S, obrazuje wyjciowa rownowag

pomiedzy planowanymi inwestycjami i oszginasciami przy tym poziomie produkcji.
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Nastpnie poszukujemy takiej stopy wzrostu inwestygjirodukcji, przy ktorej rowna
pomigdzy produktem zrealizowanym i potencjalnymdbie nadal zachowana. @si
rozumowania jest podwojny - padavy i popytowy - aspekt naktadow inwestycyjnych.
Zgodnie z (1.10) i zasadami konstrukcji rysunku Idnica Y, -Y; przedstawia
przyrost potencjalnego produktu uzyskanyglzinwestycjom I;. Aby 0w przyrost
potencjalnego produktu (mocy produkcyjnych) byt ndwprzyrostowi rzeczywcie
wytworzonego produktu, zgodnie z (1.11) nigditoy jest impuls popytowy w postaci
przyrostu inwestycji 1, -1, ktory, poprzez efekty mmaikowe, doprowadzi do
wzrostu popytu i faktycznego produktu do poziorfu W kolejnym okresie, nowe
inwestycje, zwgkszone do poziomu,, spowodu przyrost potencjalnego produktu o
roznice Yz —Y,. Aby 6w przyrost zdolni wytworczych zostat w petni wykorzystany
niezledny jest kolejny wzrost inwestycji d;—1,, itd. W ten sposob w kolejnych
okresach zachowana jest rowéoAY, =AY, réwnowana wobec (1.10) — (1.11)

rownasci Itl:Alt}. Stid z kolei wynika, ze inwestycje musz rosraé z
\ S

gwarantowaag Stom wzrostu:
B _s

Iy v

Z ta samy stopm rosry tez produkcja i zasoby kapitatu (por. (1.9)).
Postulat rownowagi na rynku sity roboczej

Zatozenie rownowagi na rynku pracy sprowadzado warunku petnego zatrudnienia
rozporadzalnej sity roboczej. Przyjmuje esize poda sity roboczej L3(t) rosnie
wedtug statej stopy, utazsamianej ze stagprzyrostu naturalne§o

LS(t) = L(O)e™.

Popyt na si robocz L°(t) zalezy od wielkdici produkcii:

® Uproszczenie to odpowiada zzémiu, ze nie zmieniaj sic wspotczynniki aktywnéci zawodowej
ludndéci, pod warunkiem jednake zasoby pracy liczoney sv osobach (&cislej — w robotnikolatach).
Poniewa w wigkszaici krajow rozwingtych w drugiej potowie XX wieku wspotczynniki te sty na
skutek wzrostu aktywrigi zawodowe]j kobiet, to maj na wzgtdzie kwestie empiryczne, warto jest
zasoby sity roboczej wytaé w roboczogodzinach. Wtedy bowiem wspomniana tecjdenest
réwnowaona w przyblieniu przez tendengjdo skracania czasu pracy, m. in. na skutek vagattia
okresu ksztatcenia i obt@inia wieku emerytalnego, a tekze wzgidu na skracanie dnia i tygodnia pracy
oraz zmniejszanie gliczby dni roboczych w roku.
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L°(t) =1Y (1),
gdziel oznacza staty wspotczynnik pracochtoscigrodukcii.
Réwnowaga na rynku pracy oznacze,
LS(t) = L°(t).
Zgodnie z (1.9), dla utrzymania tej rownowagi w m@sie wzrostu, w warunkach

normatywnego wykorzystania kapitatu, niedbe jest aby:

%
J&ili stopa wzrostu produktu réwna jest stopie przwasaturalnego to nazywana jest
naturalra, stom wzrostu. Wzrost produktu wedtug stopy naturalnapeavnia petne

zatrudnienie rosgeych zasobow sity roboczej.

1.1.2. Niestabilnoéé wzrostu w modelach keynesowkich

Postawmy teraz pytanie: ce diedzie dziato, jéli faktyczna stopa wzrostu inwestycji (i
produktu) kdzie st rézni¢ od stopys/v? Czy zmienne powr@cna sciezke wzrostu
rébwnomiernego, czy #e z uptywem czasu,edla sie jeszcze bardziej od niej odchyta

Przedstawiony model nie udziela ocz§eie odpowiedzi na to pytanie, gdy
zatazenia jest modelem réwnomiernego wzrostu na pozigroduktu potencjalnego. Z
prac Harroda i Domara wynika jedri@k ze zdaniem obu ekonomistow w realnych
systemach gospodarczych wzrost rownomierny jestatidnym typem diugookresowej
rownowagi dynamicznej tych systemowa¥kasciezka rownowagi przebiega - wedtug
popularnego okidenia - ,na ostrzu n@”. Jakiekolwiek odchylenie faktycznej stopy
wzrostu inwestycji od jednoznacznie odtomej stopy wzrostu réwnomiernego (stopy
gwarantowanej) nie tylko wywotuje nierébwnowagomicdzy realizowanym poziomem
produktu a produktem potencjalnym, ale rownieuchamia mechanizmy petiajace
zaistnialy stan nierdbwnowagi, zamiast mechanizmdmnowag przywracajcych.

Stwierdzenia te wytaja pierwsz istotm cecly keynesowskiego podeja do
modelowania wzrostu gospodarczego.

Zaltzmy dla przyktaduze w pewnym okresie z jakipowodow inwestycje dula

rosty wolniej nz wymaga tego utrzymaniegsnasciezce wzrostu rownomiernego, czyli

A—I<E o AIEJ.E<IG13

| v A
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co, zgodnie z (1.10) — (1.11), jest rbwnawa nieréwnéci AY < AY . Rzeczywisty
przyrost produktu mniejszy od przyrostu produktuepcjalnego oznacza nadikg
kapitalu (mocy produkcyjnych) w gospodarce. Niewygkstanie czsci zasobow
kapitatowych kdzie przypuszczalnie zniegte¢ przedstgbiorcéw do inwestowania, co
spowoduje dalszy spadek stopy wzrostu inwestyjeszcze bardziej oddali gospodark
od sciezki rownomiernego wzrostu ze stpg/v. Uruchomiony zostanie mechanizm

pogkbiania nieréwnowagi porailzy produktem rzeczywistym a potencjalnym
Podobnie, jdi % >3 to AY >AY . Stopié wykorzystania mocy produkcyjnych
\

jest w takim przypadku wgzy od paadanego (normatywnego), co oznacza niedoboér
kapitatu. Niedobdr ten stanowi motywacjlo jeszcze wiszej stopy inwestowania,
powodujc paradoksalnie pogpienie niedoboru kapitafu

Zasygnalizowane zagadnienie niestabithavzrostu w modelu Harroda — Domara
(zagadnienie "ostrza ma") mazna sformalizowa w rézny sposob, przyjmag
okreslone zataenia dotyczce reakcji popytu inwestycyjnego na odchylenigaezki
wzrostu réwnomiernego Nalery jednake mig $wiadomdé, ze kada tego typu
formalizacja znieksztalca do pewnego stopnia ¢stmbdefcia keynesowskiego, w
ktorym eksponuje gibrak przewidywalnéci zachowa inwestorow.

Ponizej pokaemy w sposéb bardziej sformalizowanye jeli w stanie
pocatkowym gospodarka nie znajdujec sha $ciezce rOwnomiernego wzrostu, to z
uptywem czasu d@zie s¢ od niej coraz bardziej odd&law tym celu powrocimy do

analizy z czasem gitym.

" W interpretacji Harroda temu stanowi gospodarkpawiada wzrost faktycznego wspétczynnika
kapitatochtonnéci produkciji, vi, powyzej poziomu paadanegovP na skutek gromadzeniagshie
sprzedanych zapaséw towardéw oraz unieruchomierigickapitatu trwatego. Woéwczas/ Vi <o P,
czyli faktyczna stopa wzrostu gospodarczego jestzai od stopy gwarantowanej. Zob. R. F. Harogd,
cit., s. 22 oraz przypis 4.

® W interpretacji Harroda, faktyczny wspétczynnikpkatochtonndci, vl obniza Sk ponizej poziomu
pozadanego,vP , na skutek zmniejszaniazstanu zapaséw w przedsiorstwach poriej ich pazadanych

wielkosci. Wowczass/ vl > s/ P, czyli faktyczna stopa wzrostu gospodarczego jagtsza od stopy
gwarantowanej. Zokante.

° Inne maliwosci formalizacji problemu niestabiloi wzrostu réwnomiernego rozpatruje Flaschel. Zob.
P. Flaschel,The Macrodynamics of Capitalism. Elements for atlgis of Marx, Keynes and
SchumpeterSpringer -Verlag , Berlin, Heidelberg 2009, s.®64-
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Przypomnijmy najpierw,ze na sciezce rownomiernego wzrostu (gdzie produkt
zrealizowanyY (t )jest zawsze réwny produktowi potencjalneMt) ), zgodnie z (1.8)

i (1.9), stopa wzrostu inwestycji jest rowna stopErostu kapitatu:

10 _KO _s (1.12)
It) K@) v
(17K)()

Poniewa z (1.12) wynika =0, czyli (I/K)({t) =const, oznacza to rownig

(1 /K)(t)
ze inwestycje w relacji do istniggych juz zasobdéw kapitatu utrzymywane sa statym
poziomie.

Przyjmijmy terazze Y(t) 2 Y () (co oznaczaze uchylamy zatzenie o normatywnym

wykorzystaniu zasobOw kapitatu) i oznaczmy prze2 stosunek produktu

zrealizowanego do produktu potencjalnego:
) =Y()/Y (9. (1.13)
Wprowadmy takze nastpujace zalaenie behawioralne o reakcji inwestorow na

odchylenia od réwnowagi na poziomie produktu poj@negd®

(1K) _ )
G ow =1e0-D, (1.14)

gdzie y >0 jest parametrem reakcji inwestorow.

Zgodnie z rownaniem (1.14) inwestorzy ziszap inwestycje w relacji do istniggych
zasobow kapitalu wowczas, gdy stapievykorzystania kapitatu jest wkszy od
normatywnego €>1< Y >Y ). Odwrotna sytuacja <1< Y<Y ) wywoluje
reakcg przeciwr, polegajca na ograniczaniu stosunku inwestycji do istggrh
zasobow kapitatu.

Przyjmupc za punkt odniesienia réwnanie (1.12), zapiszmwnanie (1.14) w

rownowane] postaci:

1O _KO e
0 KO ye) -1). (1.14a)

Réwnanie (1.14a) jest uogodlnieniem modelu Harrod®omara z punktu 1.1.1 na
przypadek, gdy gospodarka znajduje pbzasciezka rbwnomiernego wzrostu. Jego
interpretacja staje gbardziej wyrazista, j@li zauwaymy, ze:

19 Réwnanie to jest autorskim pomystem formalizaejjadnienia ,ostrza aa”.
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10 _K@O_d(10),16)
It) K@) dtlK()) K@)’
Woéwczas bowiem, partajac, ze k(t) =1(t), réwnanie (1.14a) memy zapisa w

rownowanej postaci:

d| K@ | K@ _ )

Zgodnie z rownaniem (f), tak dtugo, jak kapitat (requrodukcyjne) wykorzystany jest
w stopniu wyszym od normatywnegd@b(t) > ljinwestorzy, poprzez swoje decyzje
inwestycyjne, nieustannie zgkiszap stog wzrostu kapitalu. W przeciwnym
przypadku, gdy stopfe wykorzystania mocy produkcyjnych jest zszy od
normatywnega(8(t) < 1)inwestorzy zmniejszajstog wzrostu kapitatu.

Aby pokazé, ze dziatania takie powodwjoddalanie € gospodarki odsciezki

rownomiernego wzrostu, zwéty uwag, ze z (1.13) wynika,z.

o) V() _ Y (9
o) Y Y ()

Réwnoczénie, zgodnie z (1.1) i (1.5), zachod4it) =sY(t ojaz Y (t) = uK(t).

W konsekwencij:

oL _ 1) _K@) (1.15)
o) 1) K() |

Korzystajc z (1.15) rownanie (1.14a) remy zapis@w zwigztej postaci:

0)
a(t)

Z réwnania (1.16) wynika way wniosek,ze jakiekolwiek odchylenie gospodarki od

=y(et) -1), y>0. (1.16)

sciezki wzrostu rownomiernego na poziomie produktu pofginego @>1 lub 6<1)
uruchamia mechanizmy patliajace zaistniat nierownowag (odpowiednio,é/0> 0,

616<0).
Jedynym sposobem unikia nierbwnowagi pomgdzy realizowanym poziomem
produktu a produktem potencjalnym jest pokierowasteumienia inwestycyjnego

doktadnie wzdta s$ciezki rOéwnowagi ze stap wzrostu s/v, gdyz brakuje
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mechanizméw, ktére byijsamoczynnie naticiezke kierowahy'!. Jest oczywisteze
przedstawione, keynesowskie padeg do modelowania diugofalowego wzrostu
gospodarczego odzwierciedla po prostu ogollne goggl na gospodark obu
ekonomistéw, ktérych praca naukowa zgodna jestcheln i argumentagijteorii J. M.
Keynesa i stanowi logiczne rozwésie tej teorii na gospodagkdynamicza®?. Obu
twércom zaleatlo na tym, aby w spos6b modelowy scharakteryZzowaarunki
stabilnego, dtugofalowego wzrostu produktu krajomje@rzy petnym zatrudnieniu
wszystkich czynnikbw produkcji, nie gaudowadnia, ze gospodarka rynkowa
samoczynnie taki proces zapewnia. Przeciwnie, anHRrrod, ani E. Domar nie
wierzyli, ze cokolwiek skiania prywatnych przegsiorcow do utrzymywania statego
tempa zwtkszania wydatkéw inwestycyjnych, odpowiedniego rdalizacji warunkow
rownomiernego wzrostu gospodarczego. Podstapmayczyr niestabilndci systemu
gospodarczego jest zatem, w opinii obu ekonomistbrak stabilnéci wydatkéw
inwestycyjnych, ktére zalm od zbyt wielu czynnikbw, najeiciej trudnych do
uchwycenia, ze wzgtlu na dominujca role tzw. ,zwierzcych instynktow” w
podejmowaniu decyzji inwestycyjnych. Argumentacja sheyta potwierdzeniu
stuszndci przekonania Keynesa o0 potrzebie aktywnej inteje paistwa w
gospodark, mapcej polegad migdzy innymi na korygowaniu poziomu prywatnych

inwestycji poprzez wydatki inwestycyjne z ety pastwa.

Zauwamy ponadto, ze wzrost produktu w warunkach normatywnego
wykorzystania kapitatlu nie oznacza tutaj automatiepetnego zatrudnienia deghej
sity roboczej. W modelu nie identyfikujegsiadnych sit, ktére zapewniatyby zréwnanie
gwarantowanej stopy wzrostu produktu ze stapzrostu dosipnej sity roboczej,
utozsamiam ze stop przyrostu naturalnego. Poziom wytwarzane] produkci
wyznaczony na rynku produktu, okle sztywno wielké¢ zapotrzebowania na pkgc
ktére zmienia s wedtug tej samej stopy co produkcja i tylko praygkiem mae sk
zdarzy, ze stopa ta odpowiada stopie wzrostu zasobéw preey. wyptkowy stan

" Harrod i Domar nie zajmowalisiv swoich pracach anadizykli koniunkturalnych w gospodarce, nie
uwzgkdniali zatem mechanizméw, ktére sprawjage w fazach recesji czy nadmiernej ekspansji
gospodarka w kiccu odbija st od dna czy od szczytu i przechodzi, odpowiednidam ozywienia lub
ostabienia koniunktury, czyli wat oscyluje wokdkciezki trendu wzrostu diugofalowego.

12 przypominamyze przez analigdynamiczia w makroekonomii zwykle rozumieestaka analiz, ktora
uwzgkdnia zmiany w zasobach produkcyjnych gospodarki. ty¥h sensie w,Ogolnej teorii
zatrudnienia, procentu i pieqilza” rozwazania Keynesa ograniczagic do gospodarki statyczne;.
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gospodarki w modelu Harroda - Domara zostat trafiiewany przez Joan Robinddn
.ztotym wiekiem”, co tyle podkrda jego wysoce padany charakter, co nikte szanse
na jego wystpienie.

Jeeli na przyklad w pewnym okresis/v < n to wzrost wedlug stopy
gwarantowanej, zapewnagej normatywne wykorzystanie kapitatu, meost odbywa&

w nieskaiczonag¢ przy niepetnym zatrudnieniu zasobow pracy. Cecej, nawet
wowczas, gdy produkcjagtizie rosta wedtug stopy naturalnej, fecskt to odbywa w
warunkach niewykorzystania i zasobow pracy, $# w przeszidci aparat
wytworczy rozwijat s¢ w tempie niewystarczajym do wchitongcia potencjalnych
rezerw sity roboczej. Aby osgyna¢ pelne ich wykorzystanie, tempo wzrostu
gospodarczego musiatoby bprzez jaki czas wysze od tempa wzrostu sity roboczej.
W przypadku gdys/v > n normatywne wykorzystanie zasobdw kapitatu jestlime
dopoty, dopdki istnigj niewykorzystane rezerwy sity roboczeje®zej czy paniej, ze
wzgledu na zateony staty wspétczynnik pracochtordod produkcji, praca staje i
waskim gardtem procesu produkcji, co unieiiiwia normatywne wykorzystanie
kapitatu.

Stwierdzenia te charakteryaujdrugs istotm wlasnad¢ keynesowskich modeli
wzrostu gospodarczego, odniajaca je, jak dalej pokzemy, od ugcia neoklasycznego.
Przyczym opisanej sztywnizi modelu jest oczywcie sposob potraktowania dynamiki
sity roboczej jako wptywu zewttrznego, nie biarcego udziatu wwyznaczaniu tempa
wzrostu gospodarczego, a jedynie stanoefo jego gor granie. Sam mechanizm
wzrostu opiera giw catdgci na akumulacji kapitatu rzeczowego, ktora stagede facto
jedynym motorem wzrostu. Jak pisat sam E. Domar) Wizrost sity roboczej, albo jej
wydajna¢ ma tylko ten skuteke podnosi zdoln@ produkcyjm, ale nie rodzi sam
przez st dochodti**,

W literaturze, w oméwieniach keynesowskich modelirostu gospodarczego,
najczsciej nie odrgnia sk wyraznie dwoch przedstawionych powsj zrédet
niestabilngci wzrostu: problemu ,ostrza Ba’ i problemu niestabilni
.Zztotowiekowej” sciezki wzrostu. Trzeba przyziaze do zatarcia tej édicy mogt
przyczynt sic sam Solow, ktéry we wgpie do swojego artykutu z 1956 r. wyrae
utozsamia pagcie ,,0strza n@a” z problemem zréwnywaniaesstopy gwarantowanej ze

13 Zob. J. RobinsorAkumulacja kapitaluWarszawa 1958, s. 133.

* E. DomarSzkice .,.op. cit, s. 127.
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stom naturaln™. Nie chodzi przy tym o kwestivytacznie natury terminologicznej — w
catym artykule Solow konsekwentnie sugeruge problem z niestabildoia wzrostu w
modelu Harroda - Domara sprowadza¢ swiasnie do braku ,mechanizmu”
zapewniajcego ustalanie siw gospodarce wkaiwej proporcji dosfpnych zasoboéw
kapitatu i pracy (odpowiad@ej relacji statych z zadenia wspoéiczynnikow
kapitatochtonnéci i pracochtonnéci produkcji), umaliwiajacej jednoczesne petne
wykorzystanie obu tych czynnikdéw. Zgodnie z wywod&wolowa sztywn& modelu
Harroda — Domara stanowi jedynie konsekwenpjzyjctego zalgenia o statych
wspoitczynnikach kapitatochtonid i pracochtonnéci produkcjivi |. Z tego wzgtdu,
rozpatrupc problem niestabiln@i wzrostu, Solow przedstawia model Harroda —

Domara w kategoriach funkcji produkcji Koopmanséeentiewa:Y = min{ﬁ,h},
vV u

(charakteryzujcej sk brakiem maliwosci substytucji czynnikéw produkcji),
utozsamiajc jednoczénie stog oszczdndici ze stop inwestycji w gospodarce.
Zalozenia te implikug, ze przynajmniej jeden z czynnikdéw jest zawsze w ipein
wykorzystywany w procesie produkcji. Niewykorzysearmocy produkcyjnych w
gospodarce (nadwka kapitatu) maee pojawé si¢ tylko wowczas, gdy czynnik pracy
stanowi ,waskie gardto” procesu produkcji, tzn., gdg/L =v/I*® Innymi stowy,
wyklucza s¢ przez to meliwos¢ sytuacii, ze faktyczna stopa wzrostu jestzsua
zarobwno od stopy naturalnej, jak i gwarantowarsdy, 2e gospodarka funkcjonuje przy
niepetnym wykorzystaniu obu czynnikéw produkcji Zatem wyklucza si typowy

mechanizm depresyjny).

15 7ob. R. M. SolowA Contribution to the Theory of Economic Grow@uarterly Journal of Economics,
February 1956, s. 65 — 66.

% Tanve, s. 73 - 75.

"W referacie wygloszonym z okazji otrzymania Nagrodobla Solow zdaje siswiadomie ju
ignorowa& wihasciwy problem ,ostrza nm”, zbywapc go nasipujacym stwierdzeniem: ,(...JTeoria
[wzrostu Harroda — Domara — przyp. awLigerowata co jeszcze bardziej dramatycznego. Szczegdlnie
pisma Harroda petne byly nie do hea dopracowanych twierdieze rozwdj réwnomierny jest, w
kazdym razie, bardzo niestabilnym rodzajem réwnowgakiekolwiek niewielkie odchylenie zostatoby
powickszone na czas nieokleny przez proces, ktory wydawak staleeé gtdwnie od niejasnych
uogolniei dotyczcych zachowé przedsgbiorcéw” (thum. aut.). [Zob. R. M. SolowGrowth Theory and
After, American Economic Review, June 1988, s. 307hdstpnie, w innym miejscu, przyzha,W tym
miejscu muszprzyzna sie do pewnego mojego miodzizego zaktopotania. We wczesnych dyskusjach
dotyczcych teorii wzrostu Harroda — Domara stu mowito s¢ 0 nieodkcznej niestabilnéi sciezki
wzrostu rownomiernego. ,Niestabilg& mogta oznacza — i faktycznie oznaczata — dwieen@ rzeczy i

te dwa znaczenia nie byly zawsze i@ rozr&niane. Mogta zatem oznaczae dobrze zachowuge

sie sciezki rGwnowagi g otoczone przezZle zachowujce se sciezki rownowagi, takze jakiekolwiek
z&lizgniecie se [z dobrze zachowagej sk $ciezki réwnowagi — przyp. aut.jnogto prowadzi w
konsekwencji do katastrofy. Albozteniestabilndé mogta dotyczy zachowania & systemu w
nierownowadze, takie gospodarka, ktora raz zboczytaby seeezki rownowagi, nie znalaztaby drogi
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Obie scharakteryzowane w tym punkcie widsnanodelu Harroda — Domara
stanowi, uprawomocnienie opinii wyeanych przez R. Solowa na temat tego motfelu
.reoria wzrostu, jak wiksza cegs¢ makroekonomii, byta produktem depresji lat
trzydziestych oraz wojny, ktéra ostatecznie pdéojej kres. Podobnie byto i w moim
przypadku. Niemniej jednak wydawato ny, se historia opowiadana przez te modele
nie jest prawdziwa. Ekspedycja przybyyea na Ziemg z Marsa po przeczytaniu tej
literatury spodziewataby gize znajdzie tylko ruiny kapitalizmu, ktéry rozpath sa
czesci dawno temu”(tum. aut.’. ,Bylem dosy sceptycznie nastawiony do modelu
Harroda — Domara (...). Pomdlatem sobie mianowiciese gdybyswiat rzeczywicie
funkcjonowat zgodnie z proponowanym przez nich hangeto historia kapitalizmu
bytaby o wiele bardziej burzliwa,nio byto w rzeczywistoi. Gdyby model Harroda —
Domara byt dobrym, dilugookresowym modelem makramkaznym, to w moim
przekonaniu niemiiwe bytoby wyjdnienie, w jaki sposéb udawatoesograniczy
wahania gospodarcze, jak ema oszacowalinie trendu i obserwowawahania wokot
tej linii i dlaczego te wahania, pomijg nieliczne przypadki gbszych recesji,
mieszcz sie W obrebie 3 — 4 procentowego pasma. Doszedliem do wnigskmusi
istnie¢ jakis spos6b modelowania wzrostu gospodarczego, kt@ybyiby obarczony
charakterystyczp dla modelu Harroda — Domara wdeiwascig balansowania niczym

na ostrzu nea” %°.

1.1.3. Model Harroda — Domara z posipem techniczno — organizacyjnym

W zaprezentowanej wersji modelu Harroda - Domamranoivaga dynamiczna na
poziomie maksymalnej nibwej do osiagniccia dtugookresowej stopy wzrostu, czyli

tzw. stopy naturalnej, gwarantuje jedyniagte utrzymywanie niezmiennego w czasie

powrotnej dozadnej sciezki rownowagi. Oryginalny model Harroda — Domara \ayht s podlega
obydwu tym trudn@iom. Myle, ze pokazalem,ze rozszerzenie modelu usuwa pierwszy rodzaj
niestabilngci. Drugi rodzaj jednake tak naprawd wymaga integracji krotkookresowej i dlugookresowej
makroekonomii, teorii wzrostu i teorii cykli konktaralnych. Harrod i wielu wspoiczesnych
komentatoréw przeszli nad tym problemem przez qmieypardzo specyficznych i nieprzekaemygch
zalazeri 0 zachowaniu inwestorow. Wtedy nie bylem tak przaky jak teraz o dhicy pomegdzy dwoma
pojeciami niestabilngci”. Tamze, s. 310.

'8 Dodajmy, niezalinie od faktycznych przestanek kiegaych ich autorem. Zob. przypis 17.
¥ Tanve, s. 308.

20 B. Snowdon, H. R. Van&ozmowy z wybitnymi ekonomistaBam Wydawniczy Bellona, Warszawa
2003, s. 366.
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poziomu zamgnosci spoteczéastwa, ja&li bowiem produkt rénie w takim samym
tempie jak liczba ludnimi, to produktper capita (p.c) pozostaje waz na statym,
wyj$ciowym poziomie.

Uogdlnimy teraz model o pagt techniczno - organizacyjny neutralny w
rozumieniu Harroda, czyli pegujacy prag (czysto pracoefektywroiowy) w tym
sensieze jest on réwnoway z odpowiednim wzrostem #oi sity roboczef’. Naktad

pracy mierzony w jednostkach wydaﬁnb[(t) jest dany wzorem:
L(t) = A()L(Y), (1.17)

gdzie A(t) oznacza poziom technologii, 0 ktérym zakladgze rasnie ze sta} stop:

A/ A= m. (1.18)

Uktad réwna (1.17) — (1.18) interpretuje esitacznie w ten sposéb, ze wskutek
postpu technologicznego (pg@iujacego pra¢) jeden zatrudniony w momencigest
rownowany exp(mt) zatrudnionym w momencigocztkowym, lub t& — w momencie
t dam wielkos¢ produktu mana otrzyma z tych samych naktadéw kapitatu
pofaczonych z exp(mt)razy mniejszym fizycznym nakiadem sity roboczep mr
momencie pocgkowym.

Z (1.17) oraz (1.10) i (1.18) wynikae poda pracy w jednostkach efektywfm,
L°(1), rosnie wyktadniczo ze stagn + m.

Poniewa popyt na prag (mierzony teraz w jednostkach efektywai) ksztattuje

si¢ nadal zgodnie z (1.10), czyﬁD(t) = |Y(t), to dla zapewnienia petnego zatrudnienia
sity roboczej inwestycje, kapitat i produkcja maisawniez rosraé ze stop n + m, czyli

musi zachodZi

Szn+m, (1.19)
\/

Sunt n + mokresla sk teraz jako naturaipstog wzrostu.
W takim wypadku produktp.c. (Y/L) rosnie ze stop rowm stopie posipu

technicznegan.

2L Scisle rzecz bioge, oryginalna definicja harrodowskiej neutradoio postpu technicznego i jej
bezpdredni sens ekonomiczny snne od przyjmowanych w tym miejscu pracy. Wykazgednak jej
réwnowanos¢ z ujgciem tutaj przedstawionym. Zob. H. Uzawdeutral Inventions and the Stability of
Growth Equilibrium Review of Economic Studies, Vol. 28, No. 2, Felyul961, s. 117 — 124,

Definicje neutralnéci w sensie Harroda i uzasadnienie przyjmowaniao tegdzaju neutralnci
postpu technicznego w makroekonomicznych modelach war@ospodarczego przedstawiamy w
rozdziale czwartym pracy.
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1.1.4. Uwagi o modelu Kaldora

Jako przyktad pewnego uelastycznienia modelu Harro®omara podajecstzesto w
literaturze keynesowski model KaldéfaZgodnie z 4 opinia, uelastycznienie to ma
poleg& na ztagodzeniu rygorystycznego warunku (1.19),oimatego na cztery
parametry modeluSrodkiem realizacji tego celu ma bdyuwzgkdnienie podziatu
wytworzonego produktly na wynagrodzenia pracownikOw najemnysh oraz zyski
wiascicieli kapitatu P (Y = W + P), co pozwala z kolei na wyoghnienie oszcangici
pracownikbw najemnych oraz oszdmncsci wiascicieli kapitatu. Zaklada sj ze

oszczdzana jest stata e wynagrodzé 0<s, <1 i stata (niekoniecznie taka sama)
czgs¢ zyskow 0<'s, < 1 Oszczdnosci w skali catej gospodarki narodowej svigc

suma:
S=ssW+sP.
Podstawiaic W = Y — R otrzymujemy:
S=sv(Y-B+sP=(swt ($-swP/Y)Y.
Jak widzimy,srednia stopa oszedncsci w skali catej gospodarld = sy + (S - Sw)P/Y,

przy danych stopacks,, i s,, zaley od proporcji, w jakich na produRt sktadaj si¢

zyski z kapitatu i wynagrodzenia.

Po tej modyfikacji warunek (1.19) wzrostu réwnomiego przy normatywnym
wykorzystaniu mocy produkcyjnych i petnym zatrudnie sity roboczej przybiera
post&:

(ot (9-S)GKM =n+m

gdzieq = P/K oznacza stapzysku z kapitatu.
Korzystapc z definicji wspotczynnika kapitatochtoném produkcjiv = K/Y, warunek

powyzszy mana zapisdw postaci:

%"'(Sp'SN)q:n"'m (1.20)

Lewa strona rodwnania (1.20) okle teraz poziom gwarantowanej stopy wzrostu, prawa
zas — stopy naturalnej. Jak widzimy, parametrem det@ucym poziom

gwarantowanej stopy wzrostu przy danych stopggh s, jest stopa zyskg. Gdyq

2 N. Kaldor,Eseje z teorii stabilizacji i wzrostu gospodarcze@@/N, Warszawa 1971.
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zmienia s¢ od 0 dol/v (czyli P zmienia st od 0 doY = KN\), lewa strona réwnania
(1.20) zmienia siw przedziale pomtzy wart@gciamis./V i sylv.

Aby zapewnt wzrost rownomierny w warunkach petnego zatrudm@igsiopa zysku
g, przy danych pozostatych parametrach, musi ksetat sic na scisle okr&lonym
poziomie, wynikagcym z (1.20):
_n+m-5,/v
= —Sp E—

Z modelu nie wynika jednak, w jaki sposéb ta wyarsay stopa zysku ma zosta

(1.21)

osiagnicta. Jest to w istocie jeszcze jeden egzogeniczmgnpetr, pozostawiony do
okreslenia przez czynniki zewstrzne, i znow jedynie kwestiprzypadku jest, czy
osiagnie on odpowiedriwartas¢. Przedstawiana w literaturze argumentacja, zgoznie
ktdra model Kaldora jest bardziej elastyczny od modeturbda — Domara ze wzglu
na to,ze "podczas gdy w modelu Harroda — Domarazob. przypis 23musi s¢
rowna’ pojedynczej warkwi s/v, to teraz m by gdzi& miedzy wartdciami s./v oraz
sp/\/'23, wydaje st mato przekonujca.De factqQ wymagana sztywna relacja paahzy n

+ m, s orazv zostaje tutaj zagpiona przez ing réwnie sztywn relacg pomidzy
wigksz liczba parametrown + m, sy, S,  orazv. Dopokizaden z tych parametrow nie
jest wyznaczany wewtrz modelu, tak, aby jego poziom dostosowywat €0
pozostatych, nie m@ by mowy ozadnym uelastycznieniu modelu. Realny ppsiv
tej kwestii mana by osigna¢ dopiero wéwczas, gdyby model zawierat gakeori
podziatu dochodu, z ktérej by wynikatge stopa zysku dostosowuje: slo poziomu
wyznaczonego przez (1.21).

Zauwamy jednak,ze przyjmowanie w keynesowskich modelach wzrostiycta
wspotczynnikéw produktywniei naktadéw samo przezeseliminuje wszelkie kwestie
dotyczce zmian kracowych produktywnéci czynnikbw i, co za tym idzie,
neoklasycza teorg podzialu dochodu na wynagrodzenia pracy i kapithhe ma tu
takze maliwosci wyprowadzenia udzialtdw poszczegdlnych czynnikgredukcji w
dochodzie. Jest to jeszcze jeden aspekt nieelas§azych modeli.

Na koniec zwracamy uwagze rzekome uelastycznienie paaeq keynesowskiego
w modelu Kaldora dotycZyma jedynie problemu zréwnywaniag sjwarantowanej

23 7ob. R. D. G. AllenTeoria makroekonomiczna. ¢dje matematyczn@WN, Warszawa 1975, s. 216 —
217 (oryginalnie u Allena nie ma pepu technicznego, czylm=0). Argumentagj t¢ powtarza take
Tokarki (zob. T. TokarskiDeterminanty wzrostu gospodarczego w warunkachycttabfektow skali
Katedra Ekonomii Uniwersytetu £6dzkiego, +68001, s. 17 — 19), uwajac ten fakt za Ztagodzenie
(...) problemu ostrza ra".
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stopy wzrostu ze stopa naturaliNie ma natomiast nic wspélnego z problemem ,@astrz

noza’.

1.2. Podstawowy neoklasyczny model wzrostu gospodaego Solowa

W 1956 roku Robert Solow przedstawit model wzrogtispodarczego, ktéry staksi
fundamentem nowej, neoklasycznej teorii wzrostu,Inejo od sztywnéci modeli
keynesowskich. Przetlomowym, jak ¢sip&zniej okazato, dla teorii wzrostu
gospodarczego rezultatem byto przedstawienie pBmpwa matematycznego opisu
mechanizmu ekonomicznego, sprawi&go,ze gospodarka, pozosiap pozasciezka
wzrostu rownomiernego, z uptywem czasuagaitakie proporcje mdzy czynnikami
produkcji, ktére pozwalajna wzrost rownomierny w warunkach petnego zatrewiai
dostpnych zasobdw sity roboczej.

Gospodarka rozpatrywana przez Solowa jest goskpdamkneta sktadajca sic z
dowolnej liczby przedsbiorstw wytwarzajcych jeden i ten sam produkt (produkcj
finalng) za pomoeg tej samej technologii. Produkt, inwestycje, konpaja i zasoby
kapitalu (magtku produkcyjnego) wyraone g wartagciowo (w cenach statych).
Przedstbiorstwa funkcjonuj w warunkach doskonatej konkurencji.

Procesy produkcyjne zachage w gospodarce opisujeesza pomog jednej
agregatowej funkcji produkcji o ogélnej postaci:

Y(t) = F(K(D), L(1), 1), (1.22)
ktorej charakterystyczncech jest to, ze dopuszcza nitiwos¢ substytucji mgdzy
naktadami kapitatu i pracy. W oryginalnym modeluld&®e argumentami funkciji
produkcji bylty wyhcznie kapitat i praca. Uzaleienie funkcji produkcji od zmiennej
czasu wize sk z uwzgkdnieniem posfpu techniczno — organizacyjnego.

Zaktada si, ze funkcja (1.22) jest cigta 1 (przynajmniej) dwukrotnie

rézniczkowalnd® (przy czym F, =0F/ot>0), zerowym nakladom czynnikéw

produkcji przyporzdkowuje zerowy produkt, charakteryzuje ¢ sidodatnimi i

malepcymi produktywndciami kraicowymi obu czynnikdw wytworczych oraz jest

4 Ekonomiczny sens zatenia o gtadkéci (ciagta i rézniczkowalna) funkcji produkcji wyta st w
stwierdzeniu, 2 dopuszcza ona niesktzomy liczbe mozliwych proceséw produkcyjnych, dajych
okreslony poziom produkcji, gtadko przechagtych jeden w drugi, take relacjeY/Ki Y/L zmieniaj Si¢
w sposob cighy.
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funkcja wklesta. Dwa ostatnie zal@nia mana wyraz¢é formalnie w nasfujacy
spos6b™
FK J FL >0, FKK ’FLL <0, FKK FLL - (FKL )2 = G.
O funkgcji (1.22) zaktada sirowniez, ze spetnia tzw. warunki Inady:
lim Fy =co, lim F, =0, gdzie: X O{K,L}.

Podobnie jak w modelu Harroda — Domara przyjmujeseyposgp techniczno —
organizacyjny ma charakter czysto pracoefektydgimwy (neutralny w sensie
Harroda). Funkcja produkcji ma wtedy rgmtjaca posta:

Y(1) = F(K(1), L(t), (1.23)
gdzie E(t) = A(t)L(t) oznacza zasoby sity roboczej mierzone w jednostkach
efektywndgci.

O funkcji produkcji zaktada siponadtoze jest dodatnio jednorodna stopnia jeden.

Oznacza toze dla dowolnej liczby¢ >0, zachodzi rowngt:

F(EK;EL) =¢F(K;L).
Warunek ten réwnoway jest zataeniu o statych korzgi skali (statych przychodach
wzgledem skali produkciji).
Przyjmupc ¢ = ([)‘1, mamy: F(K/[,1)=[_1F (K ;[). Wprowadzajc oznaczenia:
§/=Y/_L, k=K/L, odpowiednio, dla produktu i kapitatu na jedngstfektywnej
pracy fjep oraz F(E,l) = f (E), otrzymujemy:

y(H) = f(k(9). (1.24)
Funkcja (1.24) nazywana jest funkgprodukcji w postaci intensywnej. Wyta ona
zaleznosé migdzy produkay i kapitatlem w kategoriachjep.
Z zataen o funkcji produkcji (1.22) wynikaze funkcja produkcji (1.24) posiada
nastpujace wtasneci:
a) jest chgta i (przynajmniej) dwukrotnie ediczkowalna,

b) dla zerowego nakiadu kapitahjep daje zerowy produktf (0) =0,

c) jestrosiaca i silnie wkésta: f '(E) >0, f "(E) <0,

> Dla uproszczenia zapisu stosujemy gaspice oznaczenia dla pochodnychastkowych funkgji
FXCY): F _OF E = 0°F _OF
U T Y axay
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d) spetnia tzw. warunki Inad)lkimO f'(k) = oo, |I(im f'(k) =0.
Wiasndgci ¢) i d) wynikap z faktu,ze:

.~ _10F(K,L)dK -
fr k)= —F fr(k)=—K 2 =F L. 1.25
() L oK ok ¢ () K ok ¢ (1.25)

State korzyci skali agregatowej funkcji produkcjasvyrazem zatgenia o formie
organizacji rynku, na ktérym dziataj maksymalizujce zyski przedsbiorstwa
(konkurencja doskonata). Ponieiva zataenia wszystkie firmy wytwarzajjednorodny
produkt przy uayciu tej samej technologii, cata gospodarka funkuje tak, jak
pojedyncza gaf przemystu w warunkach doskonatej konkurencji. Makalizujac
zyski, przedsibiorstwa najmuyj ustugi pracy i kapitatu do momentu zréwnania si
krancowych produktywnéci poszczegélnych czynnikéw produkcji z rynkowymi
cenami tych czynnikow, ktore traktujako dane (na ktére nie naaWp+ywu)26. Ze
wzgledu na przyjmowane w modelu doskonatej konkurenajozznie o swobodzie
wejscia i wyjscia z rynku free entry and exXif w rownowadze dtugookresowej
wszystkie przedsbiorstwa osigaja zerowe zyski czyste, funkcjoragj na poziomie
minimum swoich dilugookresowych krzywych przgoego kosztu produkcji. Produkt
(wartas¢ wytworzonej produkcji finalnej) kalej firmy rozktada s w caldgci na
wynagrodzenia kapitatu i pracy.

W modelu Solowa zakladagsize gospodarka znajdujegsiv stanie permanentnej
diugookresowej réwnowagi konkurencyjffejOznacza toze sumujc produkcg oraz
naktady kapitatu i pracy wszystkich przegsorstw, maemy dla kadego momentu

zapisa rownanie:

Y(0)=q(9 K+ w9 LY, (1.26)

%6 Chodzi oczywicie o ceny wynajia czynnikéw na potrzeby higcej produkcii.

2"'Zob. np. H. R. Varianntermediate Microeconomics: A Modern Approa@th edition, W. W. Norton
& Company, 2005, s. 403 — 408.

Nalezy podkréli¢, ze przymiotnik ,diugookresowy” iyty jest tutaj w takim znaczeniu, w jakim
uzywany jest w analizie mikroekonomicznej, gdzie prz#ugi okres rozumie sitaki okres, w ktérym
wszystkie czynniki (koszty) produkcji firmy nina traktowd jako czynniki (koszty) zmienne. W dalszej
czeSci pracy ledziemy rozrénia¢ pojecia: ,dlugookresowa réwnowaga konkurencyjna” (w sen
mikroekonomicznym) oraz ,dynamiczna réwnowaga dhlgesowa’, oznaczaga stan stacjonarny
gospodarki, w ktorym zachowang gewne relacje strukturalne pamky wielkasciami ekonomicznymi.
Pomimo ze mikroekonomiczna koncepcja dtugookresowej rowrgwana rynku doskonale
konkurencyjnym jest z istoty koncepcjdynamiczm, w neoklasycznych modelach wzrostu
gospodarczego zaktadana jest jako permanentnygetgpodarki (w kzdym momencig).
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gdzie Y, K, L oznaczaj globalne wielkéci produkcji oraz nakiadéw kapitatu i
efektywnej pracy, zaqg i w — rynkowe stawki wynagrodaeza ustugi, odpowiednio,
kapitatu i pracy.

Podkrdlenia wymaga fakt,ze model nie determinuje rozmiaréw (wietkd
produkcji) pojedynczych firm w rownowadze diugoadmerej (co wcale nie oznacza
brak takich w modelu sizaktadaj®, a tym samym liczby firm w gospodarce przy
danych zasobach kapitatu i pracy. £gbspodark mozemy natomiast traktowagjako
jedno due przedsibiorstwo, funkcjonujce w takich samych warunkach rynkowych
jak kazda pojedyncza firma.

Z przyjetych zataen o funkcjonowaniu gospodarki wynikae dla catej gospodarki
w kazdym momencie spetnione g warunki maksymalizacji zysku:

oY _ ay _
o A0, o - M. (1.27)

Z (1.26)i (1.27) oraz na podstawie twierdzenia Eulera wnioskujemeyagregatowa
funkcja produkcji jest dodatnio jednorodna stogei@en, czyli gospodarka funkcjonuje

przy zerowych korz§ciach skali produkcji.

Podobnie jak w modelu Harroda — Domara, w modedloBa zaklada si ze
zasoby sity roboczej rogrwyktadniczo ze statstom n, utazsamiam ze stop przyrostu
naturalnego:

L@)/L{)=n. (1.28)
Przyjmujemy take, ze pos¢p techniczno — organizacyjny odbywae¢ ste stad,
egzogenicznie darstom m:

A(t)/ AH) = m, (1.29)
gdzie E(t):A(t) L(t) oznacza zasoby sity roboczej mierzone w jednostkach

efektywndaci.

% Jnnymi slowy, state korzgi skali agregatowej funkcji produkcji nie oznaczajvcale, ze
mikroekonomiczne funkcje produkcji wszystkich prgieliorstw g dodatnio jednorodne stopnia jeden
dla kazdego poziomu produkciji.

Podkrdlmy raz jeszczeze state korz§ci skali agregatowej funkcji produkcjia svyrazem zatgenia o
formie organizacji rynku, a nie o technologii pradiji w kazdej pojedynczej firmie, funkcjonagej na
rynku. Takie wyjdnienie stanowi jedyni (w ograniczonym zakresie) wystarcza mikroekonomicza
.podbudove” modelu. W tym kontefcie warto réwnie zauway¢, ze spotykane czasem w literaturze z
zakresu tzw. nowej teorii wzrostu modele, w ktorymtzyjmuje s¢ arbitralnie zateenie o rosacych
korzysciach skali agregatowej funkcji produkcji beéadnej mikroekonomicznej ,podbudowy”, poza
éwiczeniem z zakresu matematyki stosowanej nieymajkszego sensu.
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Z (1.29) i (1.28) otrzymujemy zaterre zasoby efektywnej prady= AL rosm ze stad
stom n+m. Wynikajace std réwnanie L =Loe™™! traktujemy jako réwnanie
(doskonale nieelastycznej) pagazasobow efektywnej pracy w momentie

W podobny sposob, globalr{rowniez doskonale nieelastycgnpoda kapitatu w
momencie t utozsamiamy z globalnym zasobem kapitatu wynikgm z
dotychczasowych inwestycji netto. Oznageaprzezl(t) globalne inwestycje brutto
oraz przezd stah stomg deprecjacji kapitatu, zmiany podakapitalu w gospodarce

okresla rownanie:

K(t) = 1) - 3K (). (1.30)
Poziom inwestycji w gospodarce jest zdeterminow@nyez poziom 0Szednasci,
oznaczajcych nieskonsumowarczes¢ produktu (dochodu)S(t) = Y()- Q).
W modelu zaktada sistaty poziom stopy oszedndasci s, czyli: S(t) = sY .
Zatem:
t)=S(t) = I(t)=sY(). (1.31)
Znak tzsamdaci w (1.31) stay podkréleniu r&znicy w stosunku do zaten modelu
Harroda — Domara. W przeciwigtwie do (1.5), réwnanie (1.31) jest z zadoia
spetnione dla dowolnego poziomu produkcji i opisdge factozaleznos¢ bilansova.
Oznacza to,ze w modelu Solowa pomija ¢siwszelkie zagadnienia zydane z
agregatowym popytem i wszelkie w#tisve roznice pomédzy wielkasciami
planowanymi i faktycznymif. Ze wzgkdu na drug z tazsaméci w (1.31), stop
oszczdnaici s mazemy rownie nazywad stop inwestycji w gospodarce.
Na podstawie (1.30) i (1.31) otrzymujemy ostateezmastpujace rownanie

dynamiki globalnych zasobow kapitatu:

K(t)=sY() - K. (1.32)
Réwnanie (1.32) kiaczy proces definiowania modelu Solowa. Matematycarydel
wzrostu Solowa dany jest zatem przez uklad réw@da29) - (1.23), (1.27) - (1.28) oraz
(1.32), postaci:

réwnanie agregatowej Y (1) = F(K(1), L(1)),
funkcji produkcji: L(t) = A() L(1),

2 Tozsamdé | (t) =S(f), réwnowana tazsamdci globalnego popytu i globalnej pagana rynku
produktu, nazywana jest w literaturze prawem ryni@ay'a.
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réwnania podziatu produktu Y(t) = o) K()+ w() L(D,
pomiedzy czynniki wytwércze: q(t) =R, w(t)=F,

réwnania dynamiki

L)/ L) =n, A/ A= m

czynnikow wytwaorczych: .
K(t) =sY()-J K(?.

Po zlogarytmowaniu i zimiczkowaniu rownaniak = K/L wzglkdem czasu oraz po

uwzgkdnieniu (1.29) i (1.28), otrzymujemy:

Kik= K K=(n+n. (1.33)
Korzystajc kolejno z (1.32) i (1.24), dostajemy:

KIK=sDY¥/ K-d= S0y kd= §{ K kd. (1.34)

Po podstawieniu (1.34) do (1.33) i obustronnym poieniu przezE dochodzimy do

zasadniczego réwnania modelu:

k(t) = sf(k(9) - (m+ m+3) K 1, (1.35)
opisupcego dynamik zmian kapitatunjep.

Rozwhzujac réwnanie raniczkowe (1.35), po przggiu okrelonej, analitycznej
postaci funkcji produkcji (np. funkcji Cobba — Ddaga) i wygciowe poziomu kapitatu
njep ko, mazna wyznacz¥ sciezke czasovy E(t), a nasipnie, na jej podstawigciezki
czasowe wszystkich pozostatych zmiennych. Jak jsoky dalej, najwzniejsze
wnioski wynikapce z réwnania (1.35) moa te uzyskd& metodami jakéciowej
analizy réwna rézniczkowych, odwotujc sk jedynie do wymienionych przed chwil
ogdlnych witasnéci  funkcji f(k), bez koniecznii precyzowania jej postaci
analitycznej.

Wyrazenie po prawej stronie rownania (1.35) zma zinterpretowa jako r&nice
pomiedzy faktycznymi inwestycjaminfep) a inwestycjami niezldnymi do utrzymania

kapitatunjep k na istniegcym poziomié®.

* Dla utrzymaniaE = K/ AL na statlym poziomie zasoby kapitatu musasmé¢ wyktadniczo ze stap
wzrostu efektywnej pracy powkszorny o stog deprecjacji, K/IK=n+m+J. Zatem wymagane

inwestycje w kategoriacmjep wynosz K/AL=(n+ m+J) K/ AL. Stopan+m+J jest nazywana
efektywry stop deprecjacji dla kapitatojep.
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Definicja 1.1. Stanem stacjonarnym modelu Solowa nazywamy talzegolny poziom

kapitatu njep Ke, ze jezeli gospodarka osgnie 6w poziom, to niednzie on podlegat

juz dalszym zmianom.

Formalnie, stan stacjonam_gé jest to taki poziom zmiennég, przy ktérymE =0. Jak
wynika z (1.35), w stanie stacjonarnym spetniorse féwnanie:

f(ke) _n+m+d
Ke s

(1.36)

Przygte zalaenia o funkcji produkcji (wtasrsgi c) i d) funkcji (1.24)) gwarantu;j

istnienie jednoznacznie oktenego poziomuke .

Oczywgicie, w stanie stacjonarnym rownigorodukt njep pozostaje na statym
poziomie ?/e = f(_ke)- Z (1.33) wynika, ze zasoby Kkapitalu K (w ujeciu
bezwzgédnym) rosm wéwczas wyktadniczo ze stpp+m. Z analogicznego rownania,

wyprowadzonego na podstawie defini&i= Y/E, wnioskujemy,ze z § samy stop
rosnie take produktY . Poniewa zasoby sity roboczej rogree stad stom n, zatem
stopa wzrostu kapitatu i produktp.c. jest rébwna stopie zmian jakmowych m,
okreslanych mianem pogpu technicznego. Wzrost kapitatu i produktuy z3é&m stom
oznaczaze relacja produktu do kapitatu pozostaje statagsdmna przez (1.36).

W przeciwigistwie do keynesowskich modeli wzrostu gospodarczegodel
Solowa okréla takze dynamil¢ rynkowych cen czynnikow wytwérczych oraz podziat
produktu na wynagrodzenia pracy i kapitatu.

Zgodnie z (1.27), stawki jednostkowych wynagradza ustugi kapitatu i pracy
rowne g ich kraacowym produktywnéciom. Mazna je wyrazt w kategoriach kapitatu

njep. Na podstawie (1.25), mamy:
q(t) = f'(k(). (1.37)
Korzystajc z (1.24) oraz definicji zmiennyci i k, otrzymujemy take:

Co(Af(0) ok - ~ Ko
Ro=——a = AT+ ALF(R=-= AR~ ALF(B5 = fﬁ { k= Kk« }9

Stad i z zal@enia (1.27) wynika zatene:

%1 Nietrudno zauway¢, ze dla istnienia stanu r(’)wnowagEe>0 faktycznie wystarczy, aby:
lim sf'(K > n+ m+Jd, limsf'(k<n+ m+d. Warunki Inady stanowi silniejsz forme tego
k-0 k - oo

zalazenia.
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w(t) = A ( F(k(D) ~ KD F(K D). (1.38)

Z (1.37) oraz definicji zmiennycly, k, L wynikaja rownaci:

gKk+wL=Y < gK/ Y+ wl Y=1,
czyli catas¢ wytworzonego produktu rozktadacdiez reszty na ptace i zyskkapitatu.
Réwnania te stanowide factoinng post& zatazenia (1.26). Wyrzajac to samo jeszcze

inaczej, udzialy wynagrodae kapitatu, qK/Y=kf'(K/ f(R, i pracy,
wL/Y=1-kf'(K/ f(K, w produkcie sumyijsic do jedndci.

Z réwna (1.37) - (1.38) wynikaze w stanie stacjonarnym, dla= ke, stopa zysku
z kapitatlu q pozostaje stata, a stawka ptacrosnie wykladniczo ze stappostpu
technicznegom. Przypomnijmy,ze w stanie stacjonarnym z sany stom rosnie
réwniez relacja kapitalu do pracy. Jednogzie, pomimo wzrostu tej relacji, stopa
zysku z kapitatu nie maleje, lecz utrzymuje sa statym poziomie. State séwniez
udziaty wynagrodze poszczegolnych czynnikow w wytwarzanym produk®énika
stad wazny wniosek,ze, w stanie stacjonarnym, zaémy w modelu neutralny w sensie
Harroda posfp techniczny oddzialuje na gospodanw taki sposob,ze dokitadnie
kompensuje efekt malgjych przychodoéw z kapitatu.

Geometryczny obraz gospodarki w stanie stacjonanmgnentujemy na rysunku 1.2.
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Rysunek 1.2

Stan stacjonarny i podziat produktu w modelu Solowa

A*f(R) (m+ n+d)k
NI .
W - sf(K)

R 0 Ke E'

zrodto: opracowanie wiasne

Linia przerywana, wychodza z pocztku uktadu wspoétrzdnych i nachylona do osi
0k pod katemy, takim,zetgy = (n + m +9) / s, wyznacza punkt M na krzywc’qu),
okreslajacy wartcci Ke i f(Ee). Jednocz@ie, poziom ke opowiada wspotne;
punktu przecicia T funkcji faktycznych oszedncdici/inwestycji brutto Gjep) oraz linii
inwestycji niezlkkdnych do utrzymania poziomu kapitatjep na statym poziomie.

Z rysunku 1.2 mzna take odczyté charakterystyl& podziatu produktu w stanie

stacjonarnym. Stopa zysku w stanie stacjonarnynmowdma nachyleniu stycznej do

kizywej f(k) w punkcie M, czyli q, =tga =|WN/| NM. Std WN|=Tkgq, czyli

diugas¢ odcinka WN wyraza taczne wynagrodzenia kapitatu, przypagdaj na

jednostk efektywnej pracy. Ponievﬂa‘m‘: f(ke)=y,, to z (1.38) wynika,ze

we/A(t):‘Ol\*'—‘Wl\jI: OW, czyli diugai¢ odcinka OW wyraza stawk ptac njep

Poniewa @, =cosa = m 46F'E=_W 46*: to ‘ﬁ =w/ A)q, czyli diugae

odcinkaOR wyraza relacg cen efektywnej pracy i kapitatu.
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Scharakteryzowany wgj stan stacjonarny modelu opisuje gospo¢amkajdujca
siec w dilugookresowej rownowadze dynamicznej, ékneej mianem §ciezki wzrostu

rownomiernego”.

Uwaga 1.1.Pokcie wzrostu rownomiernego w literaturze rozumiaest w mniej lub
bardziej restrykcyjny sposodb, w zatesci od liczby warunkéw naktadanych na
okreslany tym terminem proces wzrostu gospodarczego. ®éklasycznej teorii
WZrostu przez wzrost rownomierny rozumiany jeswaazaj taki proces wzrostu, ktory
charakteryzuje ginastpujacymi cechami:
1) wielkos¢ produktu (lub wszystkich produktow,sjew modelu rozrénia st np.
dobra konsumpcyjne i inwestycyjne lub dokonuje heajdszczegdtowej dezagregaciji)
oraz wszystkie wytwarzane naktady podlagaj akumulacji (w szczegolea kapitat
rzeczowy) rosa z ta samy, stah stom wzrostu, tak,ze relacja produktu do tych
naktaddéw pozostaje stata,
2) ze stat stop rosm rowniez wielkosci naktadéw niewytwarzalnych (w szczeg&noo
sity roboczej),
3) wartagciowe relacje naktadow do produktu / - 6w (waiyle udziaty wynagrodze
czynnikéw wytwérczych w produkcie) pozostaja statych poziomach

Wymienione wilasnei skltadaj sic na definicg wzrostu réwnomiernego w
wezszym sensie. Tego rodzaju wzrost rwnomierny chargkuje gospodatkw stanie
stacjonarnym w modelu Solowa.

Czasem jednak proces wzrostu gospodarczegglakygjako rownomierny rozumie
sie¢ w szerzej, rezygnag w definicji z ostatniego dulz dwdch ostatnich z podanych
warunkéw. W takim wignie szerszym sensie mowa byta o wzie rownomiernym w

prezentowanym wczaiej modelu Harroda — Domara.

%2 prawidlowdici te okazyj si¢ zgodne ze stylizowanymi faktami wzrostu gospodegoz do ktérych
odwotamy s¢ w drugim rozdziale pracy (patrz punkt 2.1).
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1.3. Poréwnanie pode€jcia neoklasycznego z podggiem keynesowskim

Jezeli postizymy sie wspoétczynnikiem kapitatochtondoi produkcjiv = K/Y, rownanie
(1.36) ma@emy przedstawiw nast¢pujacy sposob:

Lf(ke) Y _1_n+mtd s
Lke K v s v

J=n+m, (1.39)

Otrzymalsmy zaleno$¢ analogicza do tej, jaka wynikata z modelu Harroda — Domara
(zob. (1.19)¥% dla wzrostu réwnomiernego, przy petnym zatrudniesily roboczej,
gwarantowana stopa wzrostu jest rowna stopie riagjra

R&nica jest jednak zasadnicza: o ile poprzednio réénta byla kwest
szczsliwego dopasowania czterech odomych niezalenie od siebie parametréw, o

tyle teraz jest oggana poprzez zmiany kapitatochtodaio produkcji v, bedacej
zmienny ciagla zalezna od E(v= k/ f(k)). Niezalenie od poziomu poetkowegq k

zawsze zmierza do poziomu stacjonarneg&, odpowiadajcego sciezce
rownomiernego wzrostu. Zawsze bowigezeli k< ke, to - zgodnie z (1.35) k>0i

k rosnie, gdy za k>ke,to E <0ik maleje. Jeeli k= ke, toLk =0ik pozostaje bez
zmian. Pamgtajac 0 podanej wiej interpretacji poszczegolnych sktadnikéwenity,
wystepujacej po prawej stronie réwnania (1.35), nietrudnozammi&€ ekonomiczn
tres¢ tego dostosowania: dopoki faktyczne inwestycje wsyzsze (nksze) od ich
wielkosci niezlgdnej do utrzymania relacji kapitalu do efektywnepgy, K/AL, na
niezmiennym poziomie, to wywolyjwzrost (spadek) tej relacji. Inaczej mawi— w
kategoriach formuty (1.38) - §& produktywna¢ kapitatu kedzie wiksza od poziomu

w stanie stacjonarnym, toedlizie ona male na skutek szybszego wzrostu zasobu
kapitatu anteli ilosci efektywnej pracy, gdy deébedzie mniejsza, todulzie rosaé wraz

ze spadkienk .

Wejscie gospodarki néciezke réwnomiernego wzrostu jest tylko kwestzasd*.

Sciezka rownomiernego wzrostu i koresponglyj z ni stan stacjonarnke wyznaczaj

zatem stan stabilnej réwnowagi dynamicznej gospgaodafauwamy jeszcze,ze

¥ Réznica wynika jedynie z uwzetinienia w zaprezentowanym modelu Solowa stopy g
kapitatu J .

3 Scisle rzecz bioge, stabilngé diugookresowej réwnowagi dynamicznej ma — jakwylkde bywa przy
rozwiazaniach réwna rozniczkowych — charakter asymptotyczny. Zgodnie z ggeghnym zwyczajem
przyjmujemy,ze dla ekonomicznej interpretacji nie ma tekgzego znaczenia
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stabilng¢ ta nie zaley od konkretnej postaci funkcji produkcji, np. fuaikCobba —
Douglasa. Wniosek ten ma szczegoélne znaczenie Xktpumidzenia problemow,
podigtych w czwartym rozdziale tej praty Automatyczne dostosowywanieesi
wydajnaci kapitatu jest oczywitie konsekwengj zatazen przyjetych odndénie postaci
funkcji produkciji, przede wszystkim prawa malgjch przychodow z kapitatu. Stanowi
to potwierdzenie opinii Solowa przytoczonej na pka poprzedniego punktu.
Pomimo to, stwierdzenig,e wszelkie ranice medzy modelem Harroda - Domara a
modelem Solowa wynikajz formalnej postaci funkcji produkcji przestanedpake
fakt kluczowy,ze o ile ten pierwszy model jest modelsirnicte keynesowskim, o tyle
model Solowa zbudowany zostat na catkiem odmienngaekyzeniach ekonomii
neoklasycznej o funkcjonowaniu gospoda3tkiv modelu Solowa zaktadaesimplicite,
ze w gospodarce funkcjonumechanizmy réwnowace, ktore:
= prowadz do uzgadniania popytu i padana rynkach pracy i kapitatu,
= dostosowuj popyt inwestycyjny do poziomu oszgnaci przy petnym
wykorzystaniu mocy produkcyjnych (prawo rynkéw Sy’
Rynki produktu, kapitatu i pracyaspermanentnie zrownowane (ma zatem
miejsce rownowaga ogoélna w gospodarce).
W przeciwigistwie do tego, w modelu Harroda - Domara:
= ignoruje s¢ mechanizmy zapewni@ge réwnowag na rynku pracy (o
zatrudnieniu decyduje zapotrzebowanie na sitbocz, wyznaczone sztywno

przez poziom produkcji, dostosowagj st do popytu globalnego),

% W swietle przedstawionego tutaj wnioskowaniaydsta jest opinia wyrana w klasycznej jui znanej
polskiemu czytelnikowi od wielu lat pracy Allenadi. R. G. D. Allenpp. cit). Na stronie 257 czytamy:
.Przyczymy ograniczonej przydatmoi ujecia neoklasycznego jest tée pozostawia ono na uboczu
nasepujgce zagadnienia: co gidzieje, jéeli w dowolnym momencie relacja: produkcja — kafpite jest
odpowiednia dla wzrostu réwnomiernego? W funkcjamow samego modelu neoklasyczneganao
znaleéé tylko czsciowg odpowied. Dopoki spetnionegswszystkie warunki réwnowagi, model oltae
réwnanie r&niczkowe (lub rénicowe), ktére, jgeli mae by rozwigzane, dajesciezki rébwnowagi
zmiennych od jakiejkolwiek pegkowej wartdci relacji: produkcja — kapitat (..) Problem polegza
rozwigzaniu réwnania; w istocie niewiele gra posugé sie naprzod, j€li nie przyjmie st konkretnej
postaci funkcji produkcji, takiej jak na przyktadinkcja Cobba — Douglasa.l dalej (s. 271):
»Zagadnienie stabilnéci czy trawersu nadzy stanami stacjonarnymi demy rozpatrzy tylko w
przypadku pewnej konkretnej postaci funkcji progiulRrzyjmujemy tutaj przypadek funkcji Cobba —
Douglasa”

% Sugestywnym wyrazem tego faktu jestatiwosé wprowadzenia problemu ,ostrza#s do modelu
wzrostu z neoklasycanfunkcja produkcji (dopuszczaga substytuc naktadow kapitatu i pracy), pod
warunkiem usurkcia zal@enia o obowizywaniu prawa rynkéw Say'a @samdci oszczdndsCi i
inwestycji). Przyklady takiej kombinacji zaten keynesowskich i neoklasycznych (prezentowane jako
modyfikacje modelu Solowa) przedstawia Nikkaido.bZoH. Nikaido, Harrodian Pathology of
Neoclassical Growth: The Irrelevance of Smooth Ba&ubstitution Zeitschrift fir Nationaldkonomie
40, 1980, s. 111 — 134, przedruk w: H. NikaiBagces, Cycles, and GrowtiCambridge, Massachusetts:
MIT Press, 1996.
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» zaklada si odwrotny kierunek w procesie réwnoregia planowanych
inwestycji i oszczdnasci: oszczdnaosci dostosowuyj Sie popytu inwestycyjnego
poprzez zmiany iliciowe w wielkgci wytwarzanego produktu (zgodnie z
rownaniem (1.5)), a zatem réwnierykorzystywanego kapitatu.

Jest zatem mtiwa réwnowaga na rynku produktu przy nie petnym
wykorzystaniu mocy produkcyjnych (kapitatu) i siyboczej.

Przygcie neoklasycznych przestanek w modelu Solowa usuvgauncie rzeczy z
zatazenia te problemy, z ktorymi spotkatly sk w przypadku modelu Harroda -
Domara: problem ,ostrza na” oraz kwestj takiego ksztattowaniagzasobu kapitatu i
poziomu produktu, ktére pozwoli na argaanie w proces produkcyjny rasrych
wcigz zasobdéw sity roboczej (czyli sytuachazwam przez J. Robinson ,ziotym
wiekiem”).

Przegciowe stany wzrostu nierbwnomiernego, kiedy zadddgyitalu w gospodarce
rosrg wolniej lub szybciej i zasoby efektywnej pracy, nie prowadntaj — jak to jest
w przypadku modelu Harroda — Domara — do niepetnegkorzystania ktéregoz
czynnikOw produkcji. Automatyczne mechanizmy przgeania rownowagi na rynkach
czynnikOw produkcji eliminyj z zat@enia talk mazliwosé. Tym za&, czego dotyczy
problem stabilnéci dlugookresowej réwnowagi dynamicznej modelu @stu
rownomiernego) jest wyeznie kwestia ksztattowania esi struktury mocy
produkcyjnych (relacji kapitatu do zatrudnienia)pnocesie wzrostu oraz - fednio -
odpowiedzi na pytanie, czy stopa wzrostu produkozantrwale ré@ni¢ sie od tzw.
stopy naturalnej. Mowc jeszcze inaczej, z perspektywy dalszego rozwejoriit
wzrostu gospodarczego, zasadniczaznica pom¢dzy modelem Solowa a
keynesowskimi modelami wzrostu Harroda i Domaraegalnie tylko (lub nawet, nie
tyle) na zagwarantowaniu stabikoo sciezek wzrostu réwnomiernego, co na
radykalnym odseparowaniu problematyki dlugofalowegarostu od zagadnie
krotkookresowych, zwizanych z efektywnym popytem.

Aby lepiej uchwyat istote réznicy pomedzy keynesowskim a neoklasycznym
podefciem do modelowania wzrostu gospodarczego, remwa dla przykiadu
konsekwencje trwatego podniesienia stopy osdeasci, przy zataeniu,ze w punkcie
wyjsécia gospodarka jest w stanie wzrostu rownomierr@agy petnym wykorzystaniu
zasobow. W kategoriach modelu Harroda — Domaradsezgnim skutkiem jest wzrost

gwarantowanej stopy wzrostu gospodarczego i pojawist nierowndgci pomidzy
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poziomem tej stopy a poziomem faktycznej stopy waroinwestycji, kapitatu i
produktu, przekladagej st na nierbwnowag pomidzy pazadanym a faktycznym
wykorzystaniem mocy produkcyjnych. Popyt globalmgnie wolniej niz mazliwosci
produkcyjne gospodarki — nie tylko z powodu wzrogempa podzy kapitatu
(oszczdncdéci), ale take wskutek spadku tempa wzrostu konsumpcji. W
przeciwigistwie do modelu Solowa, w keynesowskim schemacd@nowania
gospodarki nie zaktadaesistnienia mechanizmu, ktéry urdoviatby automatyczne
wchtoniecie zwkkszonej poday oszczdnaici przez rosace w odpowiednio szybszym
tempie inwestycje. Dostosowanie przebiega tutaj weg@wnym kierunku, od
planowanych osze#incsci do inwestycji, poprzez ograniczenie tempa warost
produktd’. Poniewa, zgodnie z keynesowskim scenariuszem, prawdopaelobn
wplynie to ujemnie na sktondé do inwestowania, w konsekwencji uruchomi tendencj
do ograniczania wzrostu inwestycji i dalszego spadéktycznej stopy wzrostu
produktu. W ten oto sposOb zamiast przyspieszenmostu gospodarczego,
otrzymujemy klasyczny mechanizm recesji w gospaefarc

W przeciwidgistwie do tego, w modelu Solowa wzrost stopy osdoasci wywotuje
przegciowe podniesienie tempa wzrostu kapitatu i produkkutkujce przesuwaniem
sig gospodarki w kierunku nowego stanu stacjonarnedgiezki wzrostu
rownomiernego), o wiszych poziomach kapitatu i produktojep. Zmiana stopy
oszczdnasci jest bowiem tutaj w zasadzie rbwnoznaczna zeampstopy inwestycji,
dzigki zatozonemu mechanizmowi dostosowywania poziomu inwestyoj poziomu

oszczdnaici poprzez zmiany realnej stopy procentowej, spadkktorej, w tym

37 Otrzymujemy w ten sposéb dynamiaamersg, tzw. paradoksu osze@ncici.

% Dla osadzenia povigzych rozwaan w bardziej catéciowej wizji gospodarki w uiciu keynesowskim,
warto w tym miejscu poczy@ina marginesie dwie uwagi.

Po pierwsze, nakaloby wspomni€ o mechanizmach przeciwdziaeych przedstawionym
tendencjom do pogbiania recesji, w postaci wzrostu sklodciodo konsumpcji wraz ze spadkiem
dochodéw, dolnej granicy dla spadku inwestycji wagzzanej przez inwestycje restytucyjne, czy tez
spadku stopy procentowej na rynku piglzia w wyniku ograniczania popytu na pigd (w tym
ostatnim przypadku, dziatanie ktérego ograniczarest,j zdaniem Keynesa, przez wvezigh
nieelastyczn& inwestycji wzgédem zmian stopy procentowej oraz aiwos¢ wyshpienia putapki
plynnaici).

Po drugie z§ zarysowany wiej scenariusz zachowania systemu gospodarczego,otenago
wzrostem sklonnii podmiotéw do oszezlzania, w paiczeniu z przekonaniem Keynesa o istnieniu
historycznej tendencji do wzrostu skiodob do oszczdzania wraz ze wzrostem zamosci
spoteczéstw, daj podstawy do swoistej wersji teorii stagnacji seknkj, wywotanej przez czynniki o
charakterze popytowym (zakwestionowanepmpéj przez M. Friedmana w jego hipotezie dochodu
permanentnego). Ze wzglu na stosunkowo odlegly zagek tych zagadniez gtownym tematem tej
pracy, autor nie zamierza ich tutaj rozwija
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przypadku, odpowiada spadek keawego produktu kapitalu w miarpostpu
substytucji czynnikéw produkcji i wzrostu relacppitatu do iléci efektywnej pracy.

W kategoriach zamieszczonego agy rysunku 1.2 wzross przesuwa funkej
faktycznych inwestycji w g@r tak, ke wzrasta. Jednak nie przybierze od razu
nowej wartgci Ke. Gdy na pocatku inwestycje faktyczne przewszap inwestycje
niezledne do utrzymanid? na statlym poziomie, to zgodnie z rownaniem dynamiki

zmian kapitatunjep (1.35), poziomE rosnie. Oznacza to przaiowy wzrost kapitatu i

produktu wedtug stopy wgzej odn+m. Malejaca produktywné¢ krancowa kapitatu
wymusza jednak powrét gospodarki §téezke wzrostu rownomiernego w migjak k

stabilizuje st na poziomie nowej warfoi ke>°. Zatem w dtugookresowej perspektywie
zmienia s¢ co prawda poziom rozwoju, ale nie stopa wzrosspgdarczego.

W tym kontekcie mazemy teraz stan diugookresowej réwnowagi dynamicznej
modelu postrzedgajako identyfikacg pewnego ograniczenia potencjatlu wzrostowego
kazdej gospodarki, zamiast jako charakterysty§j ,ztotego wieku”, jak to byto w
przypadku modelu Harroda - Domara. W stanie stacjoom akumulacja kapitatu z
czynnika napdzapcego wzrost staje @i czynnikiem ten wzrost jedynie
podtrzymujicym. Stabilné¢ sciezki wzrostu rGwnomiernego oznacza zatenedmy
innymi to, ze gospodarka nie mie na state utrzynéastopy wzrostu produktyp.c.
wyzszej od tej, ktéra wynika z paegu techniczno - organizacyjnego. Teoretycznie
bytloby to maliwe, gdyby spoteczestwo decydowato si oszczdza i inwestowa
coraz weksza wzgledna czes¢ wytwarzanego produktu, jednak (pomijagc
empiryczry, kweste obserwowalnych stép oszginasci) prowadzitoby to w kacu do
stanu suboptymalnego z punktu widzenia spotecznegbrobytu, mierzonego
poziomem konsumpcjip.c. Problem ten przedstawimy szczegétowo w rozdziale
trzecim.

Koncentracja na dilugookresowyditiezkach réwnowagi ogdolnej w gospodarce
stanowi ¢ wiasnie zasadnicz ceclg modelu neoklasycznego, ktéra — pomimo

zastrzeen i watpliwosci samego Solowa— okazata s w dalszym rozwoju

%9 Réwnolegle do spadku produktu kcawego kapitatu, na skutek wzrostu stosunku kapidtt ilcsci
pracy w jednostkach efektywfm nastpuje rownie wzrost kraicowej produktywnéci efektywnej
pracy, a zatem — pragjowo — przyspieszony wzrost ptacy realnej. To wzgledny udziat wynagrodze
kapitalu i pracy w wytwarzanym produkcie wgn@, zmaleje czy pozostanie na niezmienionym
poziomie, zaley od wartdci wskanika elastycznéri krancowej stopy substytucji kapitatu przez pgac
wzgledem technicznego uzbrojenia pracy (relacji kapitiipracy).
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makroekonomicznej teorii wzrostu poftegm bardzo efektywnym. Umnibwita
bowiem skupienie uwagi na tzw. padavej stronie gospodarki, zostawgajna boku
kwestie przejciowych odchylé od stanéw réwnowagi, odpowiedzialnych za wahania
koniunktury gospodarczej i kojarzonych gtownie zyruazikami lezacymi po stronie
globalnego popytu (o charakterze ,realnymidb pieniznym)*. Jak stwierdza P.
Romer,Model Solowa wnidst znagey wkitad w rozwoj ekonomii i bytddiem posipu
w zakresie tworzenia namdzi analitycznych. Byto to niezwykle donioste pstadienie
sposobu, w jaki stosowanana teore rownowagi ogoélnej i wykorzystywa; do opisu
funkcjonowania rzeczywistegiwiata. (...) Solow wzbudzit w nas przekonanie,
wykorzystujc proste formy funkcyjne i upraszegsg zaldenia, maéna moéwé o
rownowadze w catej gospodarce i formutéwaa tej podstawie wae konkluzje.
Stanowito to zupetnie odmienny spos&ig teorii rwnowagi ogolnej w poréwnaniu
z tym, jaki zaprezentowali Arrow i Debreu i w por@miu z ich innymi, bardziej
abstrakcyjnymi badaniami, jakie wéwczas prowadkllisimy pamita¢ o tym,ze mniej
wiecej w tym samym czasie Solow i Samuelson musgeliasingaowa w ,wojne
pozycyjm” przeciwko ekonomistom z Cambridge, w Anglii, aapewnd wolngi¢ dla

tych, ktérzy chcieli postugivéasie pojeciem funkcji produkcji **.

“° pod koniec XX w. tego rodzaju podeie metodologiczne w makroekonomii, rozgraniazaj

dtugookresowy wzrost gospodarczy (jako zdeterminowarzez jej strog podaowa) i krotkookresowe

wahania koniunktury gospodarczej (warunkowane praieare popytows) zostato zakwestionowane
przez szkat realnego cyklu koniunkturalnego. Teoretycy pracyj w tym nurcie bada

makroekonomicznych podchadz z pozycji réwnowagi ogoélnej do analizy samego aykl
koniunkturalnego, dokonaf przy tym swoistej integracji teorii wzrostu i WRiwacji, poprzez

utozsamienie wah@a koniunktury gospodarczej z fluktuacjami samegmdre wywotanymi trwatymi

wstrzasami ogolnej produktywrigi czynnikéw (otal factor productivity- skr. TEP). Zob. rozdziat dtugi,
punkt 2.4.

“1 B. Snowdon, H. R. Vanap. cit, s. 402. Koncepcja agregatowej funkcji produkzi,pomog ktérej
Solow dokonuje — wspomnianego przez P. Romera wt@rzonym cytacie — wprowadzenia teorii
réwnowagi o0golnej do obszaru badamakroekonomicznych (zaréwno teoretycznych, jak i
empirycznych), niesie ze spbpowane problemy teoretyczne i byta w literaturze wietikie
kwestionowana. Sugestywnie na ten temat pisze Mudlktory podwza przy okazji logik krytycznej
argumentacji tzw. szkoly z Cambridge, koncenitgj st na problemach z mierzeniem kapitatu,
podkreilajac z kolei trudnéci z dokonaniem logicznie spdjnej agregacji mikm@imicznych funkcji
produkcji i uzasadnieniem ,symplistycznej” neoklesyej teorii podziatu dochodu na zasadzie
produkcyjndci krancowej w zastosowaniu do c&éd gospodarki. Zob. M. Blaugp. cit, s. 476 — 484.
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Rozdziat drugi

Zdolnosci eksplanacyjne modelu neoklasycznego

2.1. Model Solowa a ,stylizowane fakty” wzrostu ggsodarczego

Najwazniejsze wnioski odnimie dlugofalowego zachowania e¢si systemow
gospodarczych phgte z neoklasycznego modelu wzrostu, przedstawionego
rozdziale pierwszym, as zgodne z zestawem empirycznych regulé&novzrostu
gospodarczego w krajach rozwityich, zidentyfikowanych i podanych przez N.
Kaldora w 1961 r., ok&ganych mianem ,stylizowanych faktéw” Okreslenie
»Stylizowane” sugeruje pewne, mniejszedb wigksze uproszczenia rzeczywisto
Niemniej jednak, $ one po da& dzien uznawane za swego rodzaju ,wzorzec”,
,minimum wymaga jakie kady model wzrostu gospodarczego powinien spéthia

Ponizej przedstawimy s#é ,stylizowanych faktéw” Kaldora, wskazag
jednoczénie na ich podobiestwo do charakterystyk wzrostu rownomiernego w rode
Solowa.

F1. Rzeczywiste stopy wzrostu produkcji oraz wydégngracy g, na przestrzeni
diugich okresow, w przybieniu state. Wzrost wydaj§o pracy wynika z faktu,zi
naktad pracy mierzony w roboczogodzinacinie znacznie wolniej aiprodukt.

Jak pamgtamy z poprzedniego rozdziatu, zgodnie z modelenovan nasciezce
wzrostu rownomiernego, stopa wzrostu produktu réjesasumie, statych z zaenia,
stép wzrostu naktadéw pracy i pgst techniczno — organizacyjnego. Oznaczaz¢o,
produkt na zatrudnionegodme wedtug stopy pogbu techniczno — organizacyjnego.

F2. Empirycznej relacji kapitalu do produktu nie rdideryzuje zaden
systematyczny trend zmian. Wynikadtze kapitat na zatrudnionegosroe réwniez w

przyblizeniu ze staf stop, odpowiadajca stopie wzrostu wydajr$oi pracy.

! Zob. N. Kaldor,Capital Accumulation and Economic Growth: Lutz F. A., Hague D. C. (edsJhe
Theory of CapitglSt. Martin’s Press, New York 1961, s. 177 — 222.

2 B. Valdes, Economic Growth. Theory, Empirics and Policdward Legar Publishing, Inc.,
Cheltenham, UK, Northampton, MA, USA, 1999, s. 10.

% Ustalenia Kaldora mima zaprezentowaw réznych zestawieniach, gdyniektére z charakterystyk
wynikaja z innych.
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W modelu Solowa, néciezce wzrostu réwnomiernego, kapitat na zatrudnionego
rosnie z f samy stop, co produkt na zatrudnionego, tak, relacja kapitatu do produktu

pozostaje stata, okilena przez (1.39).

F3. Obserwowane stopy zysku z kapitalu oraz realnaepast procentowa
charakteryzyj sig wysokim stopniem zmiensoi, lecz nie ujawniaj widocznego
trendu zmian. Wyspuje tu ostry kontrast w stosunku do ptac realnyktgre
odznaczaj sic rosmacym trendem. Oznacza tee diugookresowy wzrost wydajém
pracy jest w cakri przenoszony na wzrost ptac realnych i poziomycia
pracownikow.

Zgodnie z modelem néciezce wzrostu rownomiernego stopa zysku z kapitatu
(rowna kracowej produktywnéci kapitatu) pozostaje stata, gastawka ptac realnych
(rowna kraicowej wydajndci pracy) rénie z t sam stop, co wydajné¢ pracy (rowna
stopie posfpu techniczno — organizacyjnego).

Nietrudno zauway¢, ze z faktéw F2 i F3 wynikaze podziat produktu (dochodu) na
wynagrodzenia kapitatu i pracy w dtugookresowejspektywie mana uzna w

przyblizeniu za stalty w czasie, co takznajduje potwierdzenie w modelu.

F4. W realnych gospodarkach, w diugim horyzoncie owgsn, stosunek inwestycji
brutto do produktu (stopa inwestycji brutto) niegs istotnym zmianom.
Przypomnijmy,ze zalaenie o statej stopie inwestycji jest w modelu koemigym
warunkiem asymptotycznej zlimosci gospodarki dgciezki wzrostu réwnomiernego.
Dane empiryczne pozwadgjzatem wnioskowd ze w analizie diugookresowej
zatlozenie to jest wystarczgo wiarygodne. Poniewa stopa oszegingci
(determinugca stog inwestycji) jest w modelu parametrem behawioralpnym
bezpdrednie teoretyczne uzasadnienie tendencji do utymania s¢ jej wartagci na
statym poziomie wymaga odwotania ¢siexplicite do preferencji podmiotow
podejmujcych decyzje o podziale dochoddw eniy konsumpeg i oszczdnagici.

Zadanie to realizujemy w rozdziale trzecim pracy.

Liste wymienionych datd, sekularnych tendencji, skatalogowanych przeziétal,
mozna zatem postrze§ajako empirycza egzemplifikacg teoretycznej koncepciji
wzrostu réwnomiernego, stanawej centralny punkt neoklasycznej teorii wzrostu

gospodarczego.

* W warunkach konkurencji doskonatej (oznageej m.in. brak ryzyka) i bez gtby inflacji stopa
zwrotu z kapitatu jest rowna realnej stopie prooem] od obligacji i innych aktywow finansowych.
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Pozostate dwa ,stylizowane fakty” mapieco inny charakter, gdyodnosz sic do

poroéwna migdzynarodowych.

F5. Istnieje znaczne zra@icowanie stop wzrostu produkcji i wydafwd pracy
pomiedzy krajami.

Wynikajace z modelu przestanki znmdicowania stop wzrostu w zxdych
gospodarkach przedstawimy w punkcie 2.3, w kaitiekzagadnienia konwergencji

gospodarczej.

F6. Gospodarki rénia sie miedzy sola udzialem zyskow w dochodach oraz stopami
inwestycji, a obie te wielkiei 53 ze soh silnie dodatnio skorelowane.

Z modelu Solowa nie wynikajzadne wnioski odrimie zalenosci pomidzy
podziatem produktu na ptace i zyski z kapitaluasginwestycji. Zauwamy jednakze
o ile nie zakladamy w modelu funkcji produkcji Cabb Douglasa (charakteryagpj
sic stah elastycznécia produktu wzgtdem kapitatu, F K/Y =kf'(K/ f(K,
determinujca - przy zataeniu, ze czynniki produkcji optacaneaswedtug ich
krancowych produktywngci - udziat wynagrodzenia kapitatu w produkcie),dabnie
wyklucza réwnie takiej zalenosci. Jak pokaemy w kolejnym punkcie tego rozdziatu,
stopa inwestycji determinuje poziom kapitahjep w stanie stacjonarnym. Aby z
modelu wynikata jak@&zaleznos¢ pomiedzy udziatem zyskéw z kapitatu w produkcie a
stom inwestycji, najpierw musiataby zostaskonkretyzowana zateos¢ pomidzy

elastycznécia produktu wzgidem kapitatu a poziomem tego kapitatu, dana we zezor

kf'(K)/ f(K).

2.2. Model Solowa a badania poréwnawcze

Pomimo,ze model Solowa (podobnie jak wszystkie modele wargespodarczego
przedstawiane w tej pracy) opisuje gospodar&jedynczego kraju, tytutowe zdoku
eksplanacyjne tego modelu ama ocenié nie tylko w odniesieniu do analiz jednej,
odosobnionej gospodarki, lecz takw odniesieniu do baflgporéwnawczych.

Model Solowa potwierdza jednoznacznie kierunelezzekci, ujawniagcych se¢ w
danych przekrojowych ratdzy poziomem dochodp.c. a stop oszczdndasci (zaleznosé

dodatnia) oraz tempem przyrostu luéciqzaleznos¢ ujemna).
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Dla formalnego potwierdzenia kierunku oraz zbadamity wptywu stopy
oszczdnaici na potaenie diugookresowejciezki wzrostu, wyprowadzimy wzér na
elastyczné¢ produktu (na jednostkwydajngci) na sciezce wzrostu réwnomiernego
wzgledem stopy oszezncici.

Z definicji elastycznéci mamy:
ez 0eps _ flkddker, s

os vy, 0s f(Ke)

2.1)

S

Nasciezce wzrostu réwnomiernego obawuje zalenos¢ (1.36), ktds mozemy zapisé

W postaci:
sf(ke) = (n+ m+9) k. (2.2)
Po obustronnym zidiczkowaniu wzgidems i prostych przeksztatceniach, dostajemy:
oke _ f(ke) 2.3)

ds n+m+d-sf(k)’
Podstawiajc (2.3) do (2.1) i korzystag ponownie z (2.2), po kilku elementarnych
przeksztatceniach otrzymujemy:

e = ke f'(ke)/ f(Ke)

s —=—. (2.4)
1-Kkef'(ke)/ f(ke)
W celu uproszczenia formuty (2.4) przyjmujemy ozzeaue:
a(k) =kf'(k/ f(K, (2.5)

gdzie a(E) to elastyczng produktu wzgidem kapitatt.
Przy zataeniu, ze realne wynagrodzenie kapitatu réwne jest jegodyktmwi
kraﬁcowemu,a(ﬁ) oznhacza rownie udziat wynagrodzenia kapitatu w produkcie. Na
ciezce wzrostu rownomiernego, czyli dia=ke, a'(E) przyjmuje stat wartasé a'(Ee).
Zgodnie z (2.4) i (2.5) mamy:
oo alk)
* 1-a(ke)
Poniewa badania empiryczne pokazyj ze w wikkszaci gospodarek
zindustrializowanych e#¢ dochodu przypadaga kapitatowi wynosi okoto 1f3to, jak

5 Nietrudno zauway¢, ze oY /OKK/Y=0y/dkOk y= f( kOK € k=a( k, skoro K/Y =k/ y=
=k/ f(K) orazoYoK = aylok = (k).

® Zob. np. A. MaddisonGrowth and Slowdown in Advanced Capitalist Econsmiechniques of
Quantitative Assessmedburnal of Economic Literature, 25, 1987, Juné49 — 698.
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wynika z powyszego wzoru, elastyczéio produktu wzgtdem stopy oszerndici
(inwestycji) naleatoby szacow& na okoto 1/2. Przyktadowo, z modelu wynikig
podniesienie stopy inwestycji z 0,1 do 0,12 (caylkO %) wywota, w diugofalowej
perspektywie, dziestioprocentowy wzrost produkijep.

W celu okrélenia wplywu stopy wzrostu sity roboczej (stopy yastu
naturalnego) na poziom produktiep w stanie stacjonarnym, wyprowadzamy najpierw

formuk na elastyczna Y/e wzgldemn+m+J:

dy. n+m+d Ok M md

gl = = £ '(ke) L (2.6)
d(n+ m+0) : o(nt mtd)  f(ke)
R&zniczkuc rownanie (2.2) wzgtlem (n+ m+9), dostajemy:
oke _ Ke 2.7)

an+m  sf'(k)-(n+m’
Podstawiajc (2.7) do (2.6) oraz korzystaj z (2.2) i z definicji (2.5), po kilku
elementarnych przeksztatceniach otrzymujemy:

g = kef'(k)/ f(k9 __ a(kg
MM 1—Kef'(ke)/ f(Ke)  1-a(Ke)

Szacunek bezwzglnej wartdci £ ., odpowiada zatem szacunkowi wadib s, z

tym, ze kierunek wpltywu poszczegolnych parametrow na ykbdest przeciwny.
Elastyczné¢ produktu wzgtdem stopy przyrostu naturalnego ey teraz policzyw

nastpujacy sposéh

e-en _ 0y, Qn+m+d) n_  n 5
" ony,  d(n+m+o) an y, mmo "

Empiryczry analiz wptywu poszczegolinych parametréw modelu Solowa na
poziom produktup.c. (przy zataeniu, ze gospodarki znajdaijsic na swoichsciezkach
wzrostu réwnomiernego) przeprowadzili m.in. N. Gamkiw, D. Romer i D. N. Wéfl

Poddali oni estymacji nagtujace rownanie regresiji:

Iny:LIns—Lln(m mt+J)+ ate€,
l-a 1-a

"W analogiczny sposéb memy uzyska formuty na elastyczricé §e wzgledemm i wzgledem J .

8 N. G. Mankiw, D. Romer i D. N. WeilA Contribiution to the Empirics of Economic Grow€uarterly
Journal of Economics, May 1992, s. 407 — 437.
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wyprowadzone z rownania (1.36), charakteryzepo stan stacjonarny w modelu
Solowa z funkej produkcji Cobba — Douglasa, postacFE K?( A", przy zat@eniu,
ze InA(0)= a+¢&. Zalazenie to oznaczaze wszelkie rénice w poziomie technologii

migdzy krajami traktuje sijako losowe ¢ountry — specific shockszgodnie z duchem

modelu Solowa Ponadto przyo te samy wartgi¢ sumy m+d = 0,05 dla wszystkich

krajow oraz zatoono niezalenos¢ si nod £ (co pozwala szacowadéwnanie MNK,
unikajac niezgodnéci estymatorow). Badaniu poddano trzy grupy kraj&&krajow za
wyjatkiem tych, w ktérych wiksza czs¢ GDP pochodzi ze sprzegda surowcoéw
energetycznych; 75 krajow o ludiwd przekraczajcej 1 milion w 1960r.; 22 kraje
OECD. We wszystkich trzech przypadkach znaki oszaogch parametrow okazaty
si¢ zgodne z przewidywaniami modelu, jednak dla piegeh dwoch préb, dla ktérych
uzyskano zadawalgje dopasowanie réwnania regresji do danych empiggaty
otrzymane wartci parametrow znacznie przekroczyty wadioimplikowane przez

model teoretyczny. Poza tym, pomimeée ograniczenie (zatenie o rowneci)
natazone na parametry st@e przyins i In(n+ m+ 5) nie zostato wzadnej probie

odrzucone, to implikowane waém a dla pierwszych dwoch préb, dla ktérych byty
one silnie statystycznie istotne, okazaty siwukrotnie wysze w poréwnaniu z
przewidywaniami modelu. Bardzo niskie dopasowasieacowanego réwnania regres;ji
do obserwacji w prébie krajow OECD oraz zngz nizsze wartéci wspotczynnikow
autorzy ttumacz (takze na podstawie dalszych bajlaprzyjmupc hipotez o dwych
odchyleniach tych gospodarek od iétiezek wzrostu réwnomiernego, wywotanych
przez Il wojre swiatowa, ktéra niewgtpliwie bardziej oddziatata na te wilae kraje nk
na reszt swiata.

Na podstawie wynikéw przeprowadzonych analiz, wyrigei autorzy doszli do
wniosku, ze ,mimo, ze model(Solowa — przyp. aut.pozwala na wiéciwg prognoz
kierunku oddziatywania oszmnasci i przyrostu ludngci, to nie pozwala na
prawidiowg prognoz skali tego oddziatywania. Wwietle danych empirycznych
rzeczywisty wptyw oszainasci i przyrostu ludngci na poziom dochodu okazujes si

znacznie wikszy.™°

® Zgodnie z logik zatazenia o egzogenicznym w stosunku do gospodarkicieinionym charakterze
postpu techniczno — organizacyjnego, poréwcupa podstawie modelunde gospodarki powinginy
zakladd, ze w r&nych krajach posp ten zachodzi zytsam stop.

1 Tanve, s. 408.
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Dla wszystkich przytaczanych do tej pory faktéwpgycznych poszukiwadimy ich
odzwierciedlenia w modelu przy zakniu, ze gospodarki znajduyjsie na swoich
sciezkach wzrostu réwnomiernego. ald dalej tym tropem natatoby stwierdz, ze
wnioski ptyrace z modelu pozostajw sprzeczngci, juz na poziomie samej analizy
jakosciowej. z obserwowanym w rzeczywisto stosunkowo silnym zwekiem medzy
stopami inwestycji i stopami wzrostu gospodarczdymne empiryczne wskazufaosé
wyraznie, ze im wickszy jest udziat inwestycji w produkcie, tym #gye jest tempo
rozwoju gospodarkt.

W modelu Solowa néciezce wzrostu rownomiernego stopa wzrostu produygiu
nie zaley od stopy inwestycji i jest zdeterminowana yo#nie przez stapzmian
jakaosciowych. Jéli jednak wemie sk pod uwag fakt, iz nie wszystkie kraje musiaty
osiagma¢ juz swojesciezki wzrostu rownomiernego (co szczegolnie dotycmoze tych
mniej zaawansowanych w rozwoju) oraz uwedgl sk mozliwos¢ przeptywu kapitatu
migdzy krajami, to w tak rozszerzonym polu analizy nka s¢ mazliwe teoretyczne
uzasadnienie obserwowanej zalesci. Kweste t¢ rozpatrujemy w kontekie

problemu konwergencji w naginym punkcie tego rozdziatu.

2.3. Problem konwergencji gospodarczej

Zdaniem R. Barro model Solowa stanowi mppodstaw do sformutowania hipotezy
konwergenciji, zgodnie z ktdrkraje ubogie, o szym poziomie PKBp.c. i nizszym
nasyceniu kapitatlem, powinny wykazyévazybszy wzrost uikraje bogate i w ten
spos6b doganigie pod wzgtdem poziomu zanmimosci®?.

Poniewa w literaturze péwigconej temu zagadnieniu panuje pewne zamieszanie

terminologiczne, postaramyesirétko uporadkowa: dystynkcje pajciowe',

11 Zob. M. Burda, Ch. WyplosaViakroekonomia. Podcznik europejskiPWE, Warszawa 1995, s. 185
(Rysunek 6.10), za: R. Summers, A. Hestbhe Penn World Table (Mark 5): An Expanded Set of
International Comparisons, 1950 — 198Buarterly Journal of Economics, No. 106, s. 32368 oraz R.

J. Barro,EconomidGrowth In a Cross Section of Countrigduarterly Journal of Economics, May 1991,
S. 407 — 443.

1270b. R. J. Barrogp. cit, s. 407.

13 Czesto np. utasamia si bezwarunkow wersg hipotezy konwergenciji z konwergeaabsoluta, za

warunkovws wersg tej hipotezy z konwergengjwzgledna, co prowadzi np. do niewdeiwego

przeciwstawienia zbismosci absolutnej i warunkowej. Zob. np. B. Snowdon, Bi. Vane,Rozmowy z
wybitnymi ekonomistammbom Wydawniczy Bellona, Warszawa 2003, s.1056- 10
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Z logicznego punktu widzenia hipoteza konwergengjoze mie charakter
warunkowy lub bezwarunkowy.

O konwergencji warunkowej mowi ¢siwtedy, gdy identyfikuje si zbieznos¢
pewnej zmiennej (w naszym przypadku - produjta) w réznych gospodarkach do
wspolnego poziomu pod warunkiende gospodarki te charakteryzujakie same
wartasci  okreslonych parametrow, determirgiych potaenie diugookresowej
rownowagi. Z silniejsz wersp hipotezy - konwergengjbezwarunkow - mamy do
czynienia wowczas, §& przyjmuje sk, iz zbieznos¢ powyzszawystkpuje zawsze, bez
wzgledu na wartéci jakichkolwiek parametrow. Zaréwno wersja waruwko jak i
bezwarunkowa oznaczgkonwergengj absolutm w tym sensieze gospodarki osgaj
w dtugim okresie ten sam poziom zainosci.

Oprocz tego w literaturze funkcjonuje réwhipojecie konwergenciji wzglnej,
oznaczajce] — w odniesieniu do wzrostu gospodarczego — szybwzrost tych
gospodarek, ktére oddaloney dardziej od swoich, niekoniecznie jednakowych,
punktéw réwnowagi diugookresowej. Zaumy, iz ta wersja hipotezy konwergencji
nie jest rownowzna z podamwyzej wersj warunkow i jest od niej silniejsz&

Nietrudno zauway¢, ze teza o konwergencji warunkowej wynika z modelu w
sposOb bezpwedni. Jéli bowiem gospodarki nych krajéw charakteryzaisie takimi
samymi stopami oszedncici, przyrostu naturalnego, deprecjacji kapitatu zora
nieograniczonym dogbem do tej samej technologii, to zgodnie z modepawinny
wszystkie podzaé do wspdlnego stanu stacjonarnego, élkreego przez (1.36), przy

czym im kraj biedniejszy, mniej zasobny w kapitat,zatem bardziej oddalony od

docelowego poziomd?e, tym szybciej powinien akumulowekapitat i rozwij& sig,
doganiagc tym samym kraje bogatsze. Jedndnee jezeli przytoczone wiej warunki
nie s spetnione, to kala gospodarka zmierza do swojego wlasnego stanoongagi
diugookresowej, a tdice tempa wzrostu w okresie pr@pwym wynikap ze
wzglednego oddalenia gospodarek od icftiezek wzrostu rownomiernego
(konwergencja wzghna).

Hipoteza konwergencji warunkowej nie wyklucza mratytuacji,ze kraj o nkszych

poziomach kapitatu i produktp.c. wykazuje nisz stog wzrostu nik kraj bogatszy,

4 Konwergencja wzghbina implikuje bowiem konwergercjvarunkow, cha: nie odwrotnie. Ponievia
réwnoczénie konwergencja bezwarunkowa implikuje konwergenejarunkows, to konwergencja
warunkowa stanowi warunkiem konieczny zaréwno kagescji bezwarunkowej, jak i wzglnej.
Ponadto,scisle rzecz biogc, bezwarunkowa i wzgtina wersja hipotezy konwergencji wykluczagic
wzajemnie (tzn. prawdzivgé jednej z nich implikuje falszywéé drugiej).
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pod warunkiem,ze znajduje s relatywnie bliej swojego punktu diugookresowej
rownowagi dynamiczne;.

Z réwnania (1.35), po podzieleniu obu stron prEezotrzymujemy wzOr na step
wzrostu kapitatu przypadajego na jednostkefektywnej pracy:

k= sf£T<)

= (n+ m+9). (2.8)
Poniewa k = Ak, zatem:
Kk=Kk+ . (2.9)
Na podstawie (2.8) i (2.9) oraz korzyatag definicji K, otrzymujemy:
I'</k=w—(n+5). (2.10)

Analogicznie, z uwagi na rownanig= A_y, dostajemy:
yly=yy+m. (2.11)

Jednoczénie, na podstawie réwnanig = f(k) oraz (2.5), mamy:y/ y=a(K) (K k.

Stad oraz z (2.9) i (2.11) otrzymujemy:

v y=a(® 0 k+@-a(R) n. (2.12)

Na rysunku 2.1 stopa wzrostu kapitgdic. odpowiada — zgodnie z (2.10) - pionowej
—1
odlegtaci miedzy krzywa: M ktora jest malga funkcja k, a prost na

poziomie(n+9).
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Rysunek 2.1
Mechanizm konwergencji wzgeédnej

s' Af( AR

n+o

\ 4

Kk k' k

zrodto: opracowanie wiasne

J&li zatem, ze wzgldu na wysz sto oszczdndasci (s’ > ) i/lub wyzszy poziom
technologit®, wspomniana krzywa dla kraju wysoko rozwteigo jest potdona wyej
niz dla kraju mniej rozwingtego, to ten pierwszy nie osagat wyzsza stog wzrostu
kapitatup.c. pomimo wy:szego jego poziomk{ > Ko).

Potencjalne znaczenie veo mig€ rowniez fakt, ze kraje zacofane cechupie z
reguly wyzszymi stopami przyrostu naturalnego,z riraje wysoko rozwinite®™.
Prawidtowa¢ ta wynika z kolei z obserwowanej silnej ujemneyétacji pomedzy
wskaznikami ptodndci a stopami wzrostu PKBP.c, ktéra, jak s okazuje, nie jest

réwnowazona przez odpowiednio gz $miertelndg¢ w krajach ubeszych”.

15 Ze wzgkdu na mniejsz od jedndci wartai¢ elastycznéci produktu wzgidem kapitatu, wartg

-1
SAT(A”R rognie wraz ze wzroster.

1695 9% ogblnego przyrostu ludém categoswiata w ostatnim dziestioleciu XX wieku miato miejsce w
krajach Afryki, Azji i Ameryki Lachskiej. Zob. J. Skodlarski, R. Maternéendencje rozwoju gospodarki
swiatowej na przestrzeni dziejo@ospodarka w Praktyce i Teorii, Nr 1 (12) 20036 - 91.

" Eksplozja demograficzna w drugiej potowie XX wiekukrajach rozwijajcych sé wynikata de facto
ze spadku wsKaikow umieralndci w tych krajach, dzki osiagnigciom krajéw wysoko rozwirtych w
dziedzinie medycyny i ochrony zdrowia. Zap. cit.s. 91.
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Jeli zas wyzsza stopa wzrostu kapitapuc. przektada si na wyzszy stog wzrostu
produktu p.c. (patrz réwnanie (2.12)}, to w rozwaanym przypadku poréwnywane
gospodarki nie wykazywatyby tendencji do wyréwnyveapoziomow zamznosci, lecz
przeciwnie, do pogbiania istniejcych r@nic.

Rozumowanie to komplikuje ijednak, jéli uwzglednia s¢ prawdopodobne
réznice w stopach ,pogpu technicznego”. Mima bowiem zasadnie argument@éwze
kraje rozwijajce sg, O nizszych poziomach produkty.c, z reguly mniej
zaawansowane technologicznie, powinny wykazywendenci do wyzszej stopy
innowacyjndci, niz kraje wysoko rozwinrite, stanowice — wedtug okrdenia S.
Gomutki —swiatowy ,obszar granicy technologicznefe¢hnology frontier area skr.
TFA)*. Przestank takiej dodatniej zalaosci pomiedzy stop postpu technicznego a
wielkoscia ,luki technologicznej” mae by na przyktad oczywisty fakte kopiowanie
technologii, nie tylko opracowanych cudzym nakladesrodkow, ale take
zweryfikowanych ja w praktyce gospodarczej, jest z pedci®@ o wiele mnigj
kosztowne i szybsze mitworzenie i implementowanie nowy@hW takim wypadku,
zgodnie z formut (2.12), stopa wzrostu gospodarczegozenby nizsza, nawet przy
wyzszej stopie wzrostu kapitatp.c. Tego typu wnioskowanie, dopuszczs
zréznicowanie poziomu technologii oraz stopy innowaoygm miedzy krajami, stanowi
juz jednakde factopewne wykroczenie pozziste ramy analityczne modelu wzrostu,

bedacego tutaj przedmiotem analfZy

Pozostajc przy hipotezie konwergencji warunkowej, 1@my oszacowatempo
zbieznosci gospodarek rych krajow do wspdélnego stanu stacjonarnego. Fokg,

ze zgodnie z modelem produkt w otoczeniu stanu @tacpego zbka st don z
szybkdcia odwrotnie proporcjonalndo odlegtéci od 96.

Dokonugpc liniowej aproksymacii réwnania (1.35), postaci

'8 Dla uproszczenia abstrahujemy tutaj odztineej zaleznosci @ od K.

19 Zob. S. Gomutka,Teoria innowacji i wzrostu gospodarczeg@entrum Analiz Spoleczno —
Ekonomicznych, Warszawa 1990, s. 35, 148.

% Jednoczénie, badania empiryczne wskazuje dla krajéw najbardziej zacofanych luka technalega
stanowi raczej obgkenie ujawniagice s w tym, ze zalenos¢ miedzy jej wielkdcia a stop

innowacyjndgci jest wecz odwrotna; zob. S. Gomutkap. cit, s. 140.

2l przyktadem tego typu podeja jest model zaproponowany przez Barro i Salaaith, zob. R. J.

Barro, X. Sala-.i- MartinConvergenceJournal of Political Economy, April 1992, vol.1,0tb. 2, s. 223-
51.

22 \Wyprowadzenie formuly (2.15) moa znalé¢ np. w: D. Romer, Makroekonomia dla
zaawansowanyGhPWN, Warszawa 2000, s. 40 — 41. Dalszascavnioskowania, prowadra do
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k() = sf(k(9) = (n+ m+0) K},
w otoczeniu punktu dynamicznej rownowagi diugookres; Ke, mazemy wyznaczy,
a nasgpnie oszacowd owa szybka&¢ zbieznosci. Przybliajac liniowo szeregiem

Taylora powysze réwnanie dostajemy:

k= k(i) + 2 (k) k- o), (2.13)
gdzielk(_ke) =0 oraz:

0K~ _ =

ﬁ(ke) =sf'(ke)—(m+ m+9). (2.14)

Korzystajc z réwnania (2.2) oraz definicq':'r(E) (2.5), formué (2.14) maemy zapisé&

ok (-
(k)= -(1-a(ke)) (n+ m+5),
czyli ostatecznie (2.13) zapisujemy w r@sijacej postaci:
k=-(1-a(ke)) (n+ m+ o) (k-k). (2.15)
Jednoczénie, réniczkujac wzgkdem czasu obie strony réwnanya= f (k) , dostajemy:

k k=a(K Ok (2.16)

k)

I f'
|y =
Y f

~~
N—r

~—

Mnozac (2.16) obustronnie prze§/= f(E) oraz podstawiap w miejsceE prava

strorg (2.15), otrzymujemy:
y=-(1-a(k)) (n+ m+ )k k) (. (2.17)
Poniewa ye maozemy przybliza¢ liniowo w nasgpujacy sposoéb:
Ye=y+ F(H k- 8.
to (2.17) maemy ostatecznie zapisa postaci:

?:—(1—a(T<e))(n+ m+3)(y- y). (2.18)

formuly (2.19), stanowi rezultat wiasny autora. Wagdej autorowi literaturze (cytowanej nanka pracy)
mozna natomiast znaté wyprowadzenie tej formuty dla przypadku funkcjilit@ — Douglasa.
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Poniewa y=(y-y,), to wyraenie: —(1—a(Ee)) (n+ m+J) stanowi stop spadku

réznicy (Y/—S/e), czyli odlegtéci produktunjep od stanu stacjonarnego. Rozmanie
réwnania (2.18) ma posiaastpujaca:

—(1—a(Ee))(n+ rmd)t(

yih-y.=e ¥0)-y). (2.19)

gdzie y(0) oznacza pewnpocatkows wartasé y(t) .

Mozna dokona Kkalibracji tego rownania dla zbadania, ile czasotrzeba
gospodarce, startigej z dowolnego miejsca, na przebycie potowy demipunktu, w
ktorym wstpuje nasciezke wzrostu rownomiernego.

Zaktadajc, jak wczéniej, n + m + 6 = 6% rocznie oraz = 1/3, otrzymujemy
srednie tempo zbiaaoici na poziomie(l-a)(n+m+9J)= 4% rocznie. Logarytmuag¢
obustronnie (2.19) i dokomg prostych przeksztatagdostajemy:

- : nYO=Ye
@-a)n+m+d)  y(0)-y,

Podstawiajc !((;))—_Xe: 0,5, obliczamyt =-In0,5/0,04= 17,.
yl)=VYe

Uzyskany wynik stanowi przylidony czas (mierzony w latach) pokonania przez
gospodark potowy odlegtéci miedzy stanem poatkowym a stanem stacjonarnym
Mozna go rownie utozsamia& z wynikapcym z modelu potdbwkowym czasem trwania
proceséw konwergencji w grupie krajow charakteryeygh s¢ tym samym stanem

stacjonarnymgle (zgodnie z hipotegkonwergencji warunkowe)).

Ze studiow R. Barro i X. Sala-i-Martina wynika ke, ze dla obszaréw
potencjalnie spetniagych przestanki hipotezy konwergencji warunkowej z@em
charakteryzujcych s¢ podobnymi poziomamiY/e), jak poszczegoblne stany USA (w

latach 1880 — 1988) oraz regiony Europy Zachodifwejlatach 1950 — 1985),
niwelowanie wysipujacych r@&nic w poziomie produktip.c. obywato s¢ w srednim
tempie 2% rocznfé. Nawet zatem przy malo wiarygodnym zatoiu o braku

% 7ob. R. J. Barro, Sala-i- X. Martiop. cit

Wyzsze tempo zbimosci uzyskali Z. Matkowski i M. Préchnik w studiachmpirycznych nad
konwergencj w krajach Europysrodkowo — Wschodniej w okresie 1993 — 2003. Niweloig rénic w
poziomie rozwoju pomedzy asmioma krajami, ktére w 2004 przygity do Unii Europejskiej, odbywato
sie w $rednim tempie 3,4 % rocznie. Jedinekw analizie zbienosci pomiedzy tymiz krajami a
dotychczasowymi cztonkami Unii, zarébwno przy rozpataniu poszczegoélnych krajow z osobna, jak te
w og0lniejszym ujciu regionalnym (UE — 15 i 8 nowych czionkow), uggse wyniki (odpowiednio —
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przeptywéw kapitatu z obszaréw bogatszych do bigidaych, potencjalnie
przyspieszajcych procesy konwergencji (choz drugiej strony, przy réwnie mato
realistycznym zatzeniu o dosipie do tej samej technologii w k@dym momencie),
wynikajace z modelu tempo konwergencji okazuje dwukrotnie przewysza& to
obserwowane w rzeczywisio.

Wydaje s¢ jednak,ze niezalenie od scharakteryzowanego powy mechanizmu
zbieznosci warunkowej, model Solowa sugeruje znacznie ez, bo bezwarunkow
wersg hipotezy konwergenciji.

Dwie zasadnicze przestanki tej hipotezyhastpujace:

1) Niekonkurencyjny charakter wiedzy powoduje, kraje biedniejsze maqg drog
importu, dyfuzji oraz ndadownictwa nieznanych im dotychczas technologizerpa
korzyéci zewretrzne z szybszego rozwoju technologicznego krajogalbych. Raénice
w zamanosci, o tyle, o ile warunkowane as przez stopi# zaawansowania
technologicznego, powinny zatem zargika miak jak kraje mniej rozwingte uzyskuy
dostp do najnowoczamiejszych metod wytwarzania i organizacji produkcji

2) Przy zalaéeniu, ze kraje uzyskuj dostp do tej samej technologii, 2szy PKBp.c.
musi wynik& — zgodnie z zalmna w modelu funkg produkcji - z nkszego zasobu
kapitatup.c, co oznacza z kolei wgz stog przychodowéci tego kapitatu. Stanowi to
bodziec do przeptywu kapitatu z krajow bogatych ldednych i warunkuje efekt
doganiania.

Mozna oszacow@asite wspomnianych wiej bodzcow do przeptywu kapitatu (przy
zatazeniu, ze kraje ma dostp do tej samej technologii). Innymi stowy, chcemy
dowiedzié sig, jakie r&nice w poziomie kapitatp.c.i - co za tym idzie - stopie jego
przychodowéci wiaza si¢, zgodnie z modelem, z dandznica w poziomach produktu
p.c, zakladajc, ze te pierwsze mialyby IByjedynym czynnikiem wyjgniajacym
obserwowane tiice zamanosci miedzy krajami.

Zgodnie z definig elastycznéci produktu wzgtdem kapitatu, mamy:

dy k _
&_y_ a(k). (2.20)

1,94% i 2,17%) odpowiadajtym, otrzymanym przez Barro i Sala-i-Martina. Zab. Matkowski i M.
Prochnik,Zbieznasé rozwoju gospodarczego w krajach Eurafrpdkowo — Wschodniej i w stosunku do
Unii Europejskiej Ekonomista 2005, nr 3, s. 293 — 319, szczeg@@&— 304.
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Przyjmujemy dla uproszczenize a(k) jest state, czyla K ¥ a. Mnozac obie strony
(2.20) przezdk/ k, a nastpnie catkugc obustronnie, otrzymujemy ih=a ktc,

za$ po opuszczeniu logarytmow:

1 1
y=Ck’ < k=By, B= C >0, (2.21)
gdzieC = € >0 obejmuje wptyw wszystkich innych czynnikbéw pozgkatemp.c. na
produktp.c. Podstawiajc za k w (2.20) praw strorg rownania (2.21), po prostych

przeksztatceniach otrzymujemy:

a-1

dy A1 a
—=agBy“°. 2.22
. y (2.22)

Przyjmupc, jak doad, o = 1/3, na podstawie (2.21) i (2.22), wnioskujenag, przy
pominicciu wszelkich ré@nic w poziomie wykorzystywanej technologii, wyttuozznie
10 - krotnej rénicy w produkciep.c?* wymagatoby, odpowiednio, 1000 - krotnego
zroznicowania kapitalu na pracownika i 100 - krotneg@zmicowania kracowej
produktywndci kapitatu.Z modelu wynika zatenye bodce do przeptywu kapitatu w
przypadku ranicy w poziomach zammosci powinny by bardzo silne.

Z przeprowadzonych oblicaewynika rowniez olbrzymie zrénicowanie stosunku
kapitatu do produktu mdzy krajami r@niacymi sk poziomem produktp.c. Dla kraju

o 10 - krotnie mniejszym poziomie produkiic, relacja ta powinna léy100 - krotnie
mniejsza.

Biorac pod uwag dowolnie szeroki zakres krajéw, nie znajduje sdznic w
kapitatochtonnéci produkcji tego rezdu, jakie wynikaa z modelu. Podobnie
niewiarygodne $ wymagane réznice produktu krdcowego kapitatu, ktére mogtyby
ttumaczy istniepce rozpetosci dochodéw. W obliczu tnic tego rzdu w stopach
zwrotu z kapitatu trudno byloby wyobré&zisobie, w jaki sposéb jakiekolwiek
inwestycje w krajach bogatychy sv ogole podejmowane, nawetiljeuwzgledni sk
takie czynniki ograniczage mobilnd¢ kapitatu, jak ryzyko polityczne (i zazane z
nim ryzyko wywiaszczenia), niedorozwaj infrastruktuv krajach biedniejszych, itp.

Przy okazji rozwaan nad konwergengjuzyskujemy zatem jeszcze jedenzma
wniosek ogolniejszej natury: §& przychody osigane na rynku przez kapitat maj

stanowé przyblizony wskanik jego wkiadu w produkt (czyli spetniona jest ada

4 Tej wielkasci réznice przywotuje np. P. Romer, jako charakterymgjstosunek zammosci (mierzony
poziomem produktup.c) w USA i na Filipinach w 1960 r. Zob. P. M. Romefhe Origins of
Endogenous Growthlournal of Economic Perspectives, vol. 8, naVinter 1994, s. 6.
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wynagradzania czynnikéw wedtug ich kmwych produktywngci, co umaliwia
okredlanie elastyczngi produktu wzgtdem kapitalu na podstawie udziatu zyskéw z
kapitatu w dochodzie), to rozgosci w akumulacji kapitalu nie gs w stanie
wyttumaczy obserwowanych mdzynarodowych rénic zamanosci. Rok czynnika
wyjasniajacego te ranice musz przepé¢ czynniki jakadciowe, ktére okrdamy tutaj
mianem stopnia zaawansowania techniczno - orgay)iego.

Z hipotezy konwergencji bezwarunkowej wynika jeszgedna istotna predykcja,
ktora zdaje si nie znajdowa potwierdzenia w danych empirycznychsldedznicom w
poziomie zamnosci migdzy krajami mialyby towarzyszZy masowe przeptywy
kapitatu z krajow bogatych do biednych, to stopyvestycji w krajach ubogich
powinny znacznie przewgza krajowe stopy oszezndasci, odpowiednio do tego, jak
cze$¢ inwestycji w tych krajach miataby Byfinansowana poprzez deficyty handlowe.
Odpowiednio, stopy oszedndsci powinny by wyzsze od stop inwestycji w krajach
bogatych, w takim stopniu, w jakim oszdndsci tych krajow finansuj - poprzez
nadwyki handlowe - inwestycje za granicldac dalej tym tropem myenia, j&li
migdzynarodowa mobilnd kapitatu zapewniaca wyréwnywanie stop zysku z
kapitalu w poszczegolnych krajach miataby staroisiotny czynnik konwergencji, a
zatem szybszego wzrostu w krajach biedniejszychmmbmtoby to stanowi pewne
teoretyczne uzasadnienie wspomnianej pod konie&tpuR.2 empirycznej korelacji
pomiedzy stopami inwestycji oraz stopami wzrostu gospcgo.

Badania statystyczne wykazugdnak,ze krajowe stopy oszedndici oraz stopy
inwestycji & ze sol Scisle skorelowane, zarébwno w czasie, jak 1 weciy
przekrojowym dla poszczegéinych krajdw Ustalenia te podwaja tym samym
teoretyczne przestanki bezwarunkowej wersji hipptamwergenciji.

Analizy danych empirycznych, mage na celu weryfikagjhipotezy konwergenciji,
wykazaty, ze zbienos¢ rzeczywicie wystpuje wsrod gospodarek jurozwinietych,
wzglednie homogenicznych pod waglem podstawowych instytucji gospodarczych i
politycznych, takich jak gospodarki krajéw najeych do OECD oraz — w stopniu

% Zaleznosé ta znana jest w literaturze pod nazyzagadki Feldsteina — Horioki”, od nazwisk dwéch
ekonomistéw, ktorzy testowalijdla 21 krajow uprzemystowionych, uzyskajstatystycznie istotne
wysokie wartéci wspotczynnika regresji. Zob. M. Feldstein, Chorldka, Domestic Saving and
International Capital FlowsEconomic Journal, t. 90, June 1980, s. 314 — 329.

Oprécz ograniczew mobilndci kapitatu, o ktérych jg wspominalimy, jako mdliwe wyjasnienie
tego faktu podaje sitroske rzadéw o saldo bilansu handlowego i zmane z tym gzenie do
rownowaenia krajowych oszezndici i inwestycji poprzez dostosowywanieadowych oszczdndsci i
inwestycji do poziomdw sektora prywatnego lub delpowiedni polityke podatkova.
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jeszcze silniejszym - maglzy stanami i regionami w USA, Europie Zachodnigj i
Japonif®. Natomiast z badaR. Barro i P. Romera wynikage dla wikszej, bardziej
zroznicowanej grupy krajow, czyli w skali calegawiata, efekt ,doganiania” nie
zachodZ’".

Na pierwszy rzut oka, przytoczone wyniki badempirycznych zdaj si¢ zatem
potwierdz& warunkowa wersg hipotezy konwergencji, przemawiaga przeciwko
zasadnéci jej wersji bezwarunkowej. Natg przy tym mi€ swiadoma¢, ze poza
parametrami oki&ajacymi poziom kapitatu i produktmjep w stanie stacjonarnym w
modelu Solowa, wiele innych czynnikéw i zmiennyehmodelu nie uwzgknianych,
moze mie&€ wpltyw na to, czy nagpuje doganianie jednych krajow przez drugie. Idea
poszukiwania takich potencjalnie znacych czynnikbw na podstawie analizy danych
przekrojowych sprowadzagsilo sprawdzania, czy dla krajow, dla ktérych odpeminie
zmienne utrzymuj mniej wigcej staty poziom w badanych okresadhgednie stopy
wzrostu gospodarczego w tych okresach uigemnie skorelowane z wgiowym
poziomem PKBp.c?®

Wydaje s¢ jednak oczywiste,ze czynnikiem zbignosci pomidzy krajami
tworzacymi tzw. kluby konwergencjiassrowniez, w mniejszym hdz wickszym stopniu,
przeptywy kapitalu oraz nadrabianie zalégiow dziedzinie technolodii. Innymi
stowy, nie sposob jednoznacznie stwieédze proces ,doganiania” wynika jedynie z
samej tylko wewatrznej akumulacji kapitaltu w ramach poszczegolinkeajow oraz
regut dynamiki systemu gospodarczegogtygh w modelu Solowa i stanoxaych

mechanizm zbienosci w przypadku warunkowej wersji hipotezy konwergen

%6 Zob. W. BaumolProductivity, Growth, Convergence and Welfatenerican Economic Review, vol.
76, December 1986, s. 1072 — 1085; Barro R. Ja-iSdlartin X., op. cit.

27 Zob. Barro R.MakroekonomiaPWE, Warszawa 1997, s. 326 — 27; P. M. Rommereasing Returns
and Long — Run GrowthJournal of Political Economy, October 1986, vol, 84. 5, s. 1002 — 10037
oraz P. M. RomefThe Origins ...op. cit, s. 5 (Figure 1).

%8 przyktadem tego rodzaju analizy jest studium Rr&azob. R. BarroEconomic ..., op. Cit.

Pod adresem bafleempirycznych tego rodzaju rama jednake zgtaszé watpliwos¢ zwiazary z
problemem odwrotnej przyczynowm, wyrazoma zwigzle przez R. Solowa: ,Im wksza liczba
zmiennych ujtych po prawej stronie modeli regresji, w tymekszym stopniu wydaje gi ze rownie
dobrze mog one by skutkiem przyspieszenia albo zahamowania dlugsokvego wzrostu
gospodarczego, jak i tego przyczaynZob. B. Snowdon, H. R. Van@p. cit s. 370 -371 oraz R. M.
Solow, Perspectives on Growth Thepdournal of Economic Perspectives, vol. 8, ndVinter 1994, s.
51.

Poza tym, tego typu regresje przekrojowe okasig nieodporne na zmiany w zestawie zmiennych
objasniajacych, zob. R. Levine, D. Reinel, Sensitivity Analysis of Cross-Country Growth Regions
American Economic Review, September 1992, voln82 4, s. 942-63.

2 W kategoriach midzynarodowej dyfuzji technologii procesy konwergeniaterpretuje np. S.
Gomuika, zob. S. Gomultkap. cit, s. 133 — 147.
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Pozostaje pytanie, dlaczego w takim razie gpsiego procesu jest tak bardzo
ograniczony i nie dotyczy categwiata? Podstawowy model neoklasyczny w zasadzie
nie daje podstaw do teoretycznego wegjania tej zagadki.

Co wiccej, z bada empirycznych wynikaze w krajach o bardzo niskim PKR&c.
zaleznosé pomigdzy stop wzrostu a poziomem produkfuc. jest dodatnia i dopiero po
przekroczeniu pewnego progu PKBc. stopa wzrostu zaczyna spatfa W takiej
sytuacji, me¢dzy najbiedniejszymi krajami a @ateszf $§wiata, zamiast konwergencji
nastpuja procesy dywergencji. Mma zatem stwierdgj ze kraje bardzo biedne wpadty
w tzw. putapk ubdstwa, przy niskim PKB.c.i niskim tempie jego wzrostu, ktéra na
gruncie modelu Solowa nie rim® by¢ wyjasniona.

Podsumowujc powyzsze rozwaania jeszcze raz wnioskujenie zré&nicowanie
zamanosci miedzy krajami musi wynik&a w duzym stopniu z czynnikOw nie
uwzgkdnionych w modelu Solowa. W kontgke problemu konwergencji wida
dopiero wyrdnie, ze trzymajc sk scisle tego modelu, nie potrafimy dobrze w§na

ani skad te r@&nice st biora, ani dlaczego siutrzymup.

2.4. Dekompozycja Solowa

W artykule z 1957 r. Solow przedstawit sposob wykstania agregatowej
neoklasycznej funkcji produkcji (ze statymi przydami wzgtdem skali) do
zidentyfikowania zrédet wzrostu gospodarczego Rozwaana przez Solowa
agregatowa funkcja produkcji ma pasta

Y=AFRKD. (2.23)
W funkcji (2.23) posip techniczny, reprezentowany przez parareta scislej, jego
wzrost w czasie, jest neutralny w sensie Hicksa
Ze wzgkdu na zaleenie o dodatniej jednorodém stopnia pierwszego, funkgj
produkcji (2.23) ména przedstawiw postaci intensywne;j:

y = Af(K), (2.24)

%0 Czyli zaleznos¢ miedzy stop wzrostu a poziomem PKPer capitama charakterystyczny ksztaft
odwrdconej litery U, nazwany przez S. Gomw}krzywa kapeluszow’, zob. S. Gomutkagp. cit, Rys.
9.1i19.2,s.135 - 136. Zob. tak R. J. Barrogp. cit, s. 407 — 408.

3L R. M. Solow,Technical Change and the Aggregate Production FancReview of Economics and
Statistics, August 1957, s. 312 — 320.

% patrz rozdziat czwarty, punkt 4.1.
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gdziey = Y/L, k = K/L.
Rézniczkowanie zupeing2.24)wzgledem czasu i obustronne podzielenie przédaje:

KW L

gdzie A | A okresla sk czesto w literaturze ekonometrycznej jako stagzrostu 4cznej

produktywndci czynnikdw wytwoérczychtptal factor productivity- skr. TFP).
Nietrudno wykazé ze kf'(k)/ f(k)=0Y/0 KK/ Y. Przy zalgeniu, ze czynniki

produkcji & wynagradzane wedtug ich produktow secawych, kf '(k)/ f(k) wyznacza
zatem udziat kapitatu w produkcie. Stagupznaczeniar(k) = kf'(k)/ f(K), rownanie

(2.25) zapisujemy w postaci:
yiy=a(K K k+ A £ (2.26)

Sto wzrostu A/ A, okreslang w literaturze mianem ,reszty Solowa”, tma zatem
interpretowé jako & czes¢ wzrostu wydajnéci pracy (PKBp.c), ktora nie mae by
wyjasniona przyrostem technicznego uzbrojenia pracyi{ap.c).

Na podstawie szeregébw czasowych produktu na ralgoozire, kapitatu na
roboczogodzia i udziatéw wynagrodzenia kapitatu w produk€i&olow obliczyt,ze w
latach 1909 — 1949 w USA jedynie 12, 5 % wzrostodpktu na zatrudnionego
wynikato z procesow akumulacji kapitalu rzeczowed@wzrostu technicznego
uzbrojenia pracy), zapozostate 87,5 % nalg przypis& ,zmianom techniczno -
organizacyjnym”.

Poniewa w modelu Solowa nie wskazuje: siazrodta postpu technicznego, reszt
Solowa okrélano jako ,miae naszej niewiedzy”. Gato w literaturze spotyka ¢si
stwierdzenie,ze model Solowa przyjmuje jako dane wéciozmiennych, ktore, w
Swietle wnioskow wynikajcych z tego modelu,asgtéwm sita nagzdowa wzrostu
gospodarczego, a zatermq@delujemy wzrost na podstawie Zalua, Ze ma miejsce

wzrost.

% Doktadniej, Solow wykorzystuje dane roczne o Ksawaniu st GNP na roboczogodzinz
wytaczeniem rolnictwa i sektora publicznego oraz zasob@pitatu - ktére mnigy przez odsetek
zatrudnionej w danym roku sity roboczej dla oblitzezasobéw kapitatu wzyiciu (przyjmupc przy tym,
jak widat, zatazenie, ze odsetek wykorzystywanego kapitatu zawsze odpavatsetkowi zatrudnionej
sity roboczej) oraz dzieli przez liczby przepracoweh w odpowiednich latach roboczogodzin.
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Rozdziat trzeci

Wplyw panstwa na wzrost gospodarczy

w neoklasycznych modelach wzrostu

3.1. ,Zlota reguta akumulacji” Phelpsa

Kluczowa wiasnacia neoklasycznego modelu wzrostu z punktu widzenialimosci
oddziatywania pastwa na wzrost gospodarczy jest#e,dlugookresowa stopa wzrostu
rownomiernego nie zatg od stopy inwestycji. Model Solowa nie daje zajgotitykom
gospodarczym doc¢ki zadnych nargdzi oddziatywania na dtugookresowe tempo
wzrostu. Potencjalnym celem ich dziatenogtoby by natomiast cigte zwkkszanie
poziomu produktunjep w stanie stacjonarnym (przesuwanie wegfeiezki wzrostu
rownomiernego) poprzez pobudzanie stopy inwestyajospodarce. Skutkowatoby to
podwyzszory akumulacy kapitatu i utrzymywaniem stopy wzrostu produktuw-
okresach przégiowych pomédzy kolejnymi punktami dynamicznej réwnowagi
dlugookresowej - powae| stopy naturalnej. Jak patemy ponkej, w okrdlonych
warunkach, w perspektywie dtugookresowej, dziataaikde mog jednak prowadZzido
pogorszenia dobrobytu spotecznego (poziomu konsjimjgpw stanie stacjonarnym).
Poniewa oszczdnaici stanows nie skonsumowainczgsé produktu, to:
S=sY=Y-C =« C=(1-9Y,
W kategoriach poziomow przypadeych na jednostk efektywnej pracy drugie
réwnanie przybiera posta

c=(1-5s) f(K), (3.1)

gdziet_: =C/ AL oznacza konsumpgpjep.
Podobnie jak w rozdziale pierwszym, dynaenikapitatu njep opisuje roéwnanie

rézniczkowe:

k(t) = sf(K(9) - (n+ m+3) K},
z ktérego wynikaze kapitatinjep oraz pozostate zmienne (produkcja, konsumpugy)
zmierzaj do pewnych statych waro charakteryzujcych stan stacjonarny gospodarki.

Stanowi stacjonarnemu odpowiada réwnomierny wzmsiennych w kategoriach
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absolutnych z naturainstom wzrostu, réwa sumie stép wzrostu sity roboczsji
egzogenicznego pagtu technicznegam ($ciezka rOwnomiernego wzrostu). Kdej
wartasci stopy oszozdnasci (inwestycji) 0<s<1 odpowiada inne wartgci
zmiennych w stanie stacjonarnym i indeiezka rownomiernego wzrostu. Chozia
wzrost zmiennych na kdej sciezce rownomiernego wzrostu odbywa i identyczi
stom wzrostu n+m, to nie wszystkie stany stacjonarngi€zki rOwnomiernego
wzrostu) g jednakowo dobre z punktu widzenia podstawowego kaidej gospodarki,
jakim jest zaspokojenie potrzeb konsumpcyjnych emhstwa. W tym konteicie
kluczowego znaczenia nabiera sposterge, ze manipulujc stop oszczdndsci
(inwestycji) maemy zweksz& lub zmniejsza wielkos¢ konsumpcjinjep w stanie
stacjonarnym (chocianie ma@emy w ten sposob wplywana diugookresow stop
wzrostu gospodarczego).
Poniewa w stanie stacjonarnym zachodzi (zob. (2.2)):

sf(ke) = (n+ m+J) k. (3.2)
to konsumpcjajepw tym stanie Ce, wyraza sk wzorem:

Ce = f(ke)=(n+ M+ J) ke. (3.3)
Dane wielksci Ke i f(Ee) wyznaczag pewry wielkosé Ce, a danaiciezka wzrostu

produkcji wyznacza pewen sciezke wzrostu konsumpcji. W rozdziale drugim
pokazaltmy, ze elastyczn@ produktunjep w stanie stacjonarnym wzglem stopy

oszczdnasci (inwestycji) jest dana prze:zsg’e =L>O, gdzie a =a(ke) . Wzrosts

powoduje zatem wzrosei f (ke). Nie musi to jednak oznaczazrostu ce.

Dla zbadania wptyws na c. rézniczkujemy (3.3) wzgidems:

acse = f (ke)-(n+ m+3) aak; |

e

Poniewa 3 >0, to cewzrasta wraz ze wzrosteswtedy i tylko wtedy, gdy:

f '(ke)>(n+ m+J). (3.4)
Jezeli natomiast:

f '(ke)<(n+ m+9), (3.5)

to zwigkszenie stopy inwestycji powodujee dodatkowy produkt, pochoatzy ze

zwickszonych zasobow kapitaljep, nie wystarcza do utrzymania tych zasoboéw na
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wyzszym poziomie. Aby utrzynéaten zwikszony poziomR, konsumpcjanjep musi
spac. Zmniejszajc wowczas stop oszczdnasci (inwestycji) w gospodarce nmpa

osiagmna¢ wyzszy poziom konsumpcji, zaréwno obecnie, jak i WypEAGsCi.
Niech s oznacza staposzczdnadici (inwestycji), przy kt(’)rejaa% =0, czyli

f '(ke)=(n+ m+J). (3.6)

tatwo sprawdz, ze dla s=s wielkos¢ konsumpcjinjep w stanie stacjonarnym jest

maksymalna. Ponievﬂa%>0 i f"(Ee)<0, to dla s< s zachodzi (3.4), czyli
S

dCe C
0s

>0,za&dlas>$ zachodzi (3.5), czynaaise <0.

Stopa s nazywana jest optymajnstom oszczdnasci i opisuje tzw. ziai reguk
akumulacji kapitalu PhelpSa Podobnie jak wczaiej, przez a(k) oznaczmy
elastyczné¢ produktu wzgidem kapitatu. Wowczas, w stanie stacjonarnym zazhod

f'(ke) = ar(Ke) ff_:(e) .

e

Korzystajc z (3.2) oraz (3.6), powgze rOwnanie zapisujemy w postaci:

a(Ee)”J’—r:M =n+m+d o  $=a(k). (3.7)

Jak wynika z (3.7), optymalna stopa oszirEsci (inwestycji) rowna jest elastyczém
produktu wzgtdem kapitatu, §dz tez — przy zat@eniu, ze czynniki produkciji
wynagradzaneaszgodnie z ich produktami kieowymi — udziatowi wynagrodzenia
kapitatu w produkcie. Inaczej moyd, nasciezce rownomiernego wzrostu gospodarka
osiaiga maksymalp konsumpgj, jezeli naktady na akumulagjkapitatu rowne s

dochodom z kapitafu
W szczegdlngci, stopa inwestycji przekracagp a(ke) oznaczataby,ze na
akumulacg kapitalu permanentnie przeznacza swiecej, niz wynosza taczne

generowane przedaedochody, co w praktyce gospodarczej sprowadzasipyo tego,

! Zob. E. PhelpsThe Golden Rule of Accumulation: A Fable for Grawém American Economic
Review, 1961, September, s. 638 — 643.

2 Whiosek ten mzna réwnig odczyté z réwnania (3.6). Poniewan + m oznacza stap wzrostu
produktu i kapitatu néciezce wzrostu réwnomiernego, to:

k/K:f‘(Ee)—d - k+5K: f(ke)K, czyli calgé zyskéw z kapitalu przeznaczana jest na jego
restytucg i dalsz akumulacg.
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ze cz$¢ kapitatu z konieczriei znajdowataby zastosowanie z wynagrodzeniemzepni
kosztu. Stwierdzenia te wytaja najbardziej istotp tres¢ tzw. ,ziotej reguly
akumulacji” Phelpsa.

Przechodzc do zagadnienia oddzialywaniangéwva na wzrost gospodarczy nale
stwierdzt, ze ze ,ztotej reguty akumulacji” kapitatu wynikamgenie naturalnej granicy
dla ewentualnych staigpaistwa o ciagte podnoszenie stopy inwestycji w gospodarce,
ktorej przekroczenie skutkuje okeniem dobrobytu spotecastwa, i to nie tylko w
krotkim okresie.

Zatkemy, ze w gospodarce istnigjdwa sektory: sektor prywatny i sektor
budzetowy. Dochodem sektora hietowego g podatki ptacone przez sektor prywatny
oraz dochody z malku paistwowegd. Przyjmijmy, ze do budetu trafia czsé
produktu (dochodu) rownaY , gdzie r oznacza stap redystrybucji dochodu przez
budzet (0<7<1). Dochdd do dyspozycji sektora prywatnego wynosema(l-r1)Y .
Oba sektory przeznacaagwoje dochody na inwestycje i konsumgpcpisup to
rownania:

Y = 7Y+ C,
1-1)Y=s@1-1)Y+ C,

gdzie s;, s, oznaczaj, odpowiednio, stopinwestycji budetowych i stop inwestycji
prywatnych (przy czymO<s, <1, 0<s, <1), natomiastC® i C° — konsumpgj
sektora bugetowego i prywatnego. dczne inwestycje obu sektorbw wyn@ssY,
gdzie:

s=s(1-1)+ 57, (3.8)
oznacza spotecarstog inwestycji.

Przy zatageniu, ze stopa inwestycji prywatnych wynos,, mazna wyznaczy
optymalry — tzn. zgoda ze ,zlot regub akumulacji” — stop inwestycji budetowych
s, (przy danej stopie redystrybucjr), lub alternatywnie — optymain stog
redystrybucjiz” (przy danej stopie inwestycji bietowych s, ). Uwzglkdniajac (3.7), z
(3.8) wyznaczamy:

& = a(ke) - s (1-7) ub = ake)- s |
r $S~9%

® Dochody z kapitalu zakumulowanego ¢kii inwestycjom sektora bugétowego (np. zyski z
przedsgbiorstw pastwowych).
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Nietrudno sprawdzi ze ze wzgidu na ograniczenia:0<s, <1, 0<r<l,
optymalna stopa inwestycji baetowych i optymalna stopa redystrybucji powinny,by
$cisle rzecz biogc, okr&lone w sposéb nagiujacy:

1 gdy s <g<a lub s> s=2a

0 gdy < s<a lub §> s=2a
dowolne gdy s= s

r- w pozostaych przypadkach

optymalna stopa =

1 gdyss<(a-r)/(1-7),7#1
optymalna stopas=4 0 gdy,®a/(1-7), 721 lub gdy= C
s, W pozostaych przypadkach
Jezeli, zgodnie z przytaczanymi w rozdziale drugimcszgami, przyjmiemyze
udziat dochodow z kapitatu w produkcie wynosi 118, zgodnie ze ,zlat reguh
akumulacji” kapitatu, aby maksymalizowgoziom konsumpcji n&ciezce wzrostu
rownomiernego gospodarka powinna jedizech wytworzonego produktu przeznaéza
na akumulag kapitatu. W swietle danych empirycznych oznacza #e gospodarki
wigkszasci krajow charakteryzaj nizsze od ,ziotej reguly akumulacji” stopy
inwestycjf. Podniesienie tych stép skutkowatoby agsiniem wyszych pozioméw
konsumpcjinjepw stanie stacjonarnym. Naiezce wzrostu rownomiernego, agalnej
przy cagtym reinwestowaniu catoi dochodéw z kapitatu, poziom konsumppjic.
bytby w kazdym momencie wiszy od poziomu, osgjanego na kalej innej maliwej
sciezce wzrostu rownomiernego.
W kolejnym punkcie tego rozdziatu wskamy na pewne ograniczenia analityczne,
przedstawionej tutaj w konté&ie problemu oddziatywania fistwa na wzrost

gospodarczy, koncepcji ,ztotej reguty akumulacji”.
3.2. Problem ,okresu wyrzecza”
Sformutowana oryginalnie przez Phelpsa koncepcj#oteg reguly akumulacji”

sprowadza problem optymalnego, z punktu widzen@esgnego dobrobytu, podziatu
dochodu pomidzy konsumpg i inwestycje, do maksymalizacji poziomu konsumpcji

* W sprawie empirycznie obserwowanych stép inwektyzpb. np. M. Burda, Ch. Wyplosz,
Makroekonomia. Pogcznik europejskiPWE, Warszawa 1995, s. 157 (Rys. 5.10) i s. R§@8.(5.12).
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p.c. na sciezce wzrostu réwnomiernego. Phelps nie uwdglat w swojej analizie
postpu technicznego, ktéry, jak pokazaty, jest w stanie zagwarantofvavzrost

konsumpcijip.c. takze w stanie stacjonarnym. Przedstawione w poprzegnnkcie

zastosowanie tej koncepcji do modelu uwdgiajpcego posip techniczny nasuwa
jednak pytanie o zasadito samego kryterium optymaléd — maksymalizaciji
konsumpcjinjep (zamiastp.c) jako kryterium dobrobytu spotecznego. M@winaczej,

maksymalizacja konsumpcjinjep w stanie stacjonarnym oznhaczaze W

migdzyokresowym rachunku dobrobytu zaklad®z sie fakto dyskonto przysziej
konsumpgii z arbitralnie ustal@rstop réwna stopie posipu technicznego

Odrbnym zagadnieniem jest kwestia péog gospodarki z okénego stanu
pocatkowego do stanu stacjonarnego odpowigoEgo ,ztotej regule akumulacji”
(wejscia gospodarki na optymainsciezke rOwnomiernego wzrostu) i mbwych
wyrzeczé z tym zwgzanych.

Jak fatwo zauwgy¢, kazde zwikszenie poziomu konsumpcpjep w stanie
stacjonarnym, poprzez zgiszenie stopy oszedncsci (inwestycji), whze Sk z
konieczndcia przegciowego ograniczenia konsumpcji hieej na rzecz wzrostu jej
poziomu w przyszkci. Ksztaltowanie s konsumpcji njep po wzrgcie stopy
oszczdnasci przedstawiamy na rysunku 3.1.

Rysunek 3.1
Reakcja konsumpcji na wzrost stopy oszeznosci

c A

v

T
T0<—> Tl T

zrodto: opracowanie wiasne

® Zwracamy uwag ze koncepcja ,zlotej reguly akumulaciji” jest koncgpdynamiczi w tym sensieze
nie chodzi w niej o maksymalizacjdobrobytu w danym momencie, lecz o maksymalizacj
miedzyokresow (miedzypokoleniovg). To samo mamy rowniena uwadze, przedstawaaj problem
okresu wyrzeczejako ograniczenie analityczne koncepcji ,ztotejuly akumulacji”.
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Zatzmy, ze w okresie t, gospodarka znajduje ¢siw stanie stacjonarnyrri?e
odpowiadajcym stopie oszezincici s, z poziomem konsumpcjijep c,. Zatézmy
ponadtoze wyzszej stopie oszednaici s' odpowiada stan stacjonarrEy' Z WyzSzym
poziomem konsumpcjnjep c.'. Jereli w celu osigniecia tego stanu w okresig,
nasgpi wzrost stopy oszeeincici do poziomus , to pocatkowym efektem nie dalzie
jednak wzrost, lecz spadek konsumpggp do pewnego poziome'(0), nizszego od
dotychczasowego poziomuwc,. Z uptywem czasu konsumpcja w kategoriach

bezwzgtdnych lgdzie jednak rosta wedtug stopy #szej od n+m, cha stopa ta
bedzie asymptotycznie malata do pozioma m.

Takie zachowanie konsumpcji wynika z dynamiki kaloi. W punkcie wycia,
przy danej stopis, w stanie stacjonarnytfqe spetnione jest rownanie:
0=sf(ke)= (n+ m+J) k.
Jeili zwigkszymy stop oszczdndici (inwestycji) do poziomus,'to zgodnie z

réwnaniem dynamiki kapitatnjep:
k=s f(K-(nm m+J) |},

zachodzilk >0. Zatemk roénie (coraz wolniej), zmierzag asymptotycznie do nowego
stanu stacjonarnegk.'. Jeli rosnie k, to rosm takze y= f(k) i c=(1-s")y. Wzrost
kapitatu, produktu i konsumpcji w kategoriaclep oznacza,ze kapitat, produkt i
konsumpcja w kategoriach bezwadhych, w okresie przé&gia od jednego do drugiego
stanu stacjonarnego, rasee stop wyzsza odn + m.
Z uptywem czasu gospodarkazgic bedzie do nowego stanu stacjonarnego z

konsumpgj c,' wyzsz od c,. Istnieje jednak pewien okres (0<T <o) potrzebny
do przywrécenia poziomu konsumpofi,, jaki charakteryzowat gospodarkprzed

podniesieniem stopy oszginacsci. Okres ten moemy nazwa okresem wyrzecze

Poniewa z zalaenia konsumpcja stanowi sfatzes¢ produktu, to szybkd
zbieznosci konsumpcjinjep c do nowego poziomu stacjonarneéojest taka sama, jak
szybka¢ zbieznosci produktu njep Y/ do nowego poziomu stacjonarneggbe.

Dynamike konsumpcjinjep w poblizu punktu rownowagi d’rugookresow«::jB mazna

zatem opis@wzorem analogicznym do (2.19):
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o) - e = e—(l—a(ke))(n+m+5)t(

€0)- ). (3.9)
Tak samo te przedstawiaj sic szacunki czasu, w jakim dochodzi do tej zbuci.

Z punktu widzenia spotecéstwa, ktére decyduje gina ograniczenie konsumpciji
biezace] na rzecz trwalego zwkiszenia konsumpcji przysziej, poprzez ggizenie
czgsci produktu przeznaczonego na akumuladjapitatu, istotna jest jednak diugo
okresu wyrzecze 7, w ktérym konsumpcja pozostaje na poziomigseym ng ten,

ktory bytby osagany, gdyby zmiany stopy oszgindsci (inwestycji) nie byto.

Twierdzenie 3.1° Dla niewielkiej zmiany stopy oszedndici (inwestycji) zs do s’

dtugas¢ okresu wyrzeczew przyblizeniu wyraa sk wzorem:

m[l_s}
(1-s")ele

-(1-a)(n+m+9)’

T = (3.10)

gdzie sge oznacza elastyczao produktu wzgtdem stopy oszerncdici (inwestycji) na

sciezce wzrostu rownomiernego daprzez (2.1) orazr = a(Ee .

Dowdd. Na podstawie (3.9) diugé okresu r stanowi rozwizanie (wzgledem t)

nastpujacego rownania:

Ce - Co'= e—(l—a(Ee N(n+ m+5)t(_cv(o) _ _(é ') , (3.11)

gdzie <_:'(0)<_Ce<_ce'. Przeksztatcenie logarytmiczne tego réwnania pdaveado

[ Ee_Ee' J
|n e =
c'(0)-ce'

) —(1—a(Ee '))(n+ m+J)

Wwzoru:

Poniewa: Co=(1- s)_x_,, (_:e'=(1—s')_¥_, ', oraz (_:'(O):(l—s')_ye, zatem powysze
rébwnanie mana przedstawinastepujco:
In[ (SI__S) Ye : +1j
BT
—(1—a(ke ')) (n+ m+9J)

® Twierdzenie 3.1 jest wlasnym rezultatem autora.
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Korzystapc z definicji (2.1) wskanika elastyczngci gge, otrzymujemy w przybfieniu,
dla niewielkich zmian stopy oszgincici (inwestycji), formu¢  (3.10).

Dla a = 1/3 oramn + m+ ¢ = 0,06 rocznie, wzrost stopy inwestycji z poziogwi0,2 do
s’ = 0,22 wize sk z okresem wyrzecheo diugdci okoto 18 Iaf.

Phelps omija problem okresu wyrzetzezwaajac gospodark nieograniczog w
czasie wstecZendless looking backwardktéra od zawsze cieszyesiOwnomiernym
wzrostem wedtug stopy naturalngjolden — age growth at the natural ratgiKazda
generacja w bezkresnym ztotym wieku naturalnejystagrostu bdzie preferowa ten
sam poziom stopy inwestycji, a tym samyra sany sciecke wzrostu” (tum. aut.§.
»Ztota reguta akumulacji” Phelpsa miataby zatemnstsic odpowied na pytanie o
najlepsa, w punktu widzenia kalej generacji, staposzczdndsci (inwestycji), w
hipotetycznej sytuacji, gdyby gospodarka zawsze agath automatycznie
odpowiadajca tej stopiesciezke wzrostu rownomiernego.

Ujmujac problem nieco inaczej, koncepcja Phelpsa ignofale, iz w kazdym
momencie istnieje nmaiwos$¢ obnizenia stopy oszezindsci (inwestycji), skutkujca
osigganiem przez pewien okres poziomu konsumpcjisaggo od tego, ktéry bytby
osiagany w przeciwnym razie. Dopiero uwzdhienie explicite preferencji podmiotow
co do rozktadu konsumpcji w czasie pozwala ustali jakich warunkach (tzn. przy
jakim charakterze tych preferencji), w gospodartatsiacej z dowolnego punktu i
zmierzajcej w kierunkusciezki wzrostu robwnomiernego zwianej ze ,ztof reguh

akumulacji’, maksymalizowanyghzie dobrobyt spoteczny.

" Zauwamy jeszczeje przyite przez nas zatenie, © w punkcie wyjcia gospodarka znajdujecsia
pewnejsciezce wzrostu rownomiernego, nie jest istotne z punkidzenia wniosku o wyspowaniu
okresu wyrzecze Zalazenie to przygto tutaj wyhcznie ze wzgidu na maliwos¢ wykorzystania

wskaznika elastyczngci produktu w stanie stacjonarnym waggm stopy oszezingsci esye (w ostatnim
kroku dowodu Twierdzenia 3.1) do skalibrowania dej okresu wyrzecze

8 E. Phelpspp. cit, s. 640.
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3.3. Dynamiczna maksymalizacja spotecznego dobrolwt- problem spotecznego

planisty

Rozwaymy teraz problem mdzyokresowej maksymalizacji spotecznego dobrobytu
przy zataeniu okrélonych preferencji spotecznych co do rozktadu komgcii w
czasie. Formalnym wyrazem tych preferencji jestpigowsze, okrdona posté funkcji
chwilowej wyteczndci konsumpcji u(c(t)), czyli funkcji wzyteczndci, w ktorej
argumentem jest poziom konsumpgijc. realizowany w chwilit. Po drugie, zalmna
stopa dyskontowgo okresla rézna wag; przypisywam do tej samej konsumpcji w
roznych momentach czasu — dodatni poziom tej stopy yegazem zalgenia, ¥
konsumpcja przyszta jest dla reprezentatywnegom&al@poteczestwa mniej cenna i
konsumpcja bigaca.

Zagadnienie tego typu jest zazwyczaj ékaee w literaturze jako ,problem
spotecznego (centralnego) planisty®W odniesieniu do realiéw gospodarki rynkowej
okreslenie to jest wyrazem watznie normatywnego charakteru tego zagadnienia.
Zauwamy réwniez, ze w przypadku, gdy w gospodarce nie funkcjantadne inne
podmioty (np. rzd) poza gospodarstwami domowymi | przetgrstwami,
zagadnienie to jest zeame z ,problemem reprezentatywnego agenta”, tygme¢go
konstruktu, 4czacego w sobie funkcje typowego gospodarstwa domowjiegasument,
wiasciciel czynnikbw produkcji) i typowego przedbiorstwa (producent),
stanowicego swoisty ,skalarny model catej gospodarki”

Zaktadamy, ze celem spotecznego planisty jest maksymalizacjaznkj
zdyskontowanej chwilowejaytecznagci konsumpcjip.c. w niesk@czonym horyzoncie

czasu, czyli maksymalizacja funkcjon&tu

® Jako pierwszy problem ten sformutowat F. Ramseyb.ZF.P. RamseyA Mathematical Theory of
Savings Economic Journal, December 1928, s. 543 — 55¢@0li@enie problemu Ramsey’a przedstawili
nastpnie niezalenie D. Cass i T. Koopmans. Zob. D. CaSgptimum Growth in an Aggregate Model of
Capital AccumulationReview of Economic Studies, 32, July 1965, s. 22310, T.C. Koopman$©n the
Concept of Optimal Economic Growthw: The Econometric Approach to Development Planning,
AmsterdamNorth Holland 1965.

%W przypadku, gdy w gospodarce funkcjonuje réownsektor budetowy, rozwizania probleméw
.centralnego planisty” i ,reprezentatywnego agent&’ zawszessze soh tozsame.

* Tego typu sformutowanie funkcjonatu celu spotegmeplanisty, w ktérym funkcja chwilowej
uzyteczn@dci mnazona jest przez liczbludnadici, nazywana jest w literaturze Benthamowdknkcija
dobrobytu spotecznego, od nazwiska angielskiegmedlla spoteczno — politycznego i moralnego, J.
Benthama (1748 - 1832), jednego z czotowych pragdsieli utylitaryzmu. W rachunku
utylitarystycznym bardziej stuszne jest to ppsiwanie, ktére prowadzi do gkiszej ilaici szczscia
wigkszej liczby ludzi.
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quo)g@éﬂdx 0>0. (3.12)

Przyjmujemy,ze funkcjau(c) spetnia standardowe neoklasyczne zahia 0 malejcej
dodatniej ayteczndci krancowej oraz tzw. warunki Inady:
u'(c)>0; u"(g<0, c> 0,
im u'(Q) =, lim (9 =0, (3.13)
Standardowo w tego typu problemach optymalizagfingrzyjmuje s, iz funkcja
chwilowej wzyteczngci wyraza st wzorent?
c()™
ulc(t)) = ,
()=

Wigkszy parametry oznacza wiksze tempo spadku kreowej wyteczngci w miare

y0(0,). (3.14)

wzrostu konsumpcji (warkd bezwzgédna stopy zmianu'(c) wzgkdem c, czyli

u'© _

u'(c)

funkcjonatu (3.12) — im wksze y, tym wigkszaskionn@¢ do wygtadzania poziomu

—yc™, roénie wraz ze wzrosteny), a zatem — przy zateniu maksymalizacji

konsumpcji w czasié. Przy y — 0 za, spoleczastwu zaczyna hy obogtne, czy
catas¢ konsumpcji przypada na jeden moment, czyjést roztaona w czasie, dlatego
sa sktonne odklada konsumpai w czasie, j#i tylko stopa zysku z kapitatu
zakumulowanego dgki oszczdnasciom jest dostatecznie wysoka w poréwnaniu z ich

stom dyskontow.

W przypadku zagadnienia spotecznego planisty, ymibzujacego dobrobyt zaréwno obecnego, jak
i przysziych pokolé, celowdé zabiegu dyskontowania zyteczndci, oznaczajcego m.in.
przywiazywanie coraz mniejszej wagi do dobrobytudego naspnego pokolenia, me wydawé sie
dyskusyjna. Zob. F.P. Rams@yp. cit

12 Ta posta funkcji uzyteczndci znana jest w literaturze pod nazfunkcji o statej wzgidnej awersji do
ryzyka (CRRA — constant rate of risk aversipnprzy czym stop tej awersji okréla paramety/ .

Interpretact w kategoriach ryzyka tutaj pomijamy, mamy bowiem ckzynienia z modelenstricte

deterministycznym. Z naszego punktu widzenia igqgast to,ze funkcja ta charakteryzujegsinalepca

krancowa uwzyteczndcia konsumpcji. Przyjcie w analizie konkretnej postaci funkcjizyteczndgci

podyktowane zostato zamiarem uzyskania formut d&jgcych optymaln stom; oszczdnasci

(inwestycji) nasciezce wzrostu rGwnomiernego i rdevosci ich poréwnania ze stapwynikajaca z

reguty Phelpsa. Nalg podkrali¢, ze wszystkie wnioski uzyskane w tym i kolejnym puiekpracy
pozostay prawdziwe przy zaleeniu dowolnej postaci funkcji yteczndci spetniajcej ograniczenia
(3.13).

13 Odwrotng¢ wspotczynnika y wyraza stah wartas¢ migdzyokresowej elastyczgo substytucii

konsumpcji (m¢dzy konsumpgj w dwéch dowolnych momentach w czasie); zob. RBalro, X. Sala i
Martin, Economic GrowthMcGraw — Hill Inc., New York 1995, s. 64 — 65.
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Wyrazajac konsumpgj p.c. w kategoriach konsumpdjijep c=C/ AL, funkcjonat

celu ma@na zapisé nastpujaco:

o (Ae o)™
e

Le" " dt= Tait_l L, ALY &Mt g
0 o 1TV
Dla zapewnienia zbimaici tej catki zaktadamyze: p—(1-y)m-n>0",
Zaktadamy,ze funkcja produkcji posiada te same wiasmojakie przyjmowakmy w
neoklasycznym modelu wzrostu przedstawionym w pink. Rownanie akumulacji

kapitatu w kategoriachjep ma posté nastpujaca:

k(t) = (9 f(K()) - (n+ m+0) K}, (3.15)
gdzie stopa inwestycji nie jest teraz parametreecz lzmiena s(t), podlegaica
rachunkowi optymalizacyjnemu. Problem optymalnegedziatu produktu na
konsumpag} i inwestycje w kadym momencid, czyli ustalenia optymalnej trajektorii
stopy inwestycji s(t), przyjmuje post& nastpujacego zadania optymalizacji

dynamiczne}™

0 NIy c

J.C1(t) — @™ mAGt L max,  p- (1-y)m n> G (3.16)
4

0

przy warunkach:
k(O = k(D) - oD~ (n+ me&) K ), (3.17)
k(0) > 0, k(t),c(t)= 0. (3.18)

Do rozwhzania tego problemu mipna postay¢ sie teorp sterowania optymalnego, w

szczegolnéci tzw. zasag maksimum L. S. Pontriagifd Rok zmiennej sterugej

4 Poniewa warunek ten mma zapisa w réwnowanej postaciy >1- , 0znacza toze model nie

p-n
m
posiada rozwizania w sytuacji, gdy zbyt mate, sklonnég¢ do wygtadzania poziomu konsumpcji w

czasie (parametry) i / lub stopa dyskonta konsumpcji. Przy tego typeferencjach spotecagtwo

bytoby sktonne odktadakonsumpgi w nieskaiczondgé. Natazony warunek eliminuje zatem sytuacje
mato realistyczne.

1> Stata A,V nie ma wplywu na rozwranie maksymalizage funkcjonat celu, dlatego moa j
pomimg.

1 W sprawie rozwizywania probleméw dynamicznej optymalizacji w ramateorii sterowania
optymalnego, z wykorzystaniem zasady maksimum Rmita, zob. A. C. ChiangElementy
dynamicznej optymalizacjDom Wydawniczy ELIPSA, Warszawa 2002, s. 163 98 8faz R. J. Barro,
X. Sala i Martin, op. cit., s. 498 — 510. Najszgrsz polskim psmiennictwie zbiér zastosowateorii
sterowania optymalnego w modelowaniu makroekonomyicz znajduje s w pracy E. Panka. Zob. E.
Panek Ekonomia matematycznayd. 2 poszerzone, Wydawnictwo AE w Poznaniu,i202003, s. 373
- 713.
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przypisujemy zmiennejt_:. Réwnanie dynamiki (3.17) zmiennej starlu stanowi
modyfikacg réwnania (3.15), przy czym w celu wyeliminowanianiennej s

skorzystakmy z rownania (3.1). Hamiltonian w tym problemie pasta:

c(t)*”

H(t) = ==— ™™t 4] f((9) - o~ (m+ m+a) K )],

badz, alternatywnie, tzw. hamiltonian waéto biezacej przyjmuje posta

(b
1-y

He (1) ===—+8(t)| f(k®)-c()~(n+ m+3) K} ], (3.19)

gdzie 8 = 1N est tzw. mnanikiem Lagrange'a wartai biezace;.
Przy zatgeniu rozwizania wewrtrznego dla zmiennej stenggj, c(t) >0, oraz

zmiennej stanu,E(t)>O, warunki konieczne zasady maksimum angposta

nastpujaca:

a:é t()t) — (1) —6(t) =0, (3.20)
Lk(t):%Hg—ig% f(k(9) - o) = (n+ mr) K}, (3.21)
o) =—0:RC(S) +6()(p-n-@-y)m) = 522

=-0()( 1 k() - (m+5+p-(-y)m),
oraz warunki transwersaléa’":
!i[r;loE(t)A(t) =0 = ymk( Ho(t el =g (3.23)

lmH=0 = limH, el=pmenp)t _

too

, (3.24)

Z warunku (3.20) wynikaze dla kadej chwilit spetnione jest nagiujace rownanie:

a(t) =c(t) ™. (3.25)
Zgodnie ze standardawinterpretaci mnaznika Lagrange’a jako ceny dualnej dla
zmiennej stanu (kapitatu), wagto 8(t) mierzy zmiag wartcci catki preferencji, czyli

~sumy chwilowej uyteczngci konsumpcji” w catym przedziale optymalizacyjnym,

" Pierwszy warunek transwersadob wyskpuje ze wzgidu na swobodny stan koowy, czyli nie
ustalora a priori warté¢ granica zmiennej stanu przy — o . Z pewnych technicznych wzgléw nie
ma jednak wplywu na rozwianie rozwaanego tutaj problemu optymalizacyjnego. Drugi watun
odgrywa ro¢ ogodlnego warunku transwersadodb w problemach z nieskezonym horyzontem, ze
wzgledu na nie ustalony z konieczmuwd koncowy moment optymalizacji. Zob. A. C. Chiarmap. cit, s.
239 — 242 oraz R. J. Barro, X. Sala i Martp, cit, 504 — 505.
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wywotamnp krancowa zmiarg poziomu kapitalu w chwilit. Zgodnie z regut
optymalizacyja wyrazona w réwnaniu (3.25), optymalnym poziomem konsumpgji
chwili t jest taki poziom, przy ktorym kfaowa wyteczndé biezacej konsumpciji,
E(t)‘y , Zréwnuje s} z kraaxcowym kosztem alternatywnym tej konsumpciji.

R&zniczkuc rownanie (3.25) wzgtlem czasu, mamy:

(t) = —yc(t) 1 (1) (3.26)
Podstawiajc (3.25) oraz (3.26) do (3.22), otrzymujemy:

E0 =%6(t)( F(K()) -~ (m+J+ o= (L= y) m) (3.27)

Ostatecznie, konieczne warunki optymdlrio przyjmup post& uktadu réwna
rézniczkowych (3.21), (3.27) wraz z warunkami transsedmaci (3.23), (3.24), przy
warunku pocatkowym i ograniczeniach (3.18).

Twierdzenie 3.2.Funkcje5**(t) [ Iz**(t) spetniajce warunki konieczne optymaléwm,
sq jedynym rozwizaniem optymalnym zadan{a.16)- (3.17)®.

Dowdd. Podstawiajc lewa strore (3.25) zad(t) w (3.19), z uwagi na sitnwklestosé
funkcji f(E) mozemy zauway¢, ze tzw. zmaksymalizowany hamiltonian wab
biezacej, zdefiniowany jako:

H: (6):km) = He (B0 K: ¢ (0),

jest silnie wkesta funkcja zmiennej stand?(t). Tym samym spetniony jest warunek
wystarczajcy na to, aby rozwzanie wynikagce z zasady maksimum stanowito jedyne

rozwiazanie optymalne problemu (3.16) - (3.17)
|
Poniewa nie okréilili smy konkretnej postaci funkcjf (E), nie ma@emy wyznaczy w

sposoOb analityczny optymalnyakiezek poszczegolinych zmiennych. by jednak

dokona analizy jakdciowej rozwhazania optymalnego.

8 Dowod istnienia i jednoznaczém rozwiazania optymalnego problemu tego typu, jaki tutaj
rozwazamy, jest w literaturze pomijany.

19 W sprawie twierdzenia o warunku wystarezgim, zob. D. Leonard, N. Van Lon@ptimal Control
Theory and Static Optimizatip@ambridge University Press, Cambridge 1992, tivienie 4.6.4.
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Przyréwnujc lewe strony (3.21) oraz (3.27) do zera, otrzymmyje dwa
alternatywne ukfady rowma

c=f(k-(n+m+d)k O =0, (3.28)

c=f(W-(n+m+d)k O F(R= mI+p-(1-y) n. (3.29)
Para (ke,Ce) bedaca rozwizaniem uktadu rowra(3.28) lub (3.29), opisuje pewien
stan stacjonarny gospodarki, co oznacegjesli gospodarka znajdziesiv tym stanie,
zmiennek i ¢ nie leda juz podlegé dalszym zmianom.
Otrzymujemy dwa punkty spetnigje uktad réwna (3.28): (0,0) oraz (E,O), gdzie
przez El oznaczymy taki poziom k >0, dla ktérego zachodzi rowa®
f (k) = (n+ m+9) k.
Oznaczmy przezE: E; >0, E: < E) stan stacjonarny (stan dynamicznej rbwnowagi

diugookresowej), stanowsy rozwhzanie ukladu réwna (3.29). Stanowi temu

odpowiadaciezka rownomiernego wzrostu zmiennych w kategoriacdwagkdnych.

Twierdzenie 3.3.Stan stacjonarn{(E: ,_c*;) jest globalnie asymptotycznie stabilny, tzn.

dla dowolnego stanu pogkowego k(0)>0, funkcie ¢ (t) i k (t), bedace
rozwiazaniem optymalnym zadania (3.16) - (3.18), z uplywezasu zmierzajdo

wartasci w stanie stacjonarnyrrE** t) - E*e , K (t) - E: ,gdyt - 0%

Dowdd. Zat&emy, ze funkcje(E(t),lZ(t)) S3 rozwiazaniem optymalnym zadania (3.16) -
(3.18) (dla uproszczenia zapisu pomijamy gwiazdki).

1. Pokaemy najpierwze zachodz réwnania:
!imE(t) =0, ymE(t) =0 oraz !imE(t) % +oo !imE(t) % +00.
Zalozmy, ze tak nie jest, czyIi!imE(t)#O lub ymE(t);to lub me(t):ioo lub

ymE(t) =+

ok ok

% Dowdd twierdzenia o zbimoici gospodarki do stanu stacjonarned® ,ce >0 w literaturze
przeprowadzany jest graficznie zygiem portretu fazowego. Pasgy, autorski dowod, przeprowadzony
w czysto analityczny sposéb, stanéwma podstaw do uogoélnienia analizy stabilfm stanu
stacjonarnego na przypadek trojwymiarowy (dla model kapitalem ludzkim). Zob. punkt 7.4,
Twierdzenie 7.4.
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Sytuacje, w ktérychlimE(t) <0 lub !imE(t) <0 lub [imE(t) =-w lub !imE(t) = -

mozemy od razu wykluczyze wzgkdu na warunki nieujemroi dlak i c.

Na podstawie rownania (3.21) dynamiki kapitatu njep
k() = f(k())- o) —(n+ m+J) K}, silnej wkkstosci funkcji produkcji  f (k),
warunku Inady: lim f'(k) =0 oraz warunku nieujemsoi dla ¢, mazemy take

wykluczye lim K(t) = oraz lim k(1) >0.

Zatem !im k(t) =0 | 1im E(t) # oo . Korzystajc z tego faktu rozpatrzymy sytuacje, gdy

1i[r;1° c(t) =0 oraz !imé(t) >0. Z réwnania (3.21) dynamiki kapitalojep wynika, ze
wéwczas musialoby zachodzi y[ro]o( f(K) —(n+ m+ 5)_k) —w. To jest jednak
niemaliwe z uwagi na sila wklgstosé funkcji produkciji f(E).
Zatemlimlk(t) =0 !imé(t) =0 oraz 1i[r010E(t) # too, lim?:(t) # oo,
Stad oraz z (3.28) i (3.29) wynikae prawd jest:
albo (c(t). k(1)) I, - (0,0),

albo (c(t).k(1) M, - (0,ky), (K™ <k)
albo (c(t), k()0 3 (€', K )>0.
2. Pokaemy, ze nie jest mdiwe, aby Iz(t) D]]t_> 0 (co eliminuje zbienos¢

(c(®).k(t) @, - (0,0)).
W tym celu zatamy, ze IZ(t) D]]t ~ 0 (nie przesdzapc niczego o funkgjc(t)).

Poniewa z zak’z‘teniaE(O) >0, zatem z WarunkUE(t) DDt - 0 wynika, ze istnieje takie
(dowolnie due) T > 0, dla ktérego:

k(1) <k , (3.30)

Lk(r) <0. (3.31)
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Z definicji IZ: i silnej wklgstosci funkcji produkcji f(E) wnioskujemyze:
f'(k)>m+3+p-(1-y)m, dla k<ke . (3.32)
Z (3.32) i zalgenia p—(1- y)m-n> 0 (zob. (3.16)), wynikaze:
f'k)>n+m+3d, dak<ke. (3.33)
Z nieréwngci (E** < El) (por. (3.28) — (3.29)) oraz z tege funkcja f (E) jest silnie
wklesta i zeruje i w zerze wynikaze:
f (k) - (n+ m+3) k>0, da0<k <k . (3.34)
Z (3.31), réwnania (3.21) dynamiki kapitatiep k(t) = f(k(t) — o) = (n+ m+J) K }
oraz (3.30) i (3.34) wynikae:
o(r) > f(k(r)) - (n+ m+J) Kr) >0. (3.35)
Stad oraz z (3.32) i rownania (3.27) dynamiki konsujnpfep wynikaze:
c®)>0, dak()<k it>7. (3.36)

Aby wykaz&, ze Iz(t) < E;* dlat>Tt, poka&emy,ze:

k(1) <0, dlat>7. (3.37)

ZatGzmy, ze tak nie jest. Wtedy, wobec (3.31), istnieje @mkimentr, > 7, ze

k(r,)=0 oraz k()<0, dlat0(r,z,). (3.38)
Na mocy (3.30) i (3.38), zachodzi:
k() <ke diat0{z,z,). (3.39)

Z (3.34) i réwnania (3.21) dynamiki kapitahjep wynika wéwczasze:

() < f(k(z,)) - (n+ m+3) Kr,) . (3.40)
Z (3.30), (3.38) i (3.33) wynika rownigze:
f(k(r,)) —(n+ m+ ) Kz,) < f(K)-( v m¥9) k). (3.41)

Z (3.35), (3.40) i (3.41) wynika zaterrg:
c(r,) < (7). (3.42)
Z drugiej strony, z (3.39) oraz (3.36) wnioskujenig, (_:(rl) >_C(Z'), co prowadzi do

sprzecznéci z (3.42).
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Tak wiec k(t) <k, dlat=T1. Std oraz z (3.30) i (3.36) wynikae:

c(t) >0, dlat=>r, (3.43)
R&zniczkuc obustronnie rownanie (3.21) wzdem czasu, otrzymujemy:
D = (£ 4k(0) - (n+ m+ ) Y- €. (3.44)
Na mocy (3.30), (3.37) i (3.43), z rbwnania (3.44nika, ze:

Olk(t)<0, dlat=>r.

Ostatnia nierown& swiadczy o tym,ze istnieje taki moment <t'<c , w ktorym
IZ(t') =0. Z rdwnania dynamiki kapitatnjep (3.21) i warunku nieujemmroi IZ(t) >0,
wynika, ze w momencig 'spetniona musi iytakze rownagé c(t') =0, co jest jednak
sprzeczne z warunkami (3.35) i (3.43).

Otrzymana sprzeczedwyklucza zbienos¢ (E(t),lZ(t)) DDt - (0,0).

3. W ostatnim kroku dowodu pokamy, ze ze wzgldu na warunek transwersafto
(3.23) nie jest tate mazliwa zbieznosé (c(t), k(1)) O 3 (0, k).

Z definicji k, (k, >0 takie,ze f (ki) =(n+ m+J) k) oraz z tegoze funkcja f (k) jest
silnie wklesta i zeruje si w zerze wynikaze dIaE(t) - K zachodzif '(E) <n+m+d.
Wéwczas jednak z definicji manika Lagrange'a waroi biezacej 6 = Ag? "4

oraz jego rownania dynamiki (3.22) otrzymujems,

AW v mes- 1R >0,
A(t)
Cco jest sprzeczne z warunkiem transwersaing3.23). Z tego samego powodu nie jest

tez mazliwe, aby gospodarka spetnap warunki konieczne optymaléw znalazia si

w momencie pocgkowym w punkcie(k,,0).
|

Z réwna (3.29) charakteryzagych dtugookresow rownowag dynamiczi (stan

stacjonarny(E: ,_C:)), definicji (2.5) elastyczni@i produktu wzgidem kapitatua (k)
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oraz réwnania c=(1-s) f(k) (zob. (3.1)), meemy wyznaczy dtugookresow

optymalry sto oszczdndsci (inwestycji):

Se** =GL”+5, (3.45)
p+o+ym

gdzie aza(Ee) to staly, nasciezce wzrostu réwnomiernego, udziat wynagrodzenia

kapitatu w produkcie Jak wynika z (3.45), optymabtapa oszegindici (inwestycji)
s. , do ktorej zmierza optymalna trajektor& (t) = s(_k**(b), jest tym nksza, im

wyzsza jest stopa dyskontowa oraz im wyszy jest parametry (im szybciej
nastpuje spadek kracowej chwilowej uyteczndci konsumpcji, czyli im wgksza
skionna¢ do wygtadzania poziomu konsumpcji w czaskzy bardzo wysokiej stopie
dyskontowej i / lub bardzo wysokiny, optymalna stopa oszgindsci (inwestycji)
dazy do zera. To Zaprzekiada s na ekstremalnie niski poziom konsumpajep w
stanie stacjonarnym.
W kontelécie zagadnienia oddziatywaniafis@wa na wzrost gospodarczy oraz uwag

0 ograniczeniach analitycznych koncepciji ,ztotgguly akumulacji”, sformutowanych

w poprzednim punkcie pracy, podkli¢ nalery dwie kwestie.

Whiosek 3.1.Przy przygtym zat@eniu p—n-(1-y)m> 0, zachodzi:

*k

s <s,

gdzie s jest stop oszcedndici (inwestycji) wynikajca ze ,ztotej reguty akumulacji”,
dary przez (3.7).

W poréwnaniu z wnioskami wynikgymi ze ,ztotej reguty akumulacji”, nierowséta
oznacza zmniejszenie rozbmsci pomidzy obserwowanymi w rzeczywisto
stopami  oszegindsci  (inwestycji), a optymalnym poziomem tej stopy,
maksymalizujcym dobrobyt spoteczny. Tym samym oznacza to réawvaenezenie
obszaru maiwosci stymulupcego wzrost gospodarczy oddziatywaniangia na
poziom spotecznej stopy inwestycji, poprzez politfikkalm, jezeli ostatecznym celem

takiej stymulacji miataby hymaksymalizacja spotecznego dobrobytu.
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Whniosek 3.2.W przypadku, gdy,p - (n+(1—y) m)+, optymalna stopa oszgmaici

(inwestycji) s~ , okrelona przez (3.45), jest zliea do stopys* 2l Oznacza toze
stopa s stanowi graniczny poziom optymalnej stopy osdcmici (inwestycji), przy
nieskaiczonym horyzoncie planowania oraz akoaych preferencjach co do rozktadu
konsumpcji w czasie. Formalnym wyrazem tych szchgh preferencji § rézne
kombinacje p i y, spetniagce zalenosé: pa(n+(1—y) m)*. Sytuacja taka ma miejsce
m.in. w dwoch szczegdlnych przypadkach, gdy:

» p-(n+m’ orazy - 0",

= ponorazy-1.

Stopa oszaglndici (inwestycji) zgodna ze ,ztatreguh akumulacji” Phelpsa stanowi
zatem optymalny poziom stopy oszdmacsci (inwestycji) na $ciezce wzrostu
rownomiernego, do ktorej powinna zmietzgospodarka startaga z dowolnego
punktu, aby maksymalizowadobrobyt spoteczny, w przypadku gdy spoteczne
preferencje odnimie rozkladu konsumpcji w czasie opisuje, odpowiedn

= liniowa funkcja chwilowej ayteczndci konsumpcji (przyy - 0° mamy bowiem

- w9=¢c, przy stopie dyskonta konsumpcji réwnej

dtugookresowej stopie wzrostu produktu,
= logarytmiczna funkcja chwilowej ayteczndci konsumpcji (przy y -1 mamy
u'(cg=c” -~ u(9= ¢, zatemu(c) - Inc), przy stopie dyskonta konsumpcji

réwnej stopie przyrostu naturalnégo

2l 7apis x -~ a* oznacza,ze wartdci zmiennejx zbiegaj do poziomua z prawej strony na osi
liczbowej.

22 \W literaturze interpretacja ta nigdy nie jest waaaexplicite sugeruje si za to,ze ,zlota reguta
akumulacji” odpowiada sytuacji, w ktorej ignoruje: $akiegokolwiek dyskonto konsumpcji przysztej
przez podmioty, przy zakeniu o maksymalizacji bezpednio samej konsumpcji (czyli liniowej funkcji
uzyteczndci). Zob. np. T. TokarskiDeterminanty wzrostu gospodarczego w warunkaclyctagfektow
skali, Katedra Ekonomii Uniwersytetu £ 6dzkiego, £08001, s. 117 — 123 oraz idekVybrane modele
podaowych czynnikdw wzrostu gospodarczegdydawnictwo Uniwersytetu Jagiefiekiego, Krakow
2005, s. 108 - 114. Interpretacja autora wynikavdgpodobnie af, iz zaklada on maksymalizacgumy
zdyskontowanej konsumpdijijep jako cel optymalizacji podmiotu, zamiast konsummgr capitg jak
wymaga tego, naszym zdaniem, logika rozaveego schematu optymalizacyjnego.

Poza tym, procedura rozgania sformutlowanego problemu dynamicznej optyraaliz
przedstawiona w pracy Tokarskiego, nie jest popeawiiormalnego punktu widzenia. Autor ggamia
bowiem warunek konieczny maksymalizacji hamiltonianv catym horyzoncie optymalizacji z
zerowaniem sipochodnej hamiltonianu wzglem zmiennej steragej, co w przypadku, gdy hamiltonian
jest liniowa funkcja zmiennej sterucej (a z tak sytuaci mamy do czynienia) jest pepbwaniem
niewtasciwym. Istotne jest to,ze ten formalnie niepoprawny w samym punkcie $aig sposéb
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3.4. Maksymalizacja dobrobytu spotecznego w warunidh dynamicznej

réwnowagi konkurencyjnej

Prowadzone datl rozwaania mialy charakter wytznie normatywy. Zaréwno ,ztota
reguta akumulacji”, jak i problem optymalizacji dymiczne] przedstawiony w
poprzednim punkcie pracy, stanowity préby odpowieda pytanie o optymain z
punktu widzenia dobrobytu spotecznego, stomwestycji, nie dajc zadnego
(pozytywnego) wyjénienia rzeczywistych pozioméw tej stopy w gospodalk w
ktérych decyzje o podziale produktu podejmowanepzez indywidualne podmioty
dziatapce na rynku. Z natury rzeczy zatem, sformutowartgatwzas wnioski odrinie
mozliwosci oddziatywania péstwa na wzrost gospodarczy megens jedynie przy
zatazeniu, ze podmioty prywatne nie reaguyv zaden sposéb na dziatania ze strony
panstwa, w szczegoéldoi na zmiany stopy redystrybucji dochodu przez Zetdi
podziatu wydatkoéw budttowych pomidzy publicza konsumpgj i inwestycje.

W najnowszej literaturze z zakresu teorii wzrogjospodarczego problem
dynamicznej optymalizacji bywa ¢zto przedstawiany w kategoriach rownowagi
konkurencyjne>. W tym ugciu, stopa inwestycji wynika z zachofva
optymalizacyjnych racjonalnych podmiotow ekonomigzn dziatajcych w doskonale
konkurencyjnym otoczeniu, w ktérygaden z podmiotow nie ma wptywu na ceny (w

tym wynagrodzenia czynnikdw produkcji). Poniewaanaliza funkcjonowania

rozwigzania zadania stanowi przyczynosobliwego wniosku, sformulowanego przez autora, a
dotyczicego ekonomicznego sensu rogzeinia problemu. Autor stwierdza mianowicig,,gospodarka
(...) juz w momencie = 0 osiga stan wzrostu réwnomiernego”, co przy dowolnymksztattowanym
Lhistorycznie” — wygciowym poziomie kapitatmjep jest w oczywisty sposéb niertave.

Majac powyzsze na uwadze, proponujemy roza@a problemy z niesk@czonym horyzontem, w
ktérych optymalizacja dotyczy bezygednio poziomu konsumpcji, jako graniczne przypaiiablemu
bardziej ogolnego, sformutowanego w kategoriach kéjin uzyteczndci. Alternatywny sposob
rozpatrywania problemu z liniaw funkcja uzyteczndci konsumpcji, oparty na zagieniu
maksymalizacji przez minimalizacjfunkcjonatu celu, w ktérym w charakterze funkcpdeatkowej
wystepuje odchylenie poziomu konsumpcji od tzw. punktis€h, mana znalé¢ w pracy K. Shella (K.
Shell, Applications of Pontryagin’s Maximum Principle t@dhomics [w:] H. W. Kuhn., G. P. Szego,
eds.,Mathematical Systems Theory and Economiacd. 1, Spring — Verlag, New York, 1969, str. 241
292, szczegblnie s. 273 -275), do ktérej odwotigers Chiang (zob. Chiang Aqp.cit, s. 246 — 248).
Metoda zaproponowana przez Shella wymaga jegnanajoméci punktu Blissa, czylide facto
asymptotycznego rozagania problemu (dlat - ), jeszcze przed przygtieniem do jego
rozwigzywania, co w ogolnym przypadku ogranicza jej pyekta uzyteczndgc.

% Tego typu interpretacja problemu dynamicznej optjzaaji pochodzi od Lucasa. Zob. R. Lucas Jr.,
On The Mechanics of Economic Developméotirnal of Monetary Economics, vol. 22, July 1988.

Por. takke R. J. Barro, X. Sala i Martimp. cit, s. 60 — 71, O. J. Blanchard, S. FisHezctures on
MacroeconomicsThe MIT Press, Cambridge, Massachusetts, Lon&mgland 1990, s. 48 — 51, A.
Novales, E. Fernandez, J. RuEgonomic Growth, Theory and Numerical Solution Mdth Springer —
Verlag Berlin Heidelberg 2009, s. 126 — 130.
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gospodarki prowadzona jest na poziomie makroekocmmgch agregatow, przyjmuje
si¢ zalazenie o typowym gospodarstwie domowym i typowym gdeagbiorstwie, co
oznaczayze wszystkie gospodarstwa domowe gakie same preferencje, a wszystkie
firmy dysponuj taka sam technologi produkcjf®.

W tym ugciu, zadanie optymalizacji dynamicznej stanowi pewnogodlnienie
neoklasycznego modelu wzrostu gospodarczego, peeidsiego w punkcie 1.2 w
kategoriach réwnowagi konkurencyjnej. Uogolniente golega na tymgze zamiast
zatlazenia o statej, egzogenicznie danej stopie agghu&ci (inwestycji) przyjmuje s,
ze poziom tej stopy w kalym momencie wynika z zachowaoptymalizacyjnych
racjonalnych podmiotow mikroekonomicznych dziatgich na rynku.

Zbieznos¢ rozwiazania ,rynkowego” z rozwizaniem optymalnym (rozwzaniem
problemu spotecznego planisty) wynika wtedy z fakéu
- zgodnie z pierwszym twierdzeniem o dobrobyciewndwaga w warunkach
konkurencji doskonatej jest stanem efektywnym wsgerPareto (nie ma mlbwvosci
zwickszenia poziomu ayteczndci jakiegokolwiek podmiotu bez koniecZud
jednoczesnego pogorszenia sytuacji jakidgoego),

- ze wzgtdu na zateenie o jednakowych preferencjach wszystkich podbmiot
efektywnad¢ rownowagi rynkowej w sensie Pareto oznacza makbyacgk funkcji
dobrobytu spotecznego trakidogj wszystkie podmioty w jednakowy sposob.

Poniewa mamy tutaj do czynienia z rownowadynamiczia (wszystkie wielkéci
zmieniap Sig W czasie), warto przyjrzesic temu zagadnieniu nieco doktadniej.

Zaktadamy,ze gospodarka sktadagst duzej liczby N jednakowych gospodarstw
domowych oraz diej liczby przedsibiorstw maksymalizacych zyski w warunkach

doskonatej konkurenciji. Liczba ludém w gospodarce w chwitiwynosi L(t).
Kazde gospodarstwo domowe dostarcza przbosistwom L (t) =L(t)/N
jednostek pracy oraz wydzismwia K(t) L. (t) jednostek kapitatu (gdzieto kapitatp.c.

w gospodarce) w kalym momenciet. Otrzymane dochody gospodarstwo domowe

dzieli pomedzy konsumpgj i inwestycje w kapitat.

24 Zabieg ten jest powszechnie stosowany w modelaststajcych w obebie nowej makroekonomii
klasycznej (w tym teorii realnego cyklu koniunktinggo), a take nowej makroekonomii keynesowskiej,
zgodnie z duchem tzw. indywidualizmu metodologigme przyjmowanego w celu stworzenia
kompletnych i spéjnych mikropodstaw dla teorii n@konomicznej. Pomimo oczywistych uproszgze
zabieg ten mina postrzega jako istotny krok naprzod na drodze do integraejorii makro- i
mikroekonomicznej.
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,Chwilowy” bilans dochodéw i wydatkéw gospodarstwlomowego przedstawia

Si¢ hastpujaco:

(kwLAD%5MDLJD+d0kAD=NDkﬂD+qDK)%(L (3.46)
gdzie 0 oznacza stap deprecjacji kapitatu, Za w(t) i q(t) - rynkowe ceny,
odpowiednio, pracy i kapitatu.

Wyrazajac wszystkie zmienne w kategoriaahjep i dziehc powysze réwnanie
obustronnie przeZA(t)L, (1), przy czym A(t) = A €™, L(t) = L,e", bilans dochodéw i

wydatkow gospodarstwa domowegozemy zapis&@w postaci nagpujacej:

k() +(n+m+ ) K+ €= v 3+ ¢} kX (3.47)
Zaktadamy take:
k(0)> 0 oraz k(t),c(t)= 0. (3.48)
Przyjmupc ceny pracyw(t) i kapitatu q(t) jako dane, gospodarstwo domowe
maksymalizuje sum zdyskontowane] (wedtug stopy) chwilowe] wyteczndgci
konsumpcji swoich cztonkéw w nieskezonym horyzoncie czasu (por. (3.14)):
T

0

L, (e dt, 0>0,y0(0,2), (3.49)

gdziec to konsumpcjg.c. w gospodarce, & (t) = L(t)/N oznacza licz& cztonkow

gospodarstwa domowego chwili t.

Przygcie nieskaczonego horyzontu optymalizacji w funkcjonale cé&powego
gospodarstwa domowego, mowydawa si¢ problematyczne z punktu widzenia jego
motywacji. Zalgenie to uzasadniaeszazwyczaj w ten sposObe podmioty troszcg
sic nie tylko o wihasa dozywotnia konsumpgi, ale réwnie o maliwosci
konsumpcyjne swoich potomkow. Nieskazony horyzont planowania raga wic
ttumaczy swego rodzaju altruizmem, wynikaym z  silnych  wgzi
migdzypokoleniowych. W efekcie kolejne pokolenia dam@gdmiotu traktuje sitak,
jakby tworzyly jedno, istniece nieskaczenie dtugo, gospodarstwo domowe. Ponadto,
ze wzgkdu na malejce wykladniczo wagi nadawane kolejnym momentom wzas
odpowiednio wysoki poziom stopy dyskontowej ograaicpraktycznie rzecz biagr,
rzeczywisty horyzont planowania do dowolnie krégideokresu.

W tym kontekcie warto teé zwrock uwag na czynnik w funkcjonale celu,

oznaczajcy liczbe cztonkdw gospodarstwa domowego, rggsnw Sposob aigly z
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zalovong stom przyrostu naturalnego w gospodarce.¢sta w literaturze, w
sformutowaniach problemu optymalizacyjnego czyreik jest pomijany. Z formalnego

punktu widzenia nie maadnego znaczenia, gdye wzgédu na stat stog przyrostu
naturalnego mnenie funkcji chwilowej uyteczndci przez L. (t) =L,/Ne" jest

rownowane z odpowiednim zmniejszeniem stopy dyskonta. Zgledlu jednak na
ekonomiczrn interpretagi problemu, umieszczenie tego czynnilkexplicite w

funkcjonale celu wydaje sibardziej spojne z zateniem o nieskaczonym horyzoncie
planowania podmiotow. W przeciwnym razie, pojawiggic takze trudndci z

interpretacy faktu, ze z lewej strony bilansu dochodow i wydatkow (3.4&Kk czy
inaczej pojawia si sktadnik nk(t), wyrazajacy spadek kapitatp.c. na skutek eigtego

przyrostu naturalnego.

Definicjia 3.1. Optymalnym planem konsumpcji i oszdnasci gospodarstwa

domowego w horyzoncie optymalizacj(t,,0) w gospodarce konkurencyjnej

nazywamy dwojk (E* (t),g(t)), bedaca rozwigzaniem zadania (3.47) - (3.49) dla

danychsciezek w(t), g(t) .

Zadanie (3.47) - (3.49) jest zadaniem sterowanig/noginego, w ktérymE(t) jest

zmienny sterujica, za k(t) - zmienm stanu. Hamiltonian warfoi biezacej jest postaci:

c(t)l y

Ho () =="— +e(t)(w(t>+q(t>k(t> (n+ m+0) K- ¢)),

gdzie 8= )Ie("_”_(l_y)m)tjest mnanikiem Lagrange’a wartgi biezace;.
Przy zatgeniu rozwiazania wewgrtrznego dla zmiennej stenggj, E(t) >0, oraz

zmiennej stanu, k(t) >0, warunki konieczne zasady maksimum angposta

nastpujaca:

a:(()t) c()” -6(t) =0, (3.50)
k() = ":9(3) WO+ QKO- (1 mr3) K- €, (3.50)
o) = —"’:ﬁg) +6() (p-n-@-y)m) =-6()(AY- (m+ 5+ p- A~ y) 1), (352)

97



oraz warunki transwersalégi®™:

lim 6() enmmelt—g  lim H, ™™ t=0, (3.53)

t o0

Z warunku (3.50) wynikaze dla kadej chwilit spetnione jest nagtujace rownanie:

a(t) =c(t) .

Rézniczkujac to réwnanie wzgdem czasu, mamyd(t) = —yc(t) ™ (1) .

Podstawiajc oba rownania do (3.52), otrzymujemy:
h 1-
C(t)=;C(t)(Q(t)-(m+5+p-(1-V) m) (3.54)

Ostatecznie, konieczne warunki optymakio przyjmup posté ukiadu réwné
rozniczkowych (3.51), (3.54) wraz z warunkami transedmcci (3.53), przy

ograniczeniach (3.48).

Przedsibiorstwa maksymalizage zysk najmuj prae i dzierawia kapitat do
momentu zréwnania ich kfiaowych produktywngci z rynkowymi cenami czynnikow.
W stanie rownowagi dlugookresowej na rynku doskenakonkurencyjnym
przedstbiorstwa osigaja zerowe zyski czyste, czyli suma wynagradzia pracy i
kapitatu wyczerpuje warto produkcji kadej firmy. Oznacza taze na poziomie calej

gospodarki zachodz6éwnasci?®:

a(t) = (k(v), w() = f(k(9)- K F(KY), (3.55)
gdzie, jak dotychczasy(t) = f(k(t)) oznacza postaintensywn (w kategoriacmjep)
agregatowej funkcji produkcjy (t) = F( K(t)T_(t)), dodatnio jednorodnej stopnia jeden.
Definicja 3.22" Méwimy, ze gospodarka konkurencyjna a chwilovg réwnowag

dynamicza w momenciet’, jezeli rynkowe ceny kapitatu i prac;(w(t*),q(t*))

5 W sprawie warunkow transwersaéoozob. przypis 16.
% Bardziej szczegétowo na ten temat, zob. punkt 1.2.

" Definicje 3.1 i 3.2 stanowi propozycg autora. Zauwamy, ze tego typu okréenie réwnowagi
rynkowej, jako takiego stanu w gospodarce, gdy yiekte i oczekiwane zachowania podmiotéw
pokrywap sic ze soh, nawhzuje bezpérednio do definicji réwnowagi, sformutowanej przez
ekonomistéw szwedzkich, zwolennikéw ,analiBx posti ex anté (w szczegdlnéci E. Lindhala).
Zgodnie z 4 definicja, stan rownowagi na rynku zostaje aggiicty wéwczas, gdy wszystkie plany i
przewidywania podmiotéw gospodarczychspetnione, takze zaden podmiot nie wykazuje sktoried

do zrewidowania swoich decyzji. Por. B. Hanséhzeghd systeméw réwnowagi ogolnePWN,
Warszawa 1976, s.16. Por. defigicpwnowagi rynkowej w modelu wzrostu endogenicznBgd.ucasa

w rozdziale pitym (punkt 5.3).
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ksztaltup sic na takim poziomieze gospodarstwa domowe nig sktonne do zmiany
swojego dotychczasowego optymalnego planu esizania i konsumpcji.

Gospodarka konkurencyjna znajduje siigdzyokresowej rownowadze dynamicznej w
horyzoncie (t,,T), jezeli osaga chwilows réwnowag dynamicza w kazdym
momenciet U(t,,T). Oznacza toze trajektorie rynkowych cen praow(t) i kapitatu

g(t) odtwarzaj sciezki zatazone przez reprezentatywne gospodarstwo domowe w

optymalnym planie w okresig .

W rozwaanym modelu przyjmuje &i ze gospodarka ogja midzyokresow
rownowag dynamiczma w nieskaiczonym horyzoncie optymalizacji gospodarstw
domowych. Nie analizuje sinatomiast mechanizmu prowadego do osigniccia
przez gospodatktak rozumianej rownowagi. €gto w tym kontekcie w literaturze
przywotywana jest hipoteza racjonalnych oczekinwRoniewa w modelu mamy jednak
do czynienia wycznie z wielk@ciami deterministycznymi, racjonalne oczekiwania
oznaczaj tutaj po prostu doskonate przewidywania podmiofperfect foresight

Podstawiajc (3.55) do (3.51) i (3.54) uzyskujemy, odpowiednio

K(t) = F(K(D) = q)—(n me3) K ),

s B (3.56)
c(t)=;c(t>( F(K(D) - (m+ 3+ p-(1-y) m).

Rownania (3.56) wraz z warunkami transwersgn(3.53), warunkiem poatkowym i
ograniczeniami na zmienne (3.48) opisudynamilke rozwaanej gospodarki
konkurencyjnej.
Nietrudno zauway¢, ze stanowi one powtérzenie warunkéw optymasdeo (3.18),
(3.21) - (3.24), (3.27) zadania spotecznego plani3tl6) - (3.18). Oznacza tae w
migedzyokresowej dynamicznej rownowadze konkurencyjngy gospodarce
maksymalizowany jest spoteczny dobrobyt.
W szczegolnéxi, stopa inwestycji ndciezce wzrostu réwnomiernego dana jest przez
(patrz (3.45)):
= a—pm:;fyfn. (3.57)

gdziea = a(ke).

W porownaniu z wnioskami uzyskanymi na bazie ayalprzeprowadzonej w

punktach 3.1 — 3.3, wyprowadzenie trajektorii stapyestycji w gospodarce z decyzji
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optymalizacyjnych indywidualnych podmiotéw rynkoviycrzuca nowe swiatto

zarbwno na zagadnienie obserwowanych w rzeczysdgisfmzioméw tej stopy, jak i

problem oddziatywania patwa na wzrost gospodarczy.

Odnanie kwestii pierwszej memy sformutowa nastpujace wnioski.

» Z perspektywy oceny eksplanacyjnych waloréw teagzygnacja z zaf@nia o
statej, danej egzogenicznie stopie osdozici (inwestycji) w gospodarce |
endogeniczne wyprowadzenie stategosciezce wzrostu rownomiernego, poziomu
tej stopy z preferencji podmiotdw co do rozktadun&ompcji w czasie nmima
postrzegé jako uzupetnienie teoretycznego wgpenia stylizowanych faktow
wzrostu gospodarczego, jakie daje neoklasycznaatemrostu. Przypomnijmyze
chodzi tutaj o dlugookresawstabilng¢ stosunku inwestycji brutto do produktu -
ostatny z przytoczonych w punkcie 2.1 pracy diugookresdwiendenciji, ktorej
model wzrostu gospodarczego Solowa nie ¥ lecz ktég przyjmuje jako
zatlazenie

= Przefcie od normatywnego do pozytywnego opisu gospodarjakim mamy tutaj
do czynienia, oraz zhieos¢ rozwigzania problemu optymalizacyjnego w
kategoriach réwnowagi rynkowej z rozwaniem optymalnym oznacaajze
wszelkie porownania faktycznie obserwowanych pozanstopy oszoegndsci z
optymalnym poziomem tej stopy teacsens. Przy zadeniu, ze gospodarka
funkcjonuje zgodnie z rozwanym tutaj modelem, obserwowany w danym
spoteczéstwie poziom stopy o0szedncsci ujawnia natomiast preferencje
gospodarujcych w nim podmiotéw co do rozktadu konsumpcji vasie.

= W swietle formuty (3.45), wyjgnieniem obserwowanych w rzeczywigto stop
oszczdnaici, ksztattupcych se zwykle znacznie ponej poziomu wynikacego ze
.ztote] reguly akumulacji”, mog by¢ relatywnie wysokie stopy dyskonta
konsumpcji (oraz niska elastycadomigdzyokresowej substytucji konsumpciji),
czyli koncentrowanie siprzez podmioty na bigcym dobrobycie. Poza tym, z
uwagi na fakt, 2 stopa dyskontowa skupia w sobie wptywy wielanmgch trudno
kwantyfikowalnych czynnikow, wod ktérych z pewngcia nie mana pominaé
poziomu o0g0lnej stabilrdoi makroekonomicznej i politycznej, m® stanowd
teoretyczne ogniwoatzace oddziatywanie tych ostatnich na waétspoteczne]

stopy oszcgdndci.
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3.5. Mazliwosci oddziatywania paistwa na wzrost w warunkach dynamicznej

réwnowagi konkurencyjnej

W modelu gospodarki konkurencyjnej uwadiamy teraz sektor budtowy?®.
Na dochody sektora buedtowego skiadaj sie podatki od dochodéw uzyskiwanych
przez gospodarstwa domowe oraz dochody zathajpaistwowego. Rozriniamy
pomigdzy stop. opodatkowania dochodow z prac<r, <1, i kapitatu, 0<7, <1.
Majatek pastwowy poweksza st w wyniku inwestycji budetowych. Nie
zainwestowana ¢ dochodow bugetowych przeznaczana jest na finansowanie
dziatalngci sektora publicznego (konsumpgudzetons).

Bilans dochodow i wydatkéw (zapisany w kategoriagdp) sektora bugketowego

przedstawia ginastpujaco:

ke(@+(n+mMle(Y+ a(I=7,) WI+7,() X k(X+ GX KO (3.58)
gdzie ks oznacza kapitat zakumulowany ki inwestycjom budetowym (magtek
panstwowy), przynoszcy dochody do budktu rownegke, ke - kapitat prywatny, as
oznacza konsumpgjbudzetowa (pozostate oznaczenijaw.). Przyjmujemy ponadto:
ke (0)> 0, ks (1), cs(t)= 0.

Oznaczac przez s, stog inwestycji budetowych, zdefiniowas jako stosunek

inwestycji budetowych do dochodow buadtowych, réwnanie (3.58) miemy réwnie

zapisa w alternatywny sposob:

% Pproblemy zwizane z funkcjonowaniem sektora batbwego w gospodarce konkurencyjnej,
formutowane na gruncie modeli wzrostu typu Ramsé&eémssa-Koopmansa, peth zostaty np. w
pracach: O. J. Blanchard, S. Fista, cit, s. 52 — 58, A. Novales, E. Fernandez, J. Rapzcit, s. 131-
148, Romer D.Makroekonomia dla zaawansowany&wWN, Warszawa 2000, s. 79-92.

Sformulowane w dalszej exi tego rozdziatu problemy dotygze polityki fiskalnej maj w
zasadniczej mierze charakter autorski. W przedistigie do zagadnierozpatrywanych w podane] ]
literaturze, uwzgldniamy tutaj wptyw polityki fiskalnej na zdolgoi produkcyjne gospodarki poprzez
inwestycje finansowane z bigtu oraz dokonujemy rozidienia pomgdzy opodatkowaniem dochodéw
z pracy i dochodow z kapitatu i wplywem tego opé&datania na stop inwestycji w gospodarce.
Uwzgledniamy take maliwos$é¢ wptywu konsumpcji publicznej nazytecznd¢ gospodarstw domowych
(zamiast przyjmowanego zazwyczaj zadpia,ze z punktu widzenia tych gospodarstwes&zproduktu
przechodzca przez bukket ,is thrown to the seef i wskazujemy na zahmos¢ charakteru rozwizania
wynikajacego z réwnowagi konkurencyjnej z punktu widzenaksymalizacji dobrobytu spotecznego od
sposobu sformutowania funkcjonatu celu gospodardbmowych. Analiza ta jest kontynuowana w
rozdziale siédmym, w ktdrym uwzglnia sé¢ inwestycje w kapitat ludzki. Pomijamy natomiast
problematyk alternatywnych maiwosci finansowania wydatkéw buadtowych poprzez deficyt
budzetowy lub podatki (czyli tzw. zagadnienie ekwiwalgmicardiaiskiej).
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ke()+(n+mke()= §Or,(YWI+7,(X ¢X KO+ @K, (3.58a)
przy czym, z definicji, wzgldny udziat wydatkdéw na konsumpgoy catagci wydatkow
sektora bugetowego wynosi s, .

Bilans dochodéw i wydatkéw (w kategoriactjep pojedynczego gospodarstwa

domowego, z uwzgtnieniem podatkéw ptaconych do lmetl, przyjmuje posta
nastpujaca (por. (3.48)):

ke@®+(n+mlke()+ () =A-7, DO+ AL-7,(Nd) k().  (3.59)

gdzie e, Oznacza konsumpgcprywatra gospodarstw domowychjep. Przyjmujemy,
ze ke (0)> 0 orazke(t),ce(t)= 0.

Oznaczajc przez s, stogg inwestycji prywatnych, zdefiniowanjako stosunek

inwestycji gospodarstwa domowego do jego dochoddbéwnanie (3.59) meemy take

zapisa@ w postaci:

ke()+(n+ mrd)ke()= sO(A-7. )W+ A-7,() €Y k(). (359%)
przy czym, z definicji, wzgldny udziat wydatkdéw na konsumpgoy catagci wydatkow
gospodarstwa domowego wynost &, .

Sumupc stronami bilanse dochodow i wydatkéw gospodadswiowych i sektora

budzetowego otrzymujemy bilans dochodow i wydatkow aHéej gospodarki. Zapisany
w kategoriachnjep, przyjmuje on nagpujaca posta:

k@ +(n+m K+ €)= Wi+ ¢k (3.60)
przy czymc = ce + Cs 0znacza spotecarkonsumpgj njep, a k = ke + ks - spoteczny
zasob kapitatmjep. Spetnione sponadto ograniczeni(0) > 0 orazk(t),c(t)=0.

Przyjmujemy ponadto te same zadaia o funkcjonowaniu przedbiorstw w

warunkach doskonatej konkurencji jak w modelu gaspki konkurencyjne] bez
sektora bugetowego. W szczeg6ldo obowizuja rownania:

a) +9= k(1) ROERICORECRITE)! (3.61)
oznaczajce, ze czynniki produkcji optacane as wedlug ich kracowych
produktywndci, a suma wyptacanych wynagrodzevyczerpuje wart& produkciji
przedsgbiorstw. W odranieniu od modelu bez sektora lietbwego zaktadamy tutaj,

ze koszty amortyzacji (deprecjacji) kapitalu porppzrzedstbiorstwa. Jednostkowym
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kosztem kapitatu dla przedbiorstwa jest zatem jego cena rynkowapowickszona o

stopg deprecjacji 0. Ta niewielka modyfikacja w stosunku do (3.55) palav
uwzgkdni¢ fakt, ze cz$¢ dochoddw z kapitatu przeznaczana na inwestycjgtteyjne
nie podlega opodatkowaniu (zob. (3.58))

Zatezmy, ze celem gospodarstwa domowego jest maksymalizacjeny s
zdyskontowanej chwilowej ayteczndci konsumpcji  swoich cztonkédw w
nieskaiczonym horyzoncie czasu, danej przez funkcjonab d8.49), przy czym
konsumpcja finansowana przez sektor zmidwy traktowana jest jako dana, przy

ograniczeniu butetowym (3.59), w ktorym jako dane traktoware rgnkowe ceny
pracy i kapita’fu,v_v(t) I q(t), oraz stopy opodatkowania dochoday(t) I 7,(t).
Problem optymalizacyjny typowego gospodarstwa deegn przyjmuje

nastpujaca posta:

< (co(t) +co(t)” ( o

'c[ .y e(l—V)m+n—p)tdt ~ max, P—(L=y)m—n>0 (3.62)
Ke () + (n+ mk()+ o()=A-7,(NDWI+A-7,() dI k()
ke (0) >0, ke (t),cr ()= 0 (3.63)

Uwzglednienie w funkcjonale celu spotecznej konsumpggp, c(t) = ce(t) + cs (1),
oznacza,ze gospodarstwa domowe tak samo traktkpnsumpg publiczra jak

konsumpa¢ finansowan z wiasnych érodkow, przy czym sciezka konsumpcji
publicznej Es(t) jest egzogenicznie dana,sZeonsumpcja prywatna_tp (t) w kazdym
momencig podlega rachunkowi optymalizacyjnemu.

Definicja 3.3. Optymalnym planem konsumpcji i oszdnaci gospodarstwa

domowego w horyzoncie optymalizacift,,) w gospodarce konkurencyjnej z
sektorem bugzktowym nazywamy partrajektorii (Ep* (t),?:p* (1)), bedaca rozwigzaniem
zadania (3.62) - (3.63), dla danyitiezek w(t), q(t),z,, (H).7, (t), cs ().

Rozwhzujac zadanie (3.62) - (3.63) przyzyciu teorii sterowania optymalnego,

jako zmienm sterujpca przyjmujemy ce(t), za jako zmiena stanu - ke(t).

Zapisujemy hamiltonian wartoi biezacej:

? Koszty amortyzacji pomniejszajpodstaw opodatkowania zyskéw przedsiorstw (dochodéw z
kapitatu).
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(EP (t)+ Cs (t))l_y
+
1-y
+6(0)| -7, QWO + 17, O)a®ke ()= (n+ M ke (Y= o ()]

He(t) =

gdzie 8 = A" " est tzw. mnanikiem Lagrange’a wartai biezace;.

Przy zatgeniu rozwazania wewrtrznego dla zmiennej stenggj, Ep(t) >0, oraz
zmiennej stanu, ke(t) >0, warunki konieczne zasady maksimum anajostd
nastpujaca:

OH (t) _ oH () Da?:(t)

ace(t)  ac(t) oce(d) =el)” -8n =0, (3.54

kn(t) = "g;g’ = e () +@-7, (WO +(@-7, @)D~ (n+ M) k(). (3.65)
o) = —‘;E((g o) (p-n-@-pm) =-00((@-r a0~ (n+ m)),  (366)

oraz warunki transwersalég®:

lim () enmmelt—g  |im H, ™™ t=0, (3.67)

t 500

Z warunku (3.64) wynikaze dla kadej chwilit spetnione jest nagtujace rownanie:
a(t) =c(t) . (3.68)

Ra&zniczkujac rownanie (3.68) wzgtlem czasu, mamy:

E(t) =- y(_:(t)‘y"llc(t) . (3.69)
Podstawiajc prawe strony rowra(3.68), (3.69) orazc(t) = c-(t) + cs(1) do (3.66),

otrzymujemy:
)+ o) = [0+ e0)(@nOd)-(mo-a-p)n). 370

Ostatecznie, konieczne warunki optymakio przyjmup posté ukiadu réwné
rézniczkowych (3.65), (3.70) wraz z warunkami transseémaci (3.67), przy warunku
pocztkowym i ograniczeniach (3.63).

Uwzgledniajac bilans dochodéw i wydatkow sektora bBatbwego (3.58) oraz
rbwnania (3.61), charakteryagg zachowania przedbiorstw, otrzymujemy
kompletny model gospodarki konkurencyjnej z sektotmidzetowym. Podobnie jak w

%W sprawie warunkéw transwersadgozob. przypis 16.
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modelu bez sektora bizetowego zakladamy,ze gospodarka znajduje esiw
migdzyokresowej rownowadze dynamicznej (patrz defani8j2) w nieskfdczonym
horyzoncie optymalizacji gospodarstw domowych.

Skoncentrujemy teraz uwagia dynamice spotecznej konsumpcji i spotecznych
zasobow kapitatu. Zmiany w czasie konsumpcji spegopisuje rownanie (3.70),&a
dynamika spotecznych zasobéw kapitatu wynika znsiladochodéw i wydatkéw dla

calej gospodarki (rownanie (3.60)). Podstawday obu réwnaniach zE/(t), g(t) prawe

strony réwna (3.61), otrzymujemy, odpowiednio:

() =%E(t>((1— r, O)( 1 '(K())-3) - (m+ p= (1= y) m) (3.71)

k()= f(k() - dd-(n+ mra) K}, (3.72)
Definicja 3.4. Stanem stacjonarnym modelu nazywamy takie szcaegpbziomy
spotecznej konsumpcijnjep Ce | spotecznych zasobow kapitahjep ke, ze jezeli
gospodarka osggnie te poziomy, to niecda one podlegaty dalszym zmianom (czyli

spetnione s rc')wnaniaE(t) =0, E(t) =0).

Jak wynika z réwnania (3.71), warunkiem istniest@anu stacjonarneg&(,ae) >0
jest staty poziom stopy opodatkowania dochodowpitatu, 7, ¢)=7,,.

Przyrownujc do zera lewe strony réwhma(3.71) - (3.72), przy zakeniu, ze
r,(t) =1, orazc >0, otrzymujemy:

o(l-r,)+p+ym

f (k) = -

(3.73)

c=f(k)-(n+ mJ) K (3.74)

T —

Para ke ,ce >0, spetniajca uktad réwna (3.73) - (3.74) definiuje stan stacjonarny
gospodarki (dlugookresaw rownowag dynamiczma). Zauwamy, ze Ww tak
zdefiniowanym stanie stacjonarnym, struktura zamwonsumpcji spotecznej, jak i
spotecznych zasobdéw kapitalu meozmienié sic w czasie, a konsumpcja i zasoby

kapitalu gospodarstwa domowego ,dostosaiusic w kazdym momenciet po

pozioméw wynikajcych z danych trajektorics (t) i ke (t) 3.

%1 W skrajnym przypadku, zasoby kapitatu i konsumpgjapodarstw domowych megpacé do zera.
Wtedy stopa inwestycji spotecznych wynika z danyétiezek kapitatu i konsumpcji sektora
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Oznaczmy przezs stog inwestycji spotecznych, zdefiniowanjako stosunek
spotecznych inwestycji (prywatnych i higtowych) do produktu. Z przytej definicji
wynika, ze spoteczna stopa inwestycji spetnia réwnanie:

c(t) = (1-s(D) f(k(D).
Korzystapc z tego réwnania, warunkéw dtugookresowej rownawdgnamicznej
(3.73) — (3.74) oraz definicji elastyczmd produktu wzgidem kapitatu a(E),
wyznaczamy stat (w stanie stacjonarnym) dtugookrespwstog inwestycji
spotecznych:
(1-7,)(m+ n+9)
(L-7,)3+p+ym

s” =a(k) (3.75)

Z réwnania (3.75) wynika,ze dlugookresowa stopa inwestycji spotecznych w
gospodarce konkurencyjnej z sektorem zmidwym zaley od stopy opodatkowania

dochodow z kapitatu. Obliczgj pochodn czastkowa s~ wzgledem r,, otrzymujemy:

ek

95 ko) n+5)(,0+yn)2'
0T, (@-7)3+ (o +ym))

Im wyzsza jest stopa opodatkowania dochodéw z kapitah,nizszy stog; inwestycji

spotecznych ogga gospodarka naiezce wzrostu rownomiernego.

Whiosek 3.3.Porownujc (3.75) ze stap inwestycji s w gospodarce bez sektora
rzadowego (dam przez (3.57)) wnioskujemye dla dowolnego dodatniego poziomu

stopy podatkowerf, zachodzi nierowng:

s’ <§S . (3.76)

Przy 7, =0 zachodzis™ =S . Jak pamjtamy z wczéniejszych rozwzan, stopa

inwestycji s*, wynikajaca z zachowa optymalizacyjnych indywidualnych podmiotow
mikroekonomicznych w gospodarce konkurencyjnej bszktora bugetowego,
stanowita jednoczmie optymalny, nasciezce wzrostu réwnomiernego, poziom tej
stopy z punktu widzenia spotecznego dobrobytu. Méwogodlniej, rozwazanie

problemu spotecznego planisty maksymalizago spoteczny dobrobyt pokrywate i

—k k.

budzetowego. Kwesti stabilndgci stanu stacjonarnegke ,ce > 0okreslonego przez réwnania (3.73) i
(3.74) w ogélnym przypadku niectiziemy s¢ tutaj zajmowa. W szczegblnym przypadku, gdy

—kk ek

<_:B(t) =cg = const, r4(t) =7, =const., dowod stabilnéci stanu stacjonarnegée ,ce >0 wynika z
twierdzenia 3.3.
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rozwiazaniem wynikaicym z rownowagi konkurencyjnej. Poniewvav modelu
gospodarki konkurencyjnej z sektorem beidwym zakladamy tak samy, jak
poprzednio, postafunkcjonatu celu gospodarstwa domowego, zadan@espnego
planisty, maksymalizagego spotecznmicdzyokresow funkcje uzyteczndci (3.62),
przy ograniczeniu bugtowym dla catej gospodarki (3.72) oraz warunkuzptkowym
E(O)>O i ograniczeniaChE(t),E(t)zO, jest tazsame z zadaniem (3.16) - (3.18).
Zmienm sterupca jest konsumpcja spotecznanjep, a podziat wydatkow
konsumpcyjnych pomdzy sektory bugketowy i gospodarstw domowych nie wptywa
na wartéé funkcjonatu celu. Stopa , dana przez (3.57), jest tak optymala (w
stanie stacjonarnym) st@pnwestycji w analizowanym teraz modelu. Z nieré¥aio
(3.76) wynika zatem, ze opodatkowanie dochodéw =z Kkapitalu znieksztatca
migdzyokresow alokacg zasobow w gospodarce, przyczyatagk do osagania przez
gospodark rozwigzania suboptymalnego. Jak wynika z (3.75), takiego
znieksztatcajcego efektu nie wywotuje natomiast opodatkowaniehdddéw z pracy.

W sytuacji, gdy dochody z kapitatu nie podlegapodatkowaniu £, =0), stopa
inwestycji spotecznych w gospodarce konkurencyjusfala s na poziomie, przy

ktorym maksymalizowany jest spoteczny dobrobyt.

Whiosek 3.4.Z rownania (3.75) wynika ponadtee stopa inwestycji w gospodarce
pozostaje niezalma od podziatu dochodéw bietowych pomidzy konsumpg i
inwestycje (od stopy inwestycji bgetowych s;). Oznacza to,ze kada proba
podniesienia przez patwo spotecznej stopy inwestycji poprzez @sizenie
procentowej cgsci dochoddéw bugketowych przeznaczanej na inwestycje imidwe
(patrz réwnanie (3.58a)) wywota odpowiednie adlenie stop inwestycji prywatnych
(patrz (3.59a)), w takim stopniuge spoteczne stopy inwestycji nie ulagamianie.
Zwigkszone inwestycje sektora baowego wypieraj inwestycje prywatne poprzez
obnizenie kracowe] produktywnéci kapitalu w gospodarce (rynkowej ceny kapitatu
g), lub, inaczej méwic, wywotujy przesunicie dochodoéw sektora prywatnego w
kierunku konsumpciji, poprzez olienie jej kracowego kosztu alternatywnego. W
konsekwencji (w przeciwiestwie do rezultatow analizy w punkcie 3.1), polayk
fiskalna jest nieskuteczna w oddzialywaniu na dékyesovwa sciezke wzrostu
gospodarczego (poziomy zmiennygfep w stanie stacjonarnym) i poziom dobrobytu

spotecznego.
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Sformutowane wnioski as stuszne pod warunkienre konsumpcja publiczna w
takim samym stopniu wptywa naytecznd¢ gospodarstw domowych, jak konsumpcja
prywatna (w funkcjonale celu gospodarstwa domowegta jest caté¢ konsumpciji,
bez wzgtdu nazrodio pochodzenia). Zatenie takie wydaje simato prawdopodobne.
Z tego wzgtdu przyjmiemy teraz bardziej realistyczne, €howniez skrajne,
zatazenie, ze gospodarstwa domowe podejmujecyzje o podziale dochoddéw do
dyspozycji (dochodow po opodatkowaniu) nazhoa konsumpgi i inwestycje w
sposOb zapewnigly maksymalizagj miedzyokresowe] #ytecznadci konsumpciji,
finansowanej wyicznie z whlasnychirodkéw. Zaktadamy zatente optymalizacja w
przypadku typowego gospodarstwa domowego dotycayozgie czasowego rozkiadu
prywatnej konsumpcjiEp, nie z& konsumpcji spolecznej_:=5p +Cs (whacznie z
konsumpcj sektora bugetowego). Pytania, na ktére chcemy odpowiedziesh
nastpujace:
= czy stopa inwestycji spotecznych w gospodargizle nadal okrdona przez (3.75),

pozostagc tym samym niezamma od podziatu dochoddéw bigtowych pomidzy

konsumpagt | inwestycje budetowe,

czy, przy zataeniu, ze opodatkowaniu podlegajwytacznie dochody z pracy

(r,=0,0<7,<1), stopa inwestycji spotecznych w rownowadze koekayjne;

maksymalizuje dobrobyt spoteczny?

Po odpowiednim przeformutowaniu funkcjonatu celadanie optymalizacyjne

typowego gospodarstwa domowego ma poststpujaca:

o -y cp
J'CP('[) @™ty = max,  p- (I=y)m= n> 0,

o 1=y (3.77)
ke(®+(n+mke()+ o) =A-7, (D O+ A7, () d ) k(),
ke (0) >0, ke (t),co (t)= O (3.78)

Zmienmy sterujca jest ce(t) , za zmienn, stanu -ke (t) .
Hamiltonian wartéci biezacej jest postaci:

CP (t)l v

Ho()=——— y +9(t)[(1 T, W)+ (L7, ©O))dBke (O (n+ M) e (- 6()]
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Przy zataeniu rozwizania wewgtrznego dla zmiennej stenggj, Ep(t) >0, oraz

zmiennej stanu,Ep(t)>O, warunki konieczne zasady maksimum angjosta

nastpujaca:

OH() = ooy oy —

e cr(t)” - 6(t) =0, (3.79)
= _OHL (1) _ - — -

ke (1) —W——cP(t>+(1—rW(t))w(t)+((1— r,)a()-(n+ m) k(). (3.80)
Sy _OHc () _

60 =~ OO (p=n=0-y)m)= -6(0)((@-7,)a()- (m+ m)), (3.81)

oraz warunki transwersalfo:

limotye@™mlt=g  |im H, ™ ™) t=0. (3.82)

t- o0 to o0

Z warunku (3.79) wynikaze dla kadej chwilit spetnione jest nagtujace rownanie:

A(t) = cr ().

Korzystajc z tego réwnania orazé(t):—yEp(t)‘V‘lEp(t), warunek (3.81) maemy

zapis& w postaci:

CE %Ep(t)((l— 7, (1))~ (m+ p= (L= y) ). (3.83)

Ostatecznie, konieczne warunki optymakio przyjmup posté ukiadu réwné
rézniczkowych (3.80), (3.81) wraz z warunkami transsedmaci (3.82), przy warunku
pocztkowym i ograniczeniach (3.78). Rozanie spetniace te warunki, dla danych
sciezek v_v(t),q(t),rW (1.7, (t),_CB (t), stanowi optymalny plan konsumpcji i oszdncici
gospodarstwa domowego (patrz definicja 3.3).

Uwzgledniajac bilans dochodéw i wydatkéw sektora hatbwego (3.60) i rownania
(3.61), charakteryzage zachowania przedbiorstw oraz przyjmuc zal@enie o
miedzyokresowej réwnowadze dynamicznej w gospodarteymujemy kompletny

model gospodarki konkurencyjnej z sektoremAzidwym.

Poniewa c(t)=ce(t)+cs(f) oraz c(t)=ce(t)+cs(f), to réwnania dynamiki

spotecznej konsumpcji i spotecznych inwestycji prayja teraz nagjpujaca post&:

o) ~cs() = ()= a(0) (@-r, (0 FCHD)=0) - (o= (1) ),
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k()= f(k(9) = o9~ (n+ m+3) K )
ZatGzmy terazze 1, t)=1, orazcs(t) = Cs (czyli cs(t)=0). W stanie stacjonarnym,

w ktérym cr = c— Cs >0, spetnione gréwnania>
— od-t)+p+
k) = d-7)+p ym
1-7,

c=f(K-(n+ m+d) K

takie same, jak réwnania (3.73) - (3.74) w poprzedozwaanym modelu.

Tym samym, otrzymujemy rowniete same warkei zmiennych k, ¢ w stanie

e

stacjonarnym, ke ,ce, oraz ¢ sama formuk (3.75) okrélajaca stah (w stanie

stacjonarnym) dtugookresavstop; inwestycji spotecznych.

Rd&znica w stosunku do rozwanego poprzednio modelu, w ktérym konsumpcja
finansowana przez sektor bwatowy wptywata na poziom spotecznego dobrobytu w
taki sam sposéb, jak konsumpcja finansowana z dshalo dyspozycji gospodarstw
domowych, jest jednak zasadnicza. O ile w poprzadmodelu, w szczegdlnym
przypadku zerowej stopy opodatkowania dochodowputddal, rozwihzanie wynikajgce
z rownowagi konkurencyjnej maksymalizowato spotgcdobrobyt, réwnowanosé ta
nie zachodzi w analizowanym teraz modelu. Inaca&jyisc, rozwhzanie wynikajce z
rownowagi konkurencyjnej nie pokrywa ¢siteraz z rozwizaniem problemu

spotecznego planisty, taé przyz, =0.

Zadanie spotecznego planisty ma teraz gasdatpujaca:

hod cp, CB

oo gomrng

max, p—L-y)m-n>0 (3.84)
0 1-y

K(t) = F(K(H) = o ()= (- (r+ mr&) K %,
k(0)> 0, K(t),c (t),6s ()= O,

przy czym zmiennymi steragymi sy zaréwno konsumpcja prywatnes(t), jak i
konsumpcja bui:étowat_:s(t), gdyz obie te zmienne wplywajniezalenie na wartéc

hamiltonianu wartéci biezacej:

2 Drugi madiwy stan stacjonarny to punkt, w ktorynee(t) = c(t) - ca() =0. Stopa inwestycji
spotecznych wynika wéwczas z danego podziatu do@ivasEktora buzktowego pomidzy konsumpg
i inwestycje. Por. poprzedni przypis.
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ce ()

He(t) = 1-y

+00)] f (kW) ~ce ()~ ca()) = (n+ m+) K }]. (3.85)

Inaczej mowac, w przeciwiéstwie do modelu analizowanego poprzednio, na \éarto
hamiltonianu wptywa nie tylko war§é spotecznych wydatkéw konsumpcyjnych, ale
réwniez struktura tych wydatkéw (w podziale na konsumpgpspodarstw domowych i

sektora bugetowego).

Przy zataeniu rozwhzania wewRrtrznego dla zmiennej stenggj, Ep(t)>0, dwa
pierwsze warunki konieczne optymadog odpowiadajce zmiennym steragym Ccp Q)

i cs(t), przyjmup nastpujaca posta>>:

Ho (V) _~ oy o
oy~ W7 e =0, (3.86)
_ M) _ M)
cs(t) =0, aEB 0 6(t)=0, cs (t)m 0, (3.87)

Pozostate warunkiastozsame z warunkami (3.21) - (3.24) w zadaniu (3.163.18)
(patrz punkt 3.3).
Z uktadu warunkow koniecznych (3.86) - (3.87) wymike w rozwazaniu optymalnym
spetnione g réwnania:

O(t)=ce(t)”” >0, ca(t)=0.
Oznacza to,ze planista spoteczny, maksymaligty spotecza micdzyokresow
funkcje uzyteczndci, dara przez (3.84), w rozwkaniu optymalnym ustali zerowy
poziom konsumpcji finansowanej z dochodéw sektarezétowego. Poniewastopy

opodatkowania dochoddéw gospodarstw domowych niea mgtywu na warté¢

33 Scisle rzecz bioge, ze wzgkdu na warunki nieujemsoi dla zmiennych steragych, przyjmowane
zar6wno w tym, jak i w poprzednio rozgemych zadaniach optymalizacyjnych, wszystkie warunk
konieczne optymalrigi dla zmiennych steragych powinny by zapisywane w sposéb analogiczny, jak
w (3.87). Poniewa jednak zataenia (3.13) o funkcji chwilowej ayteczndci gwarantuy nieujemny
poziom konsumpcijnjep (wykluczap wartcs¢ brzegovd zmiennej steragcej) w rozwiazaniu optymalnym,
warunki te redukuj sic do rowna takich, jak w (3.86). Zauwany ponadtoze ze wzgtdu na warunki
nieujemndci dla zmiennych stanu (kapitatunjep), warunki konieczne optymaléc powinny
przyjmowa& posta& warunkéw optymalnéi Kuhna — Tuckera, sformutowanych w kategoriachkfji
Lagrange’a. Poniewa w rozwizaniu sformutowanych probleméw optymalizacyjnych e ni
poszukiwalimy optymalnych trajektorii zmiennych i ogranicZaly sk do analizy stanu stacjonarnego,
w sformutowaniach warunkéw koniecznych optymdbiowarunki nieujemngci byly pomijane.
Odgrywaty one natomiast istatnrole w analizie stabilnéci stanu stacjonarnego (Zob. dowdd
Twierdzenia 3.3). Przyktad rozagania zadania optymalizacji dynamicznej z ogrami®i na zmienne
stanu i zmienne stemge, w ktérym warunki konieczne optymaseo zapisane zostaly w kategoriach
funkcji Lagrange’a, mezna znalé¢ w punkcie 5.2 tej pracy.
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hamiltonianu (3.85), zarbwno poziomy tych stop, jawynikajaca z nich struktura
finansowania inwestycji spotecznych mdmy¢ ustalone w dowolny sposéb.

Z przeprowadzonej analizy wynika zatemzmwawniosek.

Whiosek 3.5.J&li gospodarstwa domowe maksymalizunicdzyokresow funkcije
uzytecznadci konsumpcji finansowanej wadznie z wkasnych dochodéw do dyspozyciji,
to funkcjonowanie sektora bizetowego w gospodarce prowadzi do raza@nia
suboptymalnego z punktu widzenia dobrobytu spolegannawet wéwczas, gdy stopy
opodatkowania dochodow z kapitata serowe, a sektor budtowy finansuje swaj
dziatalng¢ wytacznie z wtkasnych dochodéw z akumulacji kapitatulbi/bpodatkowania
dochodow gospodarstw domowych uzyskiwanych zagprac

Przedstawione modele gospodarki konkurencyjnej ektosem budetowym
stanows jedynie drobny wkiad autora do tej obszernej iawobtwartej na dalsze
analizy problematyRf. Jednoczénie, zdaniem autora, rozpatrywane tutaj problemy
uzmystawiag ten aspekt pionierskich dokangSolowa, ktéry w podicznikach do
makroekonomii bdZz najnowszych publikacjach z zakresu teorii wzrggigpodarczego
nie da¢ bywa podkrélany, pozostac w cieniu krytyki nadmiernych uproszeze
przyjetych przez Solowa w zaproponowanym przez niego Inodezrostu
gospodarczego. Podktmy przy tej okazji raz jeszczee z perspektywy czasu, isiot
dokonania Solowa jest nie tylko zaprezentowaniehaezmu wzrostu gospodarczego
gwarantujcego, w opozycji do keynesowskich modeli wzrostsjaganie przez
gospodark sciezki wzrostu réwnomiernego (na czym Solow sam skotrograt uwag
w swoim artykule z 1956), lecz tak, a nawet przede wszystkim, pokazanie, w jaki
SposOb, przywszy pewne upraszczag zalgenia, mana stosowa (abstrakcyjn w
swojej genezie) teagirownowagi ogolnej i wykorzystywga do opisu funkcjonowania
calej gospodarki oraz formutowania na tej podstaistetnych wnioskow. W tym
sensie, cata wspotczesna teoria gtbwnego nurtu seknomii, oparta na podeju od
strony réwnowagi ogolnej, bazuje na tym, co jakerwszy zaproponowat Solow.

% Analiza ta jest kontynuowana w rozdziale siédmymcy (punkt 7.5).

% Por. wypowied P. Romera, cytowarpod koniec rozdziatu pierwszego pracy.
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Rozdziat czwarty

Wzrost rownomierny a pracoefektywndgciowa tendencja
postepu technicznego w neoklasycznym modelu

wzrostu gospodarczego

Wprowadzenie

W poprzednich rozdziatach pracy, w analizowanycldetach wzrostu gospodarczego,
przyjmowalémy bez wuzasadnienia tzw. neutralny w sensie Harrddaysto
pracoefektywnéciowy) typ posg¢pu technicznego. W tym rozdziale przyjrzymy si

doktadniej ekonomicznej téei tego zataenia i jego uzasadnieniu.

4.1. Klasyfikacja tendencji posg¢pu technicznego

Funkcg produkcji, spetniaijca typowe neoklasyczne zadenia i uwzgtdniajaca
postp techniczny, miéna zapisaw postaci nagpujacej:

YO=F(K®), LE), 1), F = ‘Z_T >0. 4.1)

Przy zataeniu o statych efektach skali produkcji wadgm kapitatu i pracy niiwe
jest przejcie do tzw. postaci intensywnej funkcji produk@iapisanej w kategoriach
p.c)t:

YO =fk@). 0, =%>o, 4.2)

gdziey = Y/L,k = K/L orazf(k, t) = F(k,1,t).

Egzogeniczny charakter peptl technicznego wyfany jest tutaj poprzez dodanie do
argumentow funkcji produkcji zmiennej czasu. Zaktasit tym samymze w r&nych
momentach czasu z tych samych nakladéw pracy itddapmana uzyska rézne

wielkosci produkcji. Z tego wzgldu funkcja (4.1) nazywana jest rowaidynamiczia

! Por. rozdziat pierwszy, punkt 1.2.
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funkcja produkcji. W graficznym wgciu tego rodzaju pogb techniczny interpretuje i
czgsto jako cagte przesuricia w czasie statycznej funkcji produkfit)=F(K(t),L(t)) w
gore wzdtwz tej osi ukladu wspotednych, na ktorej mierzony jest produktadb
alternatywnie, jako przeswmia izokwant produkcji w kierunku pogtku ukitadu
wspotrzdnych, na ktérego osiach mierzore reaktady czynnikéw wytworczych., W
zalenosci od charakteru (wtasWdoi) tego przesumtia, rozr&nia sk rozne rodzaje
tendencji posfpu technicznego.

W literaturze ekonomicznej funkcjonujrzy r&zne ugcia analityczne tendencji
postpu technicznego i tym samym trzyzre typy jego neutralioi. Cechy wspolra
wszystkich tych koncepciji jest tag jako neutralny okéta sk taki postp techniczny,
ktory zachowuje pewne relacje pauhty okr&glonymi wielkosciami ekonomicznymi. Z
punktu widzenia teorii wzrostu gospodarczego, ppghcej st matematycznymi
modelami wzrostu, w ktérych miejsce centralne zdmawsze makroekonomiczna
funkcja produkcji, najistotniejsze jest toe kazdy z przedstawionych pargj typow
neutralnéci znajduje odmienny wyraz w formalnym zapisie fajprodukciji.

W ujeciu Hicksa podstag wyodrbnienia odmiennych tendencji peggst
technicznego stanowi kierunek zmiandeawej stopy substytucji pracy przez kapitat:

o« =F IF, gdzieF =0F/dL, F, =dF /oK (4.3)

przy zal@eniu,ze stata pozostaje relacja kapitatu do pracyK /L2

Definicja 4.1. W klasyfikacji Hicksa pogp techniczny okrda sk jako:

a. neutralny,

b. kapitatooszacgny (pracochtonny),

c. pracooszcginy (kapitatochtonny),
jezeli przy statej relacji kapitalu do prady= K/L kraacowa stopa substytucji pracy
przez kapitaio, ,,

a. nie ulega zmianie,
b. rasnie,

c. malejé.

2 Hicks J. R.The Theory of WageMacMillan, London 1963, s. 107.

3 W przedsibiorstwie maksymalizapym zysk relacja kapitatu do pracy jest takastosunek krecowej
produktywndci danego czynnika produkcji do jego ceny rynkove$t taki sam dla wszystkich
zatrudnianych czynnikéw. dezatem na skutek pagiu technicznego nagti wzrost (spadek) kfegowej
stopy substytucji pracy przez kapitat przy dandgaje K/L, to przy niezmienionych rynkowych cenach
czynnikow przedsbiorstwo zmniejszy (zwekszy) stosunek zatrudnienia kapitatu do pracy.
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Korzystapc z (4.2) mana przedstawiFg i F_ jako funkcjek:

Rk T e ok - ek o @4
_ay _o(f(ktL) _ (k[ K)_ _
R CL A s ( L2j—f(k,t) ki (kt). (4.5)

Podstawiajc (4.4) i (4.5) do (4.3), otrzymujemy:

o = f (k(t),t)
f (K(t),t)

Z (4.6) wynika, ze o, jest funkcp k i t, co podkrélamy zapisem:

—k(t) (4.6)

O, « =0’L,K(k(t),t). Oznaczmy przez, elastyczné krancowej stopy substytucji

pracy przez kapitat wzghlemk = K/L:

00, (k(b),t
egzeJ(KD,l)zat(/K g a(k() )

Rézniczkujac rownanie (4.6) wzgtem czasu i dziet obustronnie przezs,,,, po
kilku prostych przeksztatceniach mamy:
O, ,« =€, ktm, 4.7)

1 do,, (k1)
O, « dt

gdzie g, = okresla (catkowit) stop wzrostu kracowej stopy

1 00, (k(t).1)
O, « ot

substytucji pracy przez kapitat, Zan= okresla stog wzrostu

krancowej stopy substytucji pracy przez kapitat przyejarelacji kapitatu do pracy.
Pierwszy czion prawej strony formuty (4.7) o#lee zatem ¢ cz¢$¢ stopy wzrostu

krancowej stopy substytucjo, ,, , ktora wynika ze wzrostu relacji kapitatu do pracy

drugi z& - tg, ktora jest skutkiem zmiany technologicznej. W tgmoséb vrod
przyczyn zmian knacowej stopy substytucji pracy przez kapitat wydmiia s¢ wptyw

zmian relacji kapitatu do pracy od wptywu egzogen&go posipu technicznego.
Nietrudno zauway¢, ze znakm okresla charakter tendencji pegu technicznego
w sensie Hicksa. di& bowiem m= 0, m> 0, m< 0, to, przy statynmk, zachodzi,

odpowiednio, o,,, =0, o, >0, o0, <0, czyli zgodnie definiej 4.1, postp

techniczny jest, odpowiednio, neutralny, kapitalmasdny, pracooszeziny.
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Przy standardowych neoklasycznych zaeldach odnénie funkcji produkcij,
krancowa stop substytucji pracy przez kapitkt jest rosnca funkcja k = K/ L (czyli
e, >0), co jest wyrazem zatenia,ze w miag postpu substytucji pracy przez kapitat,

proces ten jest coraz trudniejszy, tzn. wymagazerigkszych naktadow kapitatu w
zamian za rezygnacg kolejnych jednostek czynnika pracy. Ze wlgi na wzajemnie

jednoznaczny charakter relacji paahey o, ,, a stosunkienK/L, rownowanym do

podanego wiej sformutowaniem kryterium klasyfikacji pepu technicznego wg
Hicksa jest takie, w ktorym kierunek podanej imptik przebiega w przecivanstrore.
Postp techniczny ma zatem charakter kapitaloosdoy, pracooszeziny kadz

neutralny, zalenie od tego, czy, przy statej wafto o, , relacjaK/L, odpowiednio,

maleje, rénie czy pozostaje bez zmian.

Gtéwnym celem klasyfikacji pogbu technicznego zaproponowanej przez Hicksa
miato by wyjasnienie za jej pomeac jednego ze stylizowanych faktéw wzrostu
gospodarczego: utrzymywania ¢sina wzgédnie stalym poziomie udziatow
wynagrodzé poszczegollnych czynnikow produkcji w wytwarzanynmogukcie.
Zasadniczym punktem zaproponowanego przez Hicl@@tieznego uzasadnienia tej
obserwowanej tendencji historycznej jest teza oidanji w odbywagcym sk postpie
techniczno - organizacyjnym innowacji o pracoogsdcgm charakterze.

Zgodnie z wywodem Hicksa, agita akumulacja kapitatu (&cislej rzecz ujmuc —

szybszy wzrost zasobow kapitatu w porownaniu z zaso pracy), wywotujca wzrost

relacji kapitatu do pracyI:( > 0), przyczynia si do wzrostu wzgidnej jednostkowej
ceny pracy w stosunku do ceny kapifaflio z kolei indukuje tendengido wdraania
przez przedsbiorcéw innowacji gtownie o pracooszmnym charakterZe Zdaniem
Hicksa, oba te procesy dagkutki wzajemnie si rekompensuce z punktu widzenia
relacji udziatbw wynagrodzeczynnikdédw wytwérczych w produkcie. W przytoczonej

tutaj argumentacji Hicksa istatrrole spetnia przyjmowane w nig@nplicite zatazenie,

* Zalazenie, ze kapitat przyrasta szybciejznizatrudnienie sity roboczej, chazgodne z obserwagj
empiryczr, z teoretycznego punktu widzenia jest w przedsiaeji tutaj argumentacji Hicksa
przyjmowane catkowicie arbitralnie.

® Celem uzupetnienia dodajmy jeszcze,oprécz innowacji indukowanych przez zmiany wtselenych
cenach czynnikéw wytwérczych, Hicks wyrdat jeszcze innowacje autonomiczne (@eine z
autonomicznym rozwojem wiedzy naukowej i techni¢gmie wykazujce zadnej historycznej tendencji
do oszcezdzania ktéregokolwiek z czynnikéw. Ze wegdl na gtéwnie pracooszginy charakter tych
pierwszych i losowy rozktad tych drugich, oba typynowacji wzkte lcznie powinny wykazywg
zdaniem Hicksa, tendergpracooszogna. Zob. J. R. Hickspp. cit, s. 123-4.
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ze elastyczn& krancowej stopy substytucji pracy przez kapitat wzlgim technicznego
uzbrojenia pracyK/L) jest weksza od jeden.

Przy neoklasycznym zateniu, ze kapitat i praca wynagradzang zgodnie z ich
produktami kracowymi, dla zagwarantowania st&0 wzgldnego udziatu

wynagrodzé obu czynnikow w produkcie F L F K (rownego ilorazowi
o, =F IF i k=KI/L) musi zachodZt o, =k. Z rownania (4.7) wynikaze
pracooszczdna tendencja pagiu technicznegori<0) moze pozostawa zgodna z

rownascia Stop wzrostu kngcowej stopy substytuci, ,, oraz relacji kapitatu do pracy
k tylko wtedy, gdy zaktadasize e, >1. Podstawigc w rownaniu (4.7) zar,,, i k

te samy sto wzrostug>0, wnioskujemy:ron: 0gl-¢)<0 - e>1

Gtowm przestank podejmowanej w literaturze krytyki Hicksowskiegidwptywu
zmian cen czynnikdw wytwdérczych na tendencje gmstechnicznego jest interpretacja
tego wptywu jako zaleenia behawioralnego, olilajacego zachowania i motywacje
przedsgbiorcéw, podejmujcych decyzje o wprowadzaniu innowacji. Podajac
realistyczné¢ tego zataenia, wskazuje §j iz rzeczywiste motywy przeddiorcow
dotycz raczej bezpgednio minimalizacji 4cznego kosztu zastosowania wszystkich
czynnikdw produkcji, nie Zaksztaltowania si relacji cen poszczegolnych z nich.
Zgodnie z tym podeégiem, przedsbiorcy decyduy sie w kazdym momencie na
wdrozenie takiej innowacji, ktéra w maksymalnym stoprdgranicza jednostkowe
koszty produkcji, niekoniecznie przy tym oszdzapcej ten czynnik produkciji, ktérego
wzgledna cena jednostkowa $rie®. Zatazenie to stanowi punkt w§gia koncepcii
indukowanego (co do tendenciji) pgail technicznego opartej na krzywej Hwosci
innowacyjnych, ktég przedstawimy w punkcie 4.3.

Wykazanoze Hicksowska idea neutraléed postpu technicznego jest rownowrea
z formalnym ugciem tego pospu w neoklasycznej funkcji produkcji jako
potegujacego w tym samym stopniu pkaé¢ kapitat (w réwnym stopniu praco- i

kapitatoefektywnéciowego):

® Zob. C. KennedylnducedBias In Innovation and the Theory of Distributjofhe Economic Journal,
vol. 74, September 1964, s. 541 — 547.

" Dowéd tej rownowanasci mozna znaléé np. w: H. Uzawa, T. Watanab&,Note on the Classification
of Technical InventionsTechnical Report No. 85, Contract No. 225 (50ppked Mathematics and
Statistics Laboratory, Stanford University 1960.
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Y()=F(B(H)K AHL), (4.8)
Zgodnie z formut (4.8) postp techniczny w rownym stopniu praco- i
kapitatoefektywnéciowy pozwala na wytwarzanie tej samejsdo produkcji przy
malepcych proporcjonalnie naktadach obu czynnikow pragiuk

Przy zalageniu statych przychodéw wzglem skali produkcji funkej produkcji

(4.8) mana réwnie zapisa w postaci:

Y() = A)FK L. 4.9
Nietrudno pokazg ze funkcja (4.9) rzeczywétie spetnia definig neutralndci podan
przez Hicksa. Funkejte mozna przedstawiw postaci intensywnej:

y(t) = A(t) £(K) . (4.10)
gdziey = Y/LL k = K/L oraz f (k) = F(k,1). Korzystajac z (4.10), ména przedstawiFg
i F jako funkcjek=KI/L:

Fo = A1) T'(K), F = A(t)( f(K) — kf'( k)). (4.11)
Podstawiajc (4.11) do (4.1), otrzymujemy:
o, =K KK (4.12)
f'(k)

Ze wzoru (4.12) wynikaze jezeli stosunek kapitalu do pracy nie ulega zmianie,
krancowa stopa substytucji obu czynnikow produkcji iage stata, zatem odbyway
si¢ postp techniczny nie ma wptywu na waséaej stopy.

Alternatywnymi wzgtdem koncepcji Hicksa klasyfikacjami tendencji ppst
technicznegossklasyfikacje R. Harroda oraz R. Solowa.

W koncepcji Harroda kryterium oldglenia tendencji pogpu technicznego stanowi
kierunek zmian relacji kapitatu do produktu, przyat@eniu, ze kraicowa

produktywnd¢ kapitatu (stopa zysku z kapitatu) pozostaje 8tata

Definicja 4.2. W klasyfikacji Harroda posp techniczny okrda sk jako:
a. neutralny,
b. kapitatlooszagny (pracochtonny),
c. kapitatochtonny (pracooszginy),
jezeli przy statej kracowej produktywnéci kapitatu F, kapitatochtonné¢ produkcii

v=K/Y:

8 Zob. R. F. HarrodTowards a Dynamic Economics: Some Recent DeveldproéfEconomic Theory
and their Application to PoligjLondon 1948, s. 100.
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a. nie ulega zmianie,
b. maleje,

C. raénie.

Ze wzgkdu na wzajemnie jednoznaczny charakter relacfiday kapitalochtonnsria
produkcji a kracowa produktywndcia kapitatu (przy standardowych neoklasycznych
zatazeniach odnénie funkcji produkcji, kapitatochtondé produkcji jest malegca
funkcja krancowej produktywnéci kapitatu), kryterium klasyfikacji Harroda moa
sformutowa w réwnowany do przedstawionego w definicji 4.2 sposob, dmora
podstaw rozr&nienia tendencji pogpu technicznego kierunek zmian kcawej
produktywndci kapitatu przy zatgeniu statej kapitatochtonsoi produkcji. Pos{p
techniczny ma zatem charakter neutralny, kapitaicmsny (pracochtonny) duz
kapitatochtonny (pracooszedny), jeli przy statej relacji kapitalu do produktu
krancowa produktywnét kapitatu, odpowiednio, pozostaje bez zmian, malefmie.

Neutralnd¢ postpu technicznego w sensie Harroda znajduje wyraze¢aiwtego
postpu w funkcji produkcji jako paegujacego wyhkcznie pra¢ (czysto
pracoefektywnéciowegof:

Y(H)=F(K AYL). (4.13)

Przypominajc  interpretagq podam w  rozdziale  pierwszym, czysto
pracoefektywnéciowy postp techniczny oznaczag w momencie;tmozna otrzyma
te samy wielkos¢ produktu co w momencie tuzywajac takich samych naktadow
kapitatu pohczonych z A(t1)/A(to)) razy mniejszym naktadem pracy (por. punkt 1)1.3.
Przy zalgeniu statych efektéw skali produkcji wzgem kapitatu i pracy funkejte

mozna przedstawi w postaci intensywnej:glz f(E), gdzie y i k ozhaczaj,
odpowiednio, produkt i kapitatjep. W rozdziale pierwszym pokazaiy, ze zachodzi
nastpujaca zalenos¢: F, =0Y/0K= f'(T(). Dla zapewnienia statej kieowej
produktywnaci kapitatu potrzeba zatem, aby state bykg co implikuje z kolei staty
poziom y. Poniewa stosunekk/y jest tasamy ze stosunkiend/Y, to otrzymujemy

statas¢ wspotczynnika kapitalowego. Wynikaadt ze funkcja (4.13) spetnia definicj
neutralngci postpu technicznego podamrzez Harroda.

® Graficzny dowéd tej réwnowmoici przeprowadzita jako pierwsza J. Robinson, dowédlityczny
podat H. Uzawa, zob. J. Robinsdre Classification of InventionReview of Economic Studies, Vol. 5,
February 1938, s. 139 — 142, H. Uzawutral Inventions and the Stability of Growth Hiuium,
Review of Economic Studies, Vol. 28, No. 2, Febyue61, s. 117 — 124.
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Trzech klasyfikacg tendencji pospu technicznego, w pewnym sensie symetrgczn
do koncepcji Harroda, zaproponowat R. Solow. \Atwj Solowa klasyfikagj tendencji
postpu technicznego przeprowadzag siv oparciu o kierunek zmian przetiej
produktywndci pracy {f/L), przy zataeniu statej kracowej produktywnéci pracy
(stawki ptac®.

Definicja 4.3. W klasyfikacji Solowa pogp techniczny okrda sk jako:
a. neutralny,
b. pracochtonny (kapitatooszginy),
c. pracooszeginy (kapitatochtonny),

jezeli przy statej kracowej produktywnéci pracy F, przecigtna produktywnéé pracy
Y/L:

a. nie ulega zmianie,
b. maleje,

C. raénie.

Analogicznie jak w przypadku Kklasyfikacji Harrodae wzgkédu na wzajemnie
jednoznaczny charakter relacji pauizy przecttna i krancowa produktywndcia pracy
(przy standardowych neoklasycznych zaloach odnénie funkcji produkcji, obie
zmieniap sie w tym samym kierunku), kryterium klasyfikacji Sela mana
sformutowa w rownowany do przedstawionego g sposob. Pogb techniczny ma
zatem charakter pracochtonny (kapitatoogdoy), pracooszeziny (kapitatochtonny)
badz neutralny, jéli przy stale] przeeitnej produktywnéci pracy kraéacowa
produktywnd¢ pracy, odpowiednio, pozostaje bez zmiadni®, maleje.

Neutralng¢ w rozumieniu Solowa jest rownowaa z ugciem postpu technicznego
w  funkcji  produkcji  jako  pafgujacego  wyhcznie  kapitat  (czysto
kapitatoefektywnéciowego)™:

Y(t)= F(B()K L), (4.14)

Zgodnie z formut (4.14) czysto kapitatoefektywlcowy posgp techniczny oznacza,

ze W momencie it mazna otrzymad t¢ samy wielkos¢ produktu co w momencie t

19 7o0b. R. M. Solow[Technical Progress, Capital Formation and Econofaiowth, American Economic
Review, vol. 52, 1962, s. 76-86.

* Dowdd tej réwnowanaici przebiega analogicznie jak wspomniany w przypisd dowod Uzawy, w
ktérym wystarczy zamieéi miejscami kapitalK i prac L (ze wzgédu na wspomnian symetrg
pomidzy koncepcjami neutraldoi postpu technicznego w sensie Harroda i Solowa).
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uzywajac takich samych naktadow pracy petonych z A(t1)/A(to)) razy mniejszym
naktadem kapitatu. Funkgjprodukcji (4.14), przy zal@niu statych korzici skali

wzgledemK i L, mazna zapis&w postaci hagpujacej:
y=9(), (4.15)
gdzie y=Y/ BK, | =L/BK . Poniewa:

_oY _o(ABYol__ a1 _ o
F = - BKg'(N 5= 9'D,

to dla zapewnienia statej Kreowej produktywnéci pracy potrzeba, aby state byfo
co oznacza z kolei (zgodnie z (4.15)) staty pozigm Poniewa stosuneky/l jest

tozsamy ze stosunkien¥Y/L to wynika sid, ze funkcja (4.14) spetnia definigcj

neutralnéci postpu technicznego podamrzez Solowa.

4.2. Pracoefektywnéciowa tendencja posgpu technicznego jako konieczny

warunek wzrostu rownomiernego

WspOlm cechy trzech scharakteryzowanych w poprzednim punka@sykikacji pos¢pu
technicznego jest tore w kadym przypadku neutralny pesgt techniczny zachowuje
stah elastyczné substytucji pracy przez kapitat:
€Lk :FFKL—:;, (4.16)
a tym samym — przy zateniu ze kapitat i praca wynagradzane sgodnie z ich
produktami kracowymi — staty wzgidny udziat obu czynnikbw w wytwarzanym
produkcie, pod warunkiente na stalym poziomie pozostaje jedna z rel&dji, K/Y,

Y/L (lub alternatywnie - jedna z wielka: o, ,, , Fk, Fi), odpowiednio, dla neutralgc

w sensie Hicksa, Harroda i Solowa.

Przed przysipieniem do wyjénienia tej kwestii, zwracamy uwaga warunkowy
charakter wszystkich trzech definicji neutraloio(praco- lub kapitatooszednasci) lub,
inaczej méwac, na to, ¥ z logicznego punktu widzenia mapne charakter implikacji.
W kazdym bowiem przypadku jako neutralny definiuje piostp techniczny, ktory
zachowuje pewnwielkos¢ na statym poziomie, przy zaeniu,ze pewna inna wielk
pozostaje stata. Taki sposéb definiowania tendgragipu technicznego jest, zdaniem

autora, naturalp konsekweng przyjmowanego powszechnie w neoklasycznej teorii
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wzrostu zataenia o egzogenicznym charakterze tegogpastinnymi stowy, wynika on
z faktu, ze z formalnego punktu widzenia pgsttechniczny prowadzi do wzrostu
produktu dla kadej kombinacji naktadow czynnikow wytworczych. W eciu
graficznym, w uktadzie wspokdnych, w ktérym wzdta poszczegolnych osi mierzone
sa naklady czynnikébw produkcji oraz wielk® produktu, mamy do czynienia z
przesungciami w go6e, wzdtwz osi produktu, statycznej funkcji produkcji
Y(t)=F(K(t);L(t)) w catlym jej przebiegu, a nie jedynie z przesai@mi pojedynczych
punktoéw, charakteryzagych okrélone stany gospodarki. 48t, neutralny posp
techniczny, w kadej ze scharakteryzowanych koncepcji, zachowujgned pewne
relacje pomgdzy okr&lonymi wielkosciami (charakterystykami) ekonomicznymi, nie

za& stale poziomy tych wielkai'?.

12 W klasycznej ju pracy Fiedora (zob. B. FiedoNeoklasyczna teoria pegu technicznego: préba
systematyzacji i krytycznej analizydawnictwo Uczelniane Akademii Ekonomicznej weddlawiu,
Wroctaw 1986), do ktorej odwohyjsic wszyscy niemal polscy autorzy pisy na temat interesagych
nas tutaj zagadnie wielokrotnie podkréa sk (np. na s. 74 — 75)e kady ze scharakteryzowanych
przez nas typéw neutralém postpu technicznego implikuje jednostkaewelastycznét substytucji
miedzy pra@ a kapitatlem. Odnogez sk do wspomnianej pracy, zwédy najpierw uwag na r@nice
terminologiczne.

Fiedor ma prawdopodobnie na §tiyo, co zgodnie z terminologiprzyjeta w tej pracy okrdiliby smy
jako elastyczn& technicznego uzbrojenia pracy wadgm kraicowej stopy substytucji czynnikéw
O ,« 0k

00, /¢

(zob. J. R. Hickspp.cit, s. 289). W pracy stosujemy bardziej wspofcaesrzdaniem autora, bardziej
czytelmy terminologg, rozr&niajaca pomkdzy elastyczn@ia substytucji czynnikéw (pracy przez
kapital), zdefiniowaa tak, jak w (4.16), oraz elastycziwim krancowej stopy substytucji czynnikow

k do_ (k1) (lub
O, « ok
alternatywnie — elastyczscia technicznego uzbrojenia pracy wadgm kraicowej stopy substytucji
czynnikow produkciji). Por. np. E. Pandéisonomia matematycznayd. 2 poszerz., Wydawnictwo AE w
Poznaniu, Pozrie2004.

Nawet jednak, @i uwzglednic domniemane ice terminologiczne, teza Fiedora pozostaje nadal
nieprawdziwa. Zauwany, ze implikuje ona m. in. toziw warunkach neutraldoi postpu technicznego
proces produkcji musiatby byz koniecznéci opisywany przez funkejprodukcji Cobba — Douglasa
(odpowiadajca whasnie jednostkowej wartmi wskanika e, ), co pozostaje w oczywistej sprzeczeiaz
jednym z gtdéwnych zal@n niniejszej pracy. Z tego powodu powikmiy nieco doktadniej wyjmic¢ te
kwestk.

Rozpatrzymy dla przyktadw; tkwest w przypadku neutrali$ei Hicksa. Gdyby samo zatenie o
hicksowskiej neutralni@i postpu technicznego implikowato stadvartas¢ wskanika & ;¢ =F—L GI% to

K
istotnie warté¢ e, musiataby by stale rowna 1 - z (4.16) wynika bowiem, @, ,, byloby wowczas
liniowa funkcja k = K/L. Faktycznie jednak dla zapewnienia statos ,x potrzebne jest jeszcze
zatlazenie o statym poziomik (lub alternatywnie - statej waoi o, ). Inaczej rzecz ujmag, postp
techniczny neutralny w rozumieniu Hicksa nie powjedzmian wartéci & ,« przy danym poziomid
(lub alternatywnie — przy danym poziomig . ), przy czym dla kadego poziomk (o, ), wartas¢

&k moze by inna. Analogicznie, pogb techniczny neutralny w sensie Harroda zachowtaé s

produkciji, czyli . Taka definicja elastyczda substytucji czynnikdw pochodzi od Hicksa

(pracy przez kapitat) wzgllem technicznego uzbrojenia pracys =
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Wracajc do formuty (4.16) - w przypadku neutrafco postpu technicznego w
sensie Hicksa stata waftowskanika elastyczngci substytucji pracy przez kapitat
&« » Przy danym poziomi&=K/L (lub alternatywnie — przy danym poziomig, ),
wynika bezpérednio z samej definicji tej neutralfw i definicji wskanika &,
Postp techniczny neutralny w rozumieniu Harroda impjékuniezmienné¢ udziatu

kapitatu w produkcie , [K/Y), przy danym poziomi&/Y (lub alternatywnie, przy
danym poziomieF, ), a zatem rownie pcsrednio — niezmienng udziatu pracy w
produkcie (F_[L/Y) i wzajemnej relacji obu tych udzialdlv W przypadku

neutralnéci w ujeciu Solowa rozumowanie przebiega analogicznie, m, tye

bezpdrednio dotyczy udziatu pracy w produkciE ((L/Y).

Ogodlny schemat wnioskowania prowadego do przeformutowania oryginalnych
definicji neutralnéci (oraz proco- i kapitatoefektywdo) postpu technicznego ma
formg tezy logicznej rachunku zda ((p - QO(pOg- 3) - ( p~ 2, gdzie
implikacjia (p - q peini rok oryginalnej definicji kapitatooszednego,
pracooszczdnego lub neutralnego pept technicznego (w rozumieniu Hicksa,
Harroda kdZz Solowa), z&w zdaniu Z’ stwierdzamyze relacja udziatow wynagrodze
kapitatu i pracy w produkcie, odpowiednio, malefnie lub pozostaje bez zmian.

Przy zalaeniu statych przychodow wzglem skali produkcji, kada z implikaciji,
definiujacych okrélony rodzaj neutralriwi (oraz kapitalo — lub pracooszcingici)
postpu technicznego mmemy zatem formulowa w ten sposdbze staty poziom

odpowiedniej relacjiK/L, K/Y, L/Y, lub alternatywnie, jednej z wielkoi: o, F..
F_, gwarantuje niezmiendé (w przypadku pospu kapitatoszoglnego — spadek, £a

w przypadku procooszednego - wzrost) relacji udziatbw kapitatu i pracy w
produkcié?.

wartaé¢ & ,« przy danym poziomi&/Y (lub alternatywnie — przy danym poziontig), z& neutralny w
rozumieniu Solowa — przy danym pozionhig' (lub alternatywnie — przy danym pozionfg).

3 Przy zalgeniu statych przychodéw wazglem skali produkcji, przy ktérym suma wynagrogize
wszystkich czynnikéw produkcji wyczerpuje wastgroduktu.

1 W przypadku rosicych lub malejcych efektéw skali, reprezentowanych przez fuakmjodukcji
dodatnio jednorodpstopniad, czyli spetniajca zaleznosé: F(AK:AL) =A?F(K,L), gdzieA>0,8>0,
(gdzie 0< 8 <1 w przypadku malegych efektow skali, Za6 >1 w przypadku rosqtych efektow skali),
niezmienné¢ dotyczy wskanika elastyczn@i substytucji obu czynnikéw, zdefiniowanego w @),lale

nie relacji udziatéw ich wynagrodizev produkcie. Nietrudno dowdé, ze w takim ogéinym przypadku
zachodzF, (K/Y+ F [L/Y=6. J&li jednak ##1, to produktow kracowych kapitatu i pracy nie
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Mozliwos¢ takiego sformutowania definicji wszystkich trzetypdw neutralnéci
postpu technicznego pozwala w prosty sposob usthliie istotne kwestie.

Po pierwsze, okazujec¢siiz jeden z przedstawionych typow neutrdlciopostpu
technicznego stanowi warunek konieczny réwnomiesnegrostu gospodarczego (w
wezszym sensie). Przypominanmig przez wzrost rwnomierny w neoklasycznej teorii
wzrostu rozumie sitaki proces wzrostu, ktory zachowuje staklacg kapitatu do
produktu oraz state procentowe udzialy poszczegbimaktadéw w produkcte Jeli

zatem K/Y=const oraz FK/FL=const, to zachodzi implikacja:
K/Y - F K/ F L, definiugca neutralné postpu technicznego w egiu Harroda.

Spostrzeenie to ukazuje kluczaywrole zatazenia o takim wiénie charakterze pagiu
technicznego w neoklasycznej teorii wzrostu gospmxgo, ktorej gdro stanowi
koncepcja wzrostu rownomiernego. Odwracajto rozumowanie, mma take
stwierdzt, ze na rzecz przekonania o neutralnym w sensie Harr{zzysto
pracoefektywnéciowym) charakterze zachogtz/ch w rzeczywici gospodarczej zmian
technologicznych, swiadcza pcsrednio stylizowane fakty wzrostu gospodarczego
(przedstawione w punkcie 2.1), z ktorysdisle koresponduje teoretyczna koncepcja
wzrostu rownomiernego. Otwarta pozostaje natomikstestia teoretycznego
wyjasnienia tendencji do wygbowania tego rodzaju pegiu technicznego.

Zauwamy ponadto,ze neutralné¢ postpu technicznego w sensie Harroda nie
stanowi natomiast warunku koniecznego dla wystvania wzrostu rownomiernego w
szerszym sensie (z pomgniem warunku stakei wzglednych udziatow kapitatu i pracy
w produkcie). J@i jednak ograniczymy si wylacznie do koncepcji poghu
technicznego zwkszapcego efektywn&t czynnikbw - potgujacego pra¢ i/lub
kapital® (co w neoklasycznych modelach wzrostu gospodamciest rozwizaniem
typowym), to maliwos¢ wzrostu rownomiernego ta& w szerszym sensie
warunkowana jest przez czysto pracoefektysermwy (neutralny w sensie Harroda)
charakter pospu techniczneg®.

mozna traktowa jako wynagrodzé jednostkowych. Tym samym, wskakow elastycznéci produktu
wzgledem kapitatu i pracy nie maoa traktowa jako udziatéw tych czynnikéw w produkcie.

!> Rozr&nienie definicji wzrostu réwnomiernego w szerszymicizszym sensie przeprowadzone zostato
w rozdziale pierwszym, punkcie 1.2 (Uwaga 1.1)

16 Zob. formut (4.13) w punkcie 4.1.

" Prosty dowdd tego faktu moa znalé¢ np. w: R. M. SolowGrowth Theory, An ExpositiorOxford
University Press, New York, Oxford 2000, s. 33 — 188 R. J. Barro, X. Sala-i-MartinEconomic
Growth, McGraw — Hill Inc., New York 1995, s. 54.
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Drugie spostrzeenie, wynikagce z alternatywnego sformutowania definicji
neutralngci postpu technicznego, dotyczy funkcji produkcji charakeeijacej sk z
zatazenia statymi elastyczioiami produktu wzgldem poszczegolnych czynnikow
wytwoérczych (przy zalzeniu o statych efektach skali oznaczgmi rownie: state
udziaty wynagrodzge tych czynnikow w wytwarzanym produkcie), czyli tak- stad
elastycznécia substytucji pracy przez kapitat (statelach udziatbw wynagrodze
czynnikdw w produkcie), zdefiniowarw (4.16). Przyjcie takiego zalzenia implikuje,
ze spetnione $ definicje wszystkich trzech przedstawionych typdwutralndci

postpu technicznego. Formalnie, schemat wnioskowaniarasg w tym przypadku
na tezie logicznej rachunku zdag - (p - q), przy czym w zdaniug’ stwierdzamy,
ze stata jest elastyczfio substytucji pracy przez kapital, a zdanip’ ,stanowi
poprzednik odpowiedniej implikacji, definigej post¢p techniczny neutralny w sensie
Hicksa, Harroda lub Solowa. Funkcja produkcji tegdzaju, uwzgldniajaca postp

techniczny, znana powszechnie pod nazimnkcji Cobba—-Douglasa, ma posta
nastpujaca™®:
Y(t)= A€"K ¥, a,B=const>0. (4.17)
Funkcg (4.17) maemy take zapisé na trzy alternatywne sposoby:
Y()=(KBe" ) (LB " ) = K(LGE ) =( KR&) 4

1 —
przy czym:m, = m/(a + B), my, =/ B, mg=m/a oraz B, =(A)"”, C, =(A)”

oraz D, = (Ab)é.

Niezaleznie zatem od tego, ktdrzmienry (kapitat, prag, czy obie) mnoymy przez
zmienmy A(t) reprezentujca postp techniczny, wykazuje on cecheutralnéci w

kazdym z trzech przedstawionych ¢t Dlatego widnie w modelach wzrostu

gospodarczego, w ktorych funkcja produkcji jestutypobba — Douglasa, movy jest

'8 Funkci produkcji (4.17) wyprowadzachastpujaco. Ré&niczkowanie zupeine (4.2) wzglem czasu

i obustronne podzielenie przez Y prowadzi do rowatar\ﬁ oY K[ﬁ oY LELL o 1 . Po dokonaniu

Y OKY K oLY L atY

podstawid: alﬁ:a, oy L =B allzm, scatkowaniu tego réwnania i opuszczeniu logarytmo
oK'Y oL Y oty

otrzymujemy (4.17), przy czym elementy state wyjika z catkowania ujmujemydznie jakoA,.
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wzrost rownomierny, bez wzglu na sposob efia postpu technicznego w formule

analitycznej tej funkcjt’.

4.3. Koncepcja indukowanego pogpu technicznego — krzywa maliwosci

innowacyjnych

Sprowadzenie koncepcji neutrafigopostpu technicznego w ggiach Hicksa, Harroda
I Solowa do, odpowiednio, czystej pracoefektywmo kapitatoefektywnéci oraz w
rownym stopniu praco — i kapitatoefektywsico tego posipu, sugeruje madiwosé
uogolnienia samej koncepcji czynnikoefektyweio postpu technicznego, ktérego
wyrazem jest nagpujaca posta funkcji produkcji:

Y (1) = F(B(Y) K(D, A) (D), (4.18)
przy czym funkcje produkcji (4.8), (4.13) i (4.14jJanowi przypadki szczegolne
funkcji (4.18). Funkcja (4.18) jest jednorodna sti@pjeden wzgidemB(t)K i A(t)L, co
jest rownoznaczne z zaeniem o statych korzgiach skali produkcji.

Uogdlnienie to stanowi punkt wigia koncepcji indukowanego (co do tendencji)

postpu technicznego, opartej na krzywejtiwosci innowacyjnycf’.

19 W artykule z 1956 r. R. Solowprowadzit, jako jedno z rozszerfz@odstawowej struktury swojego
modelu wzrostu gospodarczego, nieucieieny pos¢p techniczny, zapisag funkck produkcji w
0golnej postacily = A(Y) F(L, K). Ten rodzaj tendencji pegtu technicznego - pggujacego w rownym
stopniu kapitat i prac (czyli neutralnego w sensie Hicksa) - nie jestngdd w stanie zapewhi
asymptotycznej zbimosci systemu gospodarczego fliezki wzrostu rownomiernego. Sprawa wydh
nieco inaczej dla szczegélnego przypadku funkcjblizo— Douglasay = A/é' K £9, do ktérego
ostatecznie ograniczagsbolow, przechodg do rozwizania modelu. Tym razem Solow z koleg si
pomylit, wyprowadzajc wniosek, * stopy wzrostu kapitatu i produktu zmierzagsymptotycznie do

odmiennych pozioméw, odpowiedniog/k =n+—9— i v/v= n+a-9_, tak, i relacja K/Y rosnie
1-a

ostatecznie wedtug stogy Innymi stowy, wzrost gospodarczy w stanie stagjogm nie jest wzrostem
réwnomiernym. Zob. R. M. SolowA Contribution To The Theory of Economic Grow€uarterly
Journal of Economics, February 1956, s. 85 - 86.

W rzeczywistéci dynamika modelu z funkgjprodukcji Y = A &' K* £79 niewiele réni sic od tej,
jaka przedstawibmy w rozdziale pierwszym dla modelu wzrostu gospeoziego z neoklasyczrfunkcija
produkcji i harrodowsko — neutralnym pgstm technicznym. Wynika to wdaie z przedstawionej
réwnowanosci trzech typow neutralr$oi postpu technicznego dla przypadku funkcji produkcji Gab-
Douglasa. W przypadku rozwenym przez Solowa gospodarkaagsi asymptotyczniéciezke wzrostu

rébwnomiernego, na ktorej zmienne i Y rosm wedtug wspoéinej statej stopyk/k =y/y= -9, @

relacjaK/Y pozostaje stata.

% Teork indukowanego pospu technicznego oparha krzywej maliwosci innowacyjnych sformutowat
C. Kennedy (zob. C. Kennedgp. cit). Do rozwoju tej teorii przyczynili ginasgpnie P. Samuelson
(zob. P. A. Samuelso®, Theory of Induced Innovations Along Kennedy —z®éeker LingsReview of
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Krzywa ta jest zbiorem Pareto — optymalnych korabjnstop wzrostu zmiennych
A(t) 1 B(t), charakteryzujcych stopi@, odpowiednio, praco — i kapitatoefektywsco

innowacji, dostipnych przedgbiorcom w danym okresie. Pareto — optymalny charakt
tych kombinacji stop WZrOStuA = A/ AiB= I:%/ B oznaczaze nie da s osagmd

wzrostu A bez jakiegé ograniczeniaé (i odwrotnie). Zgodnie z wcZgeiejsz
interpretacj, dokonam przy okazji charakterystyki alternatywnych kondgepc
neutralnéci postpu technicznego w kategoriach praco — i / lub kdpéfektywndci

tego postpu, stopyfA i B mazemy traktowd jako procentowe 0szedndsci zuzycia
ilosci pracy i kapitatu, potrzebnych do wytworzenia ejarfjednostkowej) iléci
produkcji, z& przy statych wynagrodzeniach jednostkowych prakggitatu,F i Fx —
rowniez stopy ograniczenia kosztéw tegaryaia.

Kryterium wyboru dla przeddbiorstwa spéréd alternatywnych usprawtie

produkcyjnych stanowi minimalizacjéacznych jednostkowych kosztéw produkciji.

Izokwanta funkcji kryterium w ukfadzie wspéédnych éx A ma zatem ksztatt linii

prostej opisanej rOwnaniem: A = aé+ (1—a),06\, gdzie a=F K/Y i
(I-a)=F [L/Y oznaczaj elastycznéci produktu wzgtdem kapitatu i pracy, rowne

przy zataeniu statych korzici skali udziatom wynagrodage odpowiednio, kapitatu i

pracy w produkcie. Minimalizacja kosztéw produk@inaksymalizacja wartai A)

nastpuje poprzez wybor spmd dosgpnych kombinacji stop WZI’OSIU:OA(; é), takiej
kombinacji, ktéra ley na linii maksymalnie oddalonej od patau ukfadu
wspotrzdnych. Ograniczenie stanowi, uwarunkowana czysthrielogicznie, krzywa
mozliwosci innowacyjnych. Ma ona ksztalt analogiczny do awej krzywej
transformacji, czyli wkisty w stosunku do pogiku uktadu wspotrgdnych. Oznacza
to, ze w przestrzeni kapitato — i pracoefektywaio innowacji obowizuje prawo
rosrpcego kracowego kosztu alternatywnego — zkszanie oszezincici zuzycia

pracy o kolejne punkty procentowe ogranicza osdea¢ zwzycia kapitatu o coraz

Economics and Statistics, 47, 1965, s. 343 - 3B6)yon Weizsacker (zob. C. C. von Weizsacker,
Tentative Notes on a Two Sector Model with Indubechnical ProgressReview of Economic Studies,
Vol. 33, 1966, s. 245 — 251) oraz E. Drandakis PEelps (zob. E. M. Drandakis, E. S. Phefpdjodel

of Induced Invention, Growth and Distributiohhe Economic Journal, vol. 76, 1966, s. 823 -)8WD
sprawie uogdlnienia na model wielosektorowy, zob.Kénnedy,A Generalization of the Theory of
Induced Bias in Technical Progresehe Economic Journal, vol. 83, 1973, s. 48 — 57.
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wieksz liczbe punktéw procentowych. Opisansytuacg decyzyjra przedstawia
rysunek 4.1.

Rysunek 4.1
Optymalizacja stopnia praco- i kapitatoefektywngci innowacji

A

A

optimum

krzywa maliwosci
innowacyjnych

izokwanta
4— kosztu

| B
| 9T,

zrodto: E. M. Drandakis, E. S. Phelpg. cit, s. 830

Formalne wtasn&ei krzywej maliwosci innowacyjnych mena zapisé nas¢pujaco:

A=g(B), g(B<0, g(B<0, (4.19)
im  A=-c, lim A= Anax >0. (4.20)
é—chmax>0 oB—» —00

Optymalna wartét B jest dana przez punkt styczoo krzywej maliwosci
innowacyjnych i jednej z izokwant funkcji kryteriumiVarunek optymalizacji nima
wyrazic za pomog hastpujacego réwnania:

g(B)= —ﬁ. (4.21)

Réwnanie (4.21) definiuje funkgjuwiklam optymalnej wartéci B w zalenoci od

udziatu kapitatu w produkcieé(a). Z (4.19) i (4.21) wynikaze wdraane przez
przedstbiorcow innowacje $ tym bardziej pracoefektywioiowe (tym mnigj

kapitatoefektywnéciowe), im wikszy jest udziat pracy w produkcie w poréwnaniu z
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udziatem kapitatu (im mniejszer). Formalnie mena to stwierdzi obliczapc

pochodne optymalnych waic AiB wzgledem a . R&niczkujac réwnanie (4.21)
wzgledem a i korzystajc z (4.19), otrzymujemy:
é'(a) = —;c >0,
1-a)’g"(B) (4.22)
A(a) = g'(B) B(a) <O0.
dla 0 < a <1. Na podstawie (4.20) i (4.22) wnioskujemyz#ak
|im0/06~(0') = /obmax, Iimljﬂ(a) =,
- o o (4.23)
lim B(a) = -, |im B(a) = Bmax.
a-0 a-1
Mozna zatem powiedzie ze okrdlona tendencja pogiu technicznego jest
indukowana przez wzgliny udziat wynagrodzeczynnikow produkcji w wytwarzanym

produkcie.

4.4. Endogeniczne yicie tendencji posgpu technicznego w neoklasycznym modelu

wzrostu gospodarczego

Model indukowanego pogtu technicznego, omawiany w poprzednim punkciezeno
by¢ wykorzystany do teoretycznego uzasadnienia tezgkddi o pracooszednej
tendencji posipu technicznego w gospodarce. W tym celu nyaledynamizowa ten
model poprzez potraktowanie elastycanoproduktu wzgidem kapitatu a jako

funkcji czasu i zbadanie jej dynamfki

2L przedstawiony w tym punkcie pracy model wzrostspgalarczego wykorzystgy koncepaj krzywej
mozliwosci innowacyjnych sformutowanprzez Kennedy'ego (zob. C. Kennedyp. cit), oparty jest na
modelu Drandakisa i Phelpsa (zob. E. M. DranddkisS. Phelpspp. cit). W réwnaniu akumulaciji
kapitalu uwzgtdniamy stop deprecjacji kapitatu. Z powodu wprowadzenia tejdyfikacji badamy w
modelu dynamik wspéiczynnika kapitalowegor = K/Y zamiast dynamiki stopy wzrostu kapitatu.
Zgodnie z przyjta w tym rozdziale konwengjw modelu postugujemy giwskanikiem elastyczngi
krancowej stopy substytucji pracy przez kapitat wrdgim technicznego uzbrojenia pracy

e = k aUL/K(k’t), zamiast wskanika elastyczngi technicznego uzbrojenia pracy weadgm

7Ok ok

krancowej stopy substytucji pracy przez kapi@k/iK ok
k do

Hicksem — elastyczrioia substytucji. Por. przypis 12.

, hazywanego w cytowanyartykule — za
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Zaktadamy zatemze agregatowa funkcja produkcji dana jest przez8y.h
czynnikoefektywné¢ postpu technicznego w gospodarce warunkowana jest przez
mechanizm indukowanych zmian technologicznych, damgez réwnania (4.19) -

(4.22) i opisany w punkcie 4.2. Oznacza #e,stopié praco- i kapitatoefektywrici

postpu technicznego zatg od udziatu kapitatu w produkcie, czyl(a) i B(a).
Oznaczmy, jak poprzednio, symbolem stog wzrostu a(t), a symboleme,

elastyczné¢ krancowej stopy substytucji pracy przez Kkapitaf,,, wzglgdem

K 00, 2

technicznego uzbrojenia pracg, =
g, 0ok

Udowodnimy nasipujacy lemat.

Lemat 4.1. Jezeli funkcja produkcji Y(t) = f(B(f) K(t), A9 L(?) jest jednorodna
stopnia pierwszego, to stopa wzrostu elastysanaroduktu wzgtdem kapitatu spetnia

réwnanie:

a=(-a)l-e ) (K- L+ B- A).

Dowad. Dla funkcji produkcji jednorodnej stopnia pieregp zachodzi:

a) _F KO _ K
1-at) F.LE) O-L/K(t)'

Po obustronnym zlogarytmowaniu i zréczkowaniu wzgidem czasu powszego

réwnania, otrzymujemyze stopa wzrostw wynosi:
a=(1—a(t))(k—aL,Kj. (4.24)
Uwzgledniajac rownanieo, ,, =€, k+ m(zob. (4.7)), dostajemy:

a= (1—a(t))((1—eU)I<— ;nj, (4.25)

gdzie m:%a%% przedstawia stapzmian kr&cowej stopy substytucji pracy
L/K

przez kapitat przy danej relacji kapitatu do pracy.

22 poniewa w dalszej czsci wnioskowania nie jest istotne, CEy jest parametrem, czy zmienna czasu,
bedziemy traktowa te wielkos¢ jako stad.
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Ze wzgkdu na zaleenie, ze funkcja produkcji (4.18) jest jednorodna stopnia

pierwszego, mina zapisa& ja W postaci intensywnej§/= f(_k), gdzie E:%
oznacza stosunek wielkz efektywnego kapitatu do efektywnej pracys za= AE'[;I'
: . A(t) K Y
Wprowadzajc oznaczenieC(t) =——= , mazemy napisé k = ——— =—.
p a (1) B(1) y nap ()L zy= coL

Krancowe produktywngci kapitatu i pracy,F, i F , mazemy teraz przedstawijako

funkcjeE:
av _9(COLI) ak
=™ e ax - COL (k)T—f()
oY a(C(t)Lf(k))a(C(t)L)
AT ey oL = F()C() + C(Y LT (R ’(C (t)L)O(D— (4.26)

=c@)( (k) -kf(R).
Podstawiajc (4.26) do wzoru definiggego kracowa stog substytucji pracy przez
kapitat o, = F, /F, (zob. (4.3)), otrzymujemy:

-C(t)k. (4.27)

okt :w

k
Elastyczné¢ tej stopy wzgidem technicznego uzbrojenia pracy spetnia zatem

rownanie:

f)?2=f(k)f. f(k) f-
e = k 00y, _ k[ (f) (2) ik _q|=__K szk (4.28)
O Ok O (f) T ()

Sto zmian m krancowej stopy substytucji pracy przez kapitat wynakgch z samych
tylko zmian innowacyjnych (przy zateniu statej relacji kapitatu do pracy), policzymy

natomiast w nagpujacy sposoéb:

. (c f(k) - Cf kC? cj f- CI(§ f kC c

1 aO-L/K —
m= = =
_(Cf(l_<)—C_k£) f - KR, -
- M (f.)? M (f.)2

Wobec (4.27) i (4.28), réwnanie (4.29) redukujedo prostej postaci:
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m=(-e)C (4.30)
gdzieé = ;A— B
Podstawiajc (4.30) do (4.25) i uwzgtiniajc, ze k = I°<— L otrzymujemy:
a=(-a)l-e ) (K- L+ B- A). (4.31)

Zalzmy terazze rébwnania dynamiki pracy i kapitatu raggosta& nastpujaca:

Ij =nL, L(0)>0 (4.32)
K=sY-0K K(0)>0
gdzien jest stad (proporcjonaln) stom wzrostu zasobéw pracy (liczby ludiod), za s
I 0 oznaczaj, odpowiednio, stat stog inwestycji w gospodarce i statstom
deprecjacji kapitatu.
Korzystajc z (4.32), definicji wspotczynnika kapitatochtordobprodukcjiv = K/Y,
réwnania K = k/ K oraz faktu, ze ;6\: ;A(a) i I°32 I°3(a), rownanie (4.31)
przeksztalcamy do naglujacej postaci:

&=a—a®xr+%{é%—6+éma»—kmu»—@. (4.33)

Po obustronnym zlogarytmowaniu i znmiczkowaniu wzgidem czasu réwnania
produktu (4.18) oraz kilku elementarnych przeksamiach otrzymujemy wzor na
stop; wzrostu produktu:

Y =a(t)(K+ By +(1-a())(L+ A. (4.34)

Jednoczénie, z definicji wspotczynnika kapitatochtonsoo v = K/Y wynika, ze jego
stopa WZI’OSIUOI = i// Vv, spetnia rownanie:

v=K-Y. (4.35)
Podstawiajc (4.35) do (4.34) i korzystgg z rowna (4.32), definicji K = k/ Kivs=

K/Y oraz faktu,ze A= Aa) i B=B(a), otrzymujemy ostatecznie negtijace
rownanie, okréajace dynamik wspotczynnika kapitatochtonsoi v:

{'/=(1—a(t))(%t)—5— n- :A(a(t))j—a(t) Ba(1). (4.36)
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Uktad rowna (4.33), (4.36) okrda dynamik elastycznéci produktu wzgidem
kapitatu i pracy (udziatébw kapitatu i pracy w prédie) a i (1-a), oraz dynamik
wspotczynnika kapitatochtondoi v. Rozwhzanie stacjonarne uktadu rowng.33),
(4.36) otrzymujemy, przyrOwngg prawe strony tych rowmado zera. Poziomy

wspoitczynnika kapitatochtondoi oraz udziatu kapitalu w produkcie w stanie

stacjonarnymy ,a’, spetniag uktad réwna:

3_5: ,OA\(a) - é(a) +n, (4.37)
S_5=—9 Bla)+ Aa)+n. (4.38)
\; 1-a

Poréwnujc prawe strony (4.37) i (4.38), otrzymujemy:
B(a')=0. (4.39)
Réwnanie (4.39) determinuje optymalwartci¢ a . Z rownania (4.37) (lub (4.38))

wyznaczamy take optymaln wartgé¢ v :

S

V> (4.40)
g(0)+n+o

gdzie g(0) = g(;3(a* )), (zob. (4.19)).

Z (4.39) oraz z faktuze ;A: g(0) > 0 (na podstawie wiasioi (4.19)- (4.20) krzywej

mozliwosci innowacyjnych) ptynie wany wniosek,ze w stanie stacjonarnym pegst

techniczny ma charakter czysto pracoefekty§growy (neutralny w sensie Harroda).
Z (4.22) i (4.23) wynikaze punkt rownowagi dtugookresowé@j<a” <1, v >0

istnieje i jest wyznaczony jednoznacznie.

Twierdzenie 4.1.Jeceli e, >1, to stan réwnowagi(a*,v*) modelu(4.18) — (4.22)

(4.32)jest globalnie, asymptotycznie stabilny

Dowdd. Globalmg stabilng¢ punktu réwnowagi m@emy zbada postugujc sk

diagramem fazowym. RoOwnania krzywych podzialw:=0, v=0 s dane przez,
odpowiednio, (4.37) i (4.38). Réwnania te zapiszéengiz w postaci, odpowiednio:

s S_ o _
\—/‘5-411(0'). y o=@(a).
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Z (4.22) i (4.37) wynika,ze gq'(a):,cé\'(a)—é'(a)<0, czyli krzywa g(a) jest

malepca. Z (4.23) wynika tate: Iimoq(a) =, Iimlq(a) = -0,
a- a-

a

1 [B(a)+ A(a). Poniewa na
-a

! B+

Z (4.38) Wyznaczamy:goz'(a)=(1_a)

podstawie  (4.19) | (4.21) mamy: A(a)=g'(B) E(a):%os(a), to

[B(a). Std oraz z (4.22) i (4.39) wynikae dlaa <a’, ¢ '(a) <0,

@'(a)= —a)

czyli krzywa @ (a) jest malejca, zé dla a >a’, @ '(a) >0, czyli krzywa g (a) jest
rosmca. Dlaa=a", @'(@)=0 i krzywa osiga warté¢ minimum. Podstawiaf
a=a do (4.38) i korzystap z (4.39), otrzymujemy:

ming :qzz(a*):vi*—5=,°0\(a*)+ n>0.

Obliczapc na koniec rénice: @ (a) —@(a) =1i8(a), na podstawie (4.22) i (4.39)
-a

stwierdzamy,ze dla a <a', zachodzi g(a)<g@(a), z& dla a>a , zachodzi

@(a)>qg(a).

Portret fazowy systemu przedstawiamy na rysunRku 4.
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Rysunek 4.2

Portret fazowy

#la)

l Bla)

zrodto: opracowanie wiasne
. - . . .S
Na rysunku 4.2 zaznaczono strzatki wskaezejkierunki ruchu zmiennychr i — -9,
%

gdy system znajdujesiv dowolnym punkcie. Przgio zatazenie — analogicznie jak w

wywodzie Hicksa -ze e >1. Z rownania (4.33) wynika woéwczasie dla

S_ 0 >g¢@(a), zachodzia <0, czyli strzatki powyej krzywej g(a) sa skierowane w
v

lewo, z& dla §—5< @(a), zachodzia >0, czyli strzatki poniej krzywej g(a) sa
v
skierowane w prawo. Z rownania (4.36) Wyniﬁ(e,dlaE -0 >¢@(a), zachodziv>0,
%
czyli wartags¢ wyrazenia S 0 maleje. Dla S_ o< g@(a), zachodziv<0, czyli
% %

wartaés¢  wyrazenia E—d rosnie. Dlatego strzatki poweg] krzywe] @(a) s
%

skierowane w dot, Zgponizej tej krzywej — w gaGg.
Z analizy diagramu fazowego wynikae stan dlugookresowej réwnowagi

dynamicznej(a* ,v*)jest globalnie asymptotycznie stabifity

2 Zauwamy, ze przy e, <1, strzatki powyej krzywej ¢ (a) bytyby skierowane w prawo, a pasj tej
krzywej — w lewo. Punkt rownowagi dtugookresowejdyywowczas globalnie niestabilny.
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W stanie stacjonarnym modelu gospodarka funkcpnop sciezce wzrostu

rownomiernego. Podstawi@ g(0)=m do (4.40), otrzymujemy znanzaleznosc,

charakteryzujca gospodark na tejsciezce’

Stata warté¢ wskanika v oznacza,ze: K =Y. Dokonupc podstawié: B=0,
A=g(0)=morazK =Y w (4.34), otrzymujemy:

K=Y=n+m,

czyli kapitat i produkt rosm wyktadniczo z naturaln stom wzrostu. Z (4.27)
wnioskujemy take, ze w stanie rownowagi dtugookresowej stopa zyskuapit&tu
(rowna kraicowej produktywnéci kapitatu) jest stata, Zgednostkowe wynagrodzenie
pracy (rowne kracowej produktywnéci pracy) rénie wedlug stopy pogbu
technicznegom. State udzialy wynagrodiaekapitatu i pracy w wartei produktu
dopetniaj listy charakterystyk wzrostu rownomiernego.

Znaczenie przedstawionego modelu z punktu widzemaeniejszych rozwaan
jest nastpujace.

Po pierwsze, zauwmy, ze przy przygtym zat@eniu e, >1, z (4.25) wynikaze

dla ;A> 0, é=0, zachodzircn< 0. Oznacza toze postgp techniczny jest praco-
oszczdny w sensie Hicksa. W tym zakresie przewaga ptaedlsnego modelu nad
dwo prostsz argumenta@j Hicksa nie sprowadzac¢sjedynie do samego zaienia
wyjsciowego o motywacjach decyzyjnych przethsorstw, warunkujcych okrélone
wybory innowacyjne. W szczegoOlfm zwrdmy uwag na fakt, ze z
przeprowadzonego wnioskowania wynikagaréwno okréona tendencja pogiu

technicznego, jak i dlugookresowa tendencja doyaotgavania st nha statym poziomie

wzglednych udziatébw kapitatu i pracy w produkcietor(: 0), podczas gdy w
argumentacji Hicksa teoretyczna koniecgnaspotwystpowania obu tych tendencji
ma jedynie charakter relacji warunkowej (tzn. zeltie wysgpowania jednej z nich
warunkuje istnienie drugiej).

Po drugie, zwracamy uwagze stanie stacjonarnym pegttechniczny jest czysto
praco-efektywnéciowy (neutralny w sensie Harroda). Uzyskady tym samym drugi

24 por. réwnanie (1.39) w rozdziale pierwszym pracy.
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merytoryczny argument, uzasada®@j przyjmowane w neoklasycznym modelu
wzrostu gospodarczego zaémie o takim wiénie charakterze pagiu technicznego.
Szczegoblnego podkilenia wymaga fakt,ze przedstawiony tutaj model mma
traktowa jako pewne uogdlnienie neoklasycznego modelu wwarg®spodarczego,
analizowanego w pierwszym i drugim rozdziale prapglegajce wignie na
endogenicznym gfiu zatoonej w tamtym modelu neutralnej w sensie Harroda
tendencji posfpu technicznego, stanayeej konieczny warunek wzrostu
rownomiernego. Zwracamy przy tym uwag ze w analizowanym modelu pept
techniczny jest neutralny w sensie Harroda dopmeréciezce wzrostu réwnomiernego,
nie musi mié natomiast takiego charakteru pozddiezka.

Po trzecie, wwietle przedstawionej analizy, w ktorej istatrole spetnia zatgenie
o wigksze] od jedn&ci elastycznéci krancowej stopy substytucji wzgllem
technicznego uzbrojenia pracye,(>1), gkbszego znaczenia nabiera rezygnacja z

postugiwania s w neoklasycznym modelu wzrostu gospodarczego fgnodukciji
Cobba — Douglasa (0o szczegolnej, jednostkowej yaastici krancowej stopy
substytucji wzgidem technicznego uzbrojenia pracy) na rzecz ogékee postaci tej
funkciji.

Zalozenie to mana wesprzé postugupc sk tzw. ,hipotez o lokalnym
poszukiwaniu®. Zgodnie z tym pogtlem innowacje technologiczne i organizacyjne
przeprowadzane as w przedstbiorstwach zwykle ,w ssiedztwie” technik ja
wykorzystywanych i polegaj najczsciej na ich modyfikacjach i usprawnieniach.
Poniewa procesy produkcji mag by¢ — w kategoriach il&ciowych — ogodlnie
scharakteryzowane za pomatowolnych dwéch z nagtujacych relacji:K/L, K/Y, L/Y,
ilosciowy aspekt tej hipotezy znajduje odzwierciedlenietakich przesurciach (w
kierunku pocatku uktadu wspétrgdnych L/Y x  K/Y) jednostkowych izokwant
produkcji, ktére odbywaj sic przede wszystkim w okolicach punktow oznasezggh

aktualnie stosowaitechnilke produkciji.

%5 Autorami koncepcii “lokalnego poszukiwaniag 8. Atkinson i J. Stiglitz. Zob. A. B. Atkinson, E.
Stiglitz, A New View of Technological Chandgconomic Journal, vol. 79; 1969, s. 573 — 578.
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Rysunek 4.3
Hipoteza o lokalnym poszukiwaniu

zrodto: opracowanie wiasne

Takie stopniowe odksztatcanie jednostkowych izokwanodukcji, polegajce na
zwigkszaniu ich wypuktéci, powoduje wzrost wediwosci krancowej stopy substytucji

na zmiany technicznego uzbrojenia pracy (czyli \BZEQ)ZG.

Ujmujac rzecz od drugiej strony, moa to take wyrazé w ten sposébze zmiany
relacji jednostkowych wynagrodZeczynnikow produkcji wywotywa beda coraz
stabsza reakcg w postaci zagpowania jednego (wzglnie draejacego) czynnika
produkcji przez drugi (co oznacza spadek elasty@rmmian technicznego uzbrojenia

pracy wzgédem relacji cen pracy i kapitatu).

% Przypominamy,ze w skrajnych przypadkach: liniowej funkcji prodiik¢doskonata substytucja

czynnikéw produkcji) oraz funkcji produkcji Koopmsan — Leontiefa (brak substytucji czynnikéw)
elastyczné¢ krancowej stopy substytucji pracy przez kapitat wzigim technicznego uzbrojenia pracy
jest, odpowiednio, zerowa i niesiazenie dua.
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Rozdziat piaty

Kapitat ludzki jako czynnik wzrostu gospodarczego

Wprowadzenie

W rozdziale drugim, w punktach 2.2 i 2.3 rozpati&yly ograniczenia eksplanacyjne
podstawowego neoklasycznego modelu wzrostu gosgmelgo w  zakresie
zroznicowania pozioméw zamaosci miedzy krajami oraz w  wyjmianiu
obserwowanej ztmndasci procesdw konwergencjiadz dywergencji tych poziomoéw w
skali ogoIingwiatowej. W punkcie 2.4 wskazahy z kolei na istotp utomna¢ tego
modelu w analizie zrédet wzrostu gospodarczego, polegaj na przypisaniu
zasadnicze] egci wzrostu produktup.c. enigmatycznej ,reszcie”, determinowanej
przez blkzej nieokrdlone zmiany jakéciowe, okrélane wspolnym mianem pagu
techniczno — organizacyjnegadz tez po prostu przyrostem ,wiedzy”.

Wiele z najbardziej istotnych, zdaniem autorabpsézezwyctzenia wspomnianych
ograniczé, podejmowanych w tzw. nowej teorii wzrostu gospodago, na fali
renesansu badateoretycznych nad wzrostem gospodarczym pod kouoldegtego
stulecia, opiera sina przekonaniu,zi proces akumulacji kapitatu jest dla wzrostu
gospodarczego o wiele waejszy, n to wynika z modelu Solowa.

Podstawow - cha przyzna trzeba, nie jedyn- przestank takiego pogidu jest z
kolei szersze gfie kategorii kapitatu, polegaje na wiczaniu do jego zasobéw -
oprécz kapitatu fizycznego - réwridego, co najoegciej okrela si mianem kapitatu
ludzkiego. W tym punkcie swojego rozwoju teoria @8stu gospodarczego odwotuje si
do argumentaciji i ustalewypracowanych w ramach, stworzonej przez T. Sehul3.
Beckera w latach 60 — tych i 70 — tych XX wiekwrtekapitatu ludzkiegd.

Rozwdj koncepcji kapitatu ludzkiego oraz jej zastwanie w wielu dziedzinach
ekonomii, w tym w teorii wzrostu gospodarczego, jedsk wychodzé naprzeciw
postulatowi metodologicznemu J. von Neumanna, kpmyownujc zasady tworzenia

teorii w fizyce i ekonomii, zwrécit uwag na fundamentalne dla rozwoju nauki

! Zob. G. C. BeckerHuman Capital National Bureau of Economic Research, New York5t9r. W.
Schultz,Investment in Human Capitalhe Free Press, New York, 1976.
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znaczenie kreowania i definiowania nowych kategoddaniem tego uczonego,
potencjalny pogp w ekonomii nie bdzie hamowany ani przez niemiavosé
eksperymentow, ani zebrak danych. Znagzym elementem, ktdrego brakuje nauce

ekonomii jest natomiast definiowanie kategorii

5.1. Rozwdj koncepcji kapitatu ludzkiego

Przed przysipieniem do analizy modeli wzrostu gospodarczego gleniajacych
kapitat ludzki, péwigcimy nieco uwagi samemu pgju kapitatu ludzkiego i procesowi
jego akumulaciji.

Chocia przedstawiciele nowej teorii wzrostu gospodarczegdwotup Sic
bezpdrednio do rezultatow uzyskanych w ramach teoriiitiedyp ludzkiego, stworzonej
przez T. Schulza i G. Beckera w pierwszej potowie70 — tych ubiegtego wieku, to
samo pajcie kapitatu ludzkiego byto nieobce ekonomii w z#sa od momentu jej
narodzin. JednocZeie trzeba przyzréa ze rozwaania na ten temat stanowity zawsze
tylko poboczny witek analiz niektérych sgood wielkich tworcéw ekonomii, nigdy nie
tworzac jakiegad spdjnego, kompleksowego systemu. Caosj, samo traktowanie
kapitatu ludzkiego jako kategorii ekonomicznej bplaez diugi czas dé powszechnie
kwestionowane, tak ze wzglow teoretycznych, jak i praktycznych. Dla przykiad
jeszcze w wydanej w 1947 roku ¥&te ,Wskp do ekonomikiwybitnego polskiego
ekonomisty E. Taylora czytamySubstratem zjawisk gospodarczych, wynikgch z
maliwosci gospodarowania danymi przedmiotami, orazsciz dochodu, a przez to
przedmiotem whkxiwym badad ekonomiki, mag by¢ tylko dobra zewgirzne w
stosunku do cziowieka gospodamggo. Dobra wewirzne, tj. wihciwasci
gospodarza, wptywajna sposéb gospodarowania i na dochdd jego indyardu i
spoteczny, ale gs czynnikamizycia gospodarczego, a nie jego elementami. (...)
Wiasciwasci osobiste gospodarza w bardzazejumierze nie g zalene od jego woli ani
od nakladu czasu i kosztow, w tym celdwigconych, nie magwiec by rezultatem

jego gospodarowania, (...) nie mpy¢ odktadane do pimiejszych eytkdw. Nawet z

2 Por. R. E. Kalmanldentifiability and Problems of Model Selection Bzonometrics The 4" World
Congress of the Econometric Society, Aix-en-Proeemugust 30, 1980, revised version, January 1981
(materiat powielony), za: M. Koralewsk\naliza semantyczna funkcji produk&konomista, 1996, nr 5,

s. 605 — 621.
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punktu widzenia spoteczgwa, wztego jako pewna cafd, wiasciwosci gospodarzy
nie s; zalene scisle od jego wysitkbw i nakladoéw na to skierowanybiatego nie
mamy zjawisk spotecznych gospodarowania w znaczekmmomicznym przy tzw.
dobrach wewetrznych gospodarzy. Musimy je przyjméwa dane niezatee ukiladu
gospodarczego® Jak zobaczymy dalej, zdania te stanpmiemate literalm, negacg
przestanek, z ktérych wychodzi wspétczesna teaatktu ludzkiego.

Z tych powoddéw na pewno nie jest zbytmrzesad przyznawanie teorii kapitatu
ludzkiego Beckera i Schulza przymiotéw nowatorstveayginalngci. Marc Blaug w
swoich prébach zastosowania metodologii |. Lakatdsa historii rozwoju msfi
ekonomicznej, przyznat nawet tej teorii status sdzrenego naukowego programu
badawczego, podkiljac rozleglty zakres jej zastosoiva kreowanych przez ai
mozliwosci badawczych we wszystkich prawie dyscyplinach nekoii*. W tym
kontelscie wspoétczesna teoria wzrostu gospodarczego stajemlen z przykladow
niezliczonych zastosowateorii kapitatu ludzkiego i jeszcze jeden dowdd jeq
eksplanacyja zywotnas¢.

Zanim jednak przejdziemy do prezentacji niektérgspektow tej teorii, istotnych z
naszego punktu widzenia, ma¢cimy nieco uwagi wspomnianej wéreejszej tradycji
ujmowania interesagego nas tu zagadnienia, celem ugruntowania naszych
zasadniczych rozwan. Przygtym zwyczajem jest odwotywanieesprzez wekszacé
piszacych na jakikolwiek temat ekonomiczny do Adama SmitPojdziemy za tym
przyktadem.

Smith zaliczal, na réwni z maszynami, adzeniami, budynkami, itp., takie
przymioty cztowieka, jak zdolrici, wiedz, zdrowie i energi do kapitatu trwatego, na
ktory ,(...) sktaday sie cztery gtdwne pozycje, w tymzgteczne umiejnasci nabyte
przez cztonkow spotecidwa. By naby takie kwalifikacje, cztowiek musi przez czas
ksztatcenia, nauk lub terminowania otrzymywaodki utrzymania, co zawsze jest
rzeczywistym wydatkiem, ktory jest kapitalem trwaljakby zawartym w danym
cztowieku. Te umigjnasci s¢ czscig jego magtku, jednoczénie czscig majtku tego

spoteczgéstwa, do ktérego czlowiek ten nate®> Smith wymienia koszty zdobycia

3 E. Taylor, Wstp do ekonomikiWydawnictwo Pozneskiego Towarzystwa Przyjaciét Nauk, Po#na
2004.

4 Zob. M. BlaugMetodologia ekonomiWydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1995, s.302% 3

® A. Smith,Bogactwo narodéw. Badania nad najtirprzyczynami bogactwa narodg®WN, Warszawa
1954, tom |, s. 345 — 348.
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umiegtnosci wykonywania rénego rodzaju zaf jako jedm z gtdwnych przyczyn
zroznicowania wzgldnych ptac.,Nalezy oczekiwd, ze praca, ktég wykonywé sie
uczy zwréci mu oprocz zwyktej ptacy za zwykbhce takie wszystkie wydatki wyione
na wyksztatcenie wraz ze zwyktymi co najmniej zgskd rownie wielkiego kapitatu”

Z przytoczonych cytatéw d6é jasno wynikaze Smith probowat umiei¢ kapitat ludzki

i kapitat rzeczowy na wspolnej ptaszémie i, co za tym idzie, sugerowade koszty
edukacji i podnoszenia kwalifikacji zawodowych pond seé traktowa& jako
inwestycje w przyszie nuiwosci zarobkowania, czyli analogicznie do inwestycji w
kapitat rzeczowy, co unitiwia poréwnywanie ich efektywrigi. W drugim cytacie
mamy take wskazowk, jak naleatoby przeprowadZarachunek udziatu wynagrodze
pracy i kapitatu ludzkiego w dochodzie.

Jednoczénie, stwierdzi nalezy, ze przedstawione pagly Smitha w kwestii
kapitalu ludzkiego wydaj sic niespljne z jego znanym odréeniem pracy
produkcyjnej i nieprodukcyjnej. Smith bowiepf...) chcgc wyrazé, ze ekonomika
zajmuje st tylko materialnymisrodkami zaspokajania potrzeb, a uzagarazemze
dochdéd indywidualny sktada ¢siz zaspokajania potrzeb tak materialnych, jak i
niematerialnych, (...) nadat dwuznagzmazw ,produkcyjnych”, tj. ,powiekszagcych
wartos¢ przedmiotu” swego, zegiom, pogczonym z gospodarczymi zjawiskami,
stanowgcymi przedmiot ekonomiki. Uznal onewiza produkcyjne tylko zaia,
produkupce materialnesrodki zaspokajania potrzeb, a nieprodukcyjnymi retzw
zajecia, dostarczajce niematerialnyckrodkéw zaspokajania potrzeb. W konsekwenciji
produkcyjne zagcia uta@samit z produkujcymi dobra, mogce stanowi przedmiot
»-akumulacji kapitatu”, gdy te tylko uznat za bogactwo spoteczne. Jako kiyterza
tego rozranienia wprowadzit narzucagy sk tu, scisle zwigzany z materialnaiq dobr
kapitatowych, moment trwafoi wytwarzanych rzeczy, wskutek czego praca
wytwarzajca przedmioty guce z chwi ich wytworzenia, jak ustugi shucej,
sedziego, lekarza, ueznika itp., zaliczona zostala przez niego do ezaj
nieprodukcyjnych, bo nie produkgych bogactwa, zamiast do &) nie
wytwarzajicych débr materialnych, wzginie do zaj¢ pozagospodarczych.”

Zdaniem S. R. Donfskiego, stanowisko Smitha wytyczylo w dalszej histo

rozwoju ekonomii jeden z dwéch gtéwnych nurtéw rezah nad kapitatem ludzkim, w

® Tanve.

" E. Taylor,op. cit, s. 255.
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ktérym wyranie oddziela si tenze kapitat zawarty w cztowieku od samego czlowfeka
Drugi nurt, wywodzacy sk od Wiliama Petty'egy utazsamia pajcie kapitatu
ludzkiego z samym cziowiekiem, widzianym przez pngz jego wartéci
ekonomicznej, czyli zdolrkoi do generowania dochodu. Poza dystynkcjami natury
terminologicznej, oba nurty sugegujrowniez dwa alternatywne podajia do
szacowania wartci kapitatu ludzkiego, odpowiednio: na podstawie datkow
powigkszapcych zasoby kapitalu ludzkiego oraz w oparciu o skdyptowane
przewidywane dochody z pracy. Poa&lasyfikach Domaiski umieszcza J. B. Say’a,
wg ktorego w cztowieku zawarty jest specyficzny zad kapitatu — kapitat
niematerialny (zasadniczoady od kapitatu trwatego ze wzglu na to, # nie mae by
przedmiotem wymiany), ktérego waéto mazna szacowa tylko na podstawie
dozywotniego dochodu, otrzymywanego przezisteiela®. Tym tropem pogtza potem
szkota historyczna, a gtdwnie F. List, ktéry wimée podkréla znaczenie
niematerialnego sktadnika kapitatu narodowego wamsagromadzonej historycznie
wiedzy i umiegtnosci w wytwarzaniu narodowego bogactwa.

Wreszcie na kicu tego przegdu wspomnié nalezy A. Marshalla, ktory,chociaz
(...) zgadzal g ze oszacowania kapitatowe] wasto cztowieka mog by¢ uzyteczne, to
jednak generalnie odrzuca¢ koncepat jako nierealistyczey poniewa ludzkie istoty
nie s; przedmiotem rynkowej wymiarly” Zwracajc uwag na nieistnienie ,rynku
kapitatowego dla pracy” oraz fakig robotnika nie da sioddzielt od wykonywanej
przez niego ,ustugi pracy(,robotnik (...) sam pozostaje swojtasndaciq; ci, ktérzy
ponosz koszty wychowania i wyksztatcenia go, webardzo niewiele z ceny, kioon
otrzyma za swoje ustudi®), Marshall podwza zasadng sugestii Smitha, aby proces
ksztalcenia i szkolenia zawodowego pracownikow toat jako inwestycje,
analogicznie do kreacji kapitatu fizycznego. Cielgawspostrzeeniem Marshallla byto
to, ze przy szkoleniu pracownikédw dokonywanym z inicyeyy pracodawcow, czyli
tzw. nauce ,przy warsztacie” wygtuja takie korzyci, ktérych pracodawcom nigdy nie

8 Jako gléwnego reprezentanta tego nurtu w histoyiili ekonomicznej Domaski uznaje J. S. Milla.
Zob. S. R. Domaski, Kapitat ludzki i wzrost gospodarczWN, Warszawa 1993, s. 33 — 35.

°® Wedlug Domaskiego, reprezentowany negshie m. in. przez tzw. ekonomistéw wulgarnych: J. R
McCullocha i W. N. Seniora, przedstawicieli szkohatematycznej: L. Walrasa i V. Pareto, az&ald. S.
Nicholsona, I. Fishera i J. H. von Thunena. Zomzg, s. 32.

Y Tanve, s. 36 — 38.
1 Tamee, s. 40.

12 A, Marshall,Zasady ekonomikksiega VI, rozdziat 4, §2, cyt. za: M. Blaugeoria ekonomii. Uicie
retrospektywnePWN, Warszawa 2000, s. 426.
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udaje st w peini zawtaszczy Jest to zatem przyktad na istnienie kézy
zewretrznych z akumulacji kapitatu (ludzkiego), co stam@gedm z kluczowych kwesti
we wspotczesnej teorii wzrostu gospodarczego. Zgledm na przygniatagy wptyw

Marshallla na dalszy rozwdéj ekonomii, jegoz teajczsciej obarcza si wina za

usungcie na przeszto pét wieku z obszaru zainteresogkanomii kwestii zwizanych
z kategon kapitatu ludzkiego.

My jednak skionni jesteny widzie¢ przyczyny ostabienia zainteresowania
koncepcy kapitatu ludzkiego w znacznie szerszym historycarkontekcie, zarowno
gospodarczym, jak i teoretycznym. Po pierwsze zatkdwiadczenia wielkiej depresiji
z lat 1928 — 33, a naginie hiperinflacji w wielu rozwinrgtych gospodarkach
przestawity mylenie ekonomistow na poszukiwarredet zawodnéci i niestabilndci
mechanizmu cenowego oraz problematylyklu koniunkturalnego, czyli krotko - i
sredniookresowy horyzont patrzenia na gospogdak tym aspekcie, historia koncepciji
kapitatu ludzkiego przypomina losy teorii wzrostosgodarczedd. Jako drugi powdd,
catkiem niezaleny od pierwszego i czysto metodologicznej naturgzma wskaza
postpujaca formalizacg gtdwnego nurtu ekonomii, opracowug, co naturalne, w
pierwsze] kolejnéci zagadnienia w dotychczasowym rozwoju teorii padewe,
najczsciej dyskutowane oraz te, ktére wegphie tatwo matematycznemu opracowaniu
si¢ poddawaty. Zagadnienie kapitatu ludzkiego z pelwmodo takich nie nalato.
Poza tym musialo wydawa sic niezwykle trudno poddawalne empirycznej
operacjonalizacji, ktéra rowniezaczta odgrywa istotne kryterium tego, czym w
ogole w ekonomii warto sizajmowa"*.

Podsumowujc rozwaania dotyczce historii interesucego nas zagadnienia
maozemy stwierdzt, ze podstawow przestank traktowania hdz to samego cztowieka,
badz tez tylko okrelonych jego przymiotow, jako pewnego rodzaju kapitgest ich
wartasciotworczy charakter. Koncepcja kapitatu ludzkiegawiazuje do tego
rozumienia pajcia ,kapitat’, funkcjonugcego w zachodniej ndlf ekonomicznej, gdzie
definiuje st je jako kategos posiadajca whasciwos¢ swiadczenia ustug. Koncepcja ta
uwypukla zazwyczaj ignorowany przez ekonomistow, faé& zasoby ludzkie wykazayj

oprécz aspektu ikziowego, tradycyjnie ujmowanego kategdnomogenicznej ,pracy”

13 O niewielkim zainteresowaniu ekonomistéw w XIX iepvszej potowie XX wieku czynnikami
diugofalowego wzrostu gospodarczego pisaji we Wstpie.

1 Wielu historykéw myli ekonomicznej okréito obie te tendencje jako zapominanie tradycitaoj
ekonomii A. Smitha.
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lub ,sity roboczej”, take cechy jakéciowe, decydujce w duej mierze o rénicach w
wydajnaci i poziomach wynagrodae

Jednoczénie przymiotnik ,ludzki” podkréla zasadniczo odmienny charakter tej
kategorii kapitatu od kapitatu rzeczowego, polaggjwiasnie na tym,ze jest ornicisle
zwiazany z cztowiekiem, take nie mana go od konkretnego cztowieka oddzeli

Wydaje s¢ jednak,ze duzo bardziej istotnym uzasadnieniem omawianej koncepc
bez ktérego bytaby ona pozbawiona jakiejkolwiek gygznej tréci, jest rozpoznanie
faktu, ze zasoOb kapitalu ludzkiego, ucigony w danym cztowieku czy
spoteczéstwie, nie jest raz na zawsze ofomy przez wyposgnie genetyczne
(wrodzone talenty, zdolgoi, sity witalne, itp.), ale mge by rozwijany i pomnaany
dzieki przeznaczaniu rzadkich zasob&ro@kow pieneznych, czasu, sit fizycznych) na
edukacg, szkolenia zawodowe, ochrprzdrowia, itd., przy czym decyzje dotyce
wykorzystania zasobow na te cele ma& duzym stopniu charakter ekonomicznej
kalkulacji. Poniewa kalkulacja ta dotyczy rezygnacji z b#gej konsumpcji,
bezpdrednio (czas wolny, wydatki konsumpcyjne) lub$ggainio (czas przeznaczany
na prae i uzyskiwanie bieacych dochoddw), na rzecz awszenia przyszitych
dochodow i konsumpciji, wykazuje wiele cech podolingto decyzji o inwestowaniu w
kapitat rzeczowy. Gt zwykto s mowi¢ o inwestowaniu w cztowieka (w kapitat
ludzki) a proces kumulacji efektow tych inwestygkresla¢c mianem akumulacji
kapitatu ludzkiego.

Ten kluczowy aspekt koncepcji kapitatu ludzkiegausmt poczeka na swoje
rozwinigcie do lat 70 — tych ubiegtego stulecia, co stafmwidaniem autora, o dej
oryginalnagci i doniostdci teorii stworzonej przez Beckera i Schulza. $hila przygcie
perspektywy patrzenia na wiele decyzji gospodarsiomowych jak na decyzje
inwestycyjne, zamiast jak (tradycyjnie) na wybolgnkumpcyjne, wyzwolito znaczny
tadunek eksplanacyjny koncepcji kapitatu ludzkiegbastosowanie tradycyjnych
neoklasycznych nagdzi rachunku ekonomicznego i optymalizacji do takabszarow
jak edukacja, szkolenia zawodowe, ochrona zdrowldywna¢ na rynku pracy,
migracje zawodowe, a nawet maistwo, rodzina i planowanie posiadania potomstwa,
rzucito wieleswiatta na te dziedzinyycia cztowieka, ktére datl badz nie interesowaty
ekonomistow w ogolle, dulz tez niewiele ciekawego przy pomocy rozumowania
ekonomicznego dato gio nich powiedzié i dlatego pozostawiano je socjologom.
Wiasnie owo przeniesienie metod rozumowania, stworzbnge potrzeby analizy

procesu akumulacji kapitatu fizycznego, na gruntvaopowstalego obszaru bada
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pozwala widzié teori kapitatu ludzkiego jako skiadaw czes¢ ogolniejszej,

rozszerzonej teorii kapitatu, skladeggo st z dwdch klas: kapitatu fizycznego i
ludzkiego. Zauwamy, ze powszechna akceptacja tej éatlowej koncepcji kapitatu

musiataby poceiga® za soh istotne konsekwencje natury statystycznej, na khazy

zwiagzane z rachunkiem dochodu narodowego. Wiele z piozydatkow traktowanych

zgodnie z tradycypn klasyfikach rachunkowéci spotecznej jako konsumpcyjne,
musiano by teraz klasyfikowajako inwestycje, co automatycznie zWszatoby

wartasci obliczanych stop oszedndici i inwestyciji.

Tym sposobem przeséiny do charakterystyki ostatniego etapu w (niezimgdte))
historii koncepcji kapitatu ludzkiego, tym razem stgpujacej juz w postaci w peini
dojrzatej teorii, a mee nawet catlego kompleksu teorii, twarygch, jak twierdzi M.
Blaug, oddzielny naukowy program badawczy. ,Twardgagaeniem” tego programu
bytaby ,idea, ze ludzie na réne sposoby wydajna siebie pieridze, majc na uwadze
nie tylko swe bigce przyjemnéi, lecz rownié przyszie zyski o charakterze
pienieznym i pozapiergenym. (...) Wszystkie te zjawiska (...) mdnyc traktowane
raczej jako inwestycje hikonsumpcja. (...) Upodabnia je do siebie (...)t,fale
podejmugcy decyz, (...) patrzy w przyszfo, tam wianie szukajc uzasadnienia dla
swych obecnych dziata'®>. W ,pasie ochronnym” natomiast mni@tyby sic
szczegoOtowe teorie — zastosowania owej podstawadeejdo analizy rénorodnych
zjawisk, w obszarach, ktorych przyktady poéaly wyzej.

S. R. Domaski sugeruje z koleize ze wzgtdu na zakres i wagpytan, na ktore
teoretycy kapitatu ludzkiego majszanse i ambicje udziéliodpowiedzi, kategoria
kapitatu ludzkiego mee pretendowa do miana ,czynnika syntetyzigego zjawiska
gospodarcze”. \Afod tych pyta dominup takie, ktore g istotne z punktu widzenia
naszych rozwzen nad wzrostem gospodarczypaiaczego industrializacja okazujeesi
niewystarczajcq strategi rozwojovwy; dlaczego dochdd smie predzej ni dostpne
zasoby ziemi, godzin pracy, zasibdkéw rzeczowych; dlaczego rasptace realne.
Gotowa odpowief] jakg ma pod ekg tradycyjny teoretyk wzrostte wszystko to dzieje
sie dlatego, poniewarosnie produktywné’ i wysepuje posgp techniczny, jest dla nich
[tzn. rzecznikdw koncepcji kapitatu ludzkiego — ypz aut.] niewystarczajca, gdy
zaraz pytay dlaczego?, i co to wiaiwie jest i skd sie bierze posip techniczny(...)

dlaczego kraje stabo rozwite may trudnaici z absorpej nowej techniki i dlaczego

1> M. Blaug,Metodologia..., op. cit, s. 304 — 305.
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powszechnie okazatoeste nie potrafi efektywnie spiytkowa' ogromnych i tatwych
kredytéw finansujcych inwestycje w matiek trwaly (...).” ® Jak nietrudno zauvigg,
jest to zestaw pytapodobny do tego, z jakim kozylismy nasz analiz modelu
Solowa.

Domaiski przytacza stowa Beckera i Schultza z ich gtéeimyrad’, z ktérych
wyraznie wynika,ze impulsem do poggia i rozwijania badanad koncepagj kapitatu
ludzkiego byly dla nich nierozwkane kwestie teorii wzrostu gospodarczego,
sprowadzajce st w duzej mierze do problemu tzw. ,reszty SolowhKapitat ludzki
miatby by tym dodatkowym, pomijanym w dotychczasowych foraoht czynnikiem
wzrostu gospodarczego, wypehagym tajemnicz ,reszt” konkretra empiryczm
trescia. Mozna zatem powiedzie ze tworcy teorii kapitatu ludzkiego zagneli w
swoim czasie dlug u teoretykdw wzrostu gospodamzeg sensie zaczerpggia
inspiracji do podjcia wtasnych bada ktory to diug sptacili nagpnie z nawizka,
oferujac rozwinkte mikroekonomiczne zaplecze dla nowej teorii wiaro§ eoretycy
wzrostu od teorii kapitatu ludzkiego przkjnie tylko sam kategoré nowego czynnika
produkcji, ale réwnig zatazenie o optymalizacyjnych decyzjach racjonalnych
podmiotéw ekonomicznych dokongych akumulacji tego kapitatu. Takie \étae
wzajemne relacje poruzy obiema dziedzinami badawczymi, zdeterminowakyge w
pewnym stopniu ukfad tej pracy.

Kategoria kapitatu ludzkiego funkcjorgp w teorii stworzonej przez Beckera i
Schulza, nawizuje do interpretacji nadanej jej przez A. Smittgodnie z ktéy kapitat
ludzki to ca, co dopiero gromadzigiw ciagu zycia cztowieka i dodaje do cziowieka
jako takiego. Ta definicia z pewfwma lepiej wspotbrzmi z szczegdlnie silnie
wspotczénie eksponowanym inwestycyjnym aspektem koncepaitliu ludzkiego,
anizeli definicja charakterystyczna dla drugiego wyrn@nego przez nas nurtu. Taka
interpretacja sugeruje Zezachowanie w analizach czynnikbw wzrostu gospaisya
tradycyjnej kategorii pracy (sity roboczej), jakoynazajacej ilosciowy aspekt udziatu
zasobow ludzkich w tworzeniu dochodu, w adri@niu od kategorii kapitatu ludzkiego,

reprezentujcej aspekt jakéciowy™. ,(...) zaséb kapitatu ludzkiego B by mniejszy

63, R. Domaski, op. cit, s. 14.
Y Tanve, s. 14 — 15.
'8 problem ,reszty Solowa” scharakteryzowany zostalukcie 2.4 pracy.

19 7 takim wianie sposobem efia kapitatu ludzkiego mamgxplicite do czynienia w rozszerzonym
neoklasycznym modelu wzrostu gospodarczego, omgwiam rozdziale széstym.
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lub wiekszy niezalmie, albo w déym stopniu niezaleie, od potencjatu
demograficznego spoteceimtwa [a wiec rowniez zasobu sity roboczej — przyp. aut.]
Kapitat ludzki nie zmienia sizatem doktadnie tak, jak liczba ludooi nie mana
powiedzié, by byt z gory dany przez genetyczne cechy pgpulktdra jest od
urodzenia mniej lub bardziej utalentowana czy z@roleyc tym tropem, mima sobie
wyobrazé — cha’by to mialo brzmié paradoksalnie — kraj liczebnie staby, ktory
posiada patzny zasob kapitatu ludzkiego i kraj wielomilionowktorego zasoby
kapitatu ludzkiegogniewielkie¢ >,

W przeciwigéstwie do tego utcsamianie desygnatu pgja kapitatu ludzkiego z
samym cztowiekiem, zdajeesprowadz¢ logicznie do uczynienia szeroko rozumianego
kapitatu jedynym czynnikiem produkcji, czyli dominacji z listy czynnikow kategorii
pracy™.

Nie jest naszym zamiarem omawianie ani historyganezwoju teorii kapitatu
ludzkiego, ani poszczegélnych jej zastosowa réznych obszarach ekonomii i
rezultatdbw uzyskanych w analizachzmérodnych zjawisk. Zajmiemy giedynie tymi
kwestiami, ktore gistotne z punktu widzenia zastosaweoncepcji kapitatu ludzkiego

w badaniach nad wzrostem gospodarczym.

5.2. Akumulacja kapitatu ludzkiego na poziomie mikioekonomicznym

Z istoty koncepcji kapitatu ludzkiego wynikae w podstawowym wymiarze problem
akumulacji tego kapitatu przypomina problem akurjil&kapitatu rzeczowego i
sprowadza si do decyzji pojedynczych podmiotéw gospodarczychiemygnacji z
biezacych paytkdw na rzecz zwkszenia paytkdw w przyszitgci, przy czym wybory
te podejmowaneasw oparciu o tradycyjnie pojmowany rachunek efekiggei.
Zagadnienie akumulacji kapitatu ludzkiego w skalikro w ugciu modelowym
odwzorowane jest przez zadanie maksymalizacji prazedywidualny podmiot
decyzyjny, dokonujcy ,inwestycji w siebie”, okrédonego funkcjonatu celu,

wyrazajacego preferencje podmiotu co do rozktaduypkdw w czasie. W najprostszym

'3, R. Domaski, op. cit, s. 17.

2l Ekonomistami stosagymi dawniej tego typu podajie kierowaly gtéwnie wzgdy natury
perswazyjno - ideologicznej. Szacownie ekonomicamejtaici cztonkéw spoleczestwa stuyto czsto
demonstrowaniu pegi narodu i @wiadamianiu ogromu rzeczywistych kosztéw prowadaewbjen,
poprzez dodawanie do bezpednich strat materialnych réwaiekonomicznej wartei strat w ludziach.
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ujeciu, rok funkcjonatu celu odgrywa maze suma zdyskontowanych dochodow,
otrzymywanych w catym okresie aktywdmd zawodowej dziki pracy zarobkowej z
udziatem zakumulowanego w danej osobie kapitalzKigdjo. Formalna postaego

typu funkcjonatu celu jest nagiujaca:

;
PVY=[Y & d, (5.1)
0

gdzie Y. oznacza rzeczywiste dochody otrzymywane w okresje jest stad stom
dyskonta, zaT - gérm grania okresu zarobkowania.

W modelu Haley'# jedynym kosztem tworzenia kapitatu ludzkiego ¢rjeczeénie
miara wielkosci ,inwestycji w siebie” |,) sa stracone zarobki, ktore osoba mogtaby
otrzyma, gdyby nie dokonywata ,inwestycji w siebie”, lecaty ucieldniony w nigj
zasOb kapitatu ludzkiego przeznaczyta na dziakglnparobkowy. Jereli przez Y,
oznaczymy 4¢czne maliwe do uzyskania w okresiedochody (tzw. oglkn zdolng¢
zarobkowania), to memy napisé&

I, =Y, - Y. (5.2)
Wprowadzajc parametr a, J[0,1], ktory informuje, jaka wzgkna czs¢ ogolnej
zdolnaici zarobkowania w okresike zostaje utracona w zw#ku z inwestowaniem w
kapitat ludzki i mae by nazwany stoptych inwestycji, mamy:

|, =aY,, (5.3)
zas uwzgkdniajc (5.2), take:

Yi=(1-a)Y. (5.4)
Aby powiazat wysoka¢ zarobkow z przesztymi sumami §pdecanymi na rozwoj i
podnoszenie zdoldoi zarobkowania, Haley wprowadza do modelu kategosisobu
kapitatu ludzkiego, H,, ucielgnionego w danej jednostce, od ktorego wigtko
uzaleznia jej zdolng¢ zarobkovd:

Y, =rH,, (5.5)

gdzier symbolizuje stat w czasie stawkrenty, jak w jednostce czasu me przyniéé

~wiascicielowi” jednostka kapitatu ludzkiego z tytutuj jerynajecia na rynku pracy.
Otwarty pozostaje kwestia, czy nie nzddoby raczej zalpy¢ statlego wzrostu stawki

22 \W. J. HaleyHuman Capital. The Choice Between Investments acohie The American Economic
Review, 1973, vol. 63, no. 5, December, s. 9294 94
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renty w czasie z tytutu sekularnego wzrostu gospz#go. Zataona stopa wzrostu
renty g odzwierciedlataby wéwczas; tcze§¢ wzrostu zarobkéw jednostki, ktora nie
wynika bezpérednio z ponoszonych przezannakiadow na formowanie kapitatu
ludzkiego, lecz jest przejawem ogolnego wzrostuc pva gospodarce na skutek
autonomicznego pagiu techniczno — organizacyjnégo Dopuszczamy tutaj tak
mozliwo$¢?*. Zamiast réwnania (5.5) przyjmujemy zatem:

Y = e H. (5.6)
Podstawiajc (5.6) do (5.3), otrzymujemy:

|, =arge®H, =re"H, (5.7)
gdzie H. = a.H,. W interpretacji Haleya jednostka dzieli wzkgm okresie dogpny
jej zasOb kapitatu ludzkiego pogdzy dalsz jego akumulag oraz dziatalné¢

zarobkow. H: oznacza zatemetczesé zasobu, ktéra stanowi naktad w procesie
produkcji kolejnych jednostek kapitatu ludzkiegao&es ten odbywa @izgodnie z
zatazom funkcja produkciji:

f(Ho) = B(HY", (5.8)
w ktorej parametrS charakteryzuje indywiduadnzdolng¢ do wytwarzania nowych
jednostek kapitatu ludzkiego, £a[1(0,1) oznacza elastycz®d produkcji kapitatu
ludzkiego wzgtdem nakladu tego kapitatu, uczestpmzgo w procesie jego
pomnaania.

Zmiare zasobu kapitatu ludzkiego w okresiepisuje réwnanie:

dHtt = f(H.)-JH,, (5.9)

gdzie o jest wspotczynnikiem deprecjacji kapitatu ludzloeg

Przestank takiej specyfikacji modelu jest podstawowe dlariid@apitatu ludzkiego

zalazenie, ze r&nice w wysokéci zarobkdéw wynikaj z r&znic w poziomie wiedzy,

3 Takie rozwizanie znajdujemy w modelu akumulaciji kapitatu llidglo S. Rosena, zob. S. Rosén,
Theory of Life EarningsJournal of Political Economy, 1976, vol. 84, 5.-467.

Rozstrzygnicia zasadnii zatazenia o sekularnym wzfoie ptac wynikagcym z autonomicznego
postpu technicznego mma dokon& wytacznie na poziomie makroekonomicznym. Dwa odmienne
stanowiska w tej kwestii reprezenfumodele wzrostu gospodarczego, analizowane w datszéci
pracy, tzn. model Lucasa (punkt 5.3) oraz rozszeram akumulagj kapitatu ludzkiego neoklasyczny
model wzrostu (rozdziat szésty).

* Tym bardziej, ze zalgenie to, jak si przekonamy, nie ma wplywu na jaliowy charakter
rozwiazania.
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umiejtnosci, kwalifikacji, nabytych drog ,inwestowania w siebié®. Na pierwszy rzut
oka wydawa si¢ maze, ze, poniewa model opisuje sytuagjdecyzyjm pojedynczego
podmiotu, to nie ma wkszego znaczenia fakt; zaleznos¢ pomidzy nakladami na
tworzenie kapitatu ludzkiego a uzyskiwanymi efekitam postaci zwtkszonych
dochodow hdzie s& rézni¢ w kazdym indywidualnym przypadku, na przyktad na
skutek mniejszych lub wkszych wrodzonych zdoldoi, talentéw, itp. Jéi jednak
model ma odzwierciedéarzeczywiste motywacje i decyzje gospodacyh swoim
czasem i dobrami podmiotéw, to powinnyckgne w stanie takzaleznos¢ szacowa, a
nie jest to meliwe inaczej, jak na podstawie obserwacji innychsmgmdarujcych
jednostek, bo przeciadzisiejsze ,inwestycje w siebie’ella przynost efekty dopiero w
przyszigci. Jéli w modelu ogniwo pérednie medzy nakladami a efektami
(dochodami) ma stanowitworzony i wykorzystywany naginie w dziatalnéci
zarobkowej zaséb kapitatu ludzkiego, to problem g¢prowadza sialbo do rénic w
wartasciach parametrow @olz ewentualnie rownie samej postaci analityczne))
indywidualnych funkcji produkcji kapitatu ludzkiegalbo alternatywnie — do zdic w
wysokasci renty, jalkk w rozwaanej jednostce czasu te przyniéé wiascicielowi
jednostka kapitatu ludzkiego z tytutu wyneia jej na rynku pracy.

Ponadto, jako niefortunny naleocené przedstawiony przez Haley'a opis sytuaciji
decyzyjnej podmiotu, w tym punkcie, w ktorym méwi o podziale samego zasobu
kapitatu ludzkiego pomdzy alternatywne zastosowania. \Aavoscia odr&niajaca
kapitat ludzki od innych rodzajow kapitatu (rzecagw, finansowego) jest wiiaie to,
ze nie mae by on porcjowany przez jego wiaciela i w ten sposob rozdzielany
migdzy r&zne zastosowania, lecz zawsze towarzyszy wscakwojemu nosicielowi w
kazdej jego dziatalngci. Dany podmiot mge zatem angawa’ swoj kapitat ludzki w
rézne zastosowania, dokonajjego podziatu nie w sensie fizycznym, lecz czasow

pomicdzy poszczegélne typy aktywsm?’. Zgodnie z tym ujciem, a, we wzorze (5.7)

mozna interpretowé jako utamek czasu, jaki rozwena osoba przeznacza w okresie

na inwestycje w siebie.

% Ewentualnie réwnie zdrowia czy ogélnej kondycji psycho - fizycznehot istniejice w literaturze
modele ograniczajsie zwykle do akumulacji kapitatu edukacyjnego.

% Wtedy zaktadamyze jednostki kapitatu ludzkiego uciétdone w rénych podmiotach odznacaagic
rézna zdolndcia do generowania dochodow.

" Taka interpretacj przedstawit Y. Ben — Porath. Zob. Y. Ben — Pordthe Production of Human
Capital and the Life Cycle of Earning¥ournal of Political Economy, 75, 1967, s. 35365.
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Zgodnie z réwnaniem (5.9), na dynamikapitatu ludzkiego oprécz procesu jego
pomnaania sktada si rowniez proces jego deprecjacji, odbywey sk u Haley'a
wedtug stalej stopy. Proces deprecjacji kapitatu ludzkiego zeadzwierciedla dwa
Zjawiska — po pierwsze, starzenie sasobu kapitatu ludzkiego zaziane nieuchronnie
ze starzeniem sisamego cztowieka (zapominanie uprzednio nabyteglzy, ostabienie
zdolnaici do przyswajania nowej, itp.), ktére aeany nazwé deprecjagj fizyczm tego
kapitatu, po drugie - deprecjacmoralra, polegagca na czsciowym starzeniu si
wiedzy i umiegtnosci zdobytych w przeszoi, zwiazanym z dokonuagcym Sk wciaz
postpem naukowo — technicznym.

W tak skonstruowanym modelu optymalizacyjnym jextka staje przed wyborem,
do jakiego stopnia w kalym momencie swojeggycia (ascislej — okresu aktywriei
zawodowej) angawat si¢ W biezaca dziatalng¢ zarobkows, do jakiego z&— w dalsze
pomnaanie swojej wiedzy i umigjnosci, w celu powgkszenia dochodow
uzyskiwanych w przyszkei, lecz kosztem dochodéw hkigeych. Zagadnienie

sprowadza si zatem do ustalenia optymalnych wadowspotczynnikaa, w kazdym

okresie.
Formalnie problem ten rozwiemy postuguic sk metodami dynamicznej
optymalizacji, w szczegolsoi korzystajc z zasady maksimum Pontriagihia

Odpowiednie zadanie optymalizacyjne ma posi@stpujaca:

T N H
j ro(H, —Hue ?tdt - max, (5.10)
0
przy warunkach:
dH ~
d'[t = 'B(Ht)b —0H,,
H, >0, (5.11)
O<H:<H,

gdzie p pod catlh w funkcji celu oznacza steulyskonta netto, czyli steplyskontovwy
pomniejszon 0 stog sekularnego wzrostu ptaco=pu-g. Dla zapewnienia
zbieznosci tej catki musimy zatay¢ p > 0.

W zadaniu tymH, petni rok zmiennej stanu. Relzmiennej steragej przypisujemy

zmiennejH:.

8 Haley nie prezentuje w swoim artykule sposobu igzania modelu. Podane rozwanie problemu
Haley uzasadnia w sposob heurystyczny.
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Hamiltonian w tym problemie ma poéta
V =1 (H -H)e” +¢, (B(R)° -aH,).
Optymalnie ustalona w rozwdaniu problemu warté zmiennej pomocniczej
Lagrange’ay, w chwili t mierzy cer dualry dla zwhzanej z i zmiennej stant, 29,
Aby uprasci¢ procedug rozwiazywania zadania, w ktorym w funkcji celu wgstije

czynnik dyskontujcy, ma@na postay¢ sig tzw. hamiltonianem warfei biezacej V..,
spetniajcym zalgnosé: V., =Ve*. Zatem:
Ve = t(H, - F)+m (B(F)" -6H,),

gdzie m =¢, €. Ze wzgkdu na warunekH - H, <0, formutujemy odpowiedai
funkcje Lagrange’a:

L=V +A(H - Hy),
w ktorej A jest mnanikiem Lagrange’a. Funkcja Lagrange’a wadobiezacej ma
posta& nastpujaca:

Le =V +n(H, - H),

gdzie n, = A €. Rozwihzanie zadania spetnia paszy uktad zalenosci:

0 ~ ~ 0

m:ct [, +mbB(H.)"* - n]<0, H 20, ta: =0, (5.12)
%y, -H.20, n>0, n2==g (5.13)
on on

ddl_tl _Lr;_'g(H )P - (5.14)
‘jjrt“ Z;C +pm=—p —n+ M3+ p), (5.15)
m.e” =0.% (5.16)

J&li zatozymy, ze H, > H., wtedy na mocy (5.13)) = 0. Réwnanie (5.15) upraszcza

Sie do:

29 Doktadry, ekonomicza interpretagj tej zmiennej podamy w dalszeje$zi tego punktu.

% Tres¢ ekonomiczna tzw. warunku tranwersaicio(5.16) stanie sijasna, gdy podamy interpretac;
zmiennejm .
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d—rtnz —r, +m(3+ p). (5.17)

Uwzgledniajpc m; =0, rozwiazanie rownania (5.17) ma poé&ta

m = _JrTop do+P)E-T) +5rTop = ;TOp(l- é‘“ﬁ')(”)) _ (5.18)
Jednoczénie zaktadajc H: >0, z (5.12) otrzymujemy:

r, =mbB(H:)"™. (5.19)

Nietrudno zrozumi& ekonomiczny sens reguty optymalizacji zawartej dwmaniu
(5.19). Zgodnie ze standardowym neoklasycznym nakiem efektywnéci, jednostka
dokonupca w kadej chwili wyboru optymalnej wielkiei naktadu kapitatu ludzkiego w
procesie ,produkcji” tego kapitatu, poréwnuje kcawy koszt tego naktadu (mierzony
wartascia dochodu utraconego w wyniku odgniecia go od bigace] dziatalndci
zarobkowej) z wartaia efektu dochodowego, jaki przyniesie kcawa jednostka
naktadu uyta w procesie ,produkcji” kapitatu ludzkiejo Z lewej strony réwnania
(5.19) mamy bowiem statw czasie stawk renty r,, stanowacej kraacowy koszt
alternatywny (koszt utraconych kokry) zastosowania kapitatu ludzkiego w procesie
produkcji kapitatu ludzkiego, z prawejakrancowa produktywnd¢ naktadu kapitatu
ludzkiego wywanego w produkcji kapitatu ludzkiego (pochodnankitji (5.8)
wzgledem ﬁt), przemnaom przez warté¢ biezaca (tzn. obliczom na moment) ceny
dualnej jednostki kapitatu ludzkiego w chwili Z (5.18) wynika,ze wart@¢ biezaca

ceny dualnej jednostki kapitatu ludzkiegayy, jest niczym innym, jak suin

zdyskontowanych na momerit dochodéw, jakie do kaa okresu zarobkowania

31 Rewers przedstawionego rozumowania, stanowi romani® Ben—Poratha, prowagz bezpérednio
do formuly okrélajacej wielkas¢ produkcji kapitatu ludzkiego w kdym momencie okresu
optymalizacji, z ktérej mina nasipnie uzyska (przez zastosowanie funkcji odwrotnej do funkgciji

produkgiji) formut na éciezke zmian naktadow kapitatu ludzkiego w produkcji tegcapitatu, Ht.
Zgodnie z tym podégiem, optymalna wielk& produkcji kapitatu ludzkiego to taka wielid przy
ktorej koszt kracowy tej produkcji (mierzony straconymi zarobkamiwyniku zaangaowania kapitatu
ludzkiego w produkej krancowej jednostki kapitatu ludzkiego, zamiast w Zhim dzialalng¢
zarobkow) zréwnuje st z wartdcia wyprodukowanej knacowej jednostki kapitatu ludzkiego
(odpowiadajca sumie zdyskontowanych dochodoéw, jakiedhie mana dzeki niej uzyskad w
przysztaci).

Oba blzniacze podégia, ktére okrdi¢ mazna, odpowiednio, jako rachunek efektywoionaktaddw
oraz rachunek optacalém produkcji, powinny prowadzido tych samych rezultatéw, a odmieého
wynikow uzyskanych przez Ben—Poratha bierzestid, ze nie uwzgidnia on stopy deprecjacji, zaklada
innag (bardziej rozbudowan) funkcje produkcji kapitatu ludzkiego (w ktérej oprocz na#th czasu
zaangaowania kapitatu ludzkiego wygiuja réwniez naktady rzeczowe) oraz wydia horyzont
optymalizacji do oczekiwanego keazycia jednostki. Zob. Y. Ben—Poraiby. cit.
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pozwoli uzyska nowo wytworzona (w momenci® jednostka kapitatu ludzkiego (z
uwzgkdnieniem deprecjacji tego kapitatu w czasie). Zaahbowiem:

T

J'roe—(6+p)(i—t) — 'y (1_e(5+p)(t—T))_
o+p

i=t

Podstawiajc (5.18) do (5.19), m@my wyznaczy optymalr sciezke H::

1 1
— 5+p (BB Y oo\
H: = !bﬁ(l_ e(5+p)(tT)):l - (5+,0 (1 e ) . (5.20)

Zauwamy jednak,ze $ciezke zmian A w (5.20) uzyskalimy przy zat@eniu, ze:
H, >H,. Jali poczatkowy zasob kapitatu ludzkiegdH (0) =H, jest niszy od
poziomu ﬁ;, wyznaczonego z (5.20) dia= 0, to ze wzgidu na warunek (5.13)
musimy przypé: H, =H., zaréwno dlat = 0, jak i w pewnym (prawostronnym)
otoczeniu punktu poaikowego (z uwagi na agtos¢ obu funkcji:H, i ﬁ:). Wdbwczas
dla tD(O;r), gdzie O<7r<T, zmienna H: nie ksztaltuje si zgodnie z (5.20) i
musimy znale¢ jej trajektorg, zaktadajc, ze H, = He. Podstawiajc He w miejsce
H,w (5.14), mamy:

dHe 0l _ o v o
G =g = AH) - dH.. (5.21)

Dzielac obustronnie (5.21) przelﬁt)b, a nasipnie korzystagic z podstawienia:

x = (H)"™*, dostajemy:
d
d—’: = —(1-b)dx + (1- b)B.

Rozwigzanie tego réwnania ma po&ta

><[ =(><o —gj g4l

Powracajc do He, otrzymujemysciezke zmian tej zmiennej dIaD(O;r) :

Ar =H = H(ﬁo)“’ —gjeﬂ-w +£T‘b. (5.22)

o

Moment 7 mozemy wyznaczy, przyrownugc prawe strony (5.20) i (5.22), w ktérych

zat wstawiamyr .
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Znajac sciezke ﬁ:, mazemy teraz okrdi¢ zachowani¢d, na przedziale(r,T>.
Rozwiazujac rownanie (5.14) z warunkiem pagzowym H' =H" (r) (ze wzgédu na

ciagtos¢ sciezki H,), otrzymujemy:

H =gt ( H" (1) + ﬂj(ﬁ(@))b 1) d9j . (5.23)

Poniewa zaleey nam gtownie na jakkgiowej ocenie rozwizania zadania,
przyjmujemy za Haleyem waié wspotczynnikab elastycznéci produkcji kapitatu
ludzkiego wzgtdem naktadu tego kapitalu na poziomie 0,5, co znacznie upro

procedu¢ wyznaczeniasciezki H, . Podstawiajc (5.20) do (5.23), przyp = 0,5,

dostajemy:

H = g o(t7) ( H™ (1) +%{ 5? jj;(]__ &5+AL 61 ) &(e-1) CE’],

o+p
czyli:
H =H" ()et™ +
+E(ﬁ_2J{E(eé(t-f) _1) __ 1 g (EoT-ar ( &2s+o)t _ ézmp),)j ) (5.24)
2lo+p)Lo 20+ p
Znapc sciezki H, i H. tatwo znalé¢ trajektorie wszystkich pozostatych

zmiennych wysipujacych w modelu, w szczegélém stopy inwestycji w kapitat ludzki

(réwnej ilorazowi H: przez H,) oraz dochodow otrzymywanych z pracy zarobkowej
(réwnej iloczynowi rénicy H, -H: i stawki renty r,e?). Przyktadowe trajektorie

zmiennych H, (zasob kapitatu ludzkiego) H: (inwestycje w kapitat ludzki) oraz,

(stopa inwestycji) prezentujemy na rysunkach 5822 W przeprowadzonej przez

autora analizie symulacyjnej zatmo nastpujace wartdci parametrow: p =0,02,

T =65, f=15,b=0,5, 6=0,03, H, =100C.

32 Wykresy te wykonano na podstawie symulacji przepzonych przy zyciu arkusza kalkulacyjnego
Microsoft Excel. Momentr wyznaczono korzystag z aplikacji Solver.
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Rysunek 5.1
Optymalna akumulacja kapitatu ludzkiego

50000+

40000+

30000+

20000+

10000

—— inwestycje —— zas0b kapitatu ludzkiego

zrédto: obliczenia wiasne w oparciu o symulacje preevadzone przyayciu arkusza

kalkulacyjnego Microsoft Excel

Rysunek 5.2
Optymalna stopa inwestycji w kapitat ludzki

1,24

0,84

0,64

0,41

stopa inwestycji

0,24

zrédto: obliczenia wiasne w oparciu o symulacje preevadzone przyayciu arkusza

kalkulacyjnego Microsoft Excel

Przedstawimy pokrotce najw@Eiejsze wilasn€ci otrzymanego rozweania,
zZilustrowanego na rysunkach 5.1 5.2.
1. Przez pewien pogtkowy okres jednostka przeznacza dpee zasoby kapitatu
ludzkiego wyhcznie na dalsgjego akumulag. Na tym etapie ujawniagbgraniczenie
zasobowe polegaje na tym,ze caly zakumulowany zaséb kapitatu ludzkiego nie
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wystarcza do osgniccia takiej jego wielkéci produkcji, jaka wynika z rachunku
optymalizacyjnegd.

Ten okres wylcznej specjalizacji w powkszaniu zasobow kapitatu ludzkiego
interpretuje si zwykle jako przypadagy na lata formalnej nauki szkolnej. Zaunay
jednak,ze w takiej sytuacji powinno siraczej obserwowagwattowny spadek (a zatem
nieciagtos¢) stopy inwestycjia, w punkcier , zamiast cigtego przejcia z poziomu 1
do fazy spadkowej, uzyskanego w modelu. Jak argtujeerialley, takie aprioryczne
utozsamienie momentu waia jednostki na rynek pracy z momentem za@kenia jej
formalnej edukacji wydaje i w ogoélnym przypadku, zateniem nadmiernie
upraszczaicym obraz faktycznych wyboréw dokonywanych przez dmimty.
»Jednostka, ktora nie uznaje dalszej specjalizacjtachowanie optymalrev swietle
kryterium maksymalizacji zdyskontowanej sumy jefoegciowych zarobkow — przyp.
aut.], nawet jgli uczeszcza jeszcze do szkoty, poszukuje takiej pramg jdst w stanie
pogodzé jej aktywndé inwestycyjn [we wilasne zasoby kapitatu ludzkiego — przyp.
aut.] z zarabianiem pieadzy. Pytanie, ktére gipojawia dotyczy tego, w jakiej sytuacji
jednostki lgdg skraca okres specjalizacji, zgtasz@ swoje uczestnictwo w sile
roboczej (tum. aut.j*.

Mozna pokazé&™, ze diugdé okresu wydcznej akumulacji kapitatu ludzkiego

zalezy negatywnie od poatkowego zasobu kapitatu ludzkiedd,, stopy dyskontau

oraz stopy deprecjacjp, za& pozytywnie od stopy sekularnego wzrostu piporaz

parametru S, charakteryzucego indywiduala zdolng¢ do produkcji kapitatu

ludzkiego. Pamgitajac o formalnej przyczynie, dla ktérej w modelu pojavsk faza

3 Czyli takiej, jaka wynikataby z rozwiania zadania maksymalizacji sumy cgktiowych
zdyskontowanych dochodéw do dyspozycji bez waruwtnaniczajgcego H, = Hi.

% W. Haley,op. cit, s. 942. Odnosz sk natomiast do wczaiejszych badaJohnsona (zob. T. Johnson,
Returns from Investment In Human Capitdimerican Economic Review, September 1970, vo]. 60
546 — 560) Haley stwierdzalJohnson bezadnego teoretycznego powodu zakiadat nipos¢ sciezki

a, w chwili 7. Zatlazenie to stanowito po prostu rezultat b&dempirycznych, sprawigg, ze jego model
lepiej pasowat do danych,zmv przypadku cigtej sciezki a; (...). Ten empiryczny test peoby’ jednak
iluzjg, wynikajcq z faktu,ze wycie momentu zakozenia formalnej edukacji szkolnej jako jest
niewtasciwe. Prawdopodobnie momemt wysepuje w cykluzyciowym jednostek zasadniczo worej
niz moment zakiczenia ich formalnej edukacji izycie tego ostatniego zamiast prawdziwego
odpowiada za nieggtos¢ [uzyskiwanejiciezki a, - przyp. ttum.]” (ttum. aut.). Zob. W. Halepp. cit, s.
939.

% Formalnie, poprzez policzenie pochodnychstizowych wyraenia nar wzglkdem poszczegéinych
parametréw i ustalenie ich znaku. Poniewde wyprowadziémy analitycznej formuty okidajacej
momentr7 , poprzestajemy na wnioskowaniu bardziej intuicymy
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specjalizacji, nietrudno wywnioskowaze im wigkszy jest pocatkowy zasob kapitatu
ludzkiego HO36, tym szybciej przestaje dzigtagraniczenie zasobowe i jednostkazmo
.nwestowa& w siebie” zgodnie z regatoptymalizacji daa przez réwnanie (5.19).
Wyzsze p=pu—-g (lub wyzsze &) oznacza misza wartags¢ biezaca ceny dualnej

kapitatu ludzkiego,m, w kazdej chwili t, a przez to — asze optymalne wielkoi

nakladéw kapitatu ludzkiego w produkcji tegdapitatu, Hi, kazdej chwili t3. W
konsekwencji, wyznaczone zgodnie z regoptymalizacji (5.19) wielkéci naktaddow
H. s dla ,nwestupcego w siebie” podmiotu wcgeiej oshgalne, co oznacza
skrécenie okresu specjalizacji. Pozytywny wphfivna 7 nie jest tak oczywisty, jak

wplyw pozostatych parametrow, ze wedl na fakt, z wzrost  wywoluje

jednoczénie podniesienie w gérsciezek A (danej przez (5.20)) H, (zgodnie z
(5.22)). Wyniki licznych symulacji przeprowadzonygbrzez autora dla #hych
zestawOw parametrow wskazaly jednak jednoznaczrae pozytywn zaleznosé
miedzyf i 7.

Z przedstawionych zatacici wynika, ze najdiiszymi okresami specjalizacji w
pomnaaniu wiasnego kapitatu ludzkiego powinny cechéw& osoby bardzo zdolne
(wysokie S i niskie J), urodzone w rodzinach ubogich i niewyksztatconyotskie
H,) oraz Kkierujce s¢ w swoich wyborach ekonomicznych perspektyw
diugookresow i skionne do bigacych pawiecen na rzecz przysztych pomiaanych
efektéw (niskiep )*®,

2. Od momentu rozpoeeia pracy zarobkowej jednostka dzieli dgsty zasob kapitatu

ludzkiego (naktad czasu) pogdizy & dziatalng¢ a proces dalszej akumulacji kapitatu

% Przy ustalonych warfsiach pozostatych parametréw, a zatem przy déciejce ﬁ:, ktora — jak
wynika z (5.20) — nie zaky od H,, .

37 Spadek wartéi m wymusza wysz, wartasé ﬁ:, dla zachowania réwsoi pomidzy kraicowym
efektem dochodowym inwestycji w kapitat ludzki aakcowym kosztem tych inwestycji, wyranym
przez stat stawlg renty r,— zgodnie z réwnaniem (5.19).

% Zauwamy jeszczeze w modelu nie uwzgtinia si rzeczywistych prywatnych kosztéw tworzenia
kapitatu ludzkiego (w postaci wydatkdw nadgii i inne pomoce naukowe oraz optat za rguko z
pewndcia nie pozostaje bez wplywu na uzyskane wnioski. Btmaw modelu zaktada siimplicite
mozliwos¢ dowolnego rozigenia w czasie przez jednostlej funduszu catgyciowych dochodow, tak,
ze jedynym kryterium optymalizacji jest zsumowanartas& tych dochodéw policzona na dowolny
moment w czasie. Innymi stowy, przyjmuje gerows wartas¢ kosztéw transakcyjnych zwdanych np. z
pozyczaniem pienidzy, ktére w praktyce magby¢ nawet nieskaczenie due (uzyskanie kredytu przez
jednostk w okresie bezzarodkowym @ okaza si¢ wrecz niemaliwe).
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ludzkiego. W miag uplywu czasu malej czsci zasobu kapitatu ludzkiego
przeznaczane na akumukgdj ze wzgbdu na malejce kraicowe efekty tych
inwestycji, wynikajce z kolei ze skracaniagstzasu, w ktérym dane inwestycjeda
przynosé¢ dochody. Jeszcze przez jaldzas zaséb kapitatu ludzkiego wicirosnie,
nawet pomimo spadku naktadéw na jego tworzeniegd@ momentu, kiedy (rogna)
masa deprecjacji zniweluje efekt przyrostu zasobtytatu (coraz mniejszej) jego
produkciji.
3. Nietrudno ustalf®, ze cz$¢ zasobu kapitatu ludzkiego, przeznaczana do prgdukc
kolejnych jednostek tego kapitatu (a tym samym r@wmozmiary tej produkciji) w
okresie zarobkowym jest tym wigza, im wysza wartaé¢ przyjmuje wspotczynnikss
oraz im dhiszy jest horyzont optymalizacji, natomiast maleg wzrostem stopy
dyskonta netto i stopy deprecjacji. Optymakcéezka inwestycji w kapitat ludzki nie
zalezy natomiast od jego poziomu wgjowego.

Szczegollnie prostwersg rozwigzania problemu optymalizacyjnego otrzymujemy
w przypadku liniowej funkcji produkcji kapitatu la#liego (czyli o jednostkowej
wartasci wskanika elastyczngci b w formule (5.8)). Odpowiednie zadanie sterowania

optymalnego ma wtedy napujaca posta*:

T a
[ro@-a)He?dt - max, (5.25)
0
przy warunkach:
dH
d L= (ﬂat _5)Ht’ (5.26)
t
"o>0, 5.27
¢,0(0.1), (.27)

gdzie jako zmiennej stergej wywamy tym razem stopy inwestyaji, *%.

%9 Na podstawie (5.20) tatwo sprawélzie dHe o,

40 Mozna policzy odpowiednie pochodne gstkowe wyraenia (5.20) neﬁ: i oszacowa ich znaki.

“! Haley nie rozpatruje tej wersji problemu. Sfornwémie zadania i wskazanie analogii ze sposobem
ujecia akumulacji kapitatu ludzkiego w modelu Lucasst jpomystem autora.

2 Oczywicie, problem mena rozwiza: postugujc sk, jak poprzednio, zmiemn Hi jako zmienn
sterupca. Uzasadnieniem wyboru stopy inwestyejj jest maliwos¢ przeprowadzenia bez@redniej

analogii pomgdzy analizowaa teraz wersj modelu a charakterystykprocesu akumulacji kapitatu
ludzkiego w makroekonomicznym modelu wzrostu gospczego Lucasa, analizowanym w punktach
5.3-5.5.
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Postugujc sk hamiltonianem wartei biezace;j:
Ve = ro(l_at)Ht + mt(ﬂat _5)Ht'
ktory jest liniowy funkcja zmiennej sterucej a, , oraz korzystap z faktu,ze:

oV,
oq

t

= (-1, +mpB)H,, (5.28)

otrzymujemy nagpujacy uktad warunkéw wyznaczajych rozwizanie zadanf&:

m >% o at* =1,
r (5.29)
m <-2 = at* =0,
B
dH, _aV,
dtt :a_nC] =(fa, - 9)H,, (5.30)
dm_ 9V,
=St A= p(-a)-m(Ba -5~ p), (5.31)
t
H, >0, (5.32)
me” =0 - m=0% (5.33)

gdzie @, oznacza optymairwartcs¢ stopy inwestycjia, w momencie.
. r . . . . .
Poniewa: m; :O<72, to a;, =0. Z uwagi na cigtos¢ zmiennej dualnejm,

wnioskujemy, ¥ m <% dla pewnego przedzia+UD(r;T>. Podstawiajc a, =0 do

(5.31), dostajemy:
dm
—=-T,+m(d0+p).
dt o tm(d+p)
Rozwiazujac to rownanie z warunkiem koowym m(T) =0, otrzymujemy:

'y é6+p)(t—T) + Iy

m——5+p o+p’

“3W przypadku, gdy hamiltonian jest liniaviunkcja zmiennej steragcej , ktérej wartéci ograniczones

do pewnego zamketiego przedziatu liczbowego, otrzymuje sozwiazanie typubang — bangZ (5.28)

wynika, ze hamiltonian jest maksymalizowany przy najezej maliwej wartosci a, (czyli a,= 1),

jezeli ‘;ix), z& przy najniszej maliwej wartasci a; (czyli a,= 0), wtedy, gdy‘;iq). Std
t al

dostajemy ukfad implikaciji (5.29).

4 Réwnowanoi¢ wynika z zatgenia, # moment kacowy horyzontu optymalizacjiT przyjmuje
skoaczomy wartasé.
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Przy zatgeniu, ze [-J0-p >0, moment przeiczenia 7 mazemy wyznacz§

korzystajic z rownani&’:

oo L _To Jgewo)rT) 4 "o o (5.34)
K S+p 5+p ’
N S - (5.35)
o+p p-0-p
Poniewa:
dm r r
= =-r,1-a,)-2(Ba, -F-p)=-1,+-2(5+ p)<O0,
], = o) 5B =0=p) =+ 0+ p)

to — z uwagi na qgtos¢ m - istnieje doktadnie jeden taki moment ze m, :r—o.

B
Wynika z tego take, ze dlat((0,7), zachodzim >%, czyli @ =1. Oznacza to

przez pewien okresycia podmioty oddaj sic wytacznie pomnzaniu swojego kapitatu
ludzkiego, od momenta za poswiecaja calty swoj czas i zasoby kapitatu ludzkiego na
prag. zarobkow®. Jednoczénie z (5.35) wynika,ze faza akumulacji kapitatu
ludzkiego jest tym disza, im wegksza jest efektywrig netto kapitatu ludzkiego w
procesie jego samopomiaia (czyli im weksza jest rénica - 9J) w poréwnaniu ze
stom dyskonta netto.

Z réwnania (5.30) z warunkiem patzowym (5.32) wyznaczamyciezke zmian
kapitatu ludzkiego:

t

. _|HE” diatn(o,7),
M e dla to(7, T).

Zasoby kapitatu ludzkiego najpierw rasiwykiadniczo ze stat stom (-9, a
nastpnie maleg wyktadniczo ze staprowng stopie deprecjacjd . Zwré&émy uwag, ze
W pofaczeniu z zaloong stah stawly renty implikowatoby to malege z § sany stop

dochody z pracy zarobkowej, co trudno byloby uzaga@mpirycznie. Poniewa

jednak dopuszczamy wzrost ptac w gospodarce neelskatitonomicznego pegu

5 Jdli B-J-p<0, réwnanie (5.34) nie posiada roawania, co oznaczae a, =0 dla kazdego
to(LT)-

 zauwamy, 7 150 « T>—+ In— B . zatem w przypadku, gdyr <L 1 B, faza
o+tp pB-0-p o+p p-0-p

inwestowania w kapitat ludzki w ogdle nie wystije.
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techniczno — organizacyjnego, to ksztattowaniezsirobkow jednostki w drugiej fazie
zalezy od relacji pomgdzy stop deprecjacji i stop sekularnego wzrostu wynagrodze
g.

W prosty sposéb nmiemy wyznacz§ sredna optymalm stog zmian zasobow

kapitatu ludzkiego dla catego okresu optymalizaciji:

OH; =

1pdd, 1 1(¢, . [ I S
?l " th—?[_[(ﬁ 6)dt+}[( J)dt]—_l_ﬂ o=

:[1— ! B ],8—5,
T(o+p) B-0-p

gdzie podstawiag za r skorzystakmy z (5.35). Analogicznie memy obliczy

sredni w catym horyzoncie optymalizacji stomwestycji (udziat czasu przeznaczany
na produka} kapitatu ludzkiego):

—_ 1t o A ) 1 Jij
a——jatdt—— jldt+det =7r/T=1- In :
Ty T ) T(o+p) pB-0-p

Podstawowe znaczenie tych (i innych) mikroekonamych analiz z punktu

widzenia teorii wzrostu gospodarczego bardzo teafrjmuje R. Lucas;(...) human
capital is simply an unobservable magnitude or épneith certain assumed properties,
that |1 have postulated in order to account for soobserved features of aggregative
behavior. If these features of behavior were alth&f observable consequences of the
idea of human capital, then | think it would maitéd difference if we simply re-named
this force, say, the Protestant ethic or the SmfiHistory or just 'factor X'. After all,
we can no more directly measure the amount of huragital a society has, or the rate
at which it is growing, than we can measure theréego which a society is imbued
with the Protestant ethic.

But this is not all we know about human capitalisTeame force, admittedly
unobservable, has also been used to account fastnumber of phenomena involving
the way people allocate their time, the way indrmald’ earnings evolve over then
lifetimes, aspects of the formation, maintenana# @issolution of relationships within
families, firms and other organizations, and so Dine idea of human capital may have
seemed ethereal when it was first introduced -east, it did to me - but after two
decades of research applications of human capiabty we have learned to 'see’ it in
a wide variety of phenomena, just as meteorologytaaght us to 'see’ the advent of a
worm front in a bank of clouds or 'feel' it in thrigginess of the air. (...)
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The fact that the postulates of both human and ipalysapital have many
observable implications outside the contexts ofreggte models is important in
specific, quantitative ways, in addition to simglying aggregative theorists a sense of
having 'microeconomic foundations”

Z czysto technicznego punktu widzenia, znaczenikraakonomicznych modeli
akumulacji kapitatu ludzkiego dla teorii wzrostu spodarczego polega natomiast
przede wszystkim na dostarczeniu rdez formalnego opisu procesu inwestowania w
kapitat ludzki, stanowicego wynik zachowa optymalizacyjnych racjonalnych
indywidualnych podmiotéw ekonomicznych. Model wztbogjospodarczego Lucasa,
bedacy przedmiotem rozwan w kolejnych trzech punktach tego rozdziatu, w sjos
ujecia procesu akumulacji kapitatu ludzkiego odwohge bezpdrednio do tej
analizowanej przez nas wersji modelu Halley'a, érég zataylismy liniowa funkcje

produkcji kapitatu ludzkiego.

5.3. Akumulacja kapitatu ludzkiego w skali makroekanomicznej w modelu wzrostu

endogenicznego Lucasa

W modelu wzrostu gospodarczego Lucasa raana jest gospodarka, w ktorej produkt
Y(t) wytwarzany jest zgodnie z agregatpfunkcija produkcj|48:

Y(1) = ar(d” KT [ W) Y 1] (5.36)
gdzie h(t) oznacza przee¢iny w catej gospodarce zaséb kapitatu ludzkiegelegiiony
w pojedynczym pracowniku, ai(t)- przecetny udzial czasu paviecanego przez
podmioty na prac bezpdrednio produkcyja w ogolnym funduszu czasu pracy
(pozostaly czas gwigcany jest na tworzenie kapitatu ludzkiego). Zmields i L(t)
oznaczaj, odpowiednio, zasoby kapitatu rzeczowego i silyaczej.

Sens ekonomiczny podwojnegoctip kapitatu ludzkiego w agregatowej funkciji

produkcji wyjanimy, wyprowadzajc posté tej funkcji z mikroekonomicznych funkcji

“"R. E. Lucas, JrOn The Mechanics of Economic Developmdntrnal of Monetary Economics, vol.
22, July 1988, s. 35 — 36.

“8 por. tame, s. 17 — 27, oraz R. E. Lucas, llectures on Economic Growthlarvard University Press,
Cambridge, Massachusetts, and London, England,, 20@5—46.

164



produkcji®®. Zat&zmy, ze w gospodarce funkcjonufeprzedsibiorstw. Produkt wi—tym

przedsgbiorstwie powstaje zgodnie z rownaniem:

Y.() = ar(y” k(97 [u(d h(Y HOJ ™, (5.37)
w Kktorym h(t):(zn:h(t)L,(t)j/ L(t) oznacza prze¢iny, w skali catej gospodarki,

poziom kapitatu ludzkiego, przypadey na jednego zatrudnionego, a czton funkcji
produkcji zwhzany z 4 zmienny (h(t)”) reprezentuje pozytywne efekty zestnzne
akumulacji kapitatu ludzkiego, rozchage s¢ po calej gospodarce i nietiove do
przegcia w caldci przez zadm pojedyncz firmg. lloczyn uhlL mazemy
interpretowa jako ilos¢ efektywnej pracy wykorzystywarw i—tym przedsibiorstwie.
Po obustronnym podzieleniu (5.37) przegh L, otrzymujemy posta intensywn
funkcji produkcji (w kategoriachjep):
¥,(6=ah(d’ k(97
gdzieY/i :uYﬁ’ ki = u|l<]iLr oznaczaj, odpowiednio, produkt i kapitat rzeczowyep

(w i-tym przedsgbiorstwie).

Poniewa w gospodarce konkurencyjnej mamy ten sam pozimpystysku (rownej

krancowej produktywnéci kapitatu rzeczowego) w calej gospodarce, tokdtalegoi

musimy réwnie przyja¢ jednakowy poziomki =k=>" K /Y yhl >’ Oczywkcie,
i=1 i=1
wtedy réwnig y, (t) = y(t) . Umazliwia to agregagj wszystkich pojedynczych funkcji
produkcji dla otrzymania funkcji produkcji globajne
Y =ZYI zz_y uh ’-Z_E uhL= aﬁ_vkz uhl=

i=1 i=1

(5.38)

9 Przedstawiony tutaj spos6b wyprowadzenia agreggtdunkcji produkcji z mikroekonomicznych
funkcji produkgcji jest pomystem autora.

. 9 ahﬁT(ia 4h L) ki ~a-1 1 —a-1
* Poniewa —-= — Ba—'zaahﬁlq yhtG——=cgaf K , to rénice w
oK oki oK uht

stopach zysku z kapitatu w przegsibrstwach mog wynikat wytacznie z rénic w poziomacH?i .
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W ostatnim kroku (5.38) skorzystaty z réwnania:

n
h I,_j oznacza
=

i ihlr n n
=L %' |, =uhL, gdzie: u=(2thr}/(
er i=1 i=1

przecetny (w skali gospodarki) udziat czasu spagcany na dziatalng w sferze
produkcyjnej,> L, =L oraz ) K, =K.
i=1 i=1

Zauwamy, ze zaprezentowany tutaj sposob agregacji nie wymaggmowania
zalazen o jednakowych nakladach kapitatlu rzeczowego iygractake przeagtnego
zasobu kapitatu ludzkiego i udzialu czasu przezmaego przez podmioty na
dziatalng¢ zarobkow w odniesieniu do wszystkich przeglsiorstw.

Teoretyczne przestanki wprowadzenia do modelutéfekzewretrznych akumulacji
kapitatu ludzkiego wyjgnia Lucas w nasgpujacy sposob.If it were easy to classify
most external productivity effects as either gloimakcope or as so localized as to be
internalizable at the level of the family or thenfj then | think a model that
incorporated internal human capital effects onlygpbther effects treated as exogenous
technical change would be adequate. (...) But we Kinomu ordinary experience that
there are group interactions that are central talindual productivity and that involve
groups larger than the immediate family and smatlkean the human race as a whole.
Most of what we know we learn from other people p@jetuition to a few of these teachers,
(...) but most of it we get for fre¥” Lucas wyraa przekonanieze efekty zewetrzne
stanows ten aspekt problemu akumulacji kapitatu ludzkielg@ry odré@nia wyranie
perspektyw makroekonomiczfy przyjmowam w teorii wzrostu gospodarczego, od
ujecia mikroekonomicznego, do ktérego ograniczatvgizasadzie caty dotychczasowy
rozwoj teorii kapitatu ludzkiego, koncentsgy sk na ,efektach wewtrznych
akumulacji kapitatu ludzkiego” i na ,inwestycjach siebie”, z ktérych przychody w
postaci wzrostu zdolroi zarobkowania przypadapsobie inwestage;>.

*1 Tanve, s. 37 -38.

2 Tamze., s. 36. Z drugiej strony P. Romer podlag(...) jak wazne jest rozrénienie mgdzy kapitatem
ludzkim a ideami —gsto odmienne rodzaje dobr gospodarczych. Kapitdzkiima taki sam charakter jak
kapitat albo ziemia — jest to zwykte dobro prywat6e do tego zgadzamest G. Beckerem. Mig, ze
wiele twierdzeé dotyczcych efektow zewtrznych akumulacji kapitatu ludzkiego jesgdihych.” Zob. B.
Snowdon, H. R. Van&Rozmowy z wybitnymi ekonomista®ém Wydawniczy Bellona, Warszawa 2003,
s. 411.
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W p&niejszym tekcie Lucasa znajdujemy natomiast bardziej instruadast
uzasadnienie potrzeby uwzdhienia efektéw zewatrznych z kapitatu ludzkiego w
agregatowej funkcji produkéji.

Zgodnie z analiz przeprowadzanw rozdziale drugim, z neoklasycznego modelu
wzrostu gospodarczego wynikajniewyobraalnie due r&nice w poziomach
krancowej produktywnéci kapitatu (stopach zysku), implikowane przez obssvane
W rzeczywistéci rozpitosci dochodowp.c. miedzy krajami. Co wicej, przy tego rau
zroznicowaniu stop zysku powinno ¢siobserwowd masowe przeptywy kapitatu z
krajow bogatych do biednych i w zasadzie brak jakidwiek inwestycji w tych
pierwszych?®. Poszukujc odpowiedzi na pytanie postawione w tytule swojeggkutu,
Lucas rozwaa r&nice w poziomach kapitalu ludzkiego na pracownikakoj
potencjalny czynnik redukagy wspomniane przewidywane zrdcowanie kracowej
produktywndci kapitatu rzeczowego. Zgodnie z wywodem Lucaedi rasoby pracy
mierzy¢ bedziemy w jednostkach efektywém (tzn. uwzgédniajac efekty inwestycji w
kapitat ludzki), to meemy spodziewa sic znacznie mniejszych zaic w kraicowej
produktywndci kapitatu, nk wtedy, gdy zasoby pracy mierzymy po prostu w
jednostkach fizycznych, abstrahajod zré&nicowania ich ,jakéci”. Problem z tego
rodzaju wnioskowaniem polega jednak na tym,niwelowaniu potencjalnych zdic
miedzy krajami w stopach zysku z kapitalu rzeczowegwatzyszy jednoczesne
zmniejszanie si przewidywanych rozgtosci w poziomach dochoddéw oséb o tym
samym poziomie wyksztatcenia (kapitatu ludzkiegoyv-skrajnym przypadku, gdyby
okazato st, ze zasipienie kategorii pracy w jednostkach fizycznychtelggra pracy w
jednostkach efektywnrsoi eliminuje catkowicie przewidywane dice w stopach zysku
z kapitatu rzeczowego, powirsmly oczekiwg takze rownych stawek ptac dla

pracownikéw o tym samym zasobie uciglienego w nich kapitatu ludzkiegd Inaczej

* R. E. Lucas, Jr., Whypoesn't Capital Flow From Rich To Poor Countries®merican Economic
Review, 1990, May, s. 92 — 96.

* Przyktad podany przez Lucasa odwotuje @d danych zaczerpsiijch ze studiéw R. Summersa i A.

Hestona (zob. R. Summers, A. HestdnNew Set of International Comparisons of Real Bobcand

Price Levels: Estimates for 130 Countries, 195®85]1 Review of Income and Wealth, March 1988, 34,

s. 1 — 25, szczeg. Table 3, s. 18 — 21) o 15 nkjatznicy w poziomie produkty.c. migdzy Indiami i
a-1

USA, ktora, zgodnie z format(2.22), postac% =aB™ya | iprzy a =0,4(srednia dla Indii i USA),

implikuje & 58 — krotr réznicg w krancowej produktywnéci kapitatu.

% w tym punkcie wnioskowania Lucas przyjmujeplicite, ze funkcja produkcji ma posta

Y = K(uh)*™. Funkgji tej odpowiada pos’taintensywna§/=_ka, gdzie k=K /uhL i y=Y/ uhL.
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rzecz ujmuyjc, ,(...) gdyby nie istniatyzadne ekonomiczne motywy dla przeptywéw
kapitatu, nie istniatyby rownie zadne motywy dla przeptywow sity roboczej.
Tymczasem obserwujemy przedmigracje z krajow biednych do krajow bogatych na
najwytszym dopuszczalnym poziomie (i pmy)y Nie chcemy zatem rozaywa’
zagadki braku przeptywow kapitalu za pomaeorii, ktéra przewiduje jednocsge,
wbrew dowodom dostarczanym przez miliony Mekigdkow, ze meksykéski
pracownik mee zarobi tyle samo w USA, co i w Meksykgtlum. aut.J®. Sedno
problemu postawionego przez Lucasa zawiegazaiem w pytaniu: jak wyfai¢ brak
znacacych przeptywdéw Kkapitatu rzeczowego quity krajami, przy jednoczesnej
tendencji do imigracji zarobkowej z krajow biednyad krajow bogatych?
W tym kontekicie, uwzgednienie efektow zewgtrznych akumulacji kapitatu ludzkiego
stanowi sposOb na zniwelowanie przewidywanyckni® w stopach zysku, przy
jednoczesnym teoretycznym uzasadnieniu isfoygh r&nic w  wysokdci
wynagrodzé za prag>’.
Réwnania dynamiki zasobow produkcyjnych w modelgdsa s dane przez:
dK(t) _
dt
dh(t)

=Y(1) - 9 L) - FK(D), (5.39)

a[1-u@®)]h(t), (5.40)

a-1
Produkt kracowy kapitalu rzeczowego wyra st wtedy wzorem: g: j: ay a , czyli dla

zapewnienia rownych pozioméw produktu kxawego kapitatu potrzeba jednakowych poziomWi

E) Wtedy jednak otrzymujemy réwriigednakowe poziomy placyjep w, zgodnie z réwnaniem:
— a —a —
w= a)k =(1-a)y.
3(uhD) =l-o)k =(1-a)y

Na podstawie danych zaczerggth ze studium A. Krueger (zob. A. O. Kruegeéactor Endowments
and Per Capita Income Differences Among CountiiE®nomic Journal, September 1968, no. 78, s. 641-
59, szczegOllnie: Table 1ll, s. 653), Lucas estymyeoduktywndé przecetnego pracownika
amerykaiskiego jako pjciokrotnie wyzszy niz w przypadku przeetnego pracownika indyjskiego. Daje
to trzykrotnie wekszy poziom produktunjep w USA niz w Indiach i redukuje rfnice w poziomach
produktu marginalnego kapitatu z 54 — krotnej de iotnej (patrz poprzedni przypis).

*R. E. Lucas, Jrgp. cit, s. 93
>" W przypadku funkcji produkcji (5.36), produkt marginy kapitatu rzeczowego moa wyrazé w

1 a-1 B
nastpujacej postaci:gY =qgad(y) @ he, gdzie y Y/ uhL. Wynika sid, ze kraje bogate nie musgz
K

oskhga znacaco nizszych stop zysku nawet przy #szych poziomachy, j&sli tylko dysponuj
odpowiednio wyszymi zasobami kapitatu ludzkiego (e dzeki efektom zewntrznym), zapewniagc
jednoczénie wyzsze stawki ptac dla pracownikéw przy zlgm danym poziomie kwalifikacji i
wyksztatcenia.
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dL(y) _
" nL(t), (5.41)

gdziec(t) oznacza konsumpgp.c. w gospodarce9 oznacza stapdeprecjacji kapitatu
rzeczowego,o jest parametrem, wytajacym maksymala stog wzrostu kapitatu
ludzkiego, osigalmm w sytuacji, gdy podmioty caly swoj czas przezngczaa
~inwestowanie w siebie”, Zan oznacza statstop wzrostu sity roboczej (réwnstopie
przyrostu naturalnego).

Podobnie jak w rozdziale trzecim (punkty 3.3, 3pfzyjmujemy,ze preferencje
podmiotéw co do rozktadu konsumpcji w czasie odrewellone g przez funkcjonat

celu:

o
|
<

gdzie p >0 oznacza stapdyskonta konsumpcji, & jest parametrem okil@ajacym

tempo spadku kfeowej wyteczngci w miar wzrostu konsumpciji.
Problem znalezienia optymalnych (tzn. maksymadizggh dobrobyt spoteczny)
trajektorii Y(t), c(t), K(), h(t), u(t) sprowadza gi do rozwiazania nasipujacego

zadania sterowania optymalnégo

Tc(t—)l_ye‘p‘ dt O®™OP. max, (5.42)
0 1-y

@mh(t)ﬁ KO [ ) LOOJ™ - ¢ (Y-S K(D, (5.43)
% =o(1-u(t)) h(t), (5.44)
dL(t) _

S =L, (5.45)
KO)=K,, h(©=h, L©O)=L, (5.46)
()20, O<u()<1, (5.47)

w ktérym rownanie dynamiki kapitatu rzeczowego &.4izyskujemy podstawigj za
Y(t)w (5.39) prawg strore (5.36).

8 Por. R. E. Lucas, Jr-Qn The Mechanics..., op. ¢is. 17- 27. Niewielkie rhice w uzyskanych przez
autora formutach stép wzrostu poszczegéinych zmyieimroraz stopy inwestycji w kapitat ludzki na
sciezce wzrostu réwnomiernego, w stosunku do oryginatmagy Lucasa, wynikajz nieco odmiennego
sformutowania funkcjonatu celu (u Lucasa funkcjawitbwej uzyteczndci pod cally preferencji
pomnaona jest dodatkowo przez rasa wyktadniczo w czasie liczbludnaici w gospodarce). O
mazliwych réznicach w sformutowaniach funkcjonatu celu wspomigmy w punkcie 3.3.
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W zadaniu (5.42) - (5.47) zmienrgt) i u(t) petni role zmiennych steragych,
zas K(t) i h(t) - zmiennych stanu.

Zwréémy uwag, iz struktura modelu Lucasa nauje do mikroekonomicznego
modelu akumulacji kapitatu ludzkiego, przedstawgmev poprzednim punkcie tego
rozdziatlu, w szczegoldoi tej jego wersji, w ktorej zaklada esiliniowa funkcja
produkcji kapitatu ludzkiego. Podobnie jak w tamtymodelu, parametrem decyzyjnym
podlegagcym optymalizacji jest podziat czasu przez podmiatiedzy dziatalnéé
zarobkows i tworzenie kapitatu ludzkiego. Réwnanie dynamif.44) stanowi
powtérzenie (5.26), z pomigdiem procesu deprecjat]i

Hamiltonian wartéci biezacej dla tego zadania ma pastaastpujaca:

Cl_y

1-a |-a+f8 a (fFa _ _ _
1_y+91(au - K 7 - cL- 0 K) + 6,01~ W I,

He(t) =

gdzie 8, i 8, ;1 mnaznikami Lagrange’a wartei biezace;.

Warunki konieczne zasady maksimum Pontriaginaastpujace:

H, =c’-6L=0, (5.48)
oc
He _ G(l-a)au ™K 5 -8,0h=0 (5.49)
ou ! 22 '
d_K = Hg zaul P KT M - cLl- 0 K, (5.50)
dt 06
@:GHC =o(l-u)h, (5.51)
dt 96,
dH — aHC —_ ~a pW-a+p a-1|ka
d_tl__aK +p6, =6, (aau HP K - 5) + pé, (5.52)
dd9t2 = - a:hc +p6,=-6(1-a+ Llau™@ oA K |7 - 6,0(1- u)+ pd,. (5.53)
zas warunki transwersalrioi:
!im g(te” =0, !im 6,(he” =0. (5.54)

Z (5.48) mamy: g, =cL*. Po obustronnym zlogarytmowaniu i Zniczkowaniu

wzgledem czasu, otrzymujemy:

9 Z tego typu ujciem procesu akumulacji kapitatu ludzkiego w skalakro, w modelu wzrostu
gospodarczego, wia sig jednake, zdaniem autora, istotne problemy teoretyczr@ekanalizujemy w
dalszej czsci tego rozdziatu. Patrz punkt 5.5.
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d6 1 _ dcl_

delp, 5.55
a g Vdtc (5:59)

Jednoczénie, po obustronnym podzieleniu (5.52) pr£kzdostajemy:

dg, 1

—LI = =—gau™ KT + 5+ p. 5.56
) P (5.56)

Przyrownujc prawe strony (5.55) i (5.56), mamy:
Fau o e = yj_f% f o (5.57)

Analogicznie, z (5.49) mamy:
6, =60 (l-a)au " ™’ K I, (5.58)
Wynikiem obustronnego logarytmowania i zniczkowania wzgidem czasu (z

uwzgkdnieniem (5.45)) jest:

dg, 1 _dg 1 dul dh1 dk 1
—~—=—=2_—-g——+(-a+p)——+a——+n
dt 8, dtég dt u dt h dt k
zas po uwzgednieniu (5.55):
%i = —y%}—aﬂ'l_l+ (—a+ﬁ)ﬂ‘]_l+ a_dk_l (559)
dt g, dt c dt u dt h dt k
Jednoczénie, dziejc (5.53) obustronnie prze2,, dostajemy:
dHZ 1 91 1-a \-a+f a (1-a
—=—=-—=1-a+pBau " h""K' L -ogl-uw+p,
it 8, 92( B) A-u+p
zas po uwzgednieniu (5.58):
%i = —Ma’u —0'(1— u)+p. (560)
dt g, 1-a
Przyrownujc prawe strony (5.59) i (5.60), memy napisaréwnanie:
A-a+p) dc1 dul dh1 dk1
-~ ~ Plou-o@d-u+p=-y—=—-ag—=+(-a+pB)—=+a——. 5.61
1-a ou-ol-uw+p ydtc dt u ( p) dt h dt k ( )
Na koniec dzielimy rownanie (5.50) obustronnie pr¥e i korzystajpc z faktu, ze
dK 1 _dk1l - . . .
—-— =—=+n, zapisujemy to réwnanie w kategoriach zmiennych
dt K dtk pistiemy 9 v
dkl_ au P T - ckt-0 - . (5.62)
dt k

Uktad réwna roézniczkowych (5.51), (5.57), (5.61) i (5.62), z wakami
pocatkowymi (5.46) i warunkami transwersakoo (5.54), okréla optymalne

trajektorie zmiennych stark(t) i h(t) oraz zmiennych steragychc(t) i u(t).
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Postpujac za Lucasem, ograniczamyg silo znalezienia wlasdoi rozwigzania
optymalnego néciezce wzrostu rownomiernego. Przyjmujemy zatemstopy wzrostu
obu rodzajow kapitatu i konsumpcji state. Wzrost kapitatu ludzkiego ze statom
oznaczagze u(t) = u = const, czyli podziat czasu na prabezpdrednio produkcyja
oraz tworzenie kapitatu ludzkiegaztgest staty.

taczac (5.57) i (5.62), otrzymujemy:

dk 1

I Ck_l =
dt k a

Zalézmy, ze stala stopa wzrostu konsumpgjc. wynosig. Z rownania (5.63) wynika,

pry St 1-a)n+o)
dt c . (5.63)

ze dla zapewnienia statej stopy wzrostu kapitatuczee/ego p.c. musi zachodzi

ck™ = const, czyli cdl—it(%:%—i: g. Uwzgkdniajac to rOwnanie oraz podstawia;
%E:O i %%:0(1—@ do (5.61), po Kkilku prostych przeksztalceniach
u

otrzymujemy:
_1-a Ep—(cr—y)g 1-a
a ol-a+pB) a

(5.64)

Podobnie, przy tych samych zaémiach, logarytmujemy obustronnie i
rézniczkujemy wzgédem czasu rownanie (5.57) w celu otrzymania drugiggvnania
Wiazacego statel i g.

17048 s (5.65)
l1-a

Z (5.64) i (5.65) znajdujemy optymalne waxtou i g:

u :1+1(M—1), (5.66)
y\ol-a+p)
yL 1-a

Przypomnijmy, ze stopag jest optymala stom wzrostu kapitatu rzeczowego i
konsumpcji p.c. na $ciezce wzrostu roéwnomiernego. Z definicficiezki wzrostu
rownomiernego wynikaze z t sama stom musi rosn¢ takze produktp.c, y=Y/ L.

Logarytmupc i rézniczkupc wzgkdem czasu obie strony réwnania (5.36) oraz
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dk 1 _dk1 dy 1 _ dyl
+ - =24

uwzgkdniajpc  zalenosci: n, dostajemy:

dt K dtk dt Y dt
d_yi = (1—a+ﬂ)ﬂ]_1+aﬂ(g+ (1_a)£u_1_
dt y dth  dt k dt u

Korzystagc z rowna %% =g(1-u), %% =g oraz podstawiaf zau prawg strorg

(5.64) nietrudno wykazaze dyl =g.
dt y
Stopa wzrostu kapitatu ludzkiego, wyznaczona rdsfawie (5.51) i (5.66), wyra
Sie wzorem:
1 1-a 1-a .
h==|o- = : 5.68
Hop B0 )eite (5.68)

Zauwamy, ze rownania (5.66) — (5.68) magens ekonomiczny tylko wtedy, gdy
optymalna wart& u spetnia waruneld <u < 1. Podstawigjc zau prawa strorg (5.66),

otrzymujemy nasgpujace ograniczenia dla parametrow modelu:

* _ pa-a)
u>0 = y>1 ol-a+p)’ (5.69)
U<l o psa%. (5.70)

Pierwszy warunek oznaczae tempo spadku kfi@owej wyteczndci w miar
wzrostu konsumpcji (a tym samym sktodaao wygtadzania poziomu konsumpcji w
czasie) musi by odpowiednio wysokie. Przy dazacym do najniszej dopuszczalnej
wartasci, optymalna strategia inwestowania w kapitat kidzolega na przeznaczaniu
calego czasu na produkdfolejnych jednostek tego kapitatu i odktadaniu ltmdowych
(a przez to — konsumpcyjnych) efektéw tych inwestywc nieskaiczondgé¢. Zgodnie z
(5.65), skutkuje to najwasza mazliw a stom wzrostu rGwnomiernego.

Warunek (5.70) ok&ta z kolei gorm granie dla stopy dyskonta konsumpcji. Przy
skrajnie wysokiej stopie dyskonta, optymalne zadmue podmiotéw polega na
zaprzestaniu ,inwestowania w siebie” i apgaaniu kapitatu ludzkiego wytznie w
dziatalng¢ bezpdrednio produkcyja. Stopa wzrostu produkto.c. spada wéwczas do

zera.

W uzupetnieniu listy charakterystyk wzrostu rownemego znalezionych przez

Lucasa wyznaczymy jeszcze optymal(na sciezce wzrostu réGwnomiernego) stop
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inwestycji w kapitat rzeczowy. Z definicji, stopanwestycji spetnia réwnanie:

dK ) . dk1 dk1
— =sY-0J K. Korzystajc ponadto z zalmoscii ——=——+n, (5.39), (5.63
at YSIAC P a Kk kM 639 (663
orazﬁl:ic}: wyprowadzamy:
dtk dic 20 "P Y
dK o dk1
_dt _  dik _ a(g+n)
s= = = . (5.71)
d7K+(ﬂ_ ﬂ(l+n+ck_l p+yg+(1_a)5+n
dt dt k

Podstawiajc teraz w miejscg prawa strore (5.67), po uproszczeniu otrzymujemy:
g =g {l-a+po+Q-ayn-QA-a)p
y A-a+pBo+@0-an+@Q-afd’

Podsumowujc t¢ czes¢ prezentacji modelu Lucasa zwracamy uwag fakt, ze
stopy wzrostu wszystkich podstawowych wigl&ioekonomicznych, w tym produktu
p.c. (a ponadto obie stopy inwestycji: w kapitat rzesyoi ludzki) sa wyznaczane
wewmntrz modelu i zalene do parametréw ,technologicznych” funkcji prodjikc
(agregatowej funkcji produkcji oraz funkcji ,prodejk kapitatu ludzkiego) oraz
preferencji podmiotow odraie rozktadu konsumpcji w czasie (reprezentowanych

przez parametryo i y). Z tego wzgédu model Lucasa zaliczany jest w literaturze do

tzw. modeli wzrostu endogenicznego.

Istotra cecla modelu Lucasa jest toze ze wzgidu na wysgpowanie efektdw
zewretrznych z kapitatu ludzkiego, rozazanie maksymalizage spoteczny dobrobyt
nie mae zostéd oshgnicte w wyniku zachowa optymalizacyjnych racjonalnych
podmiotdw mikroekonomicznych. Inaczej zatemz niw przypadku modelu
analizowanego w rozdziale trzecim, rozganie zagadnienia ,spotecznego planisty”
nie pokrywa s§ z rozwazaniem w kategoriach réwnowagi rynkowej (ckamym przez
Lucasa ,rozwiazaniem rownowagowym”).

Podejmujc indywidualne decyzje o alokacji czasu pedaly dziatalnéé
zarobkows i akumulacg kapitatu ludzkiego, podmioty nie bipmpod uwag wptywu
tych decyzji na zmianprzecetnego poziomu kapitatu ludzkiego i jego oddziatyvean
na produktywnét czynnikow wytworczych w catej gospodarce, ponigwaadna
indywidualna decyzja dotygza akumulacjikapitatu ludzkiego — przyp. auttlie mae
miec liczgcego s¢ wplywu na b [przecktny poziom kapitatu ludzkiego — przyp. auty”

®R. E. Lucas, Jrop. cit, s. 18.
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oraz, dodajmy, efekty te rozchadsgic po catej gospodarce i nie mp@yé w cataci
przywtaszczone. W celu wytdienia efektéw zewgtrznych kapitatu ludzkiego,
pomijanych przez racjonalne podmioty ekonomiczne weh decyzjach

optymalizacyjnych, Lucas zapisuje funkgrodukciji (5.36) w nagpujacy sposéb:
Y(9) = ah (9 KO [ Uy 1) L]

Z formalnego punktu widzenia, zadanie optymalizaeyjzw. typowego podmiotu
ekonomicznego jest tsame z przedstawionym wgj ,problemem centralnego
planisty”, z t jednake r&nica, ze $ciezke zmian hy(t) przyjmuje s¢ jako dam
(wyznaczon egzogenicznie). System gospodarczy jest w rownaeadkiedy
rzeczywistasciezka zmianh(t) — stanowica rozwazanie problemu — pokrywaesiz
oczekiwan i zaktadag przez podmiotyiciezka ha(t) ®*

Nietrudno zauway¢, ze spdréd warunkéw optymalizacji (5.48) - (5.54) zmianie
ulega jedynie (5.53):

dd—% = —%—Tﬁp@z =-g(1-a)au "’ K L -6,0(1- u+pb,. (5.72)

Jeli =0, czyli nie wystpuja efekty zewrtrzne akumulacji kapitatu ludzkiego, to
réwnania (5.53) i (5.72)asdentyczne.

W konsekwencji zamiast (5.64) mamy:

u=a-N9-p*a (5.73)
(-a+p)o

Drugie réwnanie wizace stateu i g, czyli (5.65), pozostaje bez zmian. Rozmvijac

uktad rowna (5.65), (5.73) wyznaczamy ,rownowaggivstope wzrostu produktu,
kapitatu rzeczowego i konsumpcji (w kategoriaghc) na s$ciezce wzrostu

rébwnomiernego:

_@-a+p)o-p) (5.72)
(-a+py-4

oraz stad u, okrellajaca podziat czasu na pradezpdrednio produkcyja i tworzenie

%

kapitatu ludzkiego:

=1- (-a)o-p) (5.75)
o(@-a+py-p)

Stopa wzrostu kapitatu ludzkiego, wyznaczona anetmie jak (5.68), wyrza sk

wzorem:

%1 por. tanae, s. 20. Zob. tale przypis 27 w trzecim rozdziale pracy.
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he = A-a)o-p) _ 1-a q.
A-a+B)y-B l-a+p™
Podstawiajc prawg strorg (5.74) w miejsceg w (5.71) mana take uzyska wzor na

(5.76)

stop: inwestycji w kapitat rzeczow¥.

W uzupetieniu do wywoddéw Lucasa zauweg, ze rozwhzanie modelu w
kategoriach réwnowagi rynkowej pozwala réwni@ma sformutowanie wnioskéw
dotyczicych ksztattowania siwynagrodzé czynnikdéw produkcji. Stata stopa zysku z
kapitatu rzeczowego ndaciezce wzrostu rownomiernego wynika bezpanio z
rownania (5.57). Nietrudno zauwmg, ze lewa strona tego réwnania odpowiada

produktowi marginalnemu kapitatu rzeczowegos nartasé prawej strony pozostaje

stata przy stalej warfoi %E =g, . Produkt marginalny pracy wyia st wzorem:
c

w=0Y/aL=(-a)ah y’ K[ () 1), (5.77)
Zapisupc to rownanie w kategoriach stop wzrostu i korzgsta (5.65), otrzymujemy:
dw 1l _ dhl dk1 _ Ql-a+p) _
= =(1- — —+a——==| (1~ = 2 Plo@d-u)=
dt w A-a+p) T (( atprra 1-a) ja( u)

czyli wynagrodzenia pracownikéw rfaiezce wzrostu rownomiernego rasw tempie

wzrostu produktyp.c.

Na koniec, podobnie jak w przypadku rozmania optymalnego, ustalimy
dopuszczalne obszary zmiesob dla parametrow modelu, rozpatraj warunek:
O<u<l. Podstawiajc zau prawg strore (5.75) i analizujc otrzymane nierOwrigi
stwierdzamyze rozwizanie ,rownowagowe” modelu istnieje w trzech syjaek:

pl-a)
ol-a+p)

konsumpciji i wzgtdnie wysokim tempie spadku Ki@owej wyteczngci w miar

1) gdy Osp<oi y>1- , czyli przy wzgtdnie niskiej stopie dyskonta

wzrostu konsumpcji (wzgtinie duej sktonndci podmiotéw do wygtadzania
poziomu konsumpcji w czasie); z roéwnania (5.75) kgnwowczas,ze przy

wyzszej stopie dyskont@ lub wyzszym y podmioty przeznaczajwiecej czasu na

%2 Poniewa uzyskana w ten sposéb formuta jest skomplikowamfo czytelna, nieduziemy jej tutaj
przedstawié
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dziatalng¢ zarobkows, co przektada gina nizsz stog wzrostu kapitatu ludzkiego

i nizsza stog wzrostu rbwnomiernegg;

2) gdy J<p<ﬂa i O<y<1—M'

: w tym przypadku, z réwnania
1-a ol-a+p) | Ym PP

(5.75) wynika, wraz ze wzrostem stopy dyskomtalub parametruy podmioty

przeznaczaj mniej czasu na dziatald® zarobkow, co implikuje wyszy stog
wzrostu kapitatu ludzkiego i wgzy stog wzrostu rownomiernegg;

3) gdy p =0, dla dowolnegoy > 0; w tej sytuacji, n&ciezce wzrostu rownomiernego
podmioty angauja sie wytacznie w dziatalné zarobkow, co oznacza zaprzestanie

akumulacji kapitatu ludzkiego i wzrostu produkiic.

Chac dokon& poréwnania rozwizania optymalnego z rozg@aniem wynikagcym
z zachowa optymalizacyjnych racjonalnych podmiotow ekonomigzh musimy
ograniczy sie do takich przedziatbw zmienfm parametréw, ktore gwaraniuj
jednoczesne istnienie obu tych rozean. Jak wynika z zestawienia warunkéw (5.69)-
(5.70) z przedstawionymi przed chwilvarunkami dla réwnowagi konkurencyjnej,
sytuacja taka zachodzi w przypadku, gdy:

pA-a)

0<p<o, yp>1-_ P9
P Vo si-a+B)

Przy tych ograniczeniach, poréwnanie (5.66) z (bptbwadzi do wnioskuwze u” < u,,

czyli zaangaowanie kapitatu ludzkiego w bezgpednp dziatalng¢ produkcyjra w
rownowadze jest zbyt de, w poréwnaniu z optymalnym zaangwaniem
maksymalizujcym spoteczny dobrobyt. Przektada & na nksz od optymalnej stap
wzrostu zasobow kapitatu ludzkiego w gospodarcéopes rownomiernego wzrostu

kapitatu rzeczowego, produktu i konsumpcji.

5.4. Walory eksplanacyjne modelu Lucasa

Przystpujac do charakterystyki eksplanacyjnych walorow modelicasa zauwany
najpierw,ze przedstawione w poprzednim punkcie raganie dotyczyéciezki wzrostu

rownomiernego. Wwietle wnioskow sformutowanych w rozdziale drugipufikt 2.1),

jest zatem oczywisteze podstawowe wilas§oi tego rozwiazania § zgodne z
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diugookresowymi tendencjami empirycznymi podanyrmeeg Kaldora, okrdanymi

mianem ,stylizowanych faktéw” teorii wzrostu gos@wdzego. Przypomnijmyze

chodzi tu o stabiln@& stép wzrostu produkciji, wydajgo pracy i kapitatu na
zatrudnionego, brak systematycznego trendu zmiarelacji kapitatu do produktu,
stosunku inwestycji brutto do produktu (stopy intyeg) i stopy zysku, rosqty trend

zmian ptac realnych oraz wzglnie stabilny udziat kapitatu i pracy w produkcie.

Zasadnicza rozbimos¢ miedzy przedstawionym tutaj modelem wzrostu
gospodarczego a modelem neoklasycznym, analizowamywezdziatach pierwszym i
drugim, dotyczy natomiast wnioskow odinge procesow konwergenciji.

Po pierwsze, ze wzglu na endogeniczne ggje diugookresowej stopy wzrostu
gospodarczego, trwate adice w poziomach tej stopy ma ,ttumaczy” poprzez
réznice w preferencjach podmiotéw co do rozktadu komgcji w czasie. J# zatem
spoteczéstwa krajow biedniejszych w swoich decyzjach algiagch cechuj sie
perspektyw bardziej krétkookresoyvniz spoteczéstwa krajow bogatszych (wgze
wartasci stopy dyskontowej i wspoétczynnika awersji doyka), to istnieje maiwos¢,
ze na trwale b&da rozwija¢ sie wolniej, zwikszapc dystans w stosunku do tych
ostatnich.

Co wkcej, w przypadku, gdy stopy wzrostu gospodarczegéciezkach wzrostu
rownomiernego sroéwne, gospodarki ehiace s¢ w punkcie wygcia zasobami kapitatu
rzeczowego i ludzkiego nie muszbiegé do tego samego ,stanu ustalonego”,
nadrabiagc zalegt@ci w okresie przdgiowym, nawet w sytuacji, gdy z punktu
widzenia modelu @ identyczne (tzn. opisuje je ten sam ukiad podstayeh
parametrow strukturalnych). W modelu Lucasa ni&ké&jonuje zatem 6w podstawowy
dla neoklasycznej teorii wzrostu mechanizm zb@ci, z jakim spotkaimy si w
rozdziale drugim tej pracy, stanawy podstaw warunkowej wersji hipotezy
konwergenciji.

Logarytmujc obustronnie réwnanie (5.57) i podstawiagtate — n&ciezce wzrostu

rownomiernego — warkgi %E i u, po kilku prostych przeksztatceniach otrzymujemy:
o

k=1 pPtYGetN*o 1-ath (5.78)
1-a aa(u,)™ 1-a

Poniewa nasciezce wzrostu rownomiernego stopy wzrostu zmienni¢t), h(t) sa

state, to w skali logarytmicznégiezki wzrostu tych zmiennychadiniowymi funkcjami

czasu.
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In(k(t)) = In(k,exp(g,t)) = Ink, + g t,

In(h(t)) = '“(fb exp(h t)j =Inh+ h t (5.79)

State k, = k(0), k, = k(0) determinu ,potozenie” dtugookresowycliciezek wzrostu

zmiennychk(t) i h(t), a tym samynsciezki wzrostu y(t):
In(y(t)=In(y,exp(at) = Iny+ gt,

gdziey, = au ™" h " k.

Wstawiapc (5.79) do (5.78) i upraszcaaj otrzymujemy:

1 | PHY9.*n+o 1-a+p

Ink, = -
sy 1-a aa(u,)" 1-a

Inh,, (5.80)

czyli w skali logarytmicznej stata oldlajaca ,potazenie” diugookresowejciezki k(t)
jest rosiaca funkcy liniowa statej determinagej ,potazenie” sciezki h(t) . Oznacza to,
ze zamiast pojedynczégiezki wzrostu réwnomiernego, do ktérej zmierzayszystkie
gospodarki scharakteryzowane przez dany ukiad petrém strukturalnych modelu,
otrzymujemy caty zbior par nibwych wartasci statychk, i h,, a tym samym rinych
sciezek rownomiernego wzrostu produkfo.c, y(t), do ktérych, jak m#na seé
spodziewd, zmierzaj gospodarki startage z ré@nych wygciowych poziomow
kapitatu rzeczowego i ludzkiego. W ten sposob gdapm posiadaga w punkcie
wyjscia mniejsze zasoby kapitatu rzeczowego i ludzkiggozostanie permanentnie
biedniejsza od gospodarki patizowo lepiej w te zasoby wyposanef*.

Jednoczénie, ten sam poziom produktu kimwego kapitatu rzeczowego (stopy
zysku z kapitatu) dla obu gospodarek na ich, oddalb od siebiesciezkach wzrostu
réwnomierneg®® powoduje,ze brak jest ekonomicznych hambw do przeptywow
kapitatu indukugcych wyrdwnywanie gi pozioméw zamanosci. Oddziatuje natomiast
silna presja na imigragjsity roboczej z krajow biedniejszych do bardziejreznych,
ze wzgkdu na ranice zarobkow dla pracownikbw o danym poziomie gatnesci i
wyksztatcenia (czyli dysponagych okrélonej wielkasci zasobem kapitatu ludzkiego).
Produkt marginalny pracy mierzonej w jednostkackksfvnaci (utazsamiany z

wynagrodzeniem jednostki efektywnej pracy) waak wzorem:

68 zauwamy jeszcze,ze stala odlegi@ sciezek wzrostu w skali logarytmicznej oznacza rgsn
odlegtas¢ w wartgciach absolutnych.

® Przypominamy,ze warté¢ ta okrélona jest przez réwnanie (5.57), a zatem dla wkifstpar
(ko, hy) . spetiagcych to réwnanie, jest taka sama.
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w=9aY/d(uhl) =(1-a)al ¥’ K )"[ q X I(l)]_”. (5.81)
Logarytmupc obustronnie to rownanie, podstaw@ju(t)=u, oraz korzystajc z

(5.79), a naspnie z (5.80), po kilku przeksztatceniach otrzymuye nas¢pujace

réwnanie opisujce ksztatltowanie siptacynjep nasciezce wzrostu rownomiernego:

— B B
Inw(t) = b+ I Inh, + —a+ 5 at (5.82)

gdzie:b = In(p+yg+ n+5)+ Il-a)- Ine - Inu- 1 |n(p+yg+ n+ 5)
1-a (aau)

Z réwnania (5.82) wynikaze sciezka wzrostuv_v(t) jest - przy zalgeniu wystpowania
efektéw zewntrznych z akumulacji kapitatu ludzkiegg3(> 0) — tym wyzej potazona,
im wyzej potazona jestsciezka wzrostuh(t). Zgodnie z wcz@iejszymi ustaleniami
oznacza toze spdrod dwu identycznych (w sensie wszystkich cech tigfémwanych
przez model) gospodarek,zrdacych se wytacznie wygciowymi zasobami kapitatu
rzeczowego i ludzkiego, zarobki pracownikédw o dangoriomieh beda na trwate
wyzsze w tej z nich, ktéra startuje z lepszej poZycji

Jedynym sposobem na dogonienie przez kraje bisdeie krajow lepigj
rozwinigtych jest osignigcie przez te pierwsze \vgzej dlugookresowej stopy wzrostu
gospodarczego, co — $wietle wczdéniejszych rozwaan — maze wymaga wyrzeczé
ze strony spotecastw tych krajéw, odzwierciedlonych w modelu poprzaniany

preferenciji w kierunku obnénia wartéci parametréwp i .

® Dla scistosci zwréémy jeszcze uwag ze przy braku efektéw zewtrznych z kapitatu ludzkiego,
réznice w poziomach wynagrodzenjep (w) wykazup tendengi to niwelacji, ché — zgodnie z
réwnaniem (5.77) - przegthe wynagrodzenia w krajach bardziej zasobnych mkpie wyjcia w kapitat
rzeczowy i ludzki nadal pozostajvyzsze.

pl-a)
ol-a+p)
dyskonta p lub nizszym y podmioty przeznaczajmniej czasu na higca dziatalng¢ zarobkow, co
przektada si na wyzsz stog; wzrostu kapitatu ludzkiego i wgz, stop: wzrostu réwnomiernegg..

® Mamy tu na m§li sytuacg, gdy 0<p<o i y>1- . Wéwczas przy nszej stopie
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5.5. Krytyka modelu Lucasa

Najbardziej istotna wtasdé modelu wzrostu gospodarczego Lucasa, augjca ten
model od standardowego pogiegf neoklasycznego, przedstawionego w rozdziatach
pierwszym i drugim, polega na endogenicznyrciuj dtugookresowych stép wzrostu
wszystkich podstawowych wielkoi ekonomicznych, w tym stopy wzrostu produktu
p.c. Ta zasadnicza witasfto modelu zostaje agjnicta dzkki jednemu, prostemu w
gruncie rzeczy zabiegowi, polegegmu na zagpieniu w podstawowym
neoklasycznym modelu wzrostu Solowa zmiend€f), ktérej wzrost jest dany
egzogenicznie i nie podlegeaadnej ekonomicznej determinacji, przez zmiemt),
ktorej stopa wzrostu jest wynikiem decyzji optyrmalyjnych podmiotow
ekonomicznycf. Zabieg ten mina postrzega jako ut@samienie ,posipu
technicznego” z akumulagjkapitatu ludzkiego, jednak to, co jest naprawstotne z
punktu widzenia mdiwosci eksplanacyjnych modelu, to whie r&nice w
merytorycznej tré&ci obu zmiennych. Dopoki bowiem stopa wzrostu zmegnA(t)
przyjmowana jest w modelu jako dana z zetrry dopOty istnieje naturalna tendencja
do interpretowania tej zmiennej jako abstrakcyjmapdzy” o metodach wytwarzania i
organizacji procesOw produkcyjnych, rpagj charakter dobra publicznego, z ktérego
korzystaj nieodptatnie (bez ponoszenia dodatkowych naktadow)réwnym stopniu
wszystkie podmioty. Nie ma zatem rowhi@rzestanek do zaktadaniazric w
poziomach tej zmiennej poruzy krajami. W przeciwigstwie do tego, kapitat ludzki
to wiedz&® przyswojona i ucielmiona w konkretnych ludzkich jednostkach, zdobycie
ktorej wymaga ponoszenia oklenych naktaddéw, czyli rezygnacji z ligeych
korzyéci materialnych na rzecz zgkiszonych profitbw w przyszkoi. Mozliwe sa
zatem ranice zaréwno w poziomach, jak i stopach wzrostuztejennej ponidzy
réznymi spoteczastwami, w zaleénosci od stopnia owej rezygnacji. Tym sposobem,

proces akumulacji kapitatu ludzkiego w modelu Lucpstni zaréwno rglmechanizmu

67 Efekty zewrtrzne akumulacji kapitatu ludzkiego nie grajitaj zadnej roli i z tego punktu widzenia
stanowi w modelu element dodatkowy, odpowiadsj — zgodnie z wczmiejszymi wywodami - za
rozbieznos¢ pomiedzy optymaln i konkurencyja réwnowag dynamiczil systemu gospodarczego oraz
utrzymywanie s trwatych ré&nic w poziomach wynagrodéedla pracownikbw o tym poziomie
kwalifikacji (kapitatu ludzkiego). Jednocg@ge, ze wzgidu na przygta przez Lucasa postagregatowej
funkcji produkcji (funkcja typu Cobba — Douglasagpostep techniczny”, reprezentowany tutaj przez
przyrost przeeitnego poziomu kapitatu ludzkiego ucig@onego w pracownikach, zachowuje cech
neutralngci w sensie Harroda, umliwiajac funkcjonowanie gospodarki ndciezce wzrostu
réwnomiernego (patrz rozdziat czwarty, punkt 4.2).

%8 7a Lucasem ograniczamysio rozwaania kapitatu edukacyjnego.
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indukujacego dtugookresowy wzrost gospodarczy, jak i czZkanivyjaniajacego
utrzymywanie si lub pogtbiane ré@nic w poziomach zanmmaosci micdzy krajami.

Chat na pierwszy rzut oka rozumowanie to pozostaje zszutu, przy bliszym
wgladzie ujawnia dwa problemy. Problemy te zmane g $cisle ze sposobem ¢gia w
modelu Lucasa procesu akumulacji kapitatu ludzkiego

Prezentujc zalzenia modelu zwracadliny uwag na analogi miedzy ,funkcja
produkcji” kapitatu ludzkiego przyjmowanprzez Lucasa a sposobenxaif tego
procesu w modelu mikroekonomicznym, analizowanympunkcie 5.2. Pierwsza
watpliwos¢ wiaze sk z pytaniem, na jakiej podstawie takie przeniegiesmosobu gfia
akumulacji kapitatu ludzkiego z poziomu mikro nazmon makro jest mdiwe.
Powiedzmy od razuze istota problemu, ktéry chcemy tutaj postgwiasadza sina
réznicy pomkdzy kapitatem ludzkim i rzeczowym - na kiGawracalsmy juz uwag; w
tym rozdziale - polegagej na ucielénianiu s¢ kapitatu ludzkiego w konkretnych
ludzkich jednostkach i wynikagej std niemanosci transferu zasobéw tego kapitatu z
pokolenia na pokolenie. Zatenia upraszczage, ktore przyjmujemy dalej dla
latwiejszego uchwycenia sedna sprawy, nie amagdnego wplywu na zasadito
whniosku kaicowego.

Zalézmy, ze gospodarka w danej chwili sktada gi podmiotéw (w ranym wieku)
akumulupcych kapitat ludzki zgodnie z modelem typu Halley'aharakteryzujcych
sig tymi samymi wartéciami H,, T oraz parametréw ,funkcji produkcji” (5.8) Dla
kazdego z tych podmiotow niemy wyznacz§ sredni poziom ucielaionego w nich
zasobu kapitatu ludzkiego na przestrzeni calegma (okresu optymalizacji), ktéry —

przy zataeniu, ze struktu¢e demograficza spoteczéastwa charakteryzuje rozkiad

jednostajny na przedzial¢0,T) — stanowi jednoczeie sredni poziom Kkapitatu

ludzkiego h(t) w calej gospodarce. Nietrudno zauwd ze wymiana pokole
pozostawia éwredni zasob kapitatu ludzkiego na statym pozioroige tylko struktura
demograficzna nie ulega zmianie.

W tej sytuacji, jedynym sposobem na zapewnierdgtego przyrostu przeginych
zasobOw kapitatu ludzkiego w danej gospodarce idtzenie, ze zasoby te (lub

przynajmniej jak& ich czs$¢) sa w jakis sposob z pokolenia na pokolenie

%9 7 punktu widzenia rozwanego teraz problemu kwestia prmya przez Lucasa szczegdlnej (liniowej)
postaci funkcji produkcji kapitatu ludzkiego oragrawego wspétczynnika deprecjadi nie mazadnego
znaczenia. Kwestia ta jest natomiast kluczowa gz#glczsci przeprowadzonej w tym punkcie krytyki
modelu Lucasa.
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transferowane, analogicznie, jak transferowanezasoby kapitatlu rzeczowego. W

kategoriach modelu Halley'a, pagkowy zasob kapitatu ludzkiegdd, cztonkow

nowych generacji musiatby zatem zade od poziomu tego kapitatu, aginigtego przez
generacje poprzednie.

Problem drugi jest bardziej technicznej naturyotydzy przygtej przez Lucasa
postaci funkcji ,produkcji” kapitatu ludzkiego. Pwaz akumulacja kapitatu
ludzkiego jest w modelu wytznym motorem diugofalowego wzrostu produlcter
capita dla jego zagwarantowania stopa wzrostu kapitatizkiego nie mge malé
wraz ze zw¢kszaniem si poziomu tego kapitatu. Inaczej mé&ej w funkcji produkcji
kapitatu ludzkiego, zapisanej w bardziej ogélney, w modelu Lucasa, postaci (por.
rownanie (5.8) w modelu Haley’a):

h=o(@-uh)’,
musimy wykluczy¢ malepce przychody z tego kapitatb & 1). W istocie, jedynie
liniowa post& tej funkcji (o = 1), zalaona w modelu Lucasa, pozwala na uzyskanie
tych wszystkich istotnych wtaska rozwiazania tego modelu, dddi ktorym maze byt
on rozwaany jako realna alternatywa dla standardowego poi@eneoklasycznego
(opartego na malggych przychodach i egzogenicznym ppst technicznym) w
poszukiwaniu mechanizmu diugofalowego wzrostu gdapczego.

Odnanie owego ,krytycznego” zafenia o liniowdci funkcji produkcji kapitatu
ludzkiego mana jednake wysuraé¢ podobne zarzuty, jakie formutujegstzasem pod
adresem tych endogenicznych modeli wzrostu, w ktdrgrbitralnie odrzucane jest
zatazenie o malejcych przychodach z kapitatu (rozumianego tradyeyjako kapitat
rzeczowy, hdz szerzej — jako zestaw wszystkich czynnikéw progiuodlegajcych
akumulacji). Ze wzgldu na zasadnigzmiarg jakasciowego charakteru rozezania w
przypadku najmniejszego chogiy odchylenia od liniowsci, modelom tym zarzuca
si¢ ekstremaln ,nieodpornd¢” (un—robustnegsi neguje s je, stusznie zresgt jako
catkowicie niewiarygodne na gruncie teoretyczAynPodobrn argumentagj mazemy
rébwniez zastosow& do modelu Lucasa, na poziomie funkcji produkcjipikatu
ludzkiego. W prosty sposéb rma pokazé, ze o ile sytuacja, gdp < 1, uniemaliwia

permanentny wzrost kapitatu ludzkiego i produfta, o tyle jakiekolwiek odchylenie

0 Zob. R. M. SolowPerspectives on Growth Thepournal of Economic Perspectives, vol. 8, no. 1,
Winter 1994, s. 49 — 51 oraz P. M. Romé&he Origins of Endogenous Growtbournal of Economic
Perspectives, vol. 8, no. 1, Winter 1994, s. 1B-1
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b od poziomu 1 w gérgeneruje wybuchowe zachowanie systemu, takze kapitat
ludzki i produktp.c. oshgaja w skaiczonym czasie nieskozone wartéci. Zaktadajc
b > 1 oraz dowola stah wartas¢ parametrw z przedziatu (0;1) i rozwzujac rownanie
rézniczkowe: h: U((l— u) h)b (jako rownanie o zmiennych rozdzielonych),

otrzymujemy:

¢ S _ 1 =
tjoa(l—u) dr-h(jto)x dx o r(b—(hé_b_(b_l)a(l_u)b(t—g)] '

gdzie h, = h(t,) . Otrzymujemy zatem:

ht) - o  przy  t-t+((b-Do@-uP i) <w.
Dla zalaone] przez Lucasa funkcji produkcji Cobba — Dougladt)— o
implikuje y(t) - o, oczywkcie pod warunkienmze K(t),L(t),u(t) > 0.

Parafrazujc Solowd', mazna powiedzié, iz niezwykle trudno jest uwiergyw to,
ze Natura wyposa/ita nas w ,funka¢ produkcji” kapitatu ludzkiego o tak szczegolnym,
liniowym charakterze, gwarantigym ludzkdci nieustanny réwnomierny przyrost
materialnego dobrobytu. Wydaje; siczywiste ze tak silne i ,wszechmocne” zaenie
wymaga bardzo przekorugego usprawiedliwienia, aby rawa bylo je traktowa
inaczej, jak tylko matematycarsztuczk 2

W kolejnym rozdziale pracy analizujemy alternatywsposob wdczenia procesu
akumulacji kapitatu ludzkiego w mechanizm wzrostasgpdarczego, odporny na

sformutowane tutaj zarzuty.

L Por. tanae.

2 Niestety, w przypadku wielu (wkszaici?) modeli wzrostu endogenicznego tego typu zie
stanowi kluczowy element ich struktury matematy¢zgevarantugcy pazadane rezultaty. Por. R. M.
Solow, Reflections on Growth Theqrg. 10, w: P. Aghion, S. N. Durlauf (redjandbook of Economic
Growth, Volume 1A, Elsevier, North Holland, 2005
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Rozdziat szbsty

Rozszerzenie modelu neoklasycznego

o0 akumulacje kapitatu ludzkiego

Wprowadzenie

Znaczenie teoretyczne modelu wzrostu gospodarczggedstawionego w tym
rozdziale pracynaley odczytywa w dwoch kontekstach: po pierwsze, w odniesieniu
do wskazanych w rozdziale drugim ograniczaksplanacyjnych podstawowe] wersji
modelu neoklasycznego, po drugi&,z& nawiazaniu do przeprowadzonej w ostatnim
punkcie rozdziatu ptego krytycznej argumentacji odimee sposobu gfia procesu
akumulacji kapitatu ludzkiego w modelu wzrostu egeloicznego R. Lucasa. W tym
drugim kontekcie analizowany tutaj model mawa postrzega jako drugi czion
alternatywy w dyskusji nad znaczeniem procesu akaejiukapitatu ludzkiego we
wzroscie gospodarczym, ktimaozna stréci¢ w pytaniu:growth effect czylevel effect?

6.1. Prezentacja modelu

Prezentowany model stanowi naturalne rozszerzeniedstawowej wersji
neoklasycznego modelu wzrostu z rozdzialu pierwszeg akumulag kapitatu
ludzkiego. Kapitat ludzki traktowany jest tutaj f@krzeci czynnik produkcji, obok
kapitalu rzeczowego i sity roboczej, podlegy tak jak one prawu malgych
przychodow. Naktad kapitatu ludzkiego pojawia jakodatkowa zmiennaH) w

agregatowej funkcji produkciji, ktora wykazuje staeliekty skali dla trzech czynnikow

! Model wzrostu gospodarczegazdacy podstaw analiz przeprowadzanych w tym rozdziale, stanowi
teoretyczne rozwigcie idei zarysowanej przez N. G. Mankiwa, D. Ronid¥a Weila w artykule z 1992
r. Zob. N. G. Mankiw, D. Romer, N. WeilA Contribution To The Empirics Of Economic Growth,
Quarterly Journal of Economics, 1992, May, s. 4GB+

Zgodnie z podégiem przygtym przez nas w pierwszych czterech rozdziatackyprarykorzystujemy
0g6lm postd@ neoklasycznej funkcji produkcji, zamiast orygirialmalazonej przez wymienionych vizgj
autorow funkcji Cobba—Douglasa.
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produkcji. Zmienn oznaczoa symbolem K) interpretujemy teraz jako nakitad pracy
surowej, nie uwzghkniajacej rezultatow inwestycji w kapitat ludzki. Podobrjak w
modelu Solowa, w réwnaniu strumienia produk¥) (ystpuje take zmienna k),
odzwierciedlajca dostpny w gospodarce poziom technologii (zaséb wiedaykowo

— technicznej). Poziom tej zmiennej wptywa na pidagwnos¢ pozostatych czynnikéw
produkcji, a jej zmiany w czasie usamiamy z pogpem techniczno - organizacyjnym.
Zaktadamyze postp techniczny jest neutralny w sensie Harroda.

Agregatowa funkcja produkcji ma zatem rpasfaca postd:
Y =F(K,H,AL)=F(K,H L), (6.1)
gdzie: L = AL oznacza naktady pracy w jednostkach efektydgno
O funkgcji produkciji (6.1) zaktadamye:
W1. jest ciagta, (przynajmniej) dwukrotnie siiczkowalna i wktsta,
W2. zerowym naktadom czynnikow produkcji przypadkowuje zerowy produkt:
F(0,0,0)= C.
W3. charakteryzuje si dodatnimi i malejcymi produktywndciami kraxcowymi
wszystkich trzech czynnikow wytworczyck, ,F, ,F, >0i F,F,,,F, <O,
W4. krancowa produktywné&t kazdego czynnika rnie przy wzrdcie zatrudnienia
innego czynnikaF, ,F, ,F >0,
W5. wykazuje state korzgi skali produkcji: F(cK,cH,cAL)=cF (K,H,AL),

W6. spetia tzw. warunki InadinimOFX =00, IXim Fy =0, gdzie: X O{K,H,L}.

Nietrudno zauway¢, ze s to zal@enia analogiczne do tych, jakie przyjmowaly
w przypadku podstawowej wersji modelu neoklasyceneg rozdziale pierwszym,
rozszerzone teraz na trzy czynniki produkciji.

Korzystajc z zatlagenia o statych korzgiach skali, funke produkcji (6.1)
mozemy przedstawi w postaci intensywnej, w kategoriach na jednestkektywnej
pracy qjep). Podstawiajc ¢ = (AL)™, mamy

F(K(AL)™ H(AL)™,1) = (ALY 'F (K H ,AL).

Przyjmupc oznaczenia:
— K —
k=—, h=—/, y=—o, 6.2
AL AL Y AL (62)

dla, odpowiednio, kapitatu rzeczowego, kapitatuzkidgo i produktunjep oraz:

F(E,ﬁ,1)= f (E,Fl), otrzymujemy:
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y=f(k,h). (6.3)

Lemat 6.1.Dla funkgcji produkcji (6.1), przy zas@niach W.1 - W.6, zachodzi:
W7. Y=F(0,0,L)=F (K,0,0=F (OH ,0% {

Dowdd. Pokazemy najpierwze IXi[an/ X =0, dlaX0{K,H,L}.
J&ili !Erpr =—a<o, to )I(irgY/ X = !(irpwa/ X =0. J&li zas J(iTOY =00, t0o Nna podstawie
reguty de L’Hospitala i W6, zachodgtan/ X = Qrpm F, =0.
Na podstawie W5, mamyO0=limY/K = lim F(1,H /K,L/K)=F(1,0,0), czyli
F(K,0,0)=K [F (1,0,0F (dla dowolnegoK <oo.
W analogiczny sposob wnioskujenig F(0,H,0)= 0 F(0,0,[): 0,dlaH,L<w.

|

Twierdzenie 6.1.Przy zalageniach W1 - W6 o funkcji produkcji (6.1), funkcja.8) ma
nastpujace wiasnéci:
wl. charakteryzuje si dodatnimi i malejcymi kraacowymi produktywnéciami

kapitatu rzeczowego i ludzkiego njef; >0, f. >0, f_ <0, f. <O,

w2.  spetnia tzw. warunki InadyRirrg f :Iﬁi ) f=0, IEim f- =I,him f-=0,

w3. zerowym naktadom czynnikow produkcji przypsdkowuje zerowy produkt:
f(0,0)= 0,

w4.  jest silnie wkesta.

Dowéd. Poniewa:

f =20 =ZF Fe. f == 2F F,,
(6.4)

Kk E W ok = i fﬁﬁ =[FHH ! fi = T :EFKH =[FHK )

to z wkasnéci W3, W6 wynikaj wtasnaci wl, w2.

Na podstawie Lematu 6.1 wnioskujenag, f (0,0)=F (0,0,1F= ( czyli zachodzi w3.
Zwracamy uwag, ze zalaenie W.1 o wkistosci funkcji produkcji (6.1) gwarantuje
jedynie wkkstos¢ funkcji (6.3). Z zalaenia o wkéstaosci funkcji (6.1) mamy:

FKK FHH _(FKH )2 20.

187



Stad oraz z (6.4) wynika zatem nieujemna wé&ttevyznacznika hesjanu (macierzy
drugich pochodnych @stkowych) funkcji (6.3):
i fin — (fp)* 2 0.

Dopiero uwzgtdnienie (uzasadnionego ekonomicznie) warunku W&lueya zerow
wartaés¢ tego wyznacznika i wymusza silnwklestosé funkcji produkcji w postaci
intensywnej.
Dla dowodu nie wprost zatéy, ze: F . F.,, —(F)> =0. Z twierdzenia Eulera dla
funkcji jednorodnej stopnia 1 mamy:

FFK+F,H+FL=F.

Poniewa réwnanie to zachodzi dla wszystkicki,H,L > 0, to maemy dokon&

obustronnego ticzkowania wzgidem K, a nasipnie wzgedem H. Po skréceniu
tozsamych wyraen, otrzymujemy odpowiednio:

F«K+F, H+F,L=0

FK+F, H+F,L=0

Dzielac pierwsze z tych rowmaobustronnie przezF, , a drugie — przezF,,,

dostajemy:
i K+H +i L =0,
FHK IIZ:HK (65)
—HK+H+H-L=0.
I:HH HH
A ; I.:KK FKH ; ; .-
Z zal@enia dowodu nie wprost mamy:— = . Std oraz z (6.5) wnioskujemye:
KH HH
F F .
K =_tH "co ze wzgldu na zateenia W3, W4 o znakach pochodnychstkowych

Fic HH
prowadzi do sprzeczéa. Zatem F F., —(F. ) >0, czyli funkcja f(k;h) jest

silnie wklgsta.

Twierdzenie 6.2.Przy zataeniach W1 - W6, dla funkcji produkciji (6.1) zachodz
W8.  lim F(K,H,L)=o, dlax 0{K,H,1},
zas dla funkcji produkciji (6.3), zachodzi:

w5. lim f(k,h) =, dla xO{k,h}

X — 00
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Dowdd. Na podstawie W5, zachodzi réwséo F(K,H,L)=Lf (k,h) = K E—I@

k,h-0

Jelli K,H <, to lim F(K,H,L)=KOim f(k h)/k. Poniewa z w3 wynika, ze
EIﬁ (E F\) = f(0,0)= 0, to korzystajc z reguty de L’Hospitala i w3, mamy:

IimF(K,H, L) KE[im f. =o.

Lo

W analogiczny sposob dowodzinmig lI<im F(K,H ,[) =co Oraz Lim F(K,H ,[) =00,

Zatem spetniona jest wlasstoW8. Na tej podstawie wnioskujemig:

lim f(k,h) = lim F(khl)=oo i podobnielim f(k,h) = 0, czyli zachodzi w5.

Podobnie jak w modelu Solowa, state kdciyskali agregatowej funkcji produkcji
sa wyrazem zaigenia o0 doskonatej konkurencji. Maksymalij zyski,
przedsgbiorstwa najmuyj ustugi pracy, kapitatu rzeczowego i ludzkiego donmentu
zrownania si krancowych produktywnéci poszczegoéinych czynnikéw produkcji z
rynkowymi cenami tych czynnikéw. W réwnowadze dtagmesowej przedsbiorstwa
osihgaja zerowe zyski czyste, funkcjoragj na poziomie minimum swoich
dlugookresowych krzywych przetnego kosztu produkéji Suma wynagrodze za
ustugi kapitatu rzeczowego, kapitatu ludzkiego Bgyr wyczerpuje zatem wakd
produkcji kadej firmy. Oznacza toze sumujc produkcg oraz naktady czynnikow
wytwoérczych wszystkich przeddiiorstw, maemy dla kadego momentu napisé

réwnanie:
Y(t) = g (K (0) + 0, H (B + WO L), (6.6)
gdzieY, K, H, L oznaczaj globalne wielkéci produkcji i naktadow, zaq, , g, i w

rynkowe ceny, odpowiednio, kapitatu rzeczowego, itikdp ludzkiego i efektywnej
pracy. Z przygtych zat@en o funkcjonowaniu gospodarki wynikae dla kadego

momentu spetnione gtakze warunki maksymalizacji zysku:

2 Zob. np. H. R. Varianntermediate Microeconomics: A Modern Approach, 7th edition, W. W. Norton
& Company, 2005, s. 403 — 408.

Przypominamyze przymiotnik ,dlugookresowy” iyty jest tutaj w takim znaczeniu, w jakimywany
jest w analizie mikroekonomicznej, gdzie przez diigres rozumie sitaki okres, w ktérym wszystkie
czynniki (koszty) produkcji firmy mina traktowa jako czynniki (koszty) zmienne. W dalszejesa
tego rozdziatu rozrniamy pogcia: ,rownowaga dtugookresowa” (w sensie mikroekomznym) oraz
»=dynamiczna réwnowaga dlugookresowa” (w sensie makonomicznym), oznaczgja stan stacjonarny
gospodarki, w ktérym zachowang gewne relacje strukturalne pagey wielkagsciami ekonomicznymi.
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Fe=ac®,  Fo=a),  F=w). (6.7)
Z (6.6) i (6.7) oraz na podstawie twierdzenia Ealevnioskujemy,ze agregatowa
funkcja produkcji musi by dodatnio jednorodna stopnia 1, czyli gospodarka
funkcjonuje przy zerowych korzgiach skali produkciji.

Rynki pracy, kapitatu rzeczowego i ludzkiege germanentnie zréwnowwane.
Rownania (6.7) ok&aja globalny popyt na ustugi poszczegdllnych czynnik®alsze
zatazenia przygte w modelu okrdaja ksztattowanie si globalnej poday tych
czynnikow.

Przyjmujemyze zasoby pracl rosm wyktadniczo ze statstom n (utozsamian ze
stom przyrostu naturalnego). Zaktadamy réwnize pos¢p techniczno — organizacyjny
odbywa st ze stad, egzogenicznie darstom m (nazywam dalej stop egzogenicznego

postpu technicznego):

L=nL, A=mA. (6.8)

W konsekwencji zasoby tzw. efektywnej prad_y: AL rosmy ze stop n + m.

n+m)t

Wynikajace sid rownanie L = Lo€' traktujemy jako réwnanie (doskonale
nieelastycznej) pods zasobow efektywnej pracy w momentie

Globalm poda kapitatu rzeczowego i ludzkiego w momenti@itazsamiamy z
globalnymi  zasobami  odpowiednich  rodzajow kapitatwvynikajacymi  z
dotychczasowych inwestycji netto. Poziom inwestyejkapitat rzeczowy i ludzki w
gospodarce wynika z osz@nagici, oznaczajcych nieskonsumowanczes¢ produktu
(dochodu).

Réwnania dynamiki kapitatu rzeczowego i ludzkiegaja nastpujaca posta:
K=sY-0.K, (6.9)

H=s,Y-d,H, (6.10)
gdzie sx i & oznaczaj, odpowiednio, stopy inwestycji i deprecjacji dlapitatu
rzeczowego, Zasy i dy - analogiczne stopy dla kapitatu ludzki€ggrzy czym:
S¢,S4,90¢,0, U(0,)orazs, +s, 0(0,1).

% Deprecjaqj kapitatu ludzkiego w skali makro najewiazat w pierwszej kolejnéci z permanentnym
procesem wycofywania z dziatakwd produkcyjnej zasobéw tego kapitatu uciglienych w najstarszych
cztonkach spotecastwa. Wespoét ze starzenieng giasobu kapitatu ludzkiego zygianym nieuchronnie
ze starzeniem sisamego cziowieka (zapominanie uprzednio nabytefmyi, ostabienie zdoldoi do

przyswajania nowej, itp.), proces ten zamy nazwé deprecjagj fizyczm kapitatu ludzkiego. Ponadto,
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Uwaga 6.1.W kontelécie rozwaan nad akumulagj kapitatu ludzkiego w poprzednim
rozdziale pracy, warto zwrdciuwag na zatlgenie zawarte implicite w rownaniu
(6.10). Réwnanie to implikujeze w modelu przyjmuje side facto ¢ sana posta
~funkcji produkcji” dla kapitatu ludzkiego, co diaozostatych débr (konsumpcyjnych i
inwestycyjnych). Ponadto, §i duza cz¢$¢ ekonomicznych kosztéw tworzenia kapitatu
ludzkiego stanowi utracone dochody 0séb, §wdecajacych swoj czas i wysitek na
naule i doskonalenie zawodoweto scisle rzecz biogc zmiennaY w réwnaniu (6.10) i
w catym modelu oznacza hipotetyczny produktzhie z wartécia owych utraconych
dochodow, nie Zarealny PKB ujmowany w statystykachgdzynarodowych.

W skrajnym przypadku, gdy utracone dochody staaosatci¢ ekonomicznych
kosztoéw tworzenia kapitatu ludzkiego, mierzalny gkt wytwarzany na rynkuY™,
stanowi (1-s, )—ta czs¢ hipotetycznego produkty. Stopa ,mierzalnych” inwestycji
w kapitat rzeczowy wynosi wtedsgy' =s, /(1-s,).

Matematyczny model wzrostu gospodarczego rozpaimywwv tym punkcie pracy
dany jest zatem przez uktad rovin®.1), (6.7) - (6.10), postaci:

Y(t) = F(K(t),H (t),L (), Lt)=At)L(),

Y(t) = g (DK (1) + 0, H (1) + W) L(D),

a®=F., G®O=F, wt=F, (6.11)
L(t)/L(t) =n, At/ A) =m,

K (t) = sY(t) - IK(t), H ) =s,Y(t) -3, H ).

Z definicji (6.3) zmiennych k i h wynika, ze: K =KAL, H =hAL.
Zrozniczkowanie tych rownawzgledem czasu i podstawienie otrzymanych wzorow
(po uwzgkdnieniu (6.8)) do rowma (6.9) i (6.10) daje, po kilku prostych
przeksztatceniach, rownania dynamiki kapitatu ro@ezgo i ludzkiegajep:

Lk=3< f (k,h) = (n+m+ 3, )k, (6.12)

ﬁ=§4f(ﬁ,ﬁ)—(n+m+5H)ﬁ. (6.13)

mozemy mowe o deprecjacji moralnej, polegapj na czsciowym starzeniu giwiedzy i umiegtnosci
zdobytych w przeszkei, zwiazanym z odbywagym sk postpem naukowo — technicznym.

* A takze inne formy aktywnéci podnoszce jej przyszt zdolng¢ zarobkow, cha: dla uproszczenia —
podobnie jak w poprzednim rozdziale - ograniczamygaj do rozwaania kapitatu edukacyjnego.
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Stanem stacjonarnym (stanem dynamicznej rownowagiodkresowej) modeluas

takie, szczegdlne poziomy kapitatu rzeczowego zkieho njep, ke, he, dla ktorych

zachodzik =h=0. Oznacza toze jezeli gospodarka osgnie te wartéci, to nie lzda

one podlegaty ju dalszym zmianom. Jak wynika z (6.12) - (6.13)nss&acjonarny

stanowi, takie wartdci ke,he >0, zmiennychk, h, dla ktérych spetniony jest uktad

rownai:
f(kh) _n+m+g (6.14)
Kk sc '
f(kh) _n+m+g, (6.15)
h s, '

Przygte w zalgeniach modelu warunki Inady gwarantigtnienie funkcji uwiklanych
k(h) i h(k) w przestrzeniR* x R", nadajcych réwnaniom, odpowiednio, (6.14) i
(6.15), status tecsamdci. Okazuje si jednak,ze gwarantuj one take istnienie wart€ci

ke,he >0 zmiennychk, h, spetniajcych uktad réwna (6.14) - (6.15).

Twierdzenie 6.3.Przy zalgeniach W1- W6 o funkcji produkcji (6.1) istruefloktadnie
dwa stany stacjonarne modelu (6.11): pun@y0) oraz (ke,he), gdzieke,he > 0.
Dowdd. Z (6.12) - (6.13) oraz Tw. 6.1, w3 wynikae punkt (0,0) jest stanem
stacjonarnynmodelu (6.11). Ponadto, z warunkéw Inady dla fu'nkf(ﬁE,ﬁ) (Tw. 6.1,
w2) wynika, ze dla kadego h>0 istnieje takiek >0, ze spetnione jest réwnanie

(6.14). Analogicznie, dla I{zalegoE >0 istnieje takieh >0, ze spetnione jest rbwnanie

(6.15). Aby oba te rownania byly spetnione roéwndoms musi zachodzi

+m+ — —
m[—ﬁ[ﬂ(. Podstawiajc prava strorg tego réwnania zén w dowolnym z
n+m+9, S

h=

rownar uktadu (6.14) - (6.15), otrzymujemy:

f (i, EM* O (B oy - NEM* Oy
n+m+9, S S«

Z warunkéw Inady dla f(k,h) wynika, ze przy dowolnych parametrach
S¢»S,,N,m,9, ,0, istnieje pojedyncza waro ke >0 zmiennejE, dla ktorej powysze

rownanie jest spetnione.
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Z (6.2) - (6.8) wynika,ze w stanie stacjonarnym globalne zasoby obu rodzaj6
kapitatu,K, H, oraz produkty, rosry ze stop n + m, okreSlana mianem naturalnej stopy
WZrostu, z&w ujeciu p.c. - ze stop egzogenicznego pagiu technicznegm. Proporcje

pomiedzy produktem oraz kapitatem rzeczowym i ludzkinzgeiaj wowczas state.

Uwaga 6.2.Poniewa na akumulagj kapitatu ludzkiego przeznaczana jest stakgicz
produktu (lub, inaczej méwe, w produkcji kapitatu ludzkiego, odbywaagj zgodnie z
funkcja produkcji (6.1), uczestnigzwszystkie czynniki produkcji), przyrostedniego
(p.c.) zasobu kapitatu ludzkiego z pokolenia na pok@gest zagwarantowany przez
ciagly wzrost zaménosci spoteczéastwa, wynikagcy z kolei z zaleenia o
egzogenicznm pogbie techniczno - organizacyjnym. W przecisévie do modelu
Lucasa, przyrost ten nie wymaga sztucznego - z tpumkdzenia tej szczegolnej
wlasnagci kapitatu ludzkiego, jak jest fakt jego uciekmiania s¢ w konkretnych
ludzkich jednostkach - zatenia o transferze zasobéw kapitatu ludzkiego pdmy
pokoleniami. Sposéb e¢gia procesu akumulacji kapitatu ludzkiego w analiaaym
teraz modelu jest zatem odporny na krgtyBrzeprowadzon w punkcie 5.5 pod

adresem modelu endogenicznego wzrostu gospodartzegsa.

Zgodnie z (6.7), ceny kapitatu rzeczowego i ludgki oraz efektywnej pracy dane
sa przez ich kracowe produktywngéci. Ponadto, na podstawie (6.4), mamy:
o« =F=f, ay =F, = f.. W podobny sposab, jako funlgcjl? i h, mazna take
przedstawd cere efektywnej pracy (stavekptacnjep):

_ d(Lf(k,h) L M ©
W:FL:g:f(k,hHL fia—5+fﬁa—5 =
oL oL "aL

= f(kh)—(LEKL +fHL )= f(kh)-Kkf -hf..

(6.16)

Oznaczmy przeav=F_=F [OL/0L = Aw stawle ptac za jednostkpracy.
Z (6.6) i (6.16) oraz definicji zmiennycit, k, h, L i wwynikaja rownaci:
QG K+g,H+wL=Y & qK/Y+q,H/Y+wL/Y=1,

czyli calgs¢ wytworzonego produktu rozktadagsbez reszty na wynagrodzenia pracy

oraz kapitatlu rzeczowego i ludzkiego, lub, inaczej mgoyiudziaty wynagrodze

kapitatu rzeczowego, g K/Y = EfR /[ f (E,ﬁ) : kapitatu ludzkiego,

q.H/Y =hf./f(kh) i pracy, wL/Y =1-kf_/f(k,n)=hf./f (k,h), w produkcie
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sumup sie do jedndci. Nalezy zauway¢, ze rOwnania te stanowijedynie inr, forme
zatazenia (6.6).
Uwaga 6.3.Przy zalgeniu, ze cald¢ ekonomicznych kosztow tworzenia kapitatu

ludzkiego stanowdi dochody utracone w wyniku odgniecia czynnikdw od normalne;j

dziatalngci zarobkowej, mierzalne jednostkowe wynagrodzéwpitatu rzeczowego,

kapitatu ludzkiego i pracy wynosz odpowiednio: g = aaK =(1-s,)q .
m_oY" : ay"™ Y : .
q, = =(1-s,)q, | W"= =(-s,)w. Oczywkcie, policzone w ten sposob

~ oH oL

wynagrodzenia wszystkich trzech czynnikbw wyczegpupez reszty warkd

mierzalnego produktY™. Por. Uwaga 6.1.

Poniewa w stanie stacjonarnym poziomy kapitatu rzeczowidgdzkiegonjep, kih,

sa state, stateasrowniez ceny obu rodzajow kapitatu i efektywnej pracy.vta ptac,
W=WA= v_vaemt , rodnie wtedy wyktadniczo ze stapostpu technicznegm.

Scharakteryzowane powsj wilasndci stanu stacjonarnego o0znaezajze
gospodarka znajdujecsha tzw.iciezce wzrostu réwnomiernego (Weszym sensie)

Na koniec zwrémy jeszcze uwag na fakt, ze w analizowanym modelu
wynagrodzenia otrzymywane przez pracownikéw skiadijde facto z dwdch czsci:
wynagrodzenia samej pracy)(oraz kapitatu ludzkiegoH). Poniewa na sciezce
wzrostu réwnomiernego cena kapitatu ludzkiegg jest stata, a zasoby kapitatu
ludzkiego p.c. (h) i stawka ptac W) rosrma ze stad stom, réwm stopie posfpu
techniczno — organizacyjnegu, taczne wynagrodzenia pracownikow rastakze ze

stah stom m.

> W sprawie definicyjnego roz#éienia pomidzy wzrostem réwnomiernym w giszym i szerszym
sensie, zob. punkt 1.2 (Uwaga 1.1).
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6.2. Stabilnag¢ dlugookresowej rownowagi dynamicznej

Poniewa dynamile systemu opisuje ukiad nieliniowych rownedzniczkowych (6.12)
- (6.13) oraz nie zakylismy zadnej konkretnej postaci funkcji produkcji, w abazny
spos6b mgemy zbadéa jedynie lokalm asymptotycza stabilng¢ diugookresowej
réwnowagi dynamicznej tego systemu.

Procedura polega na linearyzacji uktadu rofvn@.12) - (6.13) za pomac
rozwinigcia Taylora wokot punktu réwnowagi i sprawdzaniolgdlnej asymptotycznej
stabilngci odpowiedniego ukltadu liniowego, na podstawie rétownioskuje si
nastpnie o lokalnej asymptotycznej stabifeo rOwnowagi w uktadzie wygiowym.
Ostatecznie, pogbowanie sprowadza ¢i do zbadania znakow pierwiastkow
charakterystycznych tzw. macierzy Jakobiego, wyzoaej dla wspotradnych punktu

rownowagi.

Twierdzenie 6.4.Stan stacjonarm}?e,ﬁe >0, spetniagcy uktad rowna (6.14) - (6.15),

jest lokalnie asymptotycznie stabilnym stanem dakgesowej rownowagi dynamicznej

modelu (6.11) i ma charakter stabilnegezta.

Dowdd. Macierz Jakobiego, otrzymana na podstawie (6.{2)113), ma posta

ok 0k

= ok oh|_|Sfi—(n+m+9) s f;
5h o s, s, f.-(n+m+3,) |
|9k on ]

za jej wartas¢ dla wspoétrzdnych punktu réwnowag(Ee,ﬁe), scharakteryzowanego
przez uktad rowna(6.14) - (6.15), wynosi:

s 7= (n+m+5,) S fr }

.1, 5, f.°-(n+m+3,) 647

J(Ee,ﬁe)z{

gdzie f"=f (ke,he) i f."=f (ke,he) oznaczaj state poziomy knacowych

produktywndci kapitatu rzeczowego i ludzkiego w stanie staajorym.

Oznaczmy przez:

L
atich)= f(k,h) Y

__ f-h
F K BT = _F.H
f(k,n) Y

, (6.18)
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wskazniki elastycznéci produktu wzgtdem kapitatu, odpowiednio, rzeczowego i
ludzkiego. Przez a =a(ke,he), B =p(ke,he) oznaczmy statle waroi tych

wskaznikdOw na danejciezce wzrostu rownomiernego.
Korzystajc z tych oznaczeoraz z zalenosci (6.14) - (6.15) obowizujacych w stanie

stacjonarnym, (6.17) niemy po kilku przeksztatceniach przegisapostaci:

(@-1(N+m+3,) X pMm+m+3,)
I(Ke,he) = *H |
%a(mmw) (B-D(n+m+3,)

Korzystapc z faktu,ze iloczyn wartéci wtasnych z macierzy kwadratowej stopnia
drugiego rowny jest warfoi jej wyznacznika, Za suma wartéci wlkasnych — jej
sladowi, znajdujemy:

2122:detJ(l_<_e,F1_e)= (-a-B)a+m+3, )o+m+4, ), (6.19)
z,+2,=trd(Ke,he) = (@ -1)(n+m+J, ) +(B-1) (h+m+3,).

Z zalaenia o dodatniej kfowej produktywnéci wszystkich czynnikow produkcji

oraz (6.6), (6.7) wynikase:

a(k,h), Bk,h)>0, a(k,h)+ B(k,h)<1. (6.20)

Na podstawie (6.19) otrzymujemy zatemz, >0 oraz z, +z, <0, coswiadczy o tym,

ze oba pierwiastki charakterystyczrietgemne (hdz maj ujemne czsci rzeczywiste,

w przypadku, gdy s zespolone). Zgodnie z twierdzeniem Lapunowa, sbamowagi

wyjsciowego ukladu réwna rézniczkowych jest  (przynajmniej) lokalnie

asymptotycznie stabilny.

Obliczapc nastpnie wyr&nik réwnania charakterystycznego maciert@ze;ﬁe) :
A:(trJ(Ee,Fue))z ~4det) ke he )= - 1 a+m+5, F+ B- 15 a+m+3, §
—2(1-apB-a-L)n+m+J, )n+m+3,),

nietrudno ustadi, ze spetniona jest nierows@

A>((@-)(n+m+3)-(B-Dn+m+3d,)) =0,

czyli pierwiastki charakterystyczne macierzMRe,ﬁe) 3 liczbami rzeczywistymi, a

punkt rownowagi ma charakter stabilnegerta (a nie stabilnego ogniska).
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Rozpatrzymy teraz problem globalnej asymptotycatapilngci diugookresowe;j

réwnowagi dynamicznej postugigj sk tzw. diagramem fazowym.

Oznaczmy przezﬁ:gl(E), ﬁ:gz(ﬁ) krzywe podzialu w przestrzeriT'(XF], przy

ktorych zachodzi, odpowiedni§)= 0, ?1= 0, odpowiadajce réwnaniom, odpowiednio,
(6.14) i (6.15). Przed przygiieniem do analizy dynamiki systemu (6.11),
scharakteryzowanej przez rownania (6.12) i (6.18ykazemy najpierw pewne
wiasndgci linii podziatu na diagramie fazowym.

O nachyleniu krzywych podzialu memy wnioskowd, analizupc wartGcei
wskaznikow elastyczngci 52%% dla tych krzywych£(g,) i1 £(9,) .

Lemat 6.2. Linie podziatu h= gl(E), h= gZ(E) s funkcjami rosgcymi. Ponadto

£(9,) >1 oraze(g,) <1.

Dowdd. Przyrownujc do zera prawe strony rowng6.12) i (6.13) i raniczkujc
otrzymane w ten sposob réwnania Vﬁz@mE i h, otrzymujemy odpowiednio:

s (f.dk + f.dh)—(n+m+J,)dk =0, s, (f.dk+ f.dh)-(n+m+J,)dh=0,
a nasgpnie po przeksztatceniach:

— _dh_(ntm+95,)-sf, —_ dh f
g,'(k) =22 = OTSK g iy =9N - ull (6.21)
dk s - dk (n+m+4,)-s,f;

Poniewa przy k=0 zachodzi (6.14), Zaprzy h=0 - (6.15), maemy skorzystéa z
tych zalenosci dokonujc podstawié w (6.21). Korzystajc dodatkowo z oznacie

wprowadzonych w (6.18), otrzymujemy odpowiednio:

dhk _1-a(k,h dhk _ a(k,h
s(gy) = 2K _1zath) e(g,) =0k - _alel) (6.22)
dkh  B(k,h) dk h  1-8(k,h)
Z uwagi na (6.20) wnioskujemyge elastyczngi (6.22) dla obu krzywych podziata s

dodatnie (czyli obie linie podziatua ozytywnie nachylone wzgllem osi &), przy

czym £(g,) >1 oraz £(g,) <1.
|

Lemat 6.3. Linia podziatu ﬁ:gl(E) jest funkcj silnie wypukh, a linia podziatu

h=g,(k) - silnie wkksta.
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Dowdd. Wezmy dwa dowolne punktﬁl,ﬁl) i (Ez,ﬁg) znajdujce sg¢ na linii podziatu
h= gl(R) I oznaczmy stosunekz/ ki przez A. Z uwagi na staly poziom produktu
przecetnego kapitatu rzeczowego, wynikay z (6.14), musi zachodzi
f(ko,h2)=Af(k,h:). Dla dowolnej kombinacji liniowej tych punktéw:
(Ko, ho) = O(ks, ) + (1- 8)(k2,h2), gdzie 60(0;1), ze wzgtdu na silm wklestos¢
funkciji f(E,ﬁ) (zob. Tw. 6.1, wiasni@ w4), zachodzi:

f(ko,he) > O (ki,h1) + (1-8)f (kz2,h2)=(6+ (1-WN) f ki h1), (6.23)
skad wynika z koleize:

f(ko,ho) _ (6+@-6)A) f (ki,hu) J flkah)
ke (6+@-6)A)k: ks

Z uwagi na dodataiwartcs¢ pochodnej castkowej f. (zob. Tw. 6.1, wiasrid wl),

punkt (ke,he) znajduje sj ponad lin podziatuh = gl(E) w przestrzenk xh, czyli:
ho>g(ke) = 8,(k)+A-6)g, (k) > g,(6ki+ Q- O)k:),

CO Oznaczaze funkcjaﬁ = gl(E) jest silnie wypukta.

Podobnie, wybierag dowolne dwa punktyki,h) i (kz,h.) znajdujce si na linii
podziaiuﬁ =0, (E) i 0znaczajc stosunekh./ hy przez A, wnioskujemy najpierw,zi z
uwagi na stat wartags¢ produktu przeeitnego kapitatu ludzkiego, damprzez (6.15),
musi zachodZi f(Ez,ﬁz) =Af (El,ﬁl). Dla dowolnej kombinacji liniowej tych
punktow: (ke,he) = O(ki,hu)+(1-8) (k2,h2), gdzie 801(0;1), ze wzgkdu na silm
wklestos¢ funkciji f(E,F\), zachodzi ponownie nierowfo (6.23), skd wynika z kolel,
ze:

f (ko,ho) _ (6+@-0)A) f (ki,hu) N f (ky, 1)
he (6+@1-0)A)hy ha

Z uwagi na dodataiwartas¢ f. (zob. Tw. 6.1, wiasng w1l), punkt (ke,hs) znajduje
sic na prawo od linii podziahin = g, (k) w przestrzenk xh, czyli:
he<gy(ke) = Bg,(k)+(1-0)g, (k) < g, (8K + 1-O)k:2),

CO Oznaczaze funkcjaﬁ =0, (E) jest silnie wkésta.
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Twierdzenie 6.5.Przy zataeniach W1-W6 o funkcji produkcji (6.1), stan stagmy
(Re;ﬁe) #(0,0) modelu (6.11) jest globalnie asymptotycznie stgbil

Dowdd. Portret fazowy systemu, zgodny z ustaleniami Twienikz 6.3 oraz Lematéw

6.2 i 6.3, zaprezentowano na rysunku 6.1. Oprozyvkych podziatu zaznaczono fak

strzatki wskazujce kierunki ruchu zmiennycﬁ i h, gdy system opisany rOwnaniami

(6.12) - (6.13) znajduje siw dowolnym punkcie.

Z rOéwnania (6.12) wynikaze E rosnie wraz ze wzrostenh, dlatego strzatki pone]
krzywej Lk=0 skierowane & w lewo (Lk<0), Z& powyze] - W prawo (L<>O).
Poniewa z rownania (6.13) wynikaze F\ ronie wraz ze wzrostenk, to strzatki na
lewo od krzywej?\ =0 skierowanesw doét (?\ <0), z& na prawo - w gézr(?\ >0).

Rysunek 6.1

Stabilnos¢ §ciezki wzrostu réwnomiernego

AF]

zrodto: opracowanie wiasne
Z analizy diagramu fazowego wynikze niezalenie od wygciowych pozioméWE [

F\), gospodarka zmierza w kierunku punktu przei@ krzywych podziatu, czyli w

stror; stanu stacjonarnegcs, he > 0.
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6.3. Rozszerzony model neoklasyczny a fakty empimsce dotycace wzrostu
gospodarczego

Podobnie jak w przypadku podstawowej wersji negkdasego modelu wzrostu,
zasadnicze charakterystyki dotyce zachowania sigospodarki naciezce wzrostu
rébwnomiernego, wynikage z modelu rozszerzonego o akumudgpitatu ludzkiego,
korespondy ze ,stylizowanymi faktami” wzrostu gospodarczegmalizowanymi w
rozdziale drugih Udoskonalenie eksplanacyjnych waloréw modelu,skape dziki
uwzgkdnieniu akumulacji kapitatu ludzkiego, dotyczy matast jego implikacji

ilosciowych w zakresie:

1) wplywu poszczegolnych parametrow na poziom produRéusciezce wzrostu
rownomiernego,

2) przewidywanych rgnic w zasobngéci gospodarek w kapitat rzeczowy i w jego
krancowej produktywnéci (stopie zysku z Kkapitatu), implikowanych przez
obserwowane ztdicowanie w poziomach produkpuc. miedzy krajami,

3) wynikajacej std sity bodcow do przeptywu kapitatu rulzy krajami,
warunkupcego ogolnéwiatowe procesy konwergencji,

4) tempa niwelowania ednic w poziomach produktp.c. migdzy krajami w ramach
identyfikowanego przez model mechanizmu konwergevajunkowej.

Rozpatrzymy te kwestie szczegétowo.

Ad.1) Analogicznie jak w modelu Solowa, stopy intye§ (tym razem zaréwno w
kapitat rzeczowy, jak i ludzki) decyduyjo poziomie produktunjep w stanie
stacjonarnym, czyli o po#@niu dtugookresowejciezki wzrostu rownomiernego, nie
maja natomiast wptywu na dtugookresgwto wzrostu réwnomiernego.

Analize wptywu poszczegoélnych parametréw modelu (w tynmp sitdwestycji) na
poziom produktunjep w stanie stacjonarnym moa przeprowadzj wykorzystujc
metody statyki porownawcze;j.

Uktad rowna (6.14) - (6.15), ktory teraz zapiszemy w postaci:

Fl(E_e,ﬁe,s(,s* nmo, J5,)=0 = s f ‘_f Fu_ - @+m+J, }2_ =0, (6.24)
F?(Ke,he,s¢,8, ,Nn.M3J J,)=0 = s, fkehe)- O+m+3J, he=0

wyznacza funkcje uwiktane:

® Zob. rozdziat drugi, punkt 2.1.
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ke = f1(5.,S,,n.M,J .0, ), he = f2(s.,s,,n,m,J .3, ).
Zgodnie z twierdzeniem o funkcji uwiktanej, warunkievystarczajcym istnienia tych

funkcji w otoczeniu punkty(sy , s, ,n°,m°

J¢ 05 ) jest istnienie agtych pochodnych
czastkowych  funkcji F' i F?2  wzglkdem  wszystkich  zmiennych

Ke,he,s, .S, ,n,m,J, 3, oraz:

oF* oF'
ke oh f7=(n+m+4, f.-
0ke oOhe|, _ [& (n Dm k) i s f 20
oF> OF? sy f s, f. = (n+m+3,)
oke Ohe
dla punktu (Eg,ﬁg,sﬁ S5 ,n°,m°.80 07 ) spetniajcego uktad réwna (6.24). Ponadto,

funkcje f' i f' s wowczas cigte i map ciagte pochodne estkowe wzgtdem
wszystkich zmiennychs,,s, ,n,m,9, ,0,. Poniewa w (6.19) wykazalmy juz, ze
interesugcy nas tutaj wyznacznik ma wasto ujemmy dla dowolnego punktu

(Ee,ﬁe@,s*,n,m,é,( ,5H) spetniagcego uktad réwna (6.24), ma zatem sens

mowienie 0 funkcjach uwiklanych ke = f(s,,s,,n,m,d ., ),

he = f?(s¢,Sy,N,M,J ,d, ) i ich pochodnych cstkowych. Z tych ostatnichetziemy
korzyst& w dalszej czsci analizy.

Kierunek oraz si# oddziatywania stop inwestycji na poziom produkfuzy
zatazeniu, ze gospodarka znajdujegsiha sciezce wzrostu réwnomiernego,
ocent za pomog nastpujacych wskanikow elastycznéci produktunjep w stanie
stacjonarnym wzgtlems, i s, , odpowiednid:

£le = e B gre =We P (6.25)
GV Hoo0sy vy,

Twierdzenie 6.6.Wskazniki elastycznéci (6.25) wyraaja sic wzorami:

A
& - ’
X l1-a-p

(6.26)

" Przy zalaeniu, ze gospodarka znajdujezsiasciezce wzrostu réwnomiernego, czyfi = Ly, zachodzi

b0W|em—[-ISL Oye Dﬁi ora za—[-ls'i Oye Eﬁi

Y 05 vy, o8y Y 0sy v,
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Ve - B
A oS (6.27)

gdziea = a(Ee,ﬁe) oraz 8= ,B(Ee,ﬁe) .

Dowdd. Poniewa, zgodnie z (6.3)y, jest funkcy ke i he, wz6r na elastyczrio vy,

wzgledem s, mozemy przepisaw postaci:

£le = godke  poohe |\g S (6.28)
K 9 d f (Ke,he)

gdzie, jak wyej, "= f_(ke;he) oraz f.” = f.(ke;he). W nasgpnym kroku ze wzoru
(6.28) eliminujemy wyrzenia 6Ee/6§(i aﬁe/aa . W tym celu réaniczkujemy

rownania (6.24) wzghem s, , otrzymujc odpowiednio:

a(fugke fhughej f (ke,he) = (n+m+ 9, )ake
> % (6.29)
ke 70he ohe
s | fLI—+f j (n+m+34, )
[ © 05 " 0s 0s
Rozwiazujac uktad réwnéa (6.29), wyznaczamy:
oKe f(ke,he) (s, £ - (n+m+3,))
0sc s B (n+m+4,)+(n+m+35)(s, f,”=(n+m+3,))’
aﬁe — _34 fRDf (Ee,ﬁe)
05 s f(n+m+3,)+(n+m+3)(s, 7 -(n+m+4,))
Po podstawieniu tych wzoréw do (6.28) i uproszcaenizymujemy:
v =5 f(n+m+4,
e = 5 fi € ) (6.30)

s fAn+m+8,) +(n+m+5) (s £,7-(n+m+4,))

Wykorzystupc réwnania (6.14) - (6.15), charakterymg stan stacjonarny, (6.30)

mozna przeksztat¢ido nastpujacej postaci:

S/e f EIke

&
o f(ke he)_ f Dke_ f EIhe

Dzielac licznik i mianownik prawej strony tego rownaniaz@z f(Ee,Fle) I stosujc
oznaczenia wprowadzone w (6.18), otrzymujemy ostaie (6.26):
W analogiczny sposo6b uzyskujemy form($.27).
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Przypomnijmy, ze poniewa zakladalimy neoklasyczny sposéb wynagradzania
czynnikow produkcji wedtug ich kfemowych produktywnéci, to state (nasciezce
wzrostu rownomiernego) wskaiki elastycznéci a i [ odpowiadag udziatom
wynagrodzé kapitatu, odpowiednio, rzeczowego i ludzkiego wdaukcie. Empiryczny
szacunek tych udziatbw pozwala na wyznaczenie, ikoplanej przez model, sity
wplywu zmian stdép inwestycji w poszczegdllne rodzZeggpitatu (a take pozostatych
parametrow) na produkt ngiezce wzrostu réwnomiernego. Empiryczne oszacowanie
tych wielkasci nie jest jednak mdiwe w sposoéb tak bezgredni, jak ma to miejsce w
sytuacji, gdy postugujemy egidwuczynnikovs funkcja produkcji, kiedy to produkt
rozktada s} pomkdzy wynagrodzenia pracy i kapitalu rzeczowego. V¥ypadku
kapitatu ludzkiego, jego wynagrodzenie riglevydzielic z tej czsci produktu, ktéra w
ujeciu dwuczynnikowym w cakei przypada pracy. Mdiwym sposobem szacunku
udzialu kapitatu ludzkiego w produkcie jest porowiga ptac robotnikdéw
niewykwalifikowanych (majcych odzwierciedla wktad samej pracy) zd&rednim
poziomem ptac wszystkich pracownikéw (odzwierciggtgch hczny wkiad czynnika
pracy i kapitalu ludzkiego). deli przyjmiemy, ze ptace robotnikdéw
niewykwalifikowanych ksztattuj sic migdzy 1/3 a 1/Zredniej ptacy, to wynika stl, ze
przychody z kapitatu ludzkiego stanawod 1/2 do 2/3 ogétu wynagrodzella sity
roboczej, czyIi:E(l—a) <B< E(1— a).Przya =1 szacujemyze: 1. B< 48

2 3 3 3 9

W tej sytuacji, wptyw nie tylkoacznej stopy inwestycji (w oba rodzaje kapitatu),
ale rownie, co intuicyjnie mniej oczywiste, samej stopy intyeg w kapitat rzeczowy,
na poziom diugookresowégiezki wzrostu gospodarczego, staje dizo wigkszy, niz
wynika to z modelu Solowa. Przy= 1/3 orazp = 1/3 elastyczni produktu wzgidem
stopy oszcgdnasci w kapitat rzeczowy wynosi teraz 1 (pr@y> 1/3 elastyczng ta jest
jeszcze wysza). Przy tym samym zaeniu o udziale kapitatu rzeczowego w
produkcie, uwzgldnienie akumulacji kapitatlu ludzkiego powoduje c@jmniej
dwukrotny wzrost elastyczdo produktu wzgidem stopy inwestycji w kapitat
rzeczowy. Jest tak dlatega, wzrost stopy inwestycji w kapitat rzeczowy prowadz

teraz nie tylko do wzrostu zasobu tego kapitatoz l®wniez podnosi poziom kapitatu

ludzkiego (poziomﬁ w stanie stacjonarnym). To gapoprzez funkeg produkcji,

przektada s na wikszy niz w modelu Solowa wzrost produktu w warunkach warost

8 7za: N. G. Mankiw, D. Romer, N. Weibp. cit., s. 417.
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rownomiernego. Rinice w stopach inwestycji w kapitat rzeczowy impiik teraz
dwukrotnie wigksze ré@nice w produkcie néciezce wzrostu rownomiernego,mimiato
to miejsce w przypadku modelu z dwuczynnikdiwnkcija produkciji.

Dla okré&lenia wptywu pozostatych parametréw na produkt sngezce wzrostu
rownomiernego mzemy poshay¢ analogicznymi wskanikami elastyczngci produktu

njep w stanie stacjonarnym wzglem tych parametrow.

Twierdzenie 6.7.Elastyczné¢ produktunjep w stanie stacjonarnym wzglem stopy

przyrostu naturalnego wyia st wzorem:

oo__ 9 g on B 5 0 (6.31)
l-a-f ntm+J9, 1l-a-p n+m+J,

Dowdd. Wyznaczymy najpierw formuty na elastycérﬁof/e wzgledem (n+m+J, )
oraz wzgédem (n+m+ 9, ) . Z definicji elastycznéci:

é&e = a;/e n+ T+ JK =
n+mrJ a(n +m+ JK) ye

:[fD ke 4.0 ohe qu+m+5K

(6.32)

Kan+m+g) " a(n+m+d) )  f(Kehe)
Odpowiednikami réwna (6.29), a:
co_ ok 4o Ohe oke
o(n+m+9J,)
dhe
o(n+m+4,)

Ka(n+m+d,) " a(n+m+dy)

T ke T ohe
K9n+m+9.) " a(n+m+3,)

j:Re+(n+m+5K)
(6.33)
J:(n+m+5|-|)

Rozwiazujac uktad réwnéa (6.33), wyznaczamy:

oKe B Re(s4 fED—(n+m+ oy ))
o(n+m+9) s fAn+m+g,)+(n+m+35)|s, f7-(n+m+4,)]

aﬁe — _Ee% fED
o(n+m+4,) s fED(n+m+5H)+(n+m+5K)[§4 fED—(n+m+5H)] '

Po podstawieniu tych wzoréw do (6.32) i uproszcaertizymujemy:
ke f(N+m+3,)(n+m+3)

S fRD(n+m+5H)+(n+m+5K)($4 fﬁD‘(n+m+5H))} f (ke e)

Ve —
£n+m+5K - |:

(6.34)

Korzystajc z rowna (6.14), (6.15), (6.34) przeksztalcamy do postaci:
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_
Ve _ fi ke

£ = — — .
n+m+dg f (ke, he) — fRDke _ fHDhe

Dzielac licznik i mianownik prawej strony tego réwnaniez@z f (ke,he) i Stosujic
oznaczenia wprowadzone w (6.18), zapisujemy osaiec

v, _ a
e =Y 6.35
Envimesi 1-a-p (6.35)

W podobny sposéb znajdujemy forrauta elastyczn@ y, wzgkdem (n+m+4,):

Enimess = 10" G f 5 (6.36)

Wskaznik elastycznéci 96 wzgledemn policzymy teraz w sposob nagtijacy:

ESIE :6_96*1: aye a(n-i-rn-i-JK)+ 696 6(n+m+5H) 1:
" on y, |o(n+m+dy) an d(n+m+J,) on Y.
_ n Y n Y
= @ e B e

n+m+g, "™* n+m+g, "M

Podstawiajc (6.35) i (6.36) do ostatniej formuty, otrzymujemstatecznie (6.3%)

Przyjmupc jak wczeéniej a = 1/3, p = 1/3 oraz zakiadag dodatkowod, =9, =9,
uzyskujemye,;yfmw = —ZL, co daje wynik czterokrotnie wkszy niz w modelu
n+m+o0
Solowa.
W kontelécie wnioskéw, jakie wyprowadzéimy w rozdziale drugim, w wyniku
analizy modelu Solowa, zekszenie sity zakenosci pomkdzy stop inwestycji oraz
stom przyrostu liczby ludngci a poziomem produktu, w obliczu wynikéw bada

empirycznych’, swiadczy na korzg§¢ waloréw eksplanacyjnych modelu rozszerzonego

® W analogiczny spos6b moa te uzyské formuty na elastyczrid S/e wzgledem stopy posgpu
technicznegan oraz wzgédem wskanikow deprecjacjio, i Jy .

10 Zob. punkt 2.2 w drugim rozdziale tej pracy. W gim etapie swojej analizy Mankiw, Romer i Weil
uwzgkdniaja w réwnaniu regresji stopy inwestycji w kapitat kil za ktérych miay przyjmup frakcje
ludnasci w wieku produkcyjnym uceszczajce do szkétsrednich. Poddawane estymacji rdwnanie
regresji oparte na réwnaniu charakteryeyim sciezki wzrostu rownomiernego w modelu z funkcj
produkcji Cobba—Douglas® = K?H” (ALY ma teraz posta

1_5_ﬁlns< + l_L’f_’glnsH - 1fr;fgln(mm+5)+a+£-

Spos6b wyprowadzenia tego réwnania sprowadgalsi wyznaczenia wardoi Kei ﬁespe}niaﬁcych

Iny =

k=0i h=0, na podstawie (6.12) - (6.13), gdzfek; h) = (k)? (h)’ oraz & =&, =J, podstawienia z
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o kapitat ludzki, w poréwnaniu z podstawowym modeleeoklasycznym. Rozgbsci
w akumulacji kapitatu (stopach inwestycji), azakw stopach wzrostu liczby ludém

znacznie lepiej ttumaazeraz régnice w poziomach zamaosci migdzy krajami.
Uwaga 6.4.W sytuacji, gdy mierzalna ¢& produktu wynosiY™ =(1-s,)Y (patrz

Uwaga 6.1), elastycz§é mierzalnego produktu wzglem stopys, mozemy policzy

W hastpujacy sposob:

Sy

1-s,

=&

po s AEs) s, [y+< -5.) y] E
08y y 0s,, a-s,)y (1-sy )y

¥ <

Dla niewielkich wartéci stopy s, warta¢ nowego wskanika elastyczngci bgdzie

nieznacznie msza od wartéci wskanika ESVH. Nietrudno ustali ze wzory na

elastyczné¢ mierzalnej cgsci produktu wzgidem stopy inwestycji w kapitat rzeczowy

oraz wzgkdem stopy przyrostu naturalnegptakie same, jak wzory na, odpowiednio,
gg’K i g,:y :
W oparciu o uzyskane formuty na elastycgnproduktu wzgidem poszczegolnych

parametrow modelu niemy réwnig wyznaczé wzory na ,elastyczrig substytucji”

migdzy dwoma wybranymi parametrami, olegace procentowe zmiany jednego z
nich, przy 1 - procentowej zmianie drugiego, koamrex dla utrzymania?/e na statym
poziomie. Dla przyktadu, wzglina zmianas, , rownowaaca (W sensie wptywu n&e)

1 - procentowy spadeg , maze by¢ obliczana w nasgpujacy sposob:

£SSK aSHBSL £ye/£ye=—.

0S¢ Sy B
Ad.2) i 3) Uwzgkdnienie akumulacji kapitatu ludzkiego ostabiag sivnioskow,
wynikajacych z neoklasycznego modelu wzrostéwiadczacych na rzecz

bezwarunkowej wersji hipotezy konwergenciji.

prawej strony §/=(E)”(ﬁ)ﬁ oraz obustronnego zlogarytmowania i updkowania uzyskanego

réwnania.

Taka modyfikacja nie tylko zwksza dopasowanie rownania regresji do danych ecmigch (w
przypadku pierwszych dwéch pré8 wzrasta do prawie 80%), ale réwhiebniza oszacowania warci
parametréw, takze zblizaja si¢ one do tych, wynikagych z modelu teoretycznego. Ponadto ograniczenie
nalazone na parametry (suma = 0) nie zostajeadnej z préb odrzucone, a implikowane wéstoa i

B (w pierwszych dwdéch probach) wynasakoto 1/3 i g silnie statystycznie istotne.
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W przeciwigéstwie do abstrakcyjnej wiedzy, kapitat ludzki jektbrem w petni
wytaczalnym, nie mgna o nim zakiadg ze tatwo podlega dyfuzji. 3k wyjasnienie
jakiejs czesci zréznicowania pozioméw dochodp.c. miedzy krajami przechodzi na
réznice w zasobriwi tych krajow w kapitat ludzki, to obserwowane mneczywistdci
réznice w poziomach zamaosci nie musz wcale oznaczaniewiarygodnie dizych
roznic w poziomach kapitatu rzeczowego przypadego na pracownika ani tym
bardziej w kracowej produktywnéci tego kapitatu (stopie zyskil) Stabm, zatem
bodzce do transferu kapitatu rzeczowego do krajow hiegdmych. Bariery w transferze
kapitatu ludzkiego neidzy krajami g natomiast w rzeczywisfoi o wiele wieksze, nk
w przypadku kapitatu rzeczowego.

Ad. 4) Mazliwa jest co prawda konwergencja warunkowa, czylréwnywanie
poziomow zamgnosci miedzy krajami poprzez tdice w stopach wzrostu
gospodarczego wynikge z tegoze r&zne gospodarki magznajdowa sie w réznym
oddaleniu od wspodlnego stanu stacjonarnego. Pomiimmzszerzony a akumulacj
kapitatu ludzkiego neoklasyczny model wzrostu galsppozego identyfikuje ten sam, co
do istoty, mechanizm zbiacsci, lezacy u podstaw warunkowej wersji hipotezy
konwergenciji, to jednak przewidywana szyfkaiwelowania rénic w poziomach
zamanosci okazuje si znacznie mniejsza hita, wynikaaca z podstawowej wersji
modelu. Zmniejsza sibowiem tempo, z jakim gospodarka staitaj z dowolnego
miejsca zblta sk do stanu stacjonarnego.

Podobnie jak w punkcie 2.3, stogujiniowe aproksymacje zalaosci nieliniowych
wokoét punktu réwnowagi dtugookresowej, peany wyznaczy, a nasipnie oszacowa

owa szybka¢ zbieznosci. Zaktadamy ponowni®, =9, =0.

* Na prostym przyktadzie rachunkowym mna pokazé, ze przy wyszym poziomie dochodp.c.
krancowa produktywné&t kapitatu rzeczowego nie by nawet wysza nk w kraju biedniejszym (mniej

zasobnym w kapitat rzeczowy). Przyjmeijfunkci produkcji Cobba—Douglasal = KYH? (ALY 92
lub w kategoriachp.c.. y=(AY?Pk?h?, krancowa produktywnét kapitatu rzeczowego wyta sk

wzorem: %:a(A)l'”_ﬁk”'lhﬁ:a%. Przy pomingciu wszelkich rénic w poziomie

wykorzystywanej technologii oraz = =1/ 3, dzieseciokrotnie wyszy produkip.c. maze wiazat sie z
takim samym poziomenk i tysiackrotnie wyszym poziomemh, co daje dziegtiokrotnie wyszy
produkt kraicowy kapitatu rzeczowego.
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Twierdzenie 6.8. W otoczeniu stanu stacjonarnegy = f (ke,he) modelu (6.11),
zmiany produktu w czasie, przy zaémiu, ze o, =9, =0, odbywaj sig zgodnie z
rownaniem:

Y(t) -y, = e AN (o) ~y, ), (6.37)

gdzie y(0) oznacza pocgkowa wartgié y(t) oraza = a(ke,he), B = B(Ke,he).

Dowdd. Przyblizajac liniowo szeregiem Taylora zaleosci k oraz h od k i h,
wyrazone w rownaniach (6.12) - (6.13), w otoczeniu pur(lk?te,ﬁe), mamy:
K = K(Ke, he) + 2 (ke, i) Ok = Ke) + 2% (ke ho) i = o),
ok oh (6.38)
Sl gh - o . 9ho o o -
h:h ke,he +— ke,he k_ke +— ke,he h_he f
( )ak( )X )ah( N | )

przy czym:k(Ke,he) =0 i h(ke,he) =0.
Biorac elementy macierzy (6.17) jako wawto pochodnych cgstkowych
wystepujacych po prawej stronie rownd6.38), otrzymujemy:

k=(sc 7= (n+m+0))(k—ke) +s f."(h=he), (6.39)
h=s, f7(k-ke) +(s, ;"= (n+m+3))(h-he). (6.40)
Jednoczénie stosujc przyblizenia liniowe maemy zapisé alternatywnie:
Yo = y+ f (ke =k) + f-(he = ). (6.41)
y=y, + £ (k—ke)+ f."(h—he). (6.42)

Korzystapc z (6.42), mgemy podstawi@ w miejsce fED(F]_F]e) w (6.39) oraz w
miejsce fRD(E_Ee) w (6.40). Po dokonaniu podstawid skroceniu wyraen o
przeciwnych znakach, otrzymujemy:

k=~(n+m+3)(k—ke) + s (Y~ V,),

h=s,(y-v.,) - (n+m+3d)(h-he).

Jednoczénie, na podstawie (6.3), mamy:

(6.43)

y= fEk+ fﬁh.
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Podstawiagijc w miejsce k i h prawe strony réwng6.43), otrzymujemy po

uporzdkowaniu:

;:(n+m+5)(f&(Ee _E)+ fﬁ(ﬁe _ﬁ))+(fE§< + fﬁs" )(9_96)’

za - korzystagc z (6.41) - po kilku elementarnych przeksztatcelmidostajemy:

y==((+m+d) - fis - fis,)(y-v.). (6.44)
Korzystapc z rowna (6.14), (6.15) oraz definicji wskaikdw elastycznéci (6.18),
rownanie (6.44) zapisujemy w nggstijacej postaci:

f - f

- f f _

y=—(1——ka——“ﬂJ(n+m+5)(y—ye). (6.45)
k h

gdzie, jak wyej, a = a(Ee,ﬁe) oraz B = ,B(Ee,ﬁe) .

Poniewa przyblizajac szeregiem Taylora w istocie przyjmovialy zatlazenie?

fo=f"i f. = f." dla punktéw(k,h) z pewnego otoczenigke, h.), mazemy skrock

wyrazenia utamkowe w (6.45), otrzynugj ostatecznie:
y=--a-pn+m+a)y-v,),
Rozwiazanie tego rownania ma posi®.37).
]
Tym samym wyraenie: —(1-a-£)(n+m+9) wyznacza stop spadku raénicy
(y-y.), czyli tempo zbienosci gospodarki do punktu réwnowagi diugookresowe;.

Mozna je réwnie utazsami& z wynikapcym z modelu tempem zachodzenia procesow

konwergencji w grupie krajow, charakteryzeych sé tym samym poziomem produktu
njep w stanie stacjonarny@e.
Uwaga 6.5. Kontynuupc watek podgty w Uwagach 6.1, 6.3, 6.4 zauwmay, ze

problem niemierzalni@i czesci produktu nie maadnego wpltywu na szacunek tempa
zbieznosci. tatwo sé o0 tym przekond wyrazajac roOwnanie (6.37) w kategoriach

mierzalnej czsci produktu poprzez podstawieniem/(l—sH) w kazdym miejscu zagl.

2 Mozemy st o tym przekona poréwnujc (6.41) z (6.42), po uprzednim obustronnym pozeniu
jednego z tych réwnaprzez (-1).
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Przyjmupc, jak dotd n+m+ 9 =6% rocznie oraz: = 1/3 i = 1/3, otrzymujemy
srednie tempo zbimosci na poziomie 2% rocznie, co stanowi waétalwukrotnie
mniejsz w poréwnaniu z szacunkiem wynikaym z modelu Solowa. Na przebycie
potowy odlegtdci od stanu stacjonarnego, gospodarce, siagjlz dowolnego miejsca,

potrzeba teraz oko’fo—lgio’szg’—gg =35 lat. Szacunki te odpowiadajwartagciom

obserwowanym w przypadku zbiesci poziomdéw rozwoju stanéw USA i regiondw

Europy Zachodnié.

6.4. Problem ,reszty Solowa”. W kierunku wzrostu emlogenicznego

Nawiazujac do rozwaan w punkcie 2.4 zauwany, ze uwzgtdnienie w agregatowej
funkcji produkcji kapitatu ludzkiego oznacza redjgkniewyjanionej czsci produktu
w rownaniu dekompozycji Solowa, oklenej mianem ,reszty Solowa”.

Odpowiednikiem réwnania (2.26), postaci:

yiy=a(k) K k+A A,

jest teraz nagpujace rownanie:

yi'y = a(k,h) ki Kk + B(k,h) T/ h+ AT A
Wynika std, ze w rachunku wzrostu gospodarczego ,miara naszeyviedzy”,

reprezentowana przez ,popttechniczno — organizacyjny” redukujez 5 sktadnik

Bk, h) I h.

Pomimo sformutowanych do tej pory argumentéw naczzznacgcej poprawy
zdolnaci eksplanacyjnych neoklasycznego modelu wzrostpgdarczego, agjnictej
dzieki uwzglednieniu w nim akumulacji kapitatu ludzkiego, pozgstfaktemze stopa
wzrostu produktup.c. na $ciezce wzrostu réwnomiernego - do ktorej, zgodnie z
Twierdzeniem 6.5, nieuchronnie zmierza gospodarkgest w dalszym agu
zdeterminowana przez stppgzogenicznego pagiu technicznego.

Na zakdczenie tego rozdziatu rozway hipotetyczny (graniczny) przypadek
portretu fazowego, przedstawionego na rysunku 6.1.

13 Zob. rozdziat drugi, punkt 2.3.
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Rysunek 6.2
Wzrost endogeniczny

zrodto: opracowanie wiasne

Zgodnie z rysunkiem 6.2, stan stacjonarny nie egnia zmienn& i h, a tym samym
réwniez Y/ zmierzag do nieskaczondci. Oznacza toze nawet w sytuacji, gdy nie

zachodzi egzogeniczny pept techniczny (n=0), w gospodarce ma miejsce
permanentny wzrost gospodarczy (w kategor@ach.
Z dowodu Twierdzenia 6.5 wynikae jedynym zatéeniem w modelu, ktére

wyklucza talk mazliwosé, jest warunek Inadylim . =lim f. =0 14" Uchylajc teraz

Kk - o0 h- o

to zalwenie, przypomnimy wzory na elastyczﬁoﬁ wzgledem k dla krzywych

podziatuh = g, (k) (Lk =0)i h=g,(k) (ﬁ =0):

e(gl):%%:%(%h), (g, :%%:%. (6.46)
Na podstawie rysunku 6.2 wnioskujemiye w rozwaanym teraz przypadku, ze
wzgledu na istnienie asymptot ukwoych dla obu krzywych podzialu_wzgl(E) [
h= g, (R) , wartagci obu wskanikéw elastyczngci (6.46) diza w granicy (dIaR - 00 |

h- o) do jedndci. Std oraz z (6.46) wynika z koleize zachodzi wowczas:

1 Wynika to take ze wzoréw (6.21), okékjacych nachylenie krzywych podziaiE: gl(E) (E =0)i

h= gz(E) (ﬁ:O). Warunek Inadylim f. =lim f, =0 gwarantuje bowiemze zachodz réwnania:
ho o

k = o

_lim gl'(E) = oraz_lim g, ‘(E) =0, co wyklucza sytuagjprzedstawios na rysunku 6.2.
k k,h - o

oo
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RIiﬁm a(Rﬁ)+[>’(E,Fl) -1, czyli udziat pracyL w produkcie, 1—a(E,F1)+,8(E,r_1),

maleje w granicy do zera.

O ile sytuagj taka uznalibymy za nieprawdopodnw kategoriach modelu Solowa,
w ktérym jedynym czynnikiem produkcji poza p#agest kapitat rzeczowy, o tyle
uwzgkdnienie akumulacji kapitatu ludzkiego czyni z npggynajmniej hipoteg, ktorej
a priori odrzucé nie ma@emy. Zauwamy, ze hipoteza ta nie jest sprzeczna ani ze
~Stylizowanymi faktami” wzrostu gospodarczego, goozonymi w rozdziale drugim, z
ktérych wynikaj, state w przyblieniu udziaty kapitatu i pracy w produkéieani take
Z argumentami teoretycznymi rozieamymi w rozdziale czwartym, wspiegaymi
przekonanie o wkszej od jednéri elastycznéci krancowej stopy substytucji pracy
przez kapitat (rzeczowy) wzglem technicznego uzbrojenia pracy (relacji kapitiu
pracy). Co wgcej, ustalenia plyate ze strony programu badawczego szanego z
teoria kapitatu ludzkiego (o ktérych wspominahy w rozdziale pitym), wspierag
zdroworozgdkowe przekonanie o rogtym w miag postpu materialnego i
cywilizacyjnego spoteczstw wzgkdnym udziale wydatkdw determiraglych zdolngé
zarobkowy (produktywndd¢) ich czionkéw, i tym samym magych raczejcharakter
akumulacji szeroko pejego kapitatu, a nie ,czyste]” konsumpcji, zaspealge]
wytacznie bigace potrzeby. Konsekwentne przeiiepnie idei stojcych za zateeniami
przedstawionego w tym rozdziale modelu sugerujeniévodpowied na pytanie, jak
dwzy jest wspoiczénie udziat pracy ,surowej” w wynagrodzeniach otrzaymanych za
prac i jaka jest tendencja historyczna w tym zakregmuwamy, ze zgodnie z logik
tych zalaen, przez pra¢ reprezentowan przez zmieng L powinnsmy rozumie
doktadnie to samo, co mieli na &hiyklasycy ekonomii, formutujc ,spizowe prawo
ptac”.

Powysze uwagi wskazajjedynie pewien kierunek ndlenia na tematzrédet
diugofalowego wzrostu gospodarczego. Teoretyczaagpw tym kierunku musiataby

poleg& na powizaniu (pozytywnym) elastyczéa produktu wzgtdem kapitatu
ludzkiego, ,B(E,ﬁ), z poziomem tego kapitalu (ewentualnie rowni&apitatu

rzeczowego), lub, méwt ogdlnie, na okrdeniu determinant wkszej od jedngci

elastycznéci krancowej stopy substytucji szeroko ptggo kapitatu przez praclL

!> Na podstawie danych empirycznych ofitie ksztaltowania sirelatywnych udziatéw wynagrodae
pracy i kapitatu w produkcie nie zweryfikowano jd&tad ustalé Kaldora w tym zakresie. Zob. np. B.
Valdes, Economic Growth. Theory, Empirics and Policy, Edward Legar Publishing, Inc., Cheltenham,
UK, Northampton, MA, USA, 1999, s. 11 — 12.
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wzgledem poziomu tego kapitatu ,przypadeggo na” hdz ,ucielesnionego w”
pojedynczym pracownikuCo wigcej, charakter tej determinacji nie musi wyriika
przestanek natury czysto technologicznej, leczenmi€ swoje pierwotnezrodta w
sekularnych zmianach w preferencjach spotéstre co do rodzaju konsumowanych
dobr. O ile w przypadku kapitalu rzeczowego ide&atanogta wydawa sie
ekonomistom w przeszoi mato wiarygodna, o tyle w przypadku kapitatu 2kekgo
wydaje s¢ catkiem rozgdna hipotez. Dane empiryczne mowgée o rosacym udziale
ustug w strukturze produktu w rozwétiych gospodarkach nie odzwierciedl@jzecie
wzrostu popytu na dobra wytwarzane przyytu udziale pracy ,surowej’, lecz wdaie
kapitatu ludzkiego. Wzrost przetnego poziomu kapitalu ludzkiego w
spoteczéstwach przesuwa nieapliwie struktue konsumpcji w kierunku dobr
produkowanych przy relatywnie wkszym udziale tego kapitatu H;chtonnych”).
taczac obie hipotezy, otrzymujemy powszechny w ekonomé&chanizm dodatniego
sprz:zenia zwrotnego.

Przedstawione tutaj hipotezy wskazujowniez na pewne mdiwe punkty
styczndci pomkdzy teory wzrostu a teosi rozwoju gospodarczego, konieczne dla

odbudowania wspotpracy po trvaaym od kilku dziesicioleci roztamie.
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Rozdziat si6dmy

Mozliwosci oddziatywania paistwa na wzrost gospodarczy

w modelu z kapitatem ludzkim

7.1. Wrazliwo$¢ stanu stacjonarnego na zmiany wartci instrumentow polityki

fiskalnej

Podobnie jak w przypadku modelu Solowa, model analany w rozdziale széstym nie
przewiduje maliwosci oddziatywania pastwa na stop diugofalowego wzrostu
gospodarczego poprzez poligykfiskalm. Wynika to z faktu,ze stopa wzrostu

rownomiernego nie zatg od stop inwestycji w kapitat rzeczowy i ludzlg,, s, . Z

rownax dynamiki kapitatu rzeczowego i ludzkieggep, postaci (zob. (6.12) - (6.13)):
k=5 f(kH=(m mrg) k (7.)

?1=s4 f(k B—(n+ mrd,) L. (7.2)
wynika, ze wzrost stop inwestycji powoduje jedynie pfzgwe podniesienie stopy
wzrostu gospodarczego poxey stopy naturalnap + mi wzrost produktuinjepw stanie
stacjonarnymyy. .

Zalzmy, ze przy danych stopacls,, s, gospodarka znajduje ¢siw stanie
stacjonarnym Ke, he). Oznacza taze spetnionesréwnania (zob. (6.14) - (6.15)):

0=s f(ke,he)= (n+ m+ &) k, (7.3)

0=s, f(ke, )= (n+ m+4,) h. (7.4)

Jezeli zwigkszymy teraz stapinwestycji s, do poziomus, > s, z rownania (7.1)
otrzymamy k >0. Wzrost k powyzej ke oznacza,ze zgodnie z réwnaniem (7.2)

zachodzi réwnig h > 0. Wielkosci k i h rosm, zmierzajc asymptotycznie do nowego
stanu stacjonarneg{',he') > (Ke, he). Wzrostk i h oznacza oczywtie wzrosty,

zatem produklY w okresie przdgia od jednego do drugiego stanu stacjonarnegueo
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ze stop wyzszy od n + m. Analogiczne rozumowanie dotyczy zkszenia stopy
inwestycji s,, .

W tym jednake ograniczonym zakresie sita potencjalnego oddzetya pastwa
na wzrost gospodarczy jest teraz zwielokrotnionavzgledu na wyszy elastycznéé

produktunjep w stanie stacjonarnym wzglem stopy inwestycji w kapitat rzeczowy,
gsyKe, a zakres tego oddziatywania rozszerzony aliwos¢ publicznych inwestycji w

kapitat ludzki.

Wiaczamy teraz do modelu fistwo (sektor buzktowy), w sposob analogiczny, jak
uczynilismy to w przypadku podstawowej wersji modelu neoktasego w rozdziale
trzecim. ROwnania bilansage dochody i wydatki sektora higtowego i sektora
prywatnego majteraz post@nastpujaca:

Y=Y+ §r ¥+ €,
L-r)Y=5@Q-7)Y+ §(1-1) % C,

B

gdzie 7 jest stop redystrybucji dochodu przez biet (0<7<1), s;, S. 0znaczaj

stopy inwestycji bugetowych w kapitat rzeczowy, ludzki (przy czyrs, s >0,

s+ <1), s, S5 - analogiczne stopy inwestycji prywatnychs (s, =0,
s+ 5 <1), natomiasC® i C* — konsumpgj sektora bugketowego i prywatnego.
taczne inwestycje obu sektoréw w kapitat rzeczowydzki wynosa, odpowiednio,
s Y i s,Y, gdzie:
s =TS +(A-1), s, =15 +(1-1)§, (7.5)
oznaczg spoteczne stopy inwestycji w kapitat rzeczowy zkid
Na podstawie (7.5) oraz dodatnich elastyéznoproduktu njep w stanie

stacjonarnym wzgtem stép inwestycji w kapitat rzeczowy i ludzki,ngah wzorami
(zob. (6.26) - (6.27)):

eve = e (B

¥ 08¢y, l-a-p

>0, (7.6)

gsgl: :%Bﬁi: ﬁ >O' (77)
0sy y, l-a-p

gdzie a = a(ke,he), B=B(ke,he) oznaczaj state poziomy elastyczée produktu

wzgledem kapitatu, odpowiednio, rzeczowego i ludzkiegstanie stacjonarnym (zob.
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definicie (6.18)), wnioskujemyze wzrost stop inwestycji budtowych, s;, s,

przyczynia st (ceteris paribuy do wzrostu produktunjep w stanie stacjonarnyrr&e.

Nieco inaczej jest w przypadku stopy redystrybugji, Poniewa elastycznéé Y/e

wzgledem 7 spetnia réwnanie:

Ve oY T _0Ye 05 ,0Ye 08 _ T(R-%) 5., (E-8) 5. g
Ty, G%E%ﬁasﬁar 2ra-ng < rgrang oy Y

to odpowied na pytanie o wpltyw stopy redystrybucji na pozioradquktunjepw stanie
stacjonarnym, 96, zaley od relacji pomgdzy stopami inwestycji prywatnych i
budzetowych. Jak wynika z (7.8), 4eli s{>5,5=2§ (S<%,% < §) oraz
sz 0 £# &, towzrostr prowadzi do wzrostu (spadkuy,. Rezultat ten w
oczywisty sposob jest pochadfaktu, ze wzrost spotecznych stop inwestycji zaréwno
w kapitat rzeczowy, jak i ludzki, wptywa pozytywniga ye, zatem w sytuacji, gdy
sektor budetowy charakteryzuje @iwyzszy (nizsz), w porownaniu z sektorem
prywatnym, stop inwestycji w jeden rodzaj kapitatu i jednoéme nie niszy (nie
wyzszy) — w drugi, wzrost stopy redystrybucji dochodugzdudet podnosi (obriia)
ye. Jereli stopy inwestycji buzetowych g rowne odpowiednim stopom inwestycji
prywatnych,s? = s ,$ = §, podziat produktu ponadzy oba sektory nie wptywa na
spoteczne stopy inwestycji, a zatem rowniga ?/e. Natomiast w sytuacjach, gdy
S$=25,5< 9 lubs <s,5 = g, czyli gdy sektor butbtowy charakteryzuje i
WYyzSza — W porownaniu z sektorem prywatnym — gtapwestycji w jeden z rodzajow
kapitatu, z& nizszz — w drugi, istnieje stopa redystrybucji” maksymalizujca

stacjonarny poziom produktajep, Y/e. Przyrownugc lewa strore (7.8) do zera i

podstawiagjc za ggKe i nge prawe strony rowna (7.6) - (7.7), po przeksztatceniach

otrzymujemy:

S U S T
a+/3('832—55 a%’—ﬁj

Na podstawie (7.8) nietrudno sprawdzie dla0<7 <7, zachodzigrg'e >0, czyli Y/e

rosnie wraz ze wzrostern, za& dla 7 <7 <1, zachodzig’s <0, czyli y, maleje wraz

ze wzrostenr .

216



7.2. ,Ztota reguta akumulacji” kapitatu rzeczowegoi ludzkiego

Analogicznie jak w przypadku podstawowej wersji ralodneoklasycznego (zob. punkt
3.1), wzrost produktunjep w stanie stacjonarnymgle. wywotany wzrostem stop
inwestycji, nie oznacza automatycznie wzrostu komseji njep w stanie stacjonarnym,

Ce. Innymi stowy, wzrost zammosci spoteczéastwa, mierzonej poziomem produktu
p.c, nie musi s§ przenosi na wzrost dobrobytu spotedmdwa, mierzonego poziomem
konsumpcji p.c. Mozna wyznaczy takie wartdci spotecznych stép inwestycji w
kapitat rzeczowy i ludzki, po przekroczeniu ktorysbdatkowy produkt, pochoday ze
zwickszonych zasobow kapitaljep, nie wystarcza do utrzymania tych zasobéw na
wyzszym poziomie, co powoduje spadek konsumpggp, a zatem pogorszenie
dobrobytu spotecznego, takw perspektywie diugookresowe;.

Jali wydatki na edukaej zdrowie itp. traktujemy jako inwestycje (w kapita
ludzki), to poziom wiéciwych wydatkoéw konsumpcyjnychiepw gospodarce nmiemy

okresli¢ wzorem:

c=(@1-s-s) f(kh. (7.9)
Ze wzgkdu na (7.1) - (7.2), néciezce wzrostu rownomiernego konsumpaojap, Ce,
wyraza sk wzorem:

Ce = f(ke, he)—(n+ M+ 3, ) ke—( Nt M+ 3,) K, (7.10)

Twierdzenie 7.1. Stopy inwestycji w kapitat rzeczowy i ludzki, przktorych
konsumpcjanjepw stanie stacjonarnym aga poziom maksymalny, dang @rzez:

s =a=alk,h) O s =B=p(k h), (7.11)
gdzie a = a(ke, he), B = B(ke, he) 0znaczai, jak dotd, state elastyczoi produktu

wzgledem kapitatu, odpowiednio, rzeczowego i ludzkiegstanie stacjonarnym.

Dowdd. Warunkiem koniecznym maksymalizaoﬁie wzgledem pozioméw kapitatu
rzeczowedo i ludzkiegnjepw stanie stacjonarnym jest:

0 _g p 9_g (7.12)
oke dhe

Z (7.10) wynika,ze funkcja ce(ke, he), jako suma silnie wistej funkcji f (ke, he) i
funkcji liniowej, jest funkcy silnie wkksta. W punkcie spetniacym warunek (7.12)

istnieje zatem jednoznacznie okome globalne maksimum funk(ije(_ke,_he) .
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Na podstawie (7.10), warunek (7.12) przyjmuje pbs&stpujaca:
f'=n+m+g, O f7=n+ mtg,, (7.13)

gdzie f”=f (ke,he) i f.7=f (ke,he) oznaczaj state poziomy knacowych

produktywndci kapitatu rzeczowego i ludzkiego w stanie staajorym.
Korzystapc (7.3) i (7.4) oraz definicji elastyczém produktu wzgidem kapitatu
rzeczowego i ludzkiego (zob. definicje (6.18)), nyam

_n+m+9, n+ M+ o,

fﬁD

. atke,h) O 7= Bke, h). (7.14)

Z (7.13) i (7.14) otrzymujemy wzory (7.11) na opdime stopy inwestycji w kapitat

rzeczowy i ludzki.
|

Analogicznie jak w modelu Solowa, zgodnie ze gimguh akumulacji Phelpsa
optymalne, z punktu widzenia dobrobytu spotecznegfopy inwestycji & rowne
udziatom kapitatu rzeczowego i ludzkiego w prodekdnaczej méwic, gospodarka
osihga najwysza konsumpai njep na sciezce wzrostu réwnomiernego,zgi catasé
dochodéw osiganych przez dany rodzaj kapitatu przeznaczeanai jego akumulagj
Poniewa definicja kapitalu jest teraz szersza, to, aby syalalizowd poziom
konsumpcji nasciezce wzrostu rownomiernego, gospodarka powinna tereznie

wigksza procentovy czes¢ produktu przeznacgana inwestycje. Przy = 1/3 1 f= 1/3

na czysi konsumpga przypadé powinno zaledwie 1/3 produktu (w poréwnaniu z 2/3
produktu w modelu Solowa). Z uwagi na faktw rzeczywistych gospodarkach stopy
inwestycji s znacznie nisze od tych wynikagych ze ,zlotej reguly”, paistwo mae

w znacznym stopniu pobudzanwestycje bez ryzyka przeinwestowania, powaduj
tym samym przyspieszenie wzrostu gospodarczego nesik przejcia gospodarki z
jednej sciezki wzrostu rownomiernego na drago wyzszych poziomach produktu i

konsumpcjinjep.

Uwaga 7.1.Wnioski odnoszce s¢ do optymalnych stép inwestycji naleuscisli¢ w
zwiazku z problemem niemierzalém czesci produktu (patrz Uwagi 6.1, 6.3, 6.4, 6.5 w

rozdziale széstym). W skrajnym przypadku, gdy &atekonomicznych kosztow

1 W sprawie stop inwestycji w kapitat rzeczowy, zpleypis 4 w rozdziale trzecim. Przekrojowa araliz
stép inwestycji w kapitat edukacyjny i zdrowotnygespodarstwach domowych w Polsce znajdujensi
B. Liberda, Inwestycje w kapitat ludzki a stopa osztzania gospodarstw domowych w Polsce
Ekonomista, nr 4, 2005, s. 429 — 447.
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produkcji kapitatu ludzkiego stanoaviutracone dochody, optymalna, wynikea ze
ztotej reguty akumulacji Phelpsa, stopa mierzalnyavestycji w kapitat rzeczowy,

wyraza sk wzorem: s ’= a >s’, Qdzie a=a(kehe), B=pB(kehe). Przy

zatazonych wartéciach parametrowe = f = 1/3 daje to roéwnomierny podziat

mierzalnego produktu pordzy konsumpgj i akumulacg kapitatu rzeczowego.

7.3. Optymalne stopy inwestycji publicznych w warukach braku reakciji

podmiotow prywatnych na zmiany w polityce fiskalnej

Zatézmy teraz,ze dane gdowolnie ustalone stopy inwestycji prywatnysh, s oraz

stopa redystrybucjiz. Znapc optymalne spoteczne stopy inwestycp, , s, ,

okreslone przez (7.11), w oparciu o rownania (7.5)zemy wyznaczy optymalne

B *

stopy inwestycji bugetowych, s? ", s’

, a-ss(1-1 . B-s (-1
= Skr( )' S'_Blzﬁ 5«4T( ).

(7.15)

Nalezy podkréli¢, ze réwnania (7.15) majsens ekonomiczny tylko wtedy, gdy:
S .S =20, s '+3 <l (7.16)

Jezeli nie jest spetniony warunek (7.16), to w gospodap danych stopach inwestycji

prywatnych s;, s, i stopie redystrybucjir nie jest maliwa akumulacja kapitatu

zgodna ze "ztat regul” Phelpsa.
Zagadnienie wyznaczenia optymalnych stép inwesstymjdzetowych mana
sformutowa w postaci hagpujacego zadania warunkowej optymalizacji nieliniowej:

B

% §

Ce =(1—rs,'f -l-ng-rg-Q-1) §) f(k, h) - ma (7.17)
s.,s 20, g+ <L
Funkcja celu problemu (7.17), sformutowana na el (7.9) i (7.5), przedstawia

konsumpa njep w stanie stacjonarnym. Jej argumentami sopy inwestycji

budzetowychs?, st . Jest to funkcja zimna, gdy ke, he s tez funkcjami s®, 8.
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Warunki optymalnéci Kuhna — Tuckera majposta&?:

oL oL
— <0 s£=>20 — =0,

o 50 %20 555

oL oL

Lo 0 %5 -,

o S ¥ P

aL ] oL
L 1--220 120 1L =0
R Y

gdzie L = L(s{, s;) oznacza funkejLagrange’a, danwzorem:

L=co(, $)+1- §- §)M,

za& A - mnaznik Lagrange’a.

(7.18)

Pochodne cgstkowe funkejiL (s, §;) wzgledems; i s; wyrazaja Sig wzorami:

oL _ ace

A, @ 6§T

oL _ dce _

= = -,
0 oS

(7.19)

Korzystapc z (7.17) oraz rowna(7.6) - (7.7), pochodne gztkowe funkcji(_:e(s,?, )

B

wzgledem s? i s} mazna przedstawiw nastpujacej postaci:
ooe | o (-rf-0-ng-r$-@-0§)
s |1-a-p I +(1-1)g
e | p ([-rf-a-ng-rg-0-n§)
st |1-a-p r$+1-0)§

-1

f (Ke,he)7,
(7.20)

1| f (ke,he)rT.

Schemat znajdowania rozyzen zadania zamieszczono w tabeli 7.1.

W sprawie rozwizywania probleméw optymalizacii nieliniowej zob.GA.ChiangPodstawy ekonomii

matematycznePWE, Warszawa 1994, s. 714 — 751.
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Tabela 7.1

Schemat znajdowania rozwazan w zadaniu na optymalizacg warunkowa

stop inwestycji budzetowych w kapitat rzeczowy i ludzki

nr Zatazenia o stopach Zredukowane warunki Ograniczenia na
s, s Kuhna - Tuckera 9Ce O0Ce
ot ' os®
1 S?:O’Sl-al:l a_I;SO, aLB :O,/]ZO 66e<669 aEe >0
0s¢ 0] st " ag ot
B _ B — - -
2 s =0, =0 a—LsO,a—lgsO,A:O aceso,aceso
0sy 0s; os; 0s;,
B _ B _ - - -
3 3(—1,3_'—0 a_LB:O,a_LBSO,/‘ZO aCezol aCeSaCe
0S, 0s, 0s; s, 0s
B B - -
4 s >0, st >0, 0_|;:O’0_|;:O’A:O acezo,%:O
$£+<1 0S¢ 0s,, dsy ds,
B . B - -
5 s. >0; s >0, a—|;=0, GLB =0, 120 ace:acezo
ss+s =1 0S¢ 0s,, sy 0s
B B _ - -
0s; 0s; os; 0s;,
B _ B - -
0s; 0s; os; 0s;,

zrodto: obliczenia wtasne

Przy r@nych zatgeniach o stopacls,, s; (pierwsza kolumna tabeli 7.1), warunki

(7.18) redukyj sic do warunkoéw przedstawionych w drugiej kolumnieefald.1. Sid,
uwzgkdniajc (7.19), otrzymujemy warunki przedstawione w tiggkolumnie tabeli
7.1.

Z warunkow w pierwszej i trzeciej kolumnie tabelil7oraz z rowna (7.20)
uzyskujemy ograniczenia na parametry zadania (opszaienndci stop inwestycji
prywatnych s;, s.) oraz - odpowiadage im - stopy inwestycji bugttowych s

B

S,
tabeli 7.2.

", spetiagce warunki optymalnii (7.18). Otrzymane wyniki przedstawiongvs
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Tabela 7.2
Stopy inwestycji budzetowych spetniagce warunki maksymalizacji konsumpciji

njep w stanie stacjonarnym, odpowiadajce danym stopom inwestycji prywatnych

Stopy inwestycji bugetowych Obszary zmienni@i stop inwestycji
s s prywatnychs;, s
B *_ B *_ _ P
1) s¢'=0, =1 R ala
1-1 4
1-r B 1-7
2 s£'=0,5 =0 S:21 (1—r)sf’|Da
1-1 1-p
1 1-a
Py - _ ¢
%2173 %
3| £'=1,s¢"=0 SAES1—(1—r)s,f’1 a _ 1T
1-1 1-4 1-r1
1{<£ __r
B 1-1
4 B*_a_(l_r)si *_ﬁ—(l—T)Si P @ P<i
S< —f,sf I S A
pLatB-T _
S
5 si*zl—rzp'sﬁ—ﬂs,er a ’ ﬂ%i—LS g < r+(1-1)s, Bq
r a+f a+pf B 1-1 1-7 B
B*zl—riﬁsi’—asﬁ+ B p A+[-T _
N T a+pf a+p * 1-1 %
6| ;. 1-(-0), _a 1-1 p. B
= 4 - , > —,
i T 1-4 T % * 1-1
s£’=0 P>1—(l—r)s,’j a T
- 1-t 1-8 1-t
SES1—(1—r)s1f’1 o a
1-71 1-8
5o 1-A-0) B -7 ¢ 1-
T 1-a T SEZ—]-_C’ L+§{j+i'
) -T 1-7
oo lmae, 1
= ) S:7+1—r

zrodto: obliczenia wiasne
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Na rysunku 7.1 przedstawiono graficzne prezentaapszaréw zmienrsaci Stop
inwestycji prywatnych z tabeli 7.2, otrzymanych dfazyktadowych wart€ci

parametrow a, f i 1. Na stopy inwestycji prywatnych naimno dodatkowo

ograniczenias;, g, 20; g+ § <1.

Rysunek 7.1

P

Obszary zmienndci stop inwestycji prywatnych s\, s/,

a=1/3, B=1/3,1= 0,:

1

0.9 1
0,8 1

0,7 1 7

0,6
b 1 x
04 -

0,3

0,2 1
o] N
. 3

o o1 0203040506 0708¢08 1 11

stopa inwestycji prywatnych
w kapital ludzki

a=1/3, f=1/3,1= 0,4

stopa inwestycji prywatnych
w kapital rzeczowy

~

o 0o 0o o o o
B o W m o =
L L . L L L

0,3 4

stopa inwestycji prywatnych
kapital rzeczowy

5 6

o o
S T

A\

0 010203040506 070809 1 11

stopa inwestycji prywatnych
w kapital ludzki

0
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a=1/3,5=1/3,1= 0,¢

o o o
-~ @ o

S 9 o
n o ™
—

o o
w
AN

stopa inwestycji prywatnych
w kapital rzeczowy
N

o

DA. —— 6 :
0 01 0203 040506070809 1 1.1

stopa inwestycji prywatnych
w kapital ludzki

zrodto: obliczenia wkasne w oparciu o symulacje pragadzone przy ayciu arkusza

kalkulacyjnego Microsoft Excel

Kluczowym wnioskiem, wynikacym z analizy tabeli 7.2, jest sposterie, ze
sektor budetowy ma maliwosé zagwarantowania realizacji ,,ztotej reguty akumiilac
- poprzez ustalenie odpowiednich stép inwestycjilzetowych - jedynie wtedy, gdy
stopy inwestycji prywatnych spetnigjvarunki w czwartym wierszu tabeli 7.2 (obszar 4
na rysunku 7.1). W szczegokop, przy wzgkdnie niskich stopach inwestycji
prywatnych w oba rodzaje kapitatu (obszar 5), pkéitinwestycyjna pastwa nie jest w
stanie wynié¢ gospodarki nasciezke wzrostu réwnomiernego 0 najkgzym
moaozliwym poziomie spotecznej konsumpcji.

Z przeprowadzonej analizy symulacyjnej (zob. rysuiiel) wynika ponadtoze
szanse na realizacfego zadaniaastym wigksze, im wysza jest stopa redystrybucji
dochodu przez buet r. Stawiajc problem od drugiej strony, mea zada pytanie,
przy jakich wartéciach stopy redystrybucji aginiecie ,ztotych” poziomow
spotecznych stop inwestycji @ki odpowiedniej polityce inwestycyjnej pstwa jest w
ogole maliwe. Nakfadajgc ograniczenia (7.16) na stopy inwestycji betdwych
wyznaczone zgodnie z (7.15) oraz uwergliajpc warunekO< 7 <1, wnioskujemy,ze

przy danych a,f,s;,s,, ustalona przez patwo stopa redystrybucji powinna

znajdowa si¢ w przedziale:
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a;_;;f;ﬁisrsl gdy € <a, $<p
max{iga,igﬁ}srﬂ, gdy 20, §25
max{iga,ai_;f%ﬂgsl, ay§sa, £<8,
ma LS5 Plaran qygsa, g2

Uwaga 7.2.Warto zasygnalizowaréwniez mozliwos$¢ poszukiwania optymalnej stopy
redystrybucji 7, przy danych, dowolnie ustalonych stopach inwgstyg/watnych i

budzetowych. Problem warunkowej optymalizacji nielineyma wtedy posta
max (_:e(r) , przy warunku0<r7 <1,
gdzie funkcja(_:e(r) jest postaci:
Ce()=(1-1¢ ~(-1)§ -1 § - (1-7) §) (k) bE))-
Nietrudno wykazé, ze stopa redystrybucjiz spetniajgca warunki konieczne

optymalndci:

%SO 720 ra—L:O,
or or

%=1—T20 A2 0 /]%= 0,
04 04

gdzieL=L(r) = Ee(r) +(1-71)A oznacza funkejLagrange’a, wyrza st wzorem:

gdy s =2 s2a, §= 8§28 0 B8< 3<a, = /g
0 sizg=2a g<sagspf 0 3< 8<a, B2 55,
gdy s<g<a, §< §<p 0 8= S0, & op
0 si<ss<a, 2§24 0 §= 8>a, 5< 3<p,
dowolne  gdy $= % 5= s

O

r w pozostaych przypadkach

T = 1

przy czymr" jest pierwiastkiem rownania:

%ce :_(aiﬁ_sﬁj f (Ko Fu)+ (1= 5, - %)(Of(ke,he) 05, , of (ke, he)asﬁlzo_
T or 0r 0s, or 0s, or

Korzystajc z rowna (7.6) - (7.7), dostajemy:

- 1 (ai+asﬂj+ 1 ia_§+£a_§ =0,
1-s,—-s,\dr or ) l-a-p3
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Podstawigjc prawe strony (7.5) w miejscg i s, oraz :aai =5 -g | (ZS“ =5 -9
r r

otrzymujemy:

(S+)-(§+8) 1 ( a(8-9 ., B(E D ]=°
-7+ )-A-1)(g+ §) L-a-Blr §+(L-1)§ 7 8+(1-7),3

Poniewa znalezienie formuty okéajacej wartd¢ r spetniajca powyzsze réwnanie

jest niezwykle skomplikowane rachunkowo, a samagydgj formuty mato czytelna
pod wzgkédem analitycznym, niegdziemy jej tutaj przedstawéaZauwamy tylko, ze,
poniewa po przeksztatlceniach uzyskujemy réwnanie kwadraiow ogolnym

przypadku otrzymamy dwa pierwiastki, ktore — otjylkko spetniag warunekO<7<1 -

naley podd& dalszym testom. Intuicyjnie, moa przypuszcza ze 71° jest tym
wyzsze, im niszy jest modut rinicy pomkdzy stop inwestycji budetowych w dany
rodzaj kapitatu i udziatem wynagrodzenia tego kapitw produkcie oraz im vigzy
jest modut rénicy pomkedzy stop inwestycji prywatnych w dany rodzaj kapitatu i
udziatem wynagrodzenia tego kapitatu w produkcistalénia te, zdaniem autora,rsga
tyle intuicyjnie zrozumiate,ze nie wymagaj komentarza. Z tego e powodu

rezygnujemy z petnej formalnej analizy zagadnienia.

Oczywicie kazde dziatanie p@stwa zmierzajce do podniesienia spotecznych stép
inwestycji w kapitat rzeczowy dalz ludzki wiaze sk z koniecznécia przegciowego
ograniczenia spotecznej konsumpéjrzedziat czasu, w ktérym konsumpcja pozostaje
na poziomie miszym ng ten, ktory bytby osigany, gdyby stopy inwestycji nie ulegty
Zmianie, maemy nazwa ,okresem wyrzecz€. Zakladapc, ze w punkcie wycia
(przed zmian stop inwestycji) gospodarka znajduje sia pewnejsciezce wzrostu

rownomiernego orad, =J, = o, udowodnimy nagpujace twierdzenié

Twierdzenie 7.2. Dla niewielkich zmian stop inwestycji z poziomésy i s, do s’ i

s',, diugas¢ okresu wyrzeczet (0<Tt<o)w przyblizeniu wyraa sk wzorem:

In|1- > - *
- (1_SIK_§4)£SVK 1- &~ S'H)‘g;:

r= - B me ) , (7.21)

% Zob. bardziej szczegdtowe wyjgenia w punkcie 3.2.
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gdzie 53% : es% oznaczgj elastycznéci produktunjepw stanie stacjonarnym wzglem
stop inwestycji w kapitat rzeczowy, ludzki, oraz= a(ke, he), 8= B(ke, he).

Dowdd. Poniewa z zal@enia konsumpcja stanowi statze$¢ produktu, to dynamik

konsumpcjinjepw poblizu stanu stacjonarneg mozna opisé wzorem analogicznym

do wzoru (6.37), opisagego dynamik produktunjep w poblizu stanu stacjonarnego

y,. Zatem:

c(t) = Ce = € IR MON(0) - ), (7.22)
gdzie @ = a(ke, he), 8= B(Ke, he).
Niech c.oznacza konsumpghjep w stanie stacjonarnym dla stop inwestygji, s, , a
C.' - dla stép inwestycjis', i s',. Ponadto, nieckE'(O) oznacza konsumpgjnjep
natychmiast po wzieie stop inwestycji. Z zakeniaE'(O)< Ce<Ce'.

Na podstawie (7.22) dlugé okresu 7 stanowi rozwizanie (wzgledem t)

nastpujacego rownania:

Ce—Ce'= g Lma-An+mrojt (_C'(O)—_(é ) :
gdziea =a(ke' he), B=B(ke', he').
Przeksztalcag logarytmicznie to réwnanie oraz podstawiajc.=(1-5 - $ )Y,

C'=(1- S\~ Sy )_g ', orazc'(0)= (1~ S~ S, )_)g, uzyskujemy:

m( (S'e=5)*+(Su~ §) 9e+1}

@-s\ = sy )(%- %)

=
~(1-a-B)(n+m+9)

Korzystapc z definicji elastyczngei produktunjep w stanie stacjonarnym wzglem
stop inwestycji w kapitat rzeczowy i ludzkg), ) (zob. (7.6) - (7.7)), memy w

przyblizeniu, dla niewielkich zmiars, i s, , napisa formuk (7.21).
[ |

Dla: a = =1/3 oraz  + m + ) = 0,06 rocznie, wzros$, z poziomus, = 0,2 do
s'« =0,22 (przy s, = s', = 0,2) whze sk z okresem wyrzecheo dtugaci okoto 21

lat. Dhtuzszy ,okresu wyrzeczg, w poréwnaniu z podstawaw wersp modelu
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neoklasycznego (18 lat, dla takiej samej zmiaqy, wynika z wolniejszego tempa

zbieznosci gospodarki ddciezki wzrostu rownomiernego (zob. punkt 6.3).

Na koniec zwracamy uwagze przyjmowane w tym punkcie pracy zzoie o
statych, egzogenicznie danych stopach inwestygjivatnych, s;, §;, oznacza,ze
podmioty sektora prywatnego w ogole nie reagop zmiany stopy redystrybuciji
dochodu przez bust i podziat wydatkéw bugtowych na konsumpgji inwestycjé.

Zatozenie to uchylimy w dalszej egci tego rozdziatu.

7.4. Dynamiczna maksymalizacja spotecznego dobrolyt- problem spotecznego

planisty

Pamgtamy z rozdziatu trzeciego (punkt 3.2 wnioski odnénie optymalnej z punktu
widzenia dobrobytu spotecznego stopy osdozsici (inwestycji) w gospodarce ulegaj
modyfikacji wraz z uwzgldnieniemexplicite preferencji spotecznych co do czasowe;j
struktury konsumpciji. Procedura endogenizacji Spotej stopy oszezingsci pozwala
ponadto na ustalenie, jaka konkretnie funkcja doyiw spotecznego jest
maksymalizowana (przy jakich preferencjach repretgwnego podmiotu co do
rozktadu konsumpcji w czasie maksymalizowany jegbteczny dobrobyt) w
gospodarce, ktora starfigj z dowolnego poziomu kapitatu i produktiep, zmierza w
kierunku sciezki wzrostu réwnomiernego zwianej ze ,zlai reguh akumulacji”
Phelpsa. W tym punkcie pracy przedstawiamy podoanalizz z uwzgkdnieniem

akumulacji kapitatu ludzkiego.

*# Zauwamy ponadtoze przeprowadzona analiza wplywunptwa na wzrost gospodarczy abstrahuje od
problemu potencjalnych #aic w efektywndci inwestycji sektora prywatnego i publicznego,azé
wystepowania pozytywnych efektéw zewwrznych inwestycji bugetowych (np. inwestycji
infrastrukturalnych, wydatkéw na nauk edukacg, itp.). Ostatnie ograniczenie wynika przy tym z
ograniczaé strukturalnych samego neoklasycznego modelu wzrost gruncie ktérego problemy takie,
jak efekty zewntrzne inwestycji, nie mag by¢ w nalezyty sposéb potraktowane. Perspektywa
formalnego rozpatrzenia tego zagadnienia otwieka dopiero w teorii endogenicznego wzrostu
gospodarczego. Reprezentatywnym w tej kwestii nerdgest model oddziatywania polityki fiskalnej na
wzrost gospodarczy R. Barro, w ktérym catovydatkow radowych zostata gfa jako wywotujica
pozytywne efekty zewgtrzne w gospodarce, oddziaaog na wzrost wydajroi czynnikow produkciji
zatrudnionych w przedgdiorstwach. Zob. R. J. Barr@overnment Spending in a Simple Model of
Endogenous Growthlournal of Political Economics, October 1990,G3 — 125.
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Przyjmupc te same zai®nia o preferencjach spotecznych odne rozkiadu
konsumpcji w czasie, jak w punkcie 3.3, zapisujesdpowiednie zadanie sterowania

optymalnegd:

0 NIy C, &

J'Cl(t) denmmatgr " max,  p-(d-y)m- n> 0 (7.23)
4

0

przy warunkach:
k() =5 (9 F(K(. T(D) - (v meg )k,

h() = (1- s (9) F(KD, H(Y) = 9= (e m3,) KX (7.24)
k(0), h(0)> 0,
k(t), h(9), (2 0,

przy czym dla zapewnienia zkigosci catki zaktadamyp —(1- y)m-n> 0.

Réwnania dynamiki dla zmiennych staﬁ(t) i ﬁ(t) S powtérzeniem (7.1) - (7.2),
przy czym w drugim réwnaniu skorzystatiy z zalenosci (7.9). Roé zmiennych
sterupcych przypisujemy zmiennym(t) i S ().

W zapisie warunkéw koniecznych optymalob uwzgkdnimy tym razem warunki

Kuhna-Tuckera ze wzgliu na warunki nieujemnoi dla zmiennych stanu (zob. przypis

33 w rozdziale trzecim). Formutujemy zatem furkicagrange’a:

L(t) = H (¥) +77, (DK (L) + 17, (DN(Y),
gdzie n.(t),n,@) to mnaniki Lagrange’a odpowiadae ograniczeniom,
odpowiednio,E(t) >0, ﬁ(t) >0, za& hamiltonianH (t) jest postaci:

H (®) =¥e“l‘”m*”)‘ +Ac(0] s (0 F(KDHO) = (e mr ) KX+
4

+2, O (-5 0) 7 (k0. 7)) = o= (v mr8,) 16,
gdzie A (t), A,(t) sa mnanikami Lagrange’a odpowiadglymi poszczegolnym
réwnaniom (7.24) dynamiki zmiennych stark{t) i h(t). Po pomngeniu funkcji

Lagrange’a przee” ™t otrzymujemy tzw. funkej Lagrange’a wartii biezacej:

® Przyicie w analizie konkretnej postaci funkcjiyieczngci podyktowane zostato zamiarem uzyskania
formut okrelajacych optymala stog oszczdnadici (inwestycji) nasciezce wzrostu réwnomiernego i
mozliwosci ich poréwnania ze stapwynikajaca z reguly Phelpsa. Nalg podkréli¢, ze wszystkie
whnioski uzyskane w tym i kolejnym punkcie pracy psiap prawdziwe przy zateeniu dowolnej postaci
funkcji uzyteczndci spetniajcej ograniczenia (3.13) podane w rozdziale trzecim.
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Le (t) = He (1) +, (OK(E) +4, (DN(D),

przy czym hamiltonian warfai biezacej jest postaci:
ety
1-y
+6,(0)] (1= () (K, D))~ )= (0 mr, ) 1},

He(t) =

+¢9K(t)[SK(t) f kD, h) = (e me 5 ) K ﬂ+ (7.25)

28 Y O =0 O g, =0, Q7T 6 0) =4,
g, (t) = A, ()" ™ g mnaznikami Lagrange’a wartai biezacej.

Przy zalgeniu rozwizania wewntrznego dla zmiennej stenggj E(t)>0,
pierwszy warunek zasady maksimum, dotggzmaksymalizacji funkcji Lagrange’a w
caltym horyzoncie optymalizacji wzglem zmiennej sterggej (_:(t), ma postéa
nastpujaca:

oLo(t) _oHC(t) _— ) _ _
=0 " o =c(t)¥ -8, (1) =0, (7.26)

Poniewa, ze wzgédu na zalenos¢ (7.9), réwnania dynamiki zmiennych staﬁ(t)

i h(t) mazna zapis&w nastpujacy sposob:
k() = (L=, (0) 7K. (D)~ (9= (e &) KX
h(® = 5,0 F(K0, (D)~ (v mv,) G

to odpowiadajcy tak przeksztalconemu problemowi dynamicznej matyzacji (gdzie
zamiast s, () rolg drugiej zmiennej steragej odgrywas, (t)) hamiltonian wartéci
biezacej przyjmuje posta

()"
1-y

+6,0] 5,0 f (KO, 7(0) = (m+ mr ) 16},

zas pierwszy warunek zasady maksimum przybiera gasiatpujaca:

He(t) =

+6, 0] (-5, (0) £ (KO, P()) = )= (e mr& ) k)] + (7,259

oL (t) _OHC(t) _— -y _ _
ot - ooy =c(t)” -6, (1) =0. (7.26a)

Z zestawienia (7.26) i (7.26a) wynikee:
6. (1) =8,(t) =c(t)”, (7.27)
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Zgodnie ze standardawinterpretaci mnaznikOw Lagrange’a jako cen dualnych dla
zmiennych stanu (kapitatu rzeczowego i ludzkieg8)(t) i &,(t) mierza zmiarg
wartasci catki preferencji, czyli ,sumy chwilowejaytecznédci konsumpcji” w catym
przedziale optymalizacyjnym, wywotan krancowa zmiara poziomu kapitatu,
odpowiednio, rzeczowego i ludzkiego, w chwiliZgodnie z regut optymalizacyja
wyrazona W rownaniu (7.27), optymalnym poziomem konsumpejchwili t jest taki
poziom, przy ktorym kndcowa wytecznd¢ biezacej konsumpcji,E(t)‘V , Zrbwnuje st z
krancowymi kosztami alternatywnymi tej konsumpcji, w noekieniu zaréwno do
kapitatu rzeczowego, jak i ludzkiego.

Poniewa rownanie (7.27) zachodzi dla adgego momentu, z (7.25) ((7.25a))

wynika, ze s, (s,) nie wptywa na wart&® hamiltonianu. Eliminuje to konieczi®
zapisywania warunku na maksymalizglspmiltonianu wzgidem s, (lub s, ).

Pozostate warunki konieczne optymaiciadla problemu (7.23) - (7.24) to warunki

Kuhna - Tuckera:

L0 _km=0, ¢, 20, ke, ©=0,
oy, (1) -
oe® _fy=0 >0, h =0 e
W_ (=0, ¢,t)=0, h(ty, ©)=0,
oraz rownania dynamiki zmiennych stanu i rami@ow Lagrange’a warkei biezace;:
?(t>=g'g,c(t) = 5.(0 1K, FO) - (n+ mr g k)
(t)
o - ) (7.29)
) =34 0 = L) f(k(D, r(9) = 9= (n+ m3,) kX
()——aL;((tt)) +8,0(p-n-(1-p)m) =
:—HK(t)(sk(t) ()= (m+3 +p-A-)m)-6,()(1- £ (3) FO+&, (), 730
(t)——"’Lij((tt)) +8,0)(p-n--y)m)=

=6, ()((L-sc (1) £ (O-(M+ g, +p-A-Y)M) -6 (D5 O FO+% (O,

zas warunki transwelsalrigi®:

® W sprawie warunkéw transwersadoozob. przypis 16 w rozdziale trzecim.
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imA (=0 « limg (He*"™ " =0,
imA, () =0 < lima, ()" =0, (7.31)
!im H(t) =0 -« !im H. (1) e((1—1/)m+n—,o)t -0
R&zniczkujac rownanie (7.27) wzgtlem czasu, mamy:
Ok (t) = B (t) = —yc(t) " ().

Korzystapc z tego rownania oraz (7.27), rownania (7.30) ksztatcamy do

nastpujacej postaci:

o= 0 L0~ (mra+ o=@+ O, (7.32)
ot = a0 ,0(mrd, + o=@ ) m) v ). (7.33)

Przy zalaeniu rozwizania wewntrznego dla zmiennej stenggj E(t)>0,
przyrownupc do siebie prawe strony réwna(7.32) i (7.33), po uproszczeniu

otrzymujemy:
W) -0, 0 =] (£,0-3,)~(f.0 -3 ) e (7.34)
Z réwnania (7.34) oraz warunkéw optymadoo Kuhna-Tuckera (7.28) wynikaj
nastpujace implikacje:
(0-3,)>(f0-&) - w®>0 - kO=0,
(fF0-a,)<(f,0-5) - w.®>0 - h@)=0,

k(>0 - ¢, ()=0, h(t)>0- g, )=0 (7.36)

(7.35)

Na podstawie (7.36) oraz réwnania (7.34) wnioskyjere dla k(t)>0 i h(t)>0, w
rozwigzaniu optymalnym produkt kfi@owy netto (produkt kifecowy pomniejszony o
stop: deprecjacji) dla obu typow kapitatu ega £ sany wartcsc.

Ostatecznie, konieczne warunki optymdmoprzyjmup post& ukladu réwna
rézniczkowych (7.29), (7.32) - (7.33) wraz z warunkafni35) - (7.36), warunkiem

nieujemndgci (_:(t) >0 oraz warunkami transwersakoo (7.31).

Twierdzenie 7.3. Funkcje € (t), s (), kK''(t) i h (t), spemiaice warunki

konieczne optymalrigi, 53 jedynym rozwazaniem optymalnym zadania (7.23) - (7.24).
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Dowod. Podstawiajc prawg strorg (7.27) zag, (t) i 8,(t) w (7.25), z uwagi na siin

wklestos¢ funkcji f (k, h), mazemy zauway¢, ze tzw. zmaksymalizowany hamiltonian

wartasci biezacej, zdefiniowany jako:
HC (80,6, @.K).R() = He (0 0.6, O.K®AO.S (0,57 ().

jest silnie wkéstka funkcja zmiennych stanu?(t) i F\(t). Tym samym spetniony jest
warunek wystarczagy na to, aby rozwganie wynikajce z zasady maksimum

stanowito jedyne rozwianie optymalne problemu (7.23) - (7.24)

Poniewa nie okrélili smy konkretnej postaci funkcjif (E,ﬁ), nie magemy wyznacz§
w sposb6b analityczny optymalnycfciezek poszczegoOlnych zmiennych. kéony
jednak dokonaanalizy jakdciowej rozwhzania optymalnego.
Przyrownujc prawe strony (7.29) oraz (7.32) - (7.33) do zetszymujemy dwa
alternatywne ukfady rowma
S‘ f(R_h)f(_m m %) k _ O c=0 (7.37)
L-s) f(kH-c=(n+ m3,) b
S¢ f(T(,T])f(_m_rde)_k o fe=m+d +po-(1-y)m (7.38)
@-s) f(k - c=(n m3,) h fo=m+d, +p-(1-y)m
Czworka (Ee,_he,?:e, S ) bedaca rozwizaniem uktadu rowma (7.37) kadz (7.38),
opisuje pewien stan stacjonarny gospodarki, co aaae jesli gospodarka znajdzie
sig w tym stanie, zmienng, h, c, S¢ hie kxda juz podlegd dalszym zmianom.
Z rozwiagzania uktadu rowna(7.37) otrzymujemy:
- punkt (0,0,05s, ), gdzie s, osiaga dowolpwartas¢ (chat sens merytoryczny posiada
tylko wartas¢ zero),
- zbiér punktéw(ks, hi, 0,5, ), gdzie paraki, hh > 0 spetnia réwnanie:

f(ki, )= (n+ m+3,) k= (n+ m3,) &,

z& s, spetnia réwnanies, f(k, h)=(n+ m+J,) k.

" W sprawie twierdzenia o warunku wystarezgjm, zob. D. Leonard, N. Van Lon@ptimal Control
Theory and Static Optimizatip@ambridge University Press, Cambridge 1992, tivienie 4.6.4.
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—kk —kk kk

Oznaczmy przezke ,Ne,Ce,s” >0, gdzie ke <ki, h. < h, stan stacjonarmy (stan

dynamicznej rownowagi diugookresowej), stangoyi rozwhzanie uktadu rowna
(7.38). Stanowi temu odpowiadgéciezka rOwnomiernego wzrostu zmiennych w

kategoriach bezwzgdinych.

—kk —kk kk

Twierdzenie 7.4.Stan stacjonarnyke ,he ,Ce, &~ > 0) jest globalnie asymptotycznie

stabilny, tzn. dla dowolnego stanu paikowego E(O),ﬁ(0)> 0, funkcje k™ (1), h (1),
T (1), s (1), bedace rozwizaniem optymalnym zadania (7.23) - (7.24), z uplywe

czasu zmierzajdo wartdci w stanie stacjonarnym.

Dowdd. Zatézmy, ze funkcje k(t), h(t), ©(t), S () sa rozwiazaniem optymalnym
zadania (7.23) - (7.24) (dla uproszczenia zapisuijaony gwiazdki).

1. Pokaemy najpierwze zachodz réwnania:
1i[rllk(t) =0, !imﬁ(t) =0, 1i[r;é(t) =0,

1i[T010E(t) % +oo y[gﬁ(t) % +00 | ymé(t) % +o0.
Zalézmy, ze tak nie jest, czyli:

!imlk(t) #0 lub li[r;ﬁ(t) #0 lub !imé(t) 20

lub !iTOE(t) =+ |ub !imﬁ(t) = oo |ub lim o(t) = too.

Sytuacje, w ktérycriti[ro]olk(t) <0 lub !i[roloﬁ(t) <0 lub limlc(t) <0 lub 1im§(t) =-co |ub
1imﬁ(t) =-co lub !i[roloa(t) =-c0 mazemy od razu wykluczy ze wzgédu na warunki
nieujemndgci dlak, hic.
Na podstawie rowna(7.29) dynamiki kapitalu rzeczowego i ludzkieggep silnej

wklestasci f(E,ﬁ), warunkow InadyIEim f- :Igm f- =0 oraz warunku nieujemsoi
dla ¢, maemy take wykluczy [imE(t)zoo i [imR(t)>o oraz ymﬁ(t):oo i

lim h(t) >0.
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Zatem !im k(t) =0 | 1im E(t) # o . Korzystajc z tego faktu rozpatrzymy sytuacje, gdy

IimE(t):oo oraz !imE(t)>O. Z roéwna (7.29) dynamiki kapitatlu rzeczowego i

to oo

ludzkiegonjepwynika, ze wowczas musiatoby zachoézi

lifil( £ (ke)., hy) —(n+ m+G) Ky -( e de)_h)t) = oo
To jest jednak niemdiwe z uwagi na sila wklgstos¢ funkcji produkciji f(E,ﬁ).
Zatem [im?(t) =0, [i[ronoﬁ(t) =0, 1imé(t) =0 oraz ymk(t) % too, !i[roloﬁ(t) % o0,
lim c(t) # 0.

to o

Stad oraz z (7.37) i (7.38) wynikae prawd jest:
albo (E(t),ﬁ(t),r:(t), S (t)) 03 (0,0,0,0,

albo ( k(t),h(t), (1),  (9) 0 2 (k, h,0,8),

albo (K(t),h(t),c(), & () 13- (k ., h. e, §").
W kolejnych dwéch punktach dowodu pakany,ze nie jest mgliwa zbieznosé

(K0, h(t),T(9, % (9) O [2- (0,0,0,0  oraz( k (), h(t),T(9), & (9) O 2 (k, b,0, 8).

2. Pokaemy, ze nie jest mdiwe, aby IZ(t) D]]ta 0 (co eliminuje zbienos¢

(K0, h(D, (1), % (9) 0 2- (0,0,0,0).
W tym celu zatémy, ze IZ(t) D]]t - 0.

Poniewa z zakieniaE(O) >0, zatem z warunkdz(t) D]]t - 0 wynika, ze istnieje takie
(dowolnie due) T > 0, dla ktérego:
0<k(r)<ke (7.39)
k() <0. (7.40)
Z definicji ke i silnej wklestasci funkciji produkgii f (k, i) wnioskujemyze:

fo>m+g +p-(1-y)m, dla 0<k<ke. (7.41)

Z (7.41) i zalgenia p—(1- y)m—-n> 0 (zob. (7.23)) wynikaze:
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fo>n+m+J,, dla0 <k < ke , (7.42)

Ze wzgkdu na (7.39) i (7.41), z réwnania dynamiki konsujnpep (7.32) wynikaze:

alboc(r) >0 i f:(r) >0, alboc(r)=0i f:(r) =0.

2.1.Zatézmy najpierw,ze c(r) >0 i c(r) > 0.
Stad oraz z (7.41) i rbwnania dynamiki konsumpggp (7.32) otrzymujemy wniosek:
c()>0, dla O<k<ke i t>7. (7.43)

Z definicji ke , he , silnej wkkstosci funkgji f (k, h) oraz réwna dynamiki konsumpgiji
njep(7.32) i (7.33) wynika:

K <ke < HH<h,  dlact)>0 (7.44)
Z (7.43), (7.44) oraz z tegee funkcja f (E,ﬁ) jest silnie wkésta i zeruje st w punkcie
(0,0) wynika,ze:

f (k) h(D) = (n+ m+ G ) K= (m+ m3,) 0X>0, dia 0<k<ke i t27.(7.45)

Sumupc obustronnie réwnania (7.29) dynamiki kapitalucz®vego i ludzkiegmjep,

dostajemy:
k@ +R(0 = (KO, FD)~(m mea) K)-( 7 ma,) b O  (7.46)

Rozpatrzymy dwa przypadkik(z) + h(r) <0 oraz k(7)+h(r) =0, pokazujc, ze w

zadnym z nich nie jest mbwa zbieznos¢ IZ(t) D]]t - 0.

2.1.1.Zalézmy najpierw,ze Lk(r) +?1(r) <0.
Stad oraz z (7.46), (7.45) i (7.39) wynikze:
c(r) > £ (k(z), W) = (n+ me 5) KD) = ( o+ 1 4,) tr)>0. (7.47)

Powyzsza nieréwnéé wykorzystamy do wykazaniaze jesli k(r)+h(r) <0, to

zachodzi réwnig

K(t)+ (1) <O, dat>7. (7.48)

Zattzmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje taki moment> 7, ze:
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Lk(rl)+Lh(rl)20, oraz Lk(t)+?1(t)<0 dlato(z,7,) (7.49)
Wtedy:
Lk(t)<0 lub E(t)<o, dla t0(r,7,), (7.50)

Z uwagi na (7.39), (7.43), (7.44) zachodzi wowczas:

c":(t)>o, dla t0(r,7,), (7.51)
czyli:
o(r,) > (1) (7.52)
Z drugiej strony, z (7.49) oraz (7.46), wynika;
o(r,) < f (_k(rl),T‘(rl)) —(n+ mtS ) Kr)—-(nr m3d,) tr). (7.53)
Pokaemy, ze:

f (k@) h(z)) = (n+ m+ &) Kr) - (e 5,) try) <

_ _ _ (7.54)
< (k@) h(@) - (n+ me 8 ) Kr) = (v 13, 1)

Obliczajc ~ pochodn  funkcji £ (k(t),h(D)) = (n+ m+ &) K= (e m-3,) bX

wzgledem czasu, mamy:f, —(n+m+ JK))T@ +( £ -(mmeg,)) o).

Z rownar dynamiki konsumpcijnjep (7.32) - (7.33) wynikaze:

f.—(n+m+5)= £ —(n+ m+3,), dlac(t) 20 i K(t),h(t)>0. (7.55)
Z (7.42), (7.55), (7.51) i (7.49) wynikae:

(fR—(n+m+5K))Lk(l)+( f-(n m+5H))L|(.)<o, dla t0(r,7,),
czyli zachodzi nieréwni (7.54).
Z (7.47), (7.53) oraz (7.54) wynikage 5(r1)<5(r), CO prowadzi do sprzecziw z
(7.52). Dowodzi to prawdziwéai (7.48).

R&zniczkujac réwnanie (7.46) wzgtlem czasu, otrzymujemy:

dk(t), dR(Y _
dt dt
Z uwagi na (7.39), (7.43), (7.44) (dle= 1) oraz (7.48) zachodzi:

(f, =+ m+SO)KY+( §~(n mea)) 63— €X (7.56)

c(t) >0, dlat>7, (7.57)
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Na mocy (7.48), (7.55) i (7.57), z rownania (7.88nika, ze:

dk(t)+df(l)<0, dlat>r.

dt dt

Ostatnia nierown& swiadczy o tym,ze istnieje taki moment <t'<oc , w ktorym

K(t') + h(t') = 0. Z warunkéw nieujemniai K (t), h(t) =0 i rownania (7.46), postaci:
k(O +h() = (KD, H()) - (m+ m-G) KY-(m m3,) o) O

wynika, ze w momencig 'spetniona musi iytakze rownagé c(t') =0, co jest jednak

sprzeczne z zateniemc(r) >0 i (7.57).

2.1.2 Zalemy terazze E(r) +_h(r) >0.

Rozpatrzymy oddzielnie trzy mliwe (pod)przypadki, pokazag, ze wzadnym z nich

nie jest maliwa zbieznos¢ Iz(t) DDt - 0.

2.1.2.1.Zalézmy najpierw,ze:

K(t)+h(t) >0 orazk(t) <k. dlat>7. (7.58)
Wtedy z (7.43) wynikaze:

c(t)>0,c()>0  dlat=r. (7.59)
Z warunku Inadygm0 fo=o, (7.59) oraz (7.55) wynikaze f. 00 [} . Wtedy z

warunku InadyEm f. =o0 oraz silnej wkistosci funkcji produkcji f(E,ﬁ) wynika, ze

-0
h(t) 0 0 f2- 0. Zatem(k(t) + ()} 0 g 2. 0.
To jednak pozostaje w sprzeczooz warunkiem poczkowym E(O),ﬁ(0)> 0 oraz
zatazeniem (7.58).
2.1.2.2 Zalgmy teraz ze istnieje takigd'> 1, ze:

K(t)=ke, K(t)+h(t)=0, (7.60)

oraz

KO <k i Kk(t)+h() >0, diat0{rt).
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Wtedy jednak z przyjego zalaenia E(r) >0 oraz rowna dynamiki konsumpcjnjep

(7.32) - (7.33) wynikaze:

c(t) >0, é(t') =0 (7.61)
orazh(t) = he .
Z uwagi na (7.60), zachodzi tak
Lk(t') :iw(t') =0 lub Lk(t') >0 lub E(t') >0.
Jeili Lk(t') :%(t') =0 to, wobec (7.61), zostal aghicty stan stacjonarny

—k ko

Ke ,he,Ce >0.
Jesli zas k(t") >0 lub h(t') >0, to istniejet" > 7', takieze:
K(t") > ke lub h(t") > he . (7.62)

Z rowna dynamiki konsumpcijnjep (7.32) - (7.33) wynikaze:

k)>ke = HO>h = 9<0 dlact)>0 (7.63)
Z (7.61), (7.62) oraz (7.63) wynikae:

Kt) >k, HO>h, qd<0 , dlac(t)>0 i t>r".

Zatem do momentu, w ktérym= 0, nie jest maliwa zbieznos¢ IZ(t) D]]t - 0.
W punkcie 2.2 dowodu pokamy,ze nie istnieje skicczony moment” <o, w ktorym
c(t)=0.
2.1.2.3.ZatGzmy zatemze istnieje taki moment, > 7, ze:

Kk(r,) + h(r,) < 0. (7.64)
oraz:
k() <k diat0(7,7,). (7.65)
Z (7.43) i (7.65) wynika,ze (_:(rz)>0. Przyjmupc za moment wygiowy 7,,

przeprowadzamy teraz takie samo wnioskowanie, jakpumkcie 2.1.1. dowodu,

uzyskupc sprzeczn&.

2.2 Rozpatrzmy przypaded_x(r) =0dlar<o.
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W zadaniu (7.23) - (7.25), zaréwno funkcja podcelp jak i réwnania ruchu
zmiennych stanu nie zawiegaj(z wyjatkiem czynnika dyskontagego) jako
oddzielnego argumentu zmiennej czadi WV tego typu zadaniach sterowania
optymalnego (nazywanych problemami autonomicznymifozwiazaniu optymalnym
hamiltonian wartéci biezacej przyjmuje stafwartas¢ w czasié.

Po podstawieniu (7.27) do (7.25) i uproszczenitgyobujemy:

He () =V‘1’(_;)y_y+6(t)'y[f(R<t),B<t))—(n+ m+8) K)=( e mra,) by.

Podstawiaic dowolne skaczone wartéci zmiennych k, h, ¢>0, otrzymujemy
skaaczorp wartas¢ H.. Natomiast dIaE(t)DtDDTHO oraz (E(r),ﬁ(r))i(ﬁ,_h)

(pominkty przypadek rozpatrzymy w punkcie 3 dowodu) otrajemy

He(t) O O [ 0. Oznacza toze w rozwazaniu optymalnym gospodarka nie eo
osiagma¢ zerowej konsumpcji w sk@zonym czasie.

Z punktéw 2.1 i 2.2 dowodu wynikae gospodarka startiga z k(0), h(0)> O nigdy

nie zbiega do stanu stacjonarng@q0,0,0.
3. W ostatnim kroku pokaemy,ze ze wzgtdu na warunki transwersal§w (7.31) nie
jest maliwa zbieznosé ( K (1), h(t), S(1), 5 (t)) 03 (k, h,0,8).
Z definicji k,, hy (k,h >0 takie,ze f(ki,h)=(n+ m+d,) k—(n+ md,) k) oraz z
tego,ze funkcja f (E,ﬁ) jest silnie wkésta i zeruje i w punkcie (0,0) wynika, ze dla
IZ(t) - El, ﬁ(t) - Hl zachodz nieréwndgci:

fo<n+m+9d,, f-<n+m+J,.
Woéwczas jednak z definicji maonikébw Lagrange'a warfgoi biezacej
G, = A Pt g =1 e EIM graz ich réwna dynamiki (7.30) otrzymujemy:

M:n+m+5K - 1>0, A (O
Ac (1) ‘ A (1)

CO jest sprzeczne z warunkami transwersain@.31).

=n+m+g, - { >0,

8 Zob. np. A. C. Chiangp. cit, s. 189-190, 211, 239-240.
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Z rowna (7.38) charakteryzagych diugookresow rownowag dynamiczi (stan

stacjonarny (E:,ﬁe,dée,f )), definicji (6.18) elastyczrimi produktu wzgidem
kapitaltu rzeczowego i ludzkiego, a(E,ﬁ) i B(k,h), oraz réwnania
c=(-s -5) f(k § (zob. (7.9)), meemy wyznacz§ diugookresowe optymaline
stopy inwestycji w kapitat rzeczowy i ludzki:

" g M* n+ o,

S TO0———
P+o +ym
m+;+5 (7.66)
. !
> ﬂp+¢+wﬁ

gdzie a =a(ke,he), B=p(Ke,he) to state, nasciezce wzrostu réwnomiernego,
elastycznéci produktu wzgtdem kapitatu rzeczowego i ludzkiego (udziaty kapita

rzeczowedo i ludzkiego w produkcie).

Jak wynika z (7.66), optymalne stopy inwestycjkapitat rzeczowy i ludzkis,”,

s, , do ktorych zmierzaj optymalne trajektorie @”(t):§<(_lr(l),dﬁ(b),

s, (D=5, (_k** ( D,_**h (b) , Sa tym nizsze, im wysza jest stopa dyskontowa oraz im

wyzszy parametry (im szybciej nagpuje spadek krfecowej chwilowej dyteczndci
konsumpcji, czyli im wksza skionn& do wygtadzania poziomu konsumpcji w

czasie) Przy bardzo wysokiej stopie dyskontowej (i / lulardzo wysokim y),

optymalne stopy inwestycjiada do zera. To Zaprzektada si na ekstremalnie niski

poziom konsumpcjnjepw stanie stacjonarnym.
Przy przygtym zalazeniu p - n—(l—y) m> 0, prawdziwe g nieréwndci:
SO<K S <
gdzies, , s, 0znaczaj stopy inwestycji zgodne ze ,zipteguh akumulacji” Phelpsa,
dane przez (7.11).
Przy p - (n+(1-y) m)+ optymalne stopy inwestycji as zbiezne do wartéci

odpowiadajcych ,zlotej regule akumulacji” Phelpsa

® Zobacz komentarz do odpowiednich rezultatéw uzygkh w rozdziale trzecim, dla modelu bez
kapitatu ludzkiego (wniosek 3.2).
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Uwaga 7.3.Zauwamy, ze problem niemierzalda czgsci produktu nie poeiga za
solw zadnych zmian w samym matematycznym sformutowaniudazia
optymalizacyjnego i procedurze jego rozmania, co nadaje przeprowadzonej w tym
punkcie pracy analizie pewien dodatkowy wymiar ogédi.

W skrajnym przypadku, gdy catb ekonomicznych kosztow tworzenia kapitatu
ludzkiego stanowi utracone dochody, optymalna stopa mierzalnych styeg w

kapitat rzeczowy naéciezce wzrostu réwnomiernego Wwyta@ Sk wzorem:

s = S1< gdzies,” i s, sa dane przez (7.66). Zob. poprzednie uwagi deiyez
S,

w7

tego zagadnienia w rozdziatach széstym i si6dmym.

7.5. Optymalne inwestycje w kapitat rzeczowy i luda a polityka fiskalna w

warunkach dynamicznej réwnowagi konkurencyjnej

Rozwamy teraz gospodacksktadajca sic z duej liczby N jednakowych gospodarstw
domowych oraz diej liczby przedsibiorstw maksymalizacych zyski w warunkach

doskonatej konkurencji. Liczba ludém w gospodarce w chwitiwynosi L(t) = L,e™.
Kazde gospodarstwo domowe dostarcza przbosistvom L (t) =L(t)/N

jednostek pracy, réwnej liczbie jego cztonkow, wradcielénionymi w nich zasobami
kapitatu ludzkiego,h(t) L, (t), gdzieh oznacza prze¢iny zasob kapitatu ludzkiego w

gospodarce (kapitat ludzkp.c) Wysokaé dochodéw za pracuzaleniona jest od
zasobow kapitatu ludzkiego uciéteonego w pracownikach. Zaktadamye w
dochodach otrzymywanych przez pracownikéwzneooddziekk wynagrodzenie pracy
.surowej” (np. na poziomie ptacy minimalnej lub diracownikéw wykonujcych
podstawowe prace fizyczne) oraz wynagrodzenie #&mpitludzkiego. Typowe
gospodarstwo domowe uzyskuje ponadto dochody oddpebiorstw za dzierawe
k(t)L;(t) jednostek kapitatu rzeczowego, gdzle oznacza wielk& kapitatu
rzeczowego p.c. w gospodarce. Otrzymywane dochody dzielong momidzy
konsumpagt, inwestycje ,w siebie” oraz akumuladapitatu rzeczowego.

Bilans dochodéw i wydatkéw gospodarstwa domowegmamencie przedstawia

Si¢ nastpujaco:
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(kO Lo (D) (M) Ly (9)~ (S k(D + 8, H(D) Le(D+ (P LoD = 767)
=w(t) Ls () +(a (O KD+ a, (D D) L (D,
gdzie w(t), q,(t), q.(t) oznaczaj, odpowiednio, ceny pracy ,surowej”, kapitatu
ludzkiego i kapitatu rzeczowego, & , J, - stopy deprecjacji poszczegoélnych typow
kapitatu.
Wyrazajac wszystkie zmienne w kategorianjepi dziehc réownanie (7.67) obustronnie

przez A(t) L. (1), przy czymA(t) = A €™, otrzymujemy:

k(O +h()+(n+ m+G) K+ (nk mrg) )+ E)t= (7.68)
=w(t) + g (Y k() + g, (9 HI.
Wzgledny udziat wydatkdw na inwestycje w kapitat rzecyow catcci wydatkow
gospodarstwa domowego (stopa inwestycji w kapitgiczowy) wynosis, (1), z&
odpowiedni wzgidny udziat wydatkbw na inwestycje ,w siebie” (stojpavestycji w
kapitat ludzki) - s, (t) . Opisuj to rownania:

k@ +(n+ mea )K= sO(WE+ g0 O, oo

h+(n+ me )T = 5 O(Wr+ gOX kX gOF )
Wzgledny udziat wydatkow na konsumpgcjwynosi z definicji 1-s, (t)— s, (9.
Oznacza toze réwnania (7.69) sumupie stronami do (7.68).
Zaktadamy take:
k(0),h(0)> 0 oraz k(t), h(t), ()= 0. (7.70)
Przyjmupc rynkowe ceny pracy ,surowejin(t), kapitatu rzeczowegay, (t) i
ludzkiego q, (t) jako dane, gospodarstwo domowe podejmuje decyzjgodriale

otrzymywanych dochoddéw porazy konsumpgj, inwestycje w kapitat ludzki oraz
inwestycje w kapitat rzeczowy, aghc do maksymalizacji sumy zdyskontowanej

(wedlug stopy p) chwilowej wyteczndci konsumpcji swoich cztonkéw w

nieskaiczonym horyzoncie czasu:

T

L, (e dt, 0>0,y0(0,1), (7.71)

0

gdziec to konsumpcj.c.
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Definicja 7.1. Optymalnym planem konsumpcji i inwestycji w kapitaeczowy i
ludzki gospodarstwa domowego w horyzoncie optyraaliz (t,,) w gospodarce
konkurencyjnej nazywamy trégk (R*(t),ﬁ*(t),?:k (1), bedaca rozwiazaniem zadania

(7.68) - (7.71) dla danyditiezek Vv(t), o (0, q, (.

Zadanie (7.68) - (7.71) jest zadaniem sterowantgno@lnego, w ktérymE(t), F\(t) S
zmiennymi stanu, zafunkcje zmiennych steracych mae spetnia para zmiennych
(_:(t), S (1), badz (_:(t), s, (). Wybierapc pierwsz par zmiennych jako zmienne

sterupce, zadanie to zapisujemy w ngm®tjacej postaci:

0

\1-y C,
4
0

przy warunkach:

KO =5 0w+ g (K + gV 6))+(m m &) o

. (7.73)
n() =(1-s O)(WO+ g YK+ G (V1)) €1-(m ma,) )

k(0), h(0)> 0, (7.74)
Kk(t), h(t), c(t)= 0. (7.75)

W zapisie warunkéw koniecznych optymaloouwzgkdnimy, tak samo jak w punkcie

7.4, warunki Kuhna-Tuckera ze wegdl na warunki nieujemsoi dla zmiennych stanu
E(t),ﬁ(t) > 0. Formutujemy zatem funkgjLagrange’a wartei biezacej:

Le (8) = He(®) +¢ (OK(®) +¢,, (O,
gdzie ¢, (t),¢,(t) to mneniki Lagrange’a wartci biezacej odpowiadajce
ograniczeniom, odpowiednid_g(t) >0, F\(t) >0, z& hamiltonian wartéci biezacej jest

postaci:

He© =2+ 8,0 s O (WO + A (0K D+ G (Y1)~ mro) o+
+6, 0] (-5 O) (WO + & (OKY+ ¢ (V1) = €)= (- m3,) b,

gdzie 6.(t) i 8,(t) 1 mnaznikami Lagrange’a wartei biezacej odpowiadajcymi

rownaniom dynamiki zmiennych stanu (7.73).
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Przy zalgeniu rozwiazania wewgrtrznego dla zmiennej stenggj E(t)>0, warunki

konieczne optymalrigi przyjmup posta nastpujaca™®

SZC—K((%=R(I)20, ¥, )20, k{ty, t)=0, (7.76)
:Z((tt)fﬁ(t)zo, Y, ©>0, hEW, =0 7.77)
GV =6, ) =ct)”, (7.78)
ZK(U:—ZLEC—((tt))+9K(t)(p—n—(1—y)m)=

=G O(S0% 0=+ d +p=A=Pm)-8,01= $0) BO-# ()
EH(t):—%Lﬁ—((tt))+9H(t)(p—n—(1—y)m):

=-6,0)((1-s () q, ()= (m+ G, + o= A=) M) =6 D s (Y g (-1, (%
wraz z réwnaniami (7.73) dynamiki zmiennych starkt),h(t) i warunkami

transwersalni:

lim 9K(t)e(‘1_y)m+”)‘=ltim G,(He*™ =g jim H() &™) =0,  (7.80)

to oo

Po zr@niczkowaniu rownania (7.78) waglem czasu i dokonaniu podstawie (7.79),

otrzymujemy naspujace rownania dynamiki konsumpcjjep

o) =%6(t)(q<(t)—(m+6K +p=(1=p) W)+ ( )%‘«: p,

. . . (7.81)
6(t)=;6(t>(m(t)—(w5H +p-(1-y) M)+, ( );'«z i

Przyrownujc do siebie prawe strony obu réowin@.81), po uproszczeniu otrzymujemy:

W ®) =, © =[ (a0 O =3,)~(a ()= )]ad™. (7.82)

Z rownania (7.82) oraz warunkow Kuhna-Tuckera (Y-7&.77) wynikag nastpujace

implikacje:

(e (®-0,)>(a(D-3) - & (H>0 - k(=0

_ 7.83
(e (®-04)<(x(®-5&) - ¢, (>0 - h(H=0, (7:83)

1% por. warunki konieczne optymakud dla zadania (7.23) - (7.25) w punkcie 7.4.
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k(>0 - ¢, ()=0, ht)>0- ¢, (t)=0.

Zgodnie z (7.83), kala r&nica w stopach zysku netto (po uwatieniu deprecjacji) z
kapitatu rzeczowego i ludzkiego sktania gospodaasttemowe do obnenia do zera

zasob6w tego rodzaju kapitatu, dla ktérego stokuyetto jest nisza™.

Przedsibiorstwa maksymalizgge zysk najmuj ustugi pracy i kapitatu ludzkiego
oraz dzietawia kapitat rzeczowy do momentu zrownaniag skrancowych
produktywndci z rynkowymi cenami czynnikow. W stanie rownowagiigookresowej
na rynku doskonale konkurencyjnym przebdgirstwa osigajp zerowe zyski czyste,
czyli suma wynagrodzeczynnikow wytworczych wyczerpuje wastoprodukcji kadej

firmy. Oznacza toze zachodz réwnaici*?

a®="f a®=f,  wo=f(kO.)-KYf-H){ (7.84)
gdzie, jak dotychczasy(t) = f(k(t), () oznacza postaintensywn (w kategoriach
njep agregatowej funkcji produkcjl (t) = F(K(t), H(t),T_(t)), dodatnio jednorodnej
stopnia jeden.

Ze wzgkdu na zachowania optymalizacyjne gospodarstw dorabwyte w (7.83)
oraz whasné&t funkcji produkcji f(0,0)= 0 (zob. wiasné& w3 w Tw. 6.1 w rozdziale
szostym), dodatkowym koniecznym warunkiem rownowsggkowej przy niezerowym
poziomie produkcji jest réwnanie:

Oy (O =0y = G (1) - (7.85)

Definicja 7.2. MOwimy, ze gospodarka konkurencyjna gz chwilowa rownowag
dynamicza w momenciet’, jezeli rynkowe ceny kapitatu rzeczowego, ludzkiego i
pracy, odpowiednio, g, (t), g, (t),Wt), ksztaltuj sie na takich poziomachze
gospodarstwa domowe niea ssklonne do zmiany swojego dotychczasowego
optymalnego planu konsumpciji i inwestycji w kapitaeczowy i ludzki. Gospodarka
konkurencyjna znajduje gimiedzyokresowej rownowadze dynamicznej w horyzoncie

(t,,T), jezeli oshga chwilowg rownowag dynamiczm w kazdym momencie

" poniewa rozwazamy gospodagk jednoproduktow, zgodnie z logik modelu nie mamy podstaw do
wykluczenia maliwosci zamiany débr kapitatowych na dobra konsumpcyjmice versa Przygte w
(7.75) warunki nieujemrigi na zmienne stanu i zmienrsterupca dopuszczaj taka mazliwosé. Jali
zamiast warunkéw nieujemém dla kapitatu rzeczowego i ludzkiego prdipysmy silniejsze
ograniczenia w postaci warunkdéw nieujerfziona stopy inwestycji w oba rodzaje kapitatu, wekiu
(7.83) ulegtyby ztagodzeniu.

2 Bardziej szczegétowo na ten temat, zob. punkt 1.2.
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t0(t,,T). Oznacza toze trajektorie rynkowych cen praoy(t), kapitatu rzeczowego
g, (t) 1 ludzkiego g, (t) odtwarzay sciezki zatozone przez typowe gospodarstwo

domowe w optymalnym planie w okredig

W rozwaanym modelu zaktada ¢si ze gospodarka aogja medzyokresow
rownowag dynamicza w nieskaiczonym horyzoncie optymalizacji gospodarstw
domowycH?,

Podstawiajc (7.84) do (7.73), (7.81) i (7.83), otrzymujemgpowiednio:

k() =5 (9 F(K(. T0) - (v e )k,

h() = (L5 (0) (KD, FC0)~ b (v 3, ) 0,
ot = (L0 ~(m+ o+ o= A=) +oic () ),

ot = a0 {0 (mra, + o=@y m) v O EF (7.86)

(0-3,)>(f0-&) - w®>0 - kO=0,
(0-3,)<(f®0-&) - »,0>0 - ho=o,
k()>0 -~ ¢, ()=0, h(t)>0- y, ()= 0.
Réwnania (7.86), wraz z warunkami transwers&n(vy.80), warunkami poatkowymi
(7.74) i warunkiem nieujemsoi c(t)=0 opisup dynamile rozwazanej gospodarki
konkurencyjnej. Nietrudno zauvws, ze stanowq one powtdrzenie warunkéw
optymalndci, przy tych samych warunkach patkowych, zadania spotecznego
planisty (7.23) - (7.24). Oznacza t® w mkdzyokresowej dynamicznej rownowadze
konkurencyjnej w gospodarce maksymalizowany jesteszny dobrobyt.
W szczegolngxri, stopy inwestycji w kapitat rzeczowy i ludzki deiezce wzrostu
rownomiernego daneyprzez (zob. (7.66)):
S =a prTa: J:rf/Km s =h pTo'Hn:d;m’ (7.87)
gdziea = a(ke, he), B=B(ke,he).
W modelu gospodarki konkurencyjnej uwadyhiamy teraz sektor budtowy.
Na dochody sektora budtowego sktadajpodatki od dochodow uzyskiwanych przez

gospodarstwa domowe oraz dochody zatkaj paistwowego. Rozriniamy pomédzy

3 por. komentarz w rozdziale trzecim (punkt 3.4).
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stom opodatkowania dochodow z pradys 7, <1, i dochodow z kapitatu rzeczowego,
0<r,<1. Przypominamyze na dochody z pracy sktadagic wynagrodzenie pracy

.surowej” (np. na poziomie ptacy minimalnej adz placy robotnikdw
niewykwalifikowanych) oraz wynagrodzenie kapitatidzkiego. Majtek pastwowy
powigksza st w wyniku inwestycji budetowych w kapitat rzeczowy. Nie
zainwestowana w ten sposb6be&z dochoddéw bugketowych przeznaczana jest na
finansowanie dzialalriimi sektora publicznego (konsumgcjbudzetowa) oraz
inwestycje budetowe w kapitat ludzki (edukagj nauke, szkolenia zawodowe, itp.).
Inwestycje te powikszap zasoby kapitatu ludzkiego w posiadaniu gospodarstw
domowych, nie powkszap natomiast bezgoednio dochodow bugttowych.

Przyjmijmy nastpujace oznaczenia:

- wydatki konsumpcyjn@jep sektora bugetowego,

Ol

B

Ce - wydatki konsumpcyjnajep gospodarstw domowych,

c - konsumpcja spoteczmgep,

Ks - kapitat rzeczowy njep zakumulowany dzki inwestycjom
budzetowym,

Kep - kapitat rzeczowy njep zakumulowany dzki inwestycjom
gospodarstw domowych,

K - spoteczny zasob kapitatu rzeczowegep,

he - kapitat ludzkinjep zakumulowany dzki inwestycjom budetowym,

he - kapitat ludzkinjep zakumulowany dzki inwestycjom gospodarstw
domowych,

h - spoteczny zasob kapitatu ludzkiegep

st - stopa inwestycji prywatnych w kapitat rzeczowy €stoek inwestycji
gospodarstw domowych w kapitat rzeczowy do dochoddov
dyspozycji gospodarstw domowych),

s - stopa inwestycji prywatnych w kapitat ludzki (stosld inwestycji
gospodarstw domowych w kapitat ludzki do dochod@adgispozycji
gospodarstw domowych),

T, - stopa opodatkowania dochodéw z pracy (procentows ¢zcznego

wynagrodzenia pracy ,surowej” i kapitatu ludzkiepazekazywana
do budetu),

248



T - stopa opodatkowania zyskéw z kapitatu rzeczowego,
(pozostate oznaczenjiav.).

Bilans dochodow i wydatkéw sektora lmetbwego (zapisany w kategorianfep)

przedstawia ginastpujaco:

Ke(t)+hs()+ (n+ M le()+ (- m3,) BOM ()=

_ - _ B ~ (7.88)
= 7,0 (w0 + g, (0 (he (9 + Fe(9)) + 7 (D AV ke( 3+ G () le( )

Przyjmujemy ponadtoks (0), hs (0)> 0, ka(t), hs(t), ca ()= 0.
Bilans dochodéw i wydatkéw (w kategoriacliep) gospodarstwa domowego, z
uwzgkdnieniem podatkéw ptaconych do ketl, przyjmuje postanastpujaca (por.

(7.68)):
Ke(®)+e()+ (n+ m () +( e 1#-8,) (ks ()= 7.89)
= (1-7,O)(WO + g, (O Fe (0 + e (9))+ (-7, (D g (Ve (0.

Przyjmujemy ze ke (0), he (0)> 0 oraz ke (t), he(t), ce(t) = 0.
Akumulacg kapitatu rzeczowego i ludzkiego w gospodarstwiendaym opisug

réwnania, odpowiednio:

Ke (t) + (n+ ) k() =

- B B _ (7.90)
= £ (0] @z, )W)+ g, (OB (9+ B(D))+ @7, (DR (Y )],
he()+(n+ m+ 8, ) Te(9 = 7.01

=51 (0] @7, ) (WO + a, (0 B (0+ R (9))+ @7, (D@ (Y (3]
Wzgledny udziat wydatkdw na konsumpcjw catgci wydatkow gospodarstwa
domowego wynosi z definicil—s;, (t)— §; (1). Oznacza toze réwnania (7.90) i (7.91)
sumup sie stronami do (7.89).

Sumugc stronami bilanse dochodow i wydatkow gospodadktwmowych i sektora
budzetowego otrzymujemy bilans dochoddw i wydatkow aiéej gospodarki. Zapisany
w kategoriachnjep, przyjmuje on naspujaca post&:

k@O+(n+mk)+ )+ (e mg,) b+ et= W gOteE g)thH1 (7.92)
Spetnione g ponadto ograniczenia_c(O),ﬁ(O)> 0 oraz E(t),ﬁ(t),?:(t) > 0.
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Przyjmujemy te same zaenia o funkcjonowaniu przedsiorstw w warunkach
doskonatej konkurencji jak w modelu gospodarki kamgacyjnej bez sektora
budzetowego. W szczegolda, obownzuja rownania:

O+ =f, q®=f,  wo=fkOHY-K)f-H){ (7.93)
oznaczajce, ze czynniki produkcji optacane as wedlug ich kracowych
produktywndci, a suma wyptacanych wynagrodzevyczerpuje wart& produkcji
przedsgbiorstw. W odranieniu od modelu bez sektora lietbwego, zaktadamy;e
koszty amortyzacji (deprecjacji) kapitatu rzeczowegonosz przedstbiorstwa. Ta
niewielka modyfikacja w stosunku do (7.84) pozwalazgkdni¢ fakt, ze czs¢
dochodéw z kapitatu rzeczowego przeznaczana nasiggje restytucyjne nie podlega
opodatkowaniu (zob. (7.89)).

Zaktadamy, ze celem gospodarstwa domowego jest maksymalizag@y s
zdyskontowanej chwilowej ayteczndci konsumpcji  swoich cztonkédw w
nieskaczonym horyzoncie czasu, danej przez funkcjonau 0gl.71), w ktérym
konsumpcja finansowana przez sektor zmidwy traktowana jest jako dana, przy

ograniczeniu butetowym (7.89), w ktorym jako dane traktoware rgnkowe ceny
pracy ,surowej’ v_v(t), kapitatu ludzkiegoq, (t) i kapitatu rzeczowega, (t), oraz
stopy opodatkowania dochodow,(t) i 7,(t).

Uwzglkdniagc w funkcjonale celu cad spotecznej konsumpcjinjep,
(_:(t) :_cp(t) +E:B(t), przyjmujemy tym samym zatenie,ze gospodarstwa domowe tak
samo traktyj konsumpaj publiczry jak konsumpgj finansowan z wkasnychsrodkow,
przy czym sciezka konsumpcji publicznejEB(t) jest egzogenicznie dana, $za
konsumpcja prywatna Ep(t) w kazdym momencie t podlega rachunkowi

optymalizacyjnemu.
Problem optymalizacyjny gospodarstwa domowego zmao przedstawi w
nastpujacej postaci:
— — 1-y
= (cp(t) + ca(t) cry S
J'( N ) dam oty L max,  p-(=y)m-n>0  (7.94)
-y

0
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ke() ==(n+ my o3+
+£ (0] @z, (WO + g, (O (9+ B+ @7, (DA (Y kO],

. S (7.95)
he(t) ==(n+ m+3,) () - a()+
+(1-£ )| @z, O w+ g, (OB (0+ 1 (8))+ @7, (D (§ (3]
ke (0),he (0)> 0, ke (t),he (t),co ()= O (7.96)
Definicja 7.3. Optymalnym planem konsumpcji i oszdnasci gospodarstwa

domowego w horyzoncie optymalizacift,,) w gospodarce konkurencyjnej z
sektorem bugzetowym nazywamy trojk (ke (1), he (1), ce (1), bedaca rozwiazaniem
zadania (7.94) - (7.96), dla danyitiezek w(t), % (9,9, (9,7, (.7, (1), @ (1).

Zadanie (7.94) - (7.96) jest zadaniem sterowanpmymalnego, w ktorym
zmiennymi sterujcymi 1 cr(t) i sg(t), za zmiennymi stanu ke (t) i he(t).

Ze wzgkdu na warunki nieujemioi dla zmiennych stanuE(t),ﬁ(t)zO
formutujemy funkcg Lagrange’a:

L(t) = H(®) +77, Oke () +77,, (e ()

gdzie 7, (t), n, (t) to mnaniki Lagrange’a odpowiadge warunkom nieujemsoi,

odpowiednio,E(t) >0, ﬁ(t) >0, za& hamiltonianH (t) jest postaci:
H) =1T1y(5p<t) +ea () A (D le() 40, () BOY,

gdzie A (t), A,(t) sa mnanikami Lagrange’a odpowiadgiymi poszczegolnym
rownaniom dynamiki zmiennych stanu (7.95).
Mnozac funkcg Lagrange’a przez” """ otrzymujemy funkgj Lagrange’a
wartasci biezacej:
Lo (®) = He® +¢, ke () +,, (Dhe (D),
gdzie @, ()=, Q)T (t) =, )M 74 hamiltonian wartéci

biezacej jest postaci:

Ho® == (G0 (o) +8, (D ke (9 + 8 (9 (.
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gdzie: 6, (t) = A ()N g ()= A, ()7 "ET 5 mnanikami Lagrange’a
wartasci biezace).
Przy zatgeniu rozwizania wewatrznego dla zmiennej steaggj ce(t) >0,

warunki konieczne optymaldo przyjmup post& uktadu rowna:

:z((tt))—kp(t)zo, W, 020, ke (W, t)=0, (7.97)
:;C—H((tt)):ﬁp(t)zo, W, ©)=20, he (), ©)=0, (7.98)
6, (t) =6, (t) =c(t)”, (7.99)
ZK(o:—gECf;+6K(t>(p—n—(1—y)m)=

=6, O L O(1-7, () a ()= (o +ym ] -

-6, ®)(1- sK(t))(l 7, () dc (¢, (1),
. oL (1) (7.100)
On (t) = - +6,(t)(p-n-@1-y)m) =

ahe (1)
=6, )] (-5 (0)(1-7, ©) 6y 0= @ +p+ym) |-
=6 (s (D (1-7,(1)) . () - (D),

wraz z réwnaniami (7.95) dynamiki zmiennych starks(t), he(t) i warunkami

transwersalni:
1im A (1) =0, !im/}H (t) =0, tIimH(t) =0. (7.101)

Po zr@niczkowaniu rownania (7.99) wzaglem czasu i dokonaniu podstawiev

(7.100), otrzymujemy nagtujace rownania dynamiki konsumpcjjep

o)+ ()= (00 os(8) 4 (17, (9) = (o y m)
4, O (co v+ ca ()

. . 4 (7.102)

Cr (1) + Ca (1) :%(?:p(t)fcs(o)( 6 (Y(1-1, (D) =G, +p+ym)+

Y, (t)% (cr+co(t)”

Przyrownujc do siebie prawe strony rowmnér.102), po uproszczeniu otrzymujemy:
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G © =, O = (6 (O (2-7,0) =3, ) = G (O(2-7, (1) [ e®)” . (7.103)

Z rownania (7.103) oraz warunkéw Kuhna-Tuckera q¥.9 (7.98) wynikaj

nastpujace implikacje:

(a0, (D(1-7,0)-8,) > 4 (1-7,() - @ D>0 - ke (D)=0,
(0, ()(1-7,®) -3, ) <a O(1-7,®) -~ @, ®>0 - h()=0, (7.104)
ke()>0 - ¢, ()=0, he(t)>0- @, ()= 0.
Jak wynika z (7.104), kala r&nica w stopach rozpogdzalnych dochodéw netto (po
uwzgkdnieniu opodatkowania i deprecjacji) z kapitaluczzmvego i ludzkiego skiania
gospodarstwa domowe do obemia do zera zasobow tego rodzaju kapitatu, dieelgtm
stopa rozpormzalnych dochoddw netto jestzaza.

Ostatecznie, warunki konieczne optymabioprzyjmup post& uktadu rowné
rozniczkowych (7.95), (7.102), wraz z warunkami (7. 1@darunkami transwersalba
(7.101), przy ograniczeniu na zmiersteruaca cp (t)=0.

Uwzgledniajac bilans dochodéw i wydatkow sektora bBatbwego (7.88) oraz
rownania (7.93), charakteryagg zachowania przedbiorstw, otrzymujemy
kompletny model gospodarki konkurencyjnej z sektotmidzetowym. Podobnie jak w
modelu bez sektora bizetowego zakladamy,ze gospodarka znajduje esiw
miedzyokresowej rownowadze dynamicznej (patrz defnicj2) w nieskfczonym

horyzoncie optymalizacji gospodarstw domowych.
Korzystajpc z definicji zmiennychE(t), Fl(t), E(t) oraz podstawiag (7.93) do
(7.92) i (7.102), otrzymujemy rownania dynamiki Emanej konsumpciji i spotecznych

zasobow kapitatu rzeczowego i ludzkiego, odpowiedni

k@ +h() = £(KO,F0) - (n mg) K )-( 7 m3,) o €. (7.105)
c® =2 (17, 0) - (0 (17, ) + o+ v+ (O (5,
. ’1’ X 4 (7.106)
c(®) :;B(t)( £ (1-1,(0) = @ + o+ ym) +y, (t);‘c( g

Definicja 7.4. Stanem stacjonarnym modelu nazywamy takie szcaegpbziomy

spotecznej konsumpcjnjep Ce oOraz spotecznych zasobow kapitatu rzeczowego |
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ludzkiego njep, Ke, he, ze jezeli gospodarka osgnie te poziomy, to niegoa one
podlegaty dalszym zmianom (czy_i(t) =0, R(t) =0, ﬁ(t) =0).

Skupimy uwag na stanie stacjonarnym, w ktéryrke(t), he(t) > 0. Z (7.104)
wynika, ze zachodzi wowczag, (t) =0,¢,, (t)=0.

Z rowna (7.106) wynika ponadtoze warunkiem istnienia stanu stacjonarnego
(Ee ,Fle,Ee) > 0 jest, aby stopy opodatkowania dochodow zypr&apitatu byty state w
czasie,r, ( Fr,, 7,t)=1,.

Przyrownujc do zera lewe strony rowmg7.105) i (7.106), przy zaieniu, ze

r,t)=r,, 7,0)=1, orazc>0, otrzymujemy, odpowiednio:

c=f(kh-(n+t md ) k=(n mg,) | (7.107)
o (-7 )+p+
P = (d-r)*prym f =utPrym (7.108)
1-7, 1-7,

—kk —kk kk

Tréjka ke ,he,ce >0, spetniagca uktad réwna (7.107) - (7.108) definiuje stan
stacjonarny gospodarki (dlugookrespmwnowag dynamiczm). Zauwamy, ze w tak
zdefiniowanym stanie stacjonarnym, struktura zamwonsumpcji spotecznej, jak i
spotecznych zasobéw kapitatu rzeczowego i ludzkiegae zmienig sic w czasie, a
konsumpcja i zasoby kapitalu gospodarstwa domowedgetosowuy” si¢ w kazdym
momenciet po pozioméw wynikaicych z danych trajektorigs(t) , Ks(t) i hs (t) %
Oznaczmy przezs, i s, stopy inwestycji spotecznych w kapitat, odpowiexni
rzeczowy i ludzki, zdefiniowane jako stosunki spaieych inwestycji (prywatnych i
budzetowych) w dany rodzaj kapitatu do produktu. Z peych definicji wynika,ze

stopy inwestycji spotecznych spetriapwnanie:

c=(-s -s) f(k .

4 W skrajnym przypadku, zasoby kapitalu rzeczowegd lub ludzkiego, akumulowane dki
inwestycjom gospodarstw domowych, mapdcé do zera. Wtedy stopy inwestycji spotecznych wyjika
z danych sciezek kapitatu rzeczowego i ludzkiego oraz konsumgojansowanych przez sektor

P

budzetowy. Kwesti stabilngci stanu stacjonarnegke , he , Ce >0 okreslonego przez réwnania (7.107)
i (7.108) w ogolnym przypadku niegllziemy s¢ tutaj zajmowd W szczeg6lnym przypadku, gdy
ce(t)=cs =const, 74(t)=7,=const, 7,(t)=7,=const, stabilng¢ stanu stacjonarnego

R

ke ,he , ce >0 wynika z twierdzenia 7.3.
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Korzystajc z tego réwnania, warunkéw dtugookresowej rownawdgnamicznej

(7.107) - (7.108) oraz definicji elastyczeoproduktu wzgidem kapitatu rzeczowego i

ludzkiego, odpowiednio,a(k,h), B=p(k,h) (zob. (6.18)), wyznaczamy state (w

stanie stacjonarnym) dtugookresowe stopy inwessmjitecznych w kapitat rzeczowy,
ludzki, odpowiednio:

w _ (A7 )(M+ 0+ 4 )

A1)+ prym’

(L-7,)(m+ n+3,)

W = Oy tp+tym

. (7.109)

gdziea = a(ke, he), B = B(Ke, he).

Z réwnania (7.109) wynikaze dlugookresowe stopy inwestycji spotecznych w
kapitat rzeczowy i ludzki w gospodarce konkureneyjn sektorem bugtowym zalea
od stép opodatkowania dochoddéw, odpowiednio, ztkprzeczowego i pracy (w tym
kapitatu ludzkiego). Im wisza jest stopa opodatkowania dochodow z kapitatu
rzeczowego (pracy), tym 18z stog inwestycji spotecznych w kapitat rzeczowy

(ludzki) oshga gospodarka nigiezce wzrostu réwnomiernedo
Poréwnugc (7.109) ze stopami inwestycjs, , S,° W gospodarce bez sektora

rzadowego (danymi przez (7.87)) wnioskujenag,dla dowolnych dodatnich pozioméw
stop podatkowyclr,, 7, , zachodz nierébwndci, odpowiednio:

g’ ‘w?

Hkk

s <s $ <& - (7.110)
Przy 7,=0 (r,=0) zachodzi s, =5 (s, <s ). Jak pamjtamy z
wczeniejszych rozwzan, stopy inwestycji s, , s, , wynikajce z réwnowagi
rynkowej w gospodarce konkurencyjnej bez sektoradzéwwego, stanowity
optymalne, naciezce wzrostu rownomiernego, poziomy tych stop z punkidzenia
spotecznego dobrobytu. Méxya ogdlniej, rozwiazanie problemu spotecznego planisty
maksymalizugcego spoteczny dobrobyt pokrywat@ @i rozwhzaniem wynikajcym z
réownowagi konkurencyjnej. Poniewa modelu gospodarki konkurencyjnej z sektorem
budzetowym zakladamy tak sanma, jak poprzednio, posta funkcjonatu celu
gospodarstwa domowego, zadanie spotecznego plamstysymalizujcego spoteczn

migdzyokresow funkcje uzyteczndci (7.94), przy ograniczeniu baetowym dla catej

gospodarki (7.105) oraz warunkach pgiknwych E(O),F](O)>O I ograniczeniach

*Pochodna astkowa s, wzgkdem 7, wyraza sk wzorem: s _ -a (m+ ) (p+ym 0.

o (a-r)8+ (o+ym)
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k(t), h(t),c()= 0, jest tasame z zadaniem (7.23) - (7.24). Zmigrsterupca jest
konsumpcja spotecznajep, a podziat wydatkdw konsumpcyjnych paeiey sektory
budzetowy i gospodarstw domowych nie wptywa na warttunkcjonatu celu. Stopy
s, S, ,dane przez (7.87)adakze optymalnymi (w stanie stacjonarnym) stopami
inwestycji w analizowanym teraz modelu. Z nier6éeio(7.110) wynika zatemze
opodatkowanie dochodow znieksztatca caayokresowy alokacg zasobow w
gospodarce, przyczynigy sk do osagania przez gospodark rozwiazania

suboptymalnego.

Whniosek 7.1.W poréwnaniu z wynikami analizy przeprowadzonejozdziale trzecim
(punkt 3.5), uwzgidnienie w modelu gospodarki konkurencyjnej akumulkapitatu
ludzkiego prowadzi do wnioskuze znieksztalcapy wpltyw na médzyokresow
alokacg zasobéw w gospodarce, obaipcy poziom dobrobytu spotecznego, ma nie
tylko opodatkowanie dochodbéw z kapitatu, ale zeakopodatkowanie dochodéw z
pracy?®.

W sytuaciji, gdy dochody z kapitatu i dochody zqyraie podlegaj opodatkowaniu,
czyli 7, =7, =0, stopy inwestycji spotecznych w kapitat rzeczowydzki ustalag si

na poziomach, przy ktérych maksymalizowany jestesprmy dobrobyt.

Whniosek 7.2.Z réwnania (7.109) wynika ponadtaée stopy inwestycji w kapitat
rzeczowy i ludzki pozostajniezalene od podziatu dochodéw bietowych pomidzy
konsumpat i inwestycje (od stopy inwestycji baetowych s;). Oznacza toze kada
préba podniesienia przez fqswo spotecznych stop inwestycji poprzez ¢ksizenie
procentowej cgici dochodow bugetowych przeznaczanej na inwestycje 4midwe,
wywota odpowiednie obnenie stdp inwestycji w sektorze gospodarstw domowye
takim stopniu,ze spoteczne stopy inwestycji nie ulagemianie. W konsekwencji (w
przeciwigistwie do rezultatbw analizy w punkcie 7.3, politykieskalna jest
nieskuteczna w oddziatlywaniu na dlugookresoseciezke wzrostu gospodarczego

(poziomy zmiennychmjepw stanie stacjonarnym) i poziom dobrobytu spotegzf.

¥ Przy zalgeniu, ze do dochodéw z pracy wliczamy wynagrodzenie kapitadzkiego, jak w
przeprowadzonej analizie.

' Whniosek ten pozostaje stuszny przy zaltiu, ze w rozwizaniu problemu optymalizacyjnego
gospodarstwa domowego nie jestagaine rozwizane brzegowe, w ktorynkp (t)=0 lub hp(t)=0.
Zob. przypis 13.
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W przeprowadzonej analizie zaktadaly, ze konsumpcja finansowana przez sektor
budzetowy w takim samym stopniu wptywa nayteczndé gospodarstw domowych,
jak konsumpcja finansowana z wkasnych dochodowydpaizycji tych gospodarstw (w
funkcjonale celu gospodarstwa domoweggaujest caté¢ konsumpciji, bez wzgtu na
zrédto pochodzenia). Zatenie takie jest raczej mato realistyczne. Z tegaledu
moglibysmy teraz przyy¢ (podobnie jak w punkcie 3.5 na drugim etapie awyali
alternatywne zateenie, ze gospodarstwa domowe podejmujecyzje o podziale
dochoddéw do dyspozycji na lilea konsumpagi i inwestycje w sposob zapewrygay
maksymalizag micdzyokresowej giyteczndci konsumpcji finansowanej wydznie z
wiasnych srodkéw (w funkcjonale celu gospodarstwa domowegetaujest tylko
konsumpcja prywatna). W takim przypadku, funkcjoaowe sektora bugtowego w
gospodarce prowadzi do rozwania suboptymalnego z punktu widzenia dobrobytu
spotecznego, nawet wowczas, gdy stopy opodatkowsbotihodow z kapitatu i pracy s
zerowe, a sektor budtowy finansuje swaj dziatalng¢ wytacznie z dochodow z
akumulacji kapitatlu rzeczowego. Poniewavnioski, odpowiednio uogolnione,as
analogiczne jak te, uzyskane w rozdziale trzecemygnujemy tutaj z przedstawienia

formalnej analizy tego zagadnienia.
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Zakonczenie

Na fali ostatniego renesansu badaoretycznych nad wzrostem gospodarczym pod
koniec ubiegtego stulecia neoklasyczny model wamrogbspodarczego Solowa,
stanowicy po dzé dziea podstawow w tzw. gtdwnym nurcie makroekonomii strukgur
teoretyczn, ujmujaca mechanizm dtugofalowego wzrostu gospodarczegd, sta
przedmiotem gwattownej krytyki. W odidieniu od wczéniejszych atakdéw ze strony
ekonomii postkeyneowskiej, koncenyieych sg¢ na - z metodologicznego punktu
widzenia - sprawach fundamentalnych (takich, jalordgczna prawomocké
koncepcji makroekonomicznej agregatowej funkcji dukcji i zastosowania teorii
krancowej produktywnéci czynnikbw na poziomie analizy makroekonomicznej)
podstawowe przestanki zarzutow formutowanych wspstdie, wychodacych z
samego centrum gtdwnego nurtu ekonomii, datywnioskow wynikagcych z modelu
odnanie kwestii empirycznych. Z drugiej strony liczneby stworzenia alternatywnej
struktury teoretycznej, ujmagej mechanizm diugofalowego wzrostu gospodarczego,
ramach tzw. teorii wzrostu endogenicznego, nie mosly jak doad zadnego
konsensusu. W tym konteke podgta w pracy proba syntetycznego ¢aip
standardowego podeja neoklasycznego, przeprowadzana patkrk jego waloréw
eksplanacyjnych, a tak rozszerzenia tego poéep w nowych kierunkach wydajegsi
przedsgwzigciem catkowicie uzasadnionym.

Najistotniejsze wnioski wynikage z prowadzonych w pracy analiz ima
podsumowaé nastpujaco.
1. Podstawowe #nice pomgdzy neoklasycznym i keynesowskim podégm w
modelowaniu  dlugofalowego wzrostu gospodarczego ovepizag sie  do
(neoklasycznego) zatenia o wysipowaniu permanentnej rbwnowagi na wszystkich
rynkach (rownowagi ogolnej w gospodarce). Zalue to umaliwia skoncentrowanie
uwagi na podsowej stronie gospodarki, pozostawi@jna boku kwestie zwrane z
krotkookresowymi wahaniami globalnego popytu. Zotegtasnie wzgkdu podejcie
neoklasyczne okazatoesbardziej efektywne w ujmowaniu zagadniewiazanych z
diugofalowym wzrostem gospodarczym i wytyczytlo dglskierunek rozwoju

makroekonomicznej teorii wzrostu.
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2. SposOb przedstawienia przez Solowa modelu Harr@bmara w artykule z 56 r., w
kategoriach funkcji produkcji Koompansa - Leontjefarzy zatgeniu tozsamdci
oszczdnasci | inwestycji w gospodarce, ignoruje istopodefcia keynesowskiego.
Solow sprowadza przyczyny niestabdobwzrostu w poddgiu keynesowskim do
braku mechanizmu zapewriaeggo ustalanie siw gospodarce wikgiwe] relacji
kapitalu do pracy, co powoduje powstawaniaskich gardet produkcji po stronie
jednego z czynnikow i niewykorzystanych nadely drugiego czynnika. ggie takie
ignoruje wia@ciwy problem ,ostrza n”, wynikajacy z braku mechanizmow
gwarantupcych odpowiednie tempo wzrostu inwestycji, zapeywo®R peine
wykorzystanie mocy produkcyjnych w gospodarce.

3. Whnioski wynikagce z neoklasycznego modelu wzrostu gospodarczedow&o
pozostag zgodne z diugookresowymi tendencjami empirycznftaw. ,stylizowanymi
faktami” wzrostu gospodarczego). Zasadnicze ogrami@ eksplanacyjne modelu
ujawniap si¢ hatomiast w analizie obserwowanychznmi@ w poziomach zanmmosci
pomiedzy krajami oraz procesOw konwergenciidb dywergencji tych pozioméw w
skali og6Indwiatowej.

4. Sita twierdzenia o asymptotycznej zimesci gospodarki do stanu stacjonarnego
(Sciezki wzrostu rownomiernego), stanawego podstaw wickszaici istotnych
predykcji i zastosowa empirycznych modelu, jest ograniczona przez prayyane
zatlazenia o statej, egzogenicznie danej stopie aghu®ci/inwestycji w gospodarce
oraz neutralnej w sensie Harroda (czysto pracogfgldsciowe)) tendencji pogpu
technicznego. Z tego punktu widzenia endogeniczreiautych elementow modelu
stanowi istotne rozszerzenie jego walorow eksplgngch.

5. Tendencja do neutralfm postpu technicznego w sensie Harroda, stanowvi
warunek konieczny wzrostu réwnomiernego, zedy¢ wyprowadzona z zachowa
optymalizacyjnych przedsbiorstw, kieruagcych s¢ w wyborach innowacyjnych
kryterium minimalizacji kosztow produkcji. Uogdélmie neoklasycznego modelu
wzrostu gospodarczego, polegag na endogenicznymegju zaktadanej w tym modelu
harrodowskoneutralnej tendencji pgsi technicznego, wymaga rezygnacji z
postugiwania s funkcja produkcji Cobba-Douglasa na rzecz ogoélniejszejtgms
funkcji produkciji.

6. Kapitat ludzki tym rani sic od kapitatlu rzeczowegoze jest ucielgniony w
konkretnych ludzkich jednostkach. Nie meozatem podledatransferowi z pokolenia

na pokolenie. Ponadto, akumulacja kapitatu ludzke@gze st z rezygnagj nie tylko z
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biezacej konsumpciji, jak w przypadku akumulacji kapitazeczowego, ale tak z
biezacych dochodéw (dziataldoi zarobkowej). Obie te wlaséa kapitatu ludzkiego
powinny znale¢ odzwierciedlenie w makroekonomicznych modelach ostar
gospodarczego, w ktorych akumulacja kapitatu lueg&ijest uwzgldniana.

7. Specyficzny sposébagjia procesu akumulacji kapitatu ludzkiego w modekrostu
endogenicznego Lucasa, namijacy bezpérednio do szczegdlnej wersji
mikroekonomicznych modeli akumulacji kapitatu lugzko Haley’a i Ben - Poratha, z
liniowa funkcja produkcji kapitatu ludzkiego, stosunkowo tatwo gdapge s¢ krytyce.
Na tej podstawie mma zakwestionowa podgta przez Lucasa teoretyczrproke
uczynienia z procesu akumulacji kapitatu ludzkiegdacznego motoru dtugofalowego
wzrostu gospodarczego, zgsijacego w tej roli egzogeniczny pept techniczny
zaktadany w standardowym modelu neoklasycznym.

8. Uwzgkdnienie w neoklasycznym modelu wzrostu gospodarczggocesu
akumulacji kapitatu ludzkiego rozszerza w efektyveppsob maiwosci eksplanacyjne
tego modelu. Rozszerzony w ten sposob neoklasyomgel wzrostu gospodarczego
mozna sformutowé i analizowg w kategoriach ogolnej, neoklasycznej funkcji
produkciji o statych korzgiach skali.

9. Ograniczenia analityczne oryginalnej koncepejotej reguty akumulacji” Phelpsa
wynikaja miedzy innymi z faktu nieuwzgtiniania okresu wyrzecagkoniecznego dla
osiagniecia przez gospodagk w dilugim okresie ,wyej potazone)” $ciezki
rownomiernego wzrostu. Moa pokazé ze ,ziota reguta akumulacji” stanowi
szczegllny (graniczny) przypadek bardziej ogélnegguty optymalizacyjnej,
wynikajacej z maksymalizacji mdzyokresowej funkcji dobrobytu spotecznego, przy
okreslonych preferencjach spotecznych co do rozktadwskaompcji w czasie.

10. W ramach neoklasycznego modelu wzrostu gosppelgo maliwosé
stymulowania przez wladze gospodarcze tempa wzrgsgpodarczego ograniczona
jest do okresow przgiowych, w ktorych gospodarka przechodzi z jedémgzki
wzrostu réwnomiernego na drug

11. Przy zaleeniu braku reakcji podmiotow prywatnych na dzisdene strony pestwa,
istnieje  maliwo$¢ zagwarantowania przez f=wo realizacji ,zlotej reguly
akumulacji” (mdz innej reguty zapewniage] maksymalizagj okreslonej funkciji
dobrobytu spotecznego), poprzez zmiastruktury wydatkow bugkbtowych i stopy
redystrybucji dochodu przez hiet.
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12. W dynamicznej réwnowadze ogélnej w gospodarmekirencyjnej bez udziatu
sektora bugetowego, zachowania optymalizacyjne indywidualnygodmiotow
dziatapcych na rynku prowadzdo osijgania przez gospodarkoptymalnejsciezki
wzrostu, maksymalizagej spoteczny dobrobyt.
13. Przy zalgeniu, ze stopy inwestycji sektora prywatnego wynikeg zachowa
optymalizacyjnych gospodarstw domowych maksymalzwgh midzyokresow
funkcje uzyteczndci, w dynamicznej rownowadze ogolnej w gospodarastpuje
wypychanie inwestycji prywatnych przez inwestycjadietowe. Wynika sid, ze
polityka fiskalna jest catkowicie nieskuteczna wdnitywaniu na wzrost gospodarczy
poprzez stymulowanie spotecznych inwestyciji.
14. Opodatkowanie dochodéw z kapitalu znieksztatomdzyokresow alokacg
zasobow w gospodarce, prowadzdo stanu suboptymalnego z punktu widzenia
dobrobytu spotecznego.zi w analizie uwzgidnia s¢ akumulacg kapitatu ludzkiego,
to taki znieksztatcapy wptyw okazuje s mie¢ réwniez opodatkowanie dochodéw z
pracy.
15. Whnioski odnénie skutkdw polityki fiskalnej pestwa z punktu widzenia dobrobytu
spotecznego zale od tego, czy gospodarstwa domowe uwdglajp poziom
konsumpcji publicznej w swoich decyzjach optymatigaych, czy nie. W przypadku,
gdy gospodarstwa domowe hiopod uwag catkowity poziom konsumpcji swoich
cztonkow, bez wzgdu nazrédto jej sfinansowania (prywatne czy lietbwe), to w
przypadku zerowej stopy opodatkowania dochodéwptdda, a take pracy (w modelu
z kapitatem ludzkim), w dynamicznej rownowadze ogpl w gospodarce
maksymalizowany jest spoteczny dobrobytsliJ@matomiast gospodarstwa domowe
maksymalizug micdzyokresows funkcje uzyteczndci konsumpcji finansowanej
wytacznie z wtasnych dochodow do dyspozycji, to obéérsektora bugetowego w
gospodarce prowadzi do rozwania suboptymalnego z punktu widzenia dobrobytu
spotecznego, nawet wéwczas, gdy stopy opodatkowdothodow z kapitatu, a tak
pracy (w modelu z kapitatem ludzkimy gerowe, a sektor badtowy finansuje swaj
dziatalng¢ wytacznie z dochoddw z akumulacji kapitatu rzeczowego.

Na zakaczenie, autor wyta oping, ze renesans zainteresowania tgaverostu,
jaki nasgpit w literaturze swiatowej w latach dziewtdziesatych ubiegtego wieku i

trwa do dzisiaj, nie znalazt dmt w polskim pémiennictwie naukowym nalgtego
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oddzwieku®. Zdaniem autora, fakt ten jest przejawem zjawisk@lniejszej natury,
polegajcego na wzgidnej niecleci duzej czsci polskiegosrodowiska naukowego w
dziedzinie nauk ekonomicznych do aktywnego zajmosvaie zagadnieniamstricte
teoretycznymi, z zakresu tzw. badaodstawowych. \&ftéd przyczyn tego stanu rzeczy
mozna wymiené: ciagta potrzels udzielania fachowych rad i odpowiedzi na ggal
problemy transformacji ustrojowej oraz czynnego nzg@owania st w tworzenie
zrebow instytucjonalnych gospodarki rynkowej, zéuzapotrzebowanie mtodych elit
biznesowych na profesjonalne wsparcie ze stronyedstawicieli ekonomii
akademickiej, ukierunkowage, w naturalny sposob, zainteresowania tych astatma
bardziej praktyczne obszary nauk ekonomicznych, t2ypo prostu konieczrso
nadrobienia zalegémi w przyswajaniu osgnig¢ wspoétczesnej zachodniej iy
ekonomiczne;.

Zakaczenie okresu transformaciji systemowej postawitae@r Polsk nowe
wyzwania, wrdéd ktorych do najwaniejszych w sferze gospodarczej ngle
niewatpliwie utrzymanie na diszz met wysokiego tempa wzrostu gospodarczego,
pozwalajcego na nadrobienie dystansu damelyo nasz gospodark od krajéw wysoko
rozwinigtych. Z tego wzgidu take w badaniach naukowych (oraz w dydaktyce)
niezkedne jest péwiccenie wegkszej uwagi problematyce dlugofalowego wzrostu
gospodarczego.

Niniejsza praca wychodzi naprzeciw temu zapotraegmiu i w jakinmg stopniu

wypetnia wskazane luki.

! Nie méwic juz o ogélnym zaniedbaniu teorii wzrostu w nauczarkoen®mii, 0 czym mena sé
przekona przeghdajac polskogzyczne podsczniki do makroekonomii.
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