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Wstep

We wspolczesnej ekonometrii panuje przekonanie, ze charakter zjawisk finansowych
jest uzalezniony od czynnikdéw losowych. Przedmiotem sporu pozostaje jednak kwestia
przyczyn wystgpowania tych czynnikéw. Dlatego podstawowym jest pytanie, czy zja-
wiska finansowe majg charakter losowy wynikajacy z ich natury, czy tez wystepowanie
czynnikéw losowych jest konsekwencja niemoznosci ogarnigcia peinej informacji po-
trzebnej do budowy modelu oraz niemoznos$¢ przewidzenia reakcji inwestorow w okre-
$lonych sytuacjach? Mimo trudno$ci z podaniem jednoznacznej odpowiedzi, wszystkie
ekonometryczne modele stuzace do opisu finansowych szeregéw czasowych, poczaw-
szy od stosowanych juz przed 25 laty prostych modeli autoregresji znanych takze jako
modele Boxa-Jenkinsa, zawieraja czynnik losowy. Wyjatkowo wazna klasag modeli stu-
zacych do opisu proceséw finansowych sg modele z czasem ciaglym oraz ich szczegdl-
ny przypadek — modele dyfuzji. Obecnie na rozwini¢tych rynkach finansowych dostep-
ne s3 notowania instrumentéw finansowych zawierajace petng informacj¢ na temat cen
transakcyjnych, tzw. dane tick-by-tick. Stanowi to naturalng motywacj¢ do stosowania
modeli dyfuzji oraz modeli dyfuzji ze skokami w badaniach proceséw cen instrumen-
tow finansowych. Modele te, stosowane poczatkowo do wyceny krétkoterminowej sto-
py procentowej (Merton 1973, Vasicek 1977) zyskaty na znaczeniu na poczatku lat sie-
demdziesiatych, gdy Black i Scholes (1973) wprowadzili model wyceny europejskiej
opcji kupna i sprzedazy, w ktorym cena instrumentu podstawowego opisana byla jed-
nym z najprostszych modeli dyfuzji — geometrycznym ruchem Browna. Powstate w
nastepnych latach modyfikacje modelu Blacka i Scholesa — model Mertona (1974) i
Hestona (1993) zaktadaja, odpowiednio, ze wolna od ryzyka stopa procentowa i zmien-
no$¢ opisywane sg modelami dyfuzji, Chen (1996) buduje model wyceny opcji na stopy
procentowe oparty o model $redniej 1 zmienno$ci stochastycznej, natomiast Kou (2000,
2002) oraz Kou i Wang (2004) wykorzystuja do wyceny opcji rézne modele dyfuzji ze
skokami.

Kolejnym obszarem zastosowan wspomnianych modeli sa zagadnienia dotycza-
ce opisu i prognozowania stop procentowych (struktury terminowej) a takze restruktu-
ryzowanych instrumentéw dhuznych. Pojawiajace si¢ obecnie na rynkach finansowych
zaburzenia zwigzane sg mi¢dzy innymi z trudno$ciami dotyczacymi poprawnej wyceny
bardzo zlozonych instrumentéw pochodnych opartych na instrumentach dtuznych. Te-

matyka ta zostata podjeta m.in. przez Detemple i Osakwe (1999) ktorzy zaproponowali
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model wyceny pojawiajacych si¢ obecnie w obrocie gieldowym opcji na zmiennos$¢,
Jagannathana, Kaplina 1 Suna (2004) ktorzy zastosowali wielowymiarowe modele CIR
do wyceny kontraktow cap i swapcji oraz Mannoliniego, Mariego, Reno (2008) wyce-
niajacych kontrakty cap i floor za pomocg rozszerzonego modelu CIR. W ostatnich la-
tach pojawiajg si¢ takze modele stuzace do wyceny instrumentow pochodnych na pod-
stawie modeli zmiennoS$ci stochastycznej, czyli dwuwymiarowych modeli dyfuzji, w
ktoérych pierwsze réwnanie opisuje cen¢ instrumentu podstawowego, a drugie jego
zmienno$¢. Elliott, Siu i Chan (2007) wycenili swapcje na podstawie przetacznikowego
modelu Hestona, natomiast Sepp (2008a) wykorzystat w tym celu model Hestona ze
skokami. Znaczenie wyzej wspomnianych instrumentéw pochodnych jest bardzo duze.
Odgrywaja one wazng rolg¢ zarowno w procesach zarzadzania ryzykiem, jak i w agre-
sywnych strategiach inwestycyjnych. Pierwsze strategie zabezpieczajace zostaty zapro-
ponowane juz przez Blacka i Scholesa (1973). Obecnie znane sg juz strategie pozwala-
jace zabezpieczy¢ pozycje m.in. w kontraktach swapowych (Javaheri i in. 2004, Howi-
son i in. 2004) czy opcjach na zmienno$¢ (Psychoyios, Skiadopoulos 2006, Sepp 2008b,
Broadie, Jain 2008).

Skuteczne stosowanie modeli w praktyce wymaga narzedzi pozwalajacych na
ich zadowalajacag estymacje. Dlatego podjgcie w pracy tematyki modelowania i progno-
zowania finansowych szeregéw czasowych za pomoca modeli z czasem cigglym wydaje
si¢ szczegoblnie istotne.

Celem pracy jest ocena jako$ci oszacowan parametrOw oraz prognoz otrzyma-
nych za pomocg szybkich metod estymacji modeli z czasem ciggltym, zastosowanych do
szeregdw cen oraz kurséw logarytmicznych. Rozstrzygnigcie tego problemu ma istotne
znaczenie w zastosowaniach praktycznych, gdyz moze przyczynié si¢ do redukceji kosz-
tow estymacji. Weryfikujac wystepowanie skokow w badanych szeregach czasowych
odpowiadamy réwniez na pytanie, czy ceny logarytmiczne mogg by¢ opisane jako pro-
cesy dyfuzji ze skokami. Dazymy réwniez do rozstrzygnigcia wplywu czestotliwo$ci
danych oraz efektéw mikrostruktury na wyniki testow weryfikujacych wystepowanie
skokow.

W oparciu o powyzsze cele sformuowano nast¢pujace hipotezy badawcze roz-
prawy. Pierwsza, gtowna hipoteza badawcza mowi, ze szybkie metody estymacji proce-
sOwW z czasem ciaglym zastosowane do szeregéw cen logarytmicznych pozwalaja na

szybsze 1 doktadniejsze modelowanie i prognozowanie. W hipotezie drugiej postuluje-



my, ze skoki w procesach generujacych dane na polskim rynku finansowym sg zjawi-
skiem powszechnym. Trzecia hipoteza badawcza stwierdza, ze otrzymanie precyzyj-
nych wynikéw testow na wystepowanie skokow wymaga dostatecznie duzej czestotli-
wosci danych. Ostatnia, czwarta hipoteza mowi o istotnym wplywie efektow mikro-
struktury rynku na wyniki testéw na wystepowanie skokow.

Odpowiedzi na postawione powyzej problemy staramy si¢ uzyskac¢ badajac sze-
regi logarytmicznych notowan indeksu WIG20 oraz indekséw najwigkszych gietd Swia-
towych, jak rowniez cechujace si¢ mniejsza zmiennoscig szeregi kursow walutowych.
Wykorzystujemy roézne czestotliwosci poczynajac od danych 5 minutowych, a konczac
na danych dziennych. Niektore badania przeprowadzone zostaly na podstawie symulacji
procesow dyfuzji lub proceséw dyfuzji ze skokami z zadanymi parametrami.

Uktad pracy jest nastgpujacy. Rozdzial pierwszy poswigcony jest przedstawieniu
podstawowych poje¢ stosowanych w dalszej czg$ci pracy. Przedstawiamy tutaj proces
Markowa oraz jego szczeg6lny przypadek — proces dyfuzji. Najwigkszy nacisk przykta-
damy do martyngatéw, martyngaléw lokalnych oraz semimartyngatow. Te ostatnie sg
sumg martyngatu lokalnego 1 procesu ze skonczong wariacja. Dodatkowo omawiamy
pojecia zwigzane z analiza stochastyczna, z ktorej wywodzi si¢ pojgcie stochastycznego
réwnania rozniczkowego, wykorzystywanego w pracy do modelowania logarytmicz-
nych procesow cen. Omawiamy takze dyskretyzacje Eulera oraz Milsteina pozwalajace
symulowa¢ dyskretne trajektorie stochastycznego réwnania rozniczkowego w sytuacji
braku mozliwo$ci wskazania jawnej postaci jego rozwigzania. Ponadto przedstawione
sa wyniki badania oceniajacego jakos¢ przyblizenia trajektorii stochastycznego réwna-
nia rézniczkowego przez wczesniej wspomniane schematy dyskretyzacji.

Przedmiotem rozwazan w rozdziale drugim jest zmienno$¢ instrumentoéw finan-
sowych 1 ekonometryczna analiza jej wlasnosci. Zestawiamy tu podstawowe pojecia i
twierdzenia dotyczace zmiennos$ci zrealizowanej. Omawiamy réwniez problem esty-
mowania zmiennosci zrealizowanej w sytuacji braku notowan poza godzinami funkcjo-
nowania gietdy. Ponadto przedstawiamy teori¢ wariacji wielopotegowych oraz wigzace
si¢ z tym pojeciem centralne twierdzenia graniczne, ktore leza u podstaw konstrukcji
testow na wystepowanie skokéw w procesach cen instrumentéw finansowych.

Rozdzial trzeci dotyczy estymacji parametrow modeli dyfuzji. Omawiane s3
modele wykorzystane w dalszej czg$ci pracy do opisu badanych szeregéw czasowych —
model Vasicka, model Coxa, Ingersolla i Rossa oraz model CKLS bedacy uogolnieniem

dwodch poprzednich wprowadzony przez Chana i in. (1992). W rozdziale tym przedsta-
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wione sg metody szybkiej estymacji parametrow dyfuzji poczawszy od najbardziej ele-
mentarnych bazujacych na funkcji wiarygodnosci az po nowoczesng dwukrokowa me-
tode estymacji wprowadzong przez Phillipsa 1 Yu (2007) na ktora potozony zostanie
glowny nacisk. Proponujemy takze algorytm estymacji modeli zmiennosci stochastycz-
nej bazujacy na metodzie Phillipsa i Yu, wykorzystujacy estymator wariancji chwilowe;j
zdefiniowany przez Reno (2008). W ostatnim podrozdziale omawiamy metode wyzna-
czania prognoz za pomoca modeli dyfuzji.

Rozdziat czwarty poswigcony jest modelom dyfuzji ze skokami, ktére oprocz
zwyktych zaburzen losowych opisanych funkcja dyfuzji, uwzgledniajg mozliwos$¢ wy-
stapienia skokéw. Motywacja do opisu procesow cen instrumentéw finansowych za
pomocg takich modeli stata si¢ silna leptokurtoza wystepujaca w wiekszos$ci szeregdw
zwrotow logarytmicznych. W rozdziale rozwazamy bazujace na rdznicach wariacji zre-
alizowanej oraz wariacji dwupotggowe;j testy na wystepowanie skokéw wprowadzone
przez Barndorff-Nielsena i Shepharda (2004b, 2006) a takze alternatywne podejscie
zaprezentowane przez Jianga i Oomena (2008) oparte na réznicy tzw. wariancji swapo-
wej 1 wariancji zrealizowanej. Ponadto przedstawiamy wprowadzone przez Andersena i
in. (2005) definicje przesunigtych wariacji potegowych, ktére zastosowane do testow
Barndorff-Nielsena i Shepharda jako estymatory wariancji scalkowanej oraz kwartycz-
nosci minimalizujg wplyw zaburzen mikrostruktury na wyniki testu. Niezaleznie oma-
wiamy wprowadzone przez Lee i Myklanda (2007) nieparametryczne testy na wyste-
powanie skokow. W ostatnim podrozdziale przedstawiamy wyniki badan mocy i roz-
miaru testow, ktore staly si¢ pomocne przy interpretacji wynikow testow przeprowa-
dzonych w rozdziale szostym.

W rozdziale piatym omowiona jest klasyczna juz metoda estymacji procesow dy-
fuzji za pomocg algorytmu GMM (Generalized Method of Moments — uogélniona me-
toda momentow) wprowadzona przez Hansena (1982). Uog6lniona metoda momentow
bazuje na poréwnaniu momentow wyznaczonych na podstawie proby z nieobserwowal-
nymi teoretycznymi warto$ciami momentow przy zatozeniu pewnego znanego rozkta-
du. Istotnym zagadnieniem z punktu widzenia jakosci estymacji jest dobdr odpowied-
niej macierzy wag. Stosujemy wprowadzong przez Neweya i Westa (1987) Gallanta
(1987) oraz Andrewsa (1991) macierz odwrotng do macierzy gestosci spektralnych.
Uogo6lniona metoda momentéw postuzy nam do poréwnania otrzymanych oszacowan
parametrow dla danych szeregéw czasowych z oszacowaniami otrzymanymi za pomoca

dwukrokowej metody Phillipsa i Yu.



W rozdziale szdstym przeprowadzamy estymacje parametréw modeli dyfuzji dla
szeregdbw notowan gietdowych oraz kursow walutowych. Do estymacji uzyliSmy da-
nych dziennych oraz intraday, ktérych wykorzystanie stato si¢ mozliwe dzigki dostgp-
nos$ci danych wysokiej czgstotliwosci. Glowny nacisk kladziemy na estymacj¢ metoda
Phillipsa i Yu. Jako$¢ otrzymanych za pomocg tego podejscia oszacowan parametrow
oceniamy wykorzystujac w tym celu symulacje Monte Carlo. Ponadto badamy wplyw
czestotliwosci danych na wyniki estymacji. Parametry modeli dyfuzji szacujemy row-
niez za pomocg uogélnionej metody momentdéw wyznaczajac jednoczesnie jej biad
standardowy i1 przeprowadzamy test na istotno$¢ oszacowan parametrow. Przeprowa-
dzamy takze estymacj¢ modelu zmiennos$ci stochastycznej typu Hestona (1993) za po-
moca algorytmu zaproponowanego w rozdziale 3. Niezaleznie wyznaczamy prognozy
ex-post sredniej warunkowej z modeli dyfuzji oszacowanych za pomoca dwoch wceze-
$niej wspomnianych metod oraz z modeli ARIMA i ARIMA-GARCH. Jako$¢ prognoz
zostata oceniona za pomocg standardowych miar btedow.

Ostatni rozdziat dotyczy testowania skokow w procesach cen logarytmicznych.
Wystepowanie skokéw w notowaniach dziennych weryfikujemy na ré6znych poziomach
istotnosci za pomocg testow Barndorff-Nielsena i Shepharda oraz Jianga i Oomena,
obliczajac takie charakterystyki, jak wariancja zrealizowana, zrealizowane wariacje
dwupotggowe, czy wariancja swapowa na podstawie danych intraday. Dodatkowo wy-
znaczamy korelogramy dla szeregow zwrotéw rdznej czestotliwos$ei, a za pomoca roz-
ktadu asymptotycznego i bootstrapowego weryfikujemy istotno§¢ autokorelacji r6znych
stopni, by na jej podstawie okresli¢c wystepowanie efektoéw mikrostruktury w zwrotach
danej czgstotliwosci. W sytuacji wykrycia takiego zjawiska wykorzystujemy przesunie-
te wariacje wielopotegowe jako estymatory wariancji scatkowanej i kwartycznosci, aby
zmniejszy¢ jego wplyw na liczbe wykrytych skokow. Wystepowanie skokéw w noto-
waniach §roddziennych weryfikujemy za pomoca testow Lee i Myklanda (2007). Od-
rzucenie hipotezy zerowej o niewystepowaniu skokow daje motywacje do podjecia pro-
by modelowania szeregdw czasowych za pomocg proceséw dyfuzji ze skokami, ktére
bardziej precyzyjnie opisuja badane szeregi.

Wyniki badan zostaly otrzymane za pomoca oprogramowania powstajagcego w
znaczacych swiatowych osrodkach ekonometrycznych takich jak University of Exeter,
Maastricht University czy Purdue University udostgpnianego do celéw naukowych. Za
zgoda autoréw programy te byty czesto modyfikowane do potrzeb niniejszej pracy.

Znaczna czg$¢ programoOw zostata napisana przez autora rozprawy w jezykach Ox 5.0 i
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Matlab 7.0. Dotycza one m.in. estymacji parametrow modeli dyfuzji metoda Philipsa i
Yu, oceny efektywnosci tej metody, wyznaczania prognoz z modeli dyfuzji, testow na
wystgpowanie skokéw metoda Jianga i Oomena itp. Wykorzystane do badan szeregi
czasowe zostaly opracowane na podstawie danych historycznych pochodzacych z ser-
wisu internetowego stooq.pl.

Niniejsza rozprawa doktorska powstala w wyniku realizacji projektu badawcze-
go promotorskiego nr N N111 109235 MNiSW pt. ,,Badanie finansowych szeregow
czasowych za pomocg modeli z czasem cigglym”.

Szczegolne podzigkowania kieruje do mojego promotora prof. dr. hab. Ryszarda
Domana za zainteresowanie mnie problematyka wykorzystania modeli z czasem cig-
glym do opisu i prognozowania proceséw finansowych, wprowadzenie mnie w te cie-
kawg tematyke, chetnie okazywang wszechstronng pomoc, cenne wskazowki, a przede
wszystkim za cierpliwo$¢ i wyrozumiatos¢. Dzigkuj¢ rdwniez uczestnikom Seminarium
z Ekonometrii Finansowej na Wydziale Matematyki i Informatyki UAM za pomocne
porady oraz wskazanie przydatnych zrddet, a takze prof. Francesco Zirilliemu z Dipar-
timento di Matematica “G. Castelnuovo” Universita di Roma "La Sapienza" za przydat-

ne uwagi dotyczace technicznej strony estymacji modeli z czasem ciaglym.
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1. Pojecia wstepne

Niniejszy rozdziat poswigcony zostanie procesom dyfuzji, za pomocg ktorych bedziemy
opisywac¢ ewolucj¢ logarytméw cen instrumentéw finansowych, oraz zagadnieniom
zwigzanym z nimi bezposrednio. Pojgcie procesu dyfuzji pochodzi od Roberta Browna,
ktory w roku 1827 wykorzystal go do opisu ruchu czasteczki w procesie przenikania
czasteczek jednej substancji w obrgb drugiej na skutek chaotycznego ruchu molekut.
Z czasem okazalo sig, Ze procesy te znajduja coraz szersze zastosowanie. Wykorzystano
je migdzy innymi w psychologii do opisu cech pamigci rozpoznawczej (Ratcliff, 1978)
i czasow reakcji (Ratcliff 1 in. 1999) do budowy dynamicznych modeli decyzyjnych
(Busemeyer 1 Townsend, 1993) modeli kategoryzacji (Nosofsky, Palmeri 1997, Ashby
2000) czy w mechanice materiatow (Matychak i in., 1998). Wielkim obszarem zasto-
sowan modeli dyfuzji sa finanse. W roku 1900 Bachelier wykorzystat proces dyfuz;ji,
nazywany dzi$ arytmetycznym ruchem Browna, do opisu ceny akcji. Proces ten stat si¢
motywacja do wprowadzenia poj¢cia stochastycznego rdwnania rézniczkowego. Szybki
rozwdj narzedzi analizy stochastycznej na przelomie lat czterdziestych i pigcdziesiatych
umozliwit coraz szersze stosowanie modeli dyfuzji w praktyce. W latach siedemdziesia-
tych Black, Scholes oraz Merton wykorzystali je do wyceny opcji kupna i sprzedazy.
Nieco pdzniej modele dyfuzji zaczeto wykorzystywaé do opisu krotkoterminowej stopy
procentowej. Silny zwigzek z pojeciem stochastycznego rownania rozniczkowego maja
martyngaly, ktorym poswiecimy drugi podrozdzial. Zdefiniujemy réwniez semimartyn-
gal, ktory ma szczegdlne znaczenie w teorii procesow dyfuzji ze skokami. W wielu
przypadkach nie istniejg jawne rozwigzania stochastycznych réwnan rézniczkowych.
Dlatego w ostatnim podrozdziale przedstawione zostang dyskretyzacje Eulera i Milste-
ina, pozwalajace w takiej sytuacji znalez¢ przyblizong posta¢ rozwigzania stochastycz-

nego réwnania rozniczkowego.

1.1. Procesy dyfuzji

Zdefiniowanie procesu dyfuzji wymaga wprowadzenia kilku definicji z zakresu

rachunku prawdopodobienstwa. Zaczniemy od pojecia procesu stochastycznego.
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Definicja 1.1.1. Niech T bedzie podzbiorem liczb rzeczywistych interpretowanych

jako momenty czasu. Procesem stochastycznym nazywamy rodzing zmiennych (X)), ;,
okreslonych na tej samej przestrzeni probabilistycznej (Q, F,P). Jesli T jest zbiorem

przeliczalnym, to moéwimy o procesie z czasem dyskretnym. Jesli T jest przedzialem

(zwykle [0,7] lub [0,0]), to mOWiImy o procesie z czasem cigglym.

W przypadku czasu dyskretnego zmienne tworzace proces bedziemy oznaczali przez

X,, ne{0,1,2,...}, natomiast w przypadku czasu cigglego uzywana bg¢dzie rowniez nota-

no

cja X(¢).

Sposréd proceséw stochastycznych szczegdlne znaczenie maja procesy Markowa,
w ktérych ewolucja w przysziosci zalezy jedynie od stanu w danej chwili. Proces taki

definiuje si¢ w nastepujacy sposob.

Definicja 1.1.2. Niech B oznacza o -algebre zbioréw borelowskich na prostej. Proces
stochastyczny (X,),.;, nazywamy procesem Markowa, jezeli dla kazdej liczby natural-
nej n, dowolnego zbioru B € B, dowolnego ciggu chwil ¢, <¢, <...<¢, oraz dowolnego

ciggu liczb rzeczywistych x,,x,,...,x, ,, zachodzi rownos¢

n-1»

P(X, eB|X, =x,X

1

1 :xl):[P(th GBlX,H =X, )

19"

Definicja 1.1.3. Prawdopodobienstwem przejscia procesu (X,),.; ze stanu x w chwili s
do zbioru borelowskiego B w chwili  nazywamy funkcje

P(X,eBlX,=x) dlat-s>0

[P(B|x,s,t—s)={ 3
xp(X) dlat=s

gdzie y,(x) jest funkcja charakterystyczng zbioru B.

Dla ustalonych x, #1 s <¢ funkcja P(-|x,s,t—s) jest miarg probabilistyczng okre$long
na o -algebrze zbioréw borelowskich. Funkcje p(-|x,s,z—s)bedaca jej gestoscig nazy-
wamy funkcjg przejscia lub gestoscig przejscia. Szczegdlng klasg procesow Markowa
sg procesy dyfuzji, wykorzystane pierwotnie do opisu rozprzestrzeniania si¢ czgsteczek
jednej substancji w glab drugiej na skutek beztadnego ruchu cieplnego czasteczek mate-

rii.
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Definicja 1.1.4. Proces Markowa (X)), ;, o ciaglych trajektoriach nazywamy procesem

dyfuzji, jesli dla dowolnych s,z € T, takich ze s <t, spelnione sg warunki

i) lim—

t—st Z—S

[P x5t =s)dy =0,

|y—x|>¢

(1) 1istnieje funkcja dryfu u(s,x) taka, ze

1
p(s,x) = lm-—— f(y—X)p(y | X830 =5)dy,

- |y-x|<e

(ii1)  istnieje funkcja dyfuzjio(s, x) taka, ze

.1
o(s,x) = }gg: f (y=x)* p(y | x;55¢ —5)dy.

- ‘y—x‘Ss

1.2. Martyngaly

Niech (Q,F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczng oraz niech (7,),.; bgdzie niema-
lejaca rodzing o-ciat F, — F, czyli taka, dlaktore] ¥, < F, < F, oile s<t i s,t €.
Kazde o-ciatlo ¥, mozna interpretowac jako rodzing zdarzen, o ktorych zaj$ciu lub

t

nie zaj$ciu wiadomo, o ile doswiadczenie bedzie obserwowane do chwili .

Definicja 1.2.1. Dla ustalonej przestrzeni probabilistycznej (QQ, 7 ,P) uzupetnieniem

o-ciata F wzgledem P nazywamy oc-cialo F" takich zbiorow A c Q, dla ktérych
istniejg zbiory 4,4, € ¥ takie,ze 4, c Ac A4, 1 P(4,\4)=0.

W rachunku prawdopodobienstwa zaniedbuje si¢ zwykle zdarzenia o prawdopodobien-

stwie rownym zero. Dlatego zaktada sie, ze przestrzenie probabilistyczne sg zupelne,

tzn., Ze o-cialo F jest rowne swojemu uzupehieniu F" .
Definicja 1.2.2. Kazda niemalejaca rodzing o-ciat F = (F,), , nazywamy filtracjq.

Na podstawie powyzszej definicji mozna zauwazy¢, ze filtracja moze by¢ interpretowa-
na jako historia procesu. W przypadku proceséw z czasem cigglym bedziemy przyjmo-
wac, ze filtracja spetnia tzw. warunki zwykte. Aby wyjasnié, kiedy filtracja je spetnia,

musimy najpierw zdefiniowac filtracje zupelna.
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Definicja 1.2.3. Filtracj¢ F nazywamy zupeing, gdy kazde o-ciato rodziny ¥ jest zu-
petne. Filtracj¢ & nazywamy prawostronnie cigglq, gdy

7. =T,

s<t

dla kazdego t € T.

Definicja 1.2.4. Mowimy, ze filtracja [F spelnia warunki zwykte, gdy jest prawostronnie
ciggta oraz zupetna. W dalszym ciagu bedziemy zaktada¢, ze rozwazane filtracje spet-

niajg warunki zwykte.

Waznym pojeciem zwigzanym z filtracja jest pojecie procesu adaptowanego do filtracji.

Moéwi o nim ponizsza definicja.

Definicja 1.2.5. Proces X, nazywamy adaptowanym do filtracji F , jesli dla dowolne-

go te T, zmienna losowa X, jest #,-mierzalna.

Definicja 1.2.6. Proces X, adaptowany do filtracji [ nazywamy martyngatem (odpo-
wiednio nadmartyngatem, podmartyngatem) wzgledem miary P 1 filtracji [F, jesli
() E(X,]) <o,

(1)) dla dowolnego s <¢ mamy

E(X,|F,)=X, (odpowiednio E(X, |F,)< X,, E(X,|F,)=X),).

Z definicji tej wynika, ze proces X, jest martyngalem (odpowiednio nadmartyngatem,
podmartyngatem) wzgledem miary P 1 filtracji ¥, jesli warunkowa warto$¢ oczeki-
wana procesu w chwili przysztej ¢t pod warunkiem znajomos$ci wszystkich wcze$niej-
szych stanow procesu do chwili s (znajomosci historii do chwili s) jest rdowna (odpo-
wiednio mniejsza rowna, wigksza rowna) warto$ci samego procesu w chwili s. Ponadto,
jak tatwo zauwazy¢, kazdy martyngat jest zar6wno nadmartyngatem jak i podmartynga-

lem.

1.2.1. Martyngaly lokalne
Czesto w modelowaniu finansowym wykorzystuje si¢ martyngaty lokalne. Sg one nie-

zbedne do zdefiniowania semimartyngatéw. Na poczatek okre§limy pojeciec momentow

stopu nazywanych takze momentami Markowa. Moment stopu zwigzany jest z mode-
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lami finansowymi dajacymi si¢ zinterpretowaé jako gra sprawiedliwa i pozwala

na przeanalizowanie bardzo waznego zagadnienia — chwili przerwania gry.

Definicja 1.2.7. Momentem stopu lub momentem Markowa wzgledem filtracji

F =(¥,),.; nazywamy zmienng losowa 7 :Q2 — T U {+oo} spelniajaca warunek:
{r<tteF,,

dla kazdego ¢ € T. Ponadto, jesli X jest procesem stochastycznym, a 7 jest momentem

stopu, to proces X° okre§lony wzorem X, =X

t min{t,7}

nazywamy procesem zatrzyma-

nymw .

Bardzo waznym pojg¢ciem w analizie stochastycznej jest tzw. lokalizacja. Przypusémy,

ze mamy klas¢ proceséw K. Oznaczmy przez K, klas¢ lokalna, tzn. rodzing procesow
X, dla ktérych istnieje ciagg momentéw stopu 7, niemalejacy 1 rozbiezny do oo taki,
ze X™ € K, tzn. procesy zatrzymane w 7, naleza do K. Taki ciag momentoéw nazywa-

my ciagiem lokalizujacym. Klasa procesow K, w zaleznosci od potrzeb, moze by¢
przyjmowana w rozmaity sposob. Moze ona zatem by¢ klasg proceséw ograniczonych,
proceséOw o wahaniu skonczonym lub wahaniu catkowalnym itp. Jedng z wazniejszych

klas lokalnych jest klasa martyngatow lokalnych zdefiniowanych ponize;.

Definicja 1.2.8. Niech (Q,%.,P) bedzie przestrzenia probabilistyczng 1 niech
F=(F,),.; bedzie filtracja. Ponadto niech (X,),, bedzie procesem adaptowanym
do F. Wéwczas mowimy, ze X jest F-martyngatem lokalnym, jezeli istnieje cigg mo-
mentow stopu 7z, taki, ze

(1) 7, jestrosnacy,

(i) 7, jest rozbiezny do o,

(i) X" ¥, .0, jestF-martyngatem.

Latwo zauwazy¢, ze kazdy martyngal jest martyngalem lokalnym. Aby to stwierdzié,
wystarczy przyja¢ jako ciag lokalizujacy 7, =k dla k eN. Stwierdzenie odwrotne
nie jest prawdziwe, poniewaz istniejg martyngaly lokalne, ktoére nie sg martyngalami.
Przyktady takiego martyngatu lokalnego sg przedstawione m.in w monografiach Jaku-
bowskiego 1 in. (2003) (przyktad 2.25, str. 106) lub Baina (2008) (rozdzial 5.2 str. 9).
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Wobec tego naturalnym staje si¢ pytanie jakie warunki musi spetni¢ martyngat lokalny
aby by¢ martyngalem. Odpowiedzig na nie jest nastepujace twierdzenie (patrz Jakubow-
ski i in. 2003).

Twierdzenie 1.2.1. Niech X bedzie martyngalem lokalnym. Wowczas zachodza nastg-
pujace implikacje:
(i) Jesli funkcja X =sup__, | X, | jest catkowalna dla kazdego ¢, to proces X jest
martyngatem.
(i1) Jezeli ¥, ={0,Q} 1 proces X jest ograniczony z dotu, to X jest nadmartynga-
fem.

(ii1) Jezeli F, ={0,€} iproces X jest catkowalny, to X jest nadmartyngatem.

1.2.2. Semimartyngaly

Semimartyngat jest procesem, ktéry ma szczegodlne znaczenie w analizie stochastyczne;.
Semimartyngaty tworza najwicksza klas¢ procesow, dla ktorych zdefiniowana jest catka
stochastyczna. Ponadto semimartyngatem jest rowniez proces bedacy rozwigzaniem
stochastycznego rownania rézniczkowego Itd, o ile funkcje dryfu i dyfuzji sg adaptowa-
ne. Kazdy podmartyngat i nadmartyngat, ktory jest prawostronnie ciagly z lewostron-
nymi granicami, jest jednoczesnie semimartyngatem. Zarysy dowodow tych faktow
zostaly przedstawione m.in. przez Prottera (2004). Semimartyngal moze by¢ rozumiany
jako suma martyngatu lokalnego oraz procesu z lokalnie ograniczong wariancja, co od-

zwierciedla ponizsza definicja.

Definicja 1.2.8. Niech (Q,¥.,P) bedzie przestrzenig probabilistyczng oraz niech
F =(7F,),., bedzie filtracja w F. Proces (X,),., nazywamy [F -semimartyngatem, jesli
mozna go roztozy¢ na sume

X, =M, +4,

gdzie M jest martyngatem lokalnym, a 4 jest procesem adaptowanym do [, majacym

trajektorie prawostronnie ciagte z lewostronnymi granicami (cadlag, od francuskiego

continue a droite, limitée a gauche) oraz lokalnie ograniczong wariacje.
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Przynaleznos¢ do klasy semimartyngaléw bedziemy oznaczaé jako X € SM. Pewna

szczegollng klasg semimartyngatow sa ciggle semimartyngaty, SM°.

Definicja 1.2.9. Niech (Q,7,P) bedzie przestrzenig probabilistyczng oraz niech
F=(F,),., bedzie filtracja w #. Proces (X,),., adaptowany do [F nazywamy cigglym

[F-semimartyngatem, jesli mozna go roztozy¢ na sume
_ c c
X, =M +4,

gdzie M* jest cigglym martyngatem lokalnym, a A° jest ciagglym procesem adaptowa-

nym do [ z lokalnie ograniczong wariacja.

Wazniejsze whasno$ci semimartyngatow opisuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1.2.2. Dla klasy semimatyngaléw zachodza nastgpujace wtasnosci
(i) Jesli rodzina procesow X' € SM dla i=1,...,n, to

X = Zn:aiXi e SM.

i=1
(i) Jesli X'e SM oraz X> eSM, to X =X'-X*>eSM.
(i) Jesli X eSM jest procesem o wartosciach w [R™ natomiast funkcja
f:R™ —>R" ma ciagle pochodne pierwszego i drugiego stopnia, to f(X)
jest semimartyngatem.

(iv) (twierdzenie Strickera) Niech X bedzie [F-semimartyngatem. Jezeli G jest

podfiltracja F i X jest adaptowany do G, to X jest G-semimartyngatem.

Dowody powyzszych wlasnosci znajdujg si¢ w monografii Prottera (2005).

1.3. Elementy analizy stochastycznej

Poczatki analizy stochastycznej siegaja pierwszej potowy XX wieku, kiedy Norbert
Wiener sformalizowal pojecie ruchu Browna. Zasadniczy rozwoj dziedziny przypadt
na lata pigcdziesigte XX wieku. Wowczas japonski matematyk Kiyosi Itd6 wniost zna-
czacy wktad w teori¢ modelowania finansowego tworzac silne matematyczne podstawy
dziedziny. W latach 1945-1952 napisat on kilka prac, w ktorych wprowadzit takie poje-

cia, jak rézniczka stochastyczna, catka stochastyczna i stochastyczne rdwnanie réznicz-
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kowe. Pojecia te w krotkim czasie znalazty zastosowania w psychologii, fizyce, mecha-
nice, energetyce, inzynierii, a nawet biologii. Szybko okazato si¢ réwniez, ze mogg by¢
bardzo przydatne we wspodiczesnych finansach. Szczegdlne znaczenie majg tutaj stocha-
styczne rownania rézniczkowe, ktore stosuje si¢ migdzy innymi do opisu rynkéw finan-
sowych oraz do modelowania stop procentowych. Podejscie to moze takze postuzy¢ do
wyceny instrumentéw pochodnych, jak chociazby w modelu Blacka-Scholesa (1973)
Mertona (1973) czy Blacka (1976) gdzie zaktada si¢, Ze cena instrumentu podstawowe-
go jest modelowana za pomoca stochastycznego rownania roézniczkowego. Ponadto
w modelu Mertona (1973) dodatkowo przyjmuje si¢, ze stopa procentowa opisana jest
stochastycznym rownaniem rdézniczkowym. Kolejnym przykladem zastosowania sto-
chastycznego réwnania rozniczkowego jest model Hestona (1993) w ktorym proces
ceny instrumentu podstawowego opisany jest za pomocg modelu zmiennosci stocha-
stycznej. Bardzo pomocnym narzedziem pozwalajagcym na znalezienie analitycznego
rozwigzania niektorych stochastycznych rownan rézniczkowych jest lemat 1t6. W kon-
sekwencji rozwigzania uzyskane z jego pomocg umozliwiajg konstrukcje wyzej wymie-
nionych modeli wyceny opcji. W niniejszym rozdziale omowione zostang narzedzia
analizy stochastycznej wykorzystywane w dalszej czgsci pracy do modelowania kursow

walutowych i logarytmicznych notowan indekséw gietdowych.

1.3.1. Bladzenie losowe i ruch Browna

Btadzenie losowe jest jednym z najbardziej elementarnych proceséw stochastycznych.
Stosujemy je do konstrukcji znacznie bardziej ztozonych poje¢, takich jak na przyktad
ruch Browna. Z kolei ruch Browna jest niezb¢dny do zdefiniowania catki stochastyczne;j

oraz stochastycznych rownan rézniczkowych.

Definicja 1.3.1. Blgdzeniem losowym z odstepem 6 nazywamy proces stochastyczny
indeksowany liczbami, §,26,36,..., gdzie 6 >0, opisany nastepujagcym rownaniem re-

kurencyjnym

Bn5 = B(n—l)5 + Zné"

z warunkiem poczatkowym B, =0, gdzie zmienne losowe z ; tworza ciag niezalez-
nych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie normalnym z warto$cig oczekiwa-

ng u =0 oraz wariancja o’ = 6.
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Ruch Browna intuicyjnie mozna rozumie¢ jako btadzenie losowe, w ktérym wa-

riancja o0 zakltocenia losowego z, ; staje si¢ wielko$cia nieskonczenie mala dr. Formal-

na definicja jest nastepujaca.

Definicja 1.3.2. Standartowym ruchem Browna lub procesem Wienera nazywamy pro-
ces stochastyczny (B,),., spetniajacy nastepujace warunki:

(i) B,=0,

(1) Przyrosty procesu B s3 niezalezne, czyli dla dowolnego n 1 dowolnego ciggu

0<t <..<t,, zmienne losowe

sg niezalezne,
(1) Dla dowolnych 0<s <t przyrost B, — B, ma rozklad gaussowski:

B —B ~N(0,t-5),

(iv) Proces B jest ciagly, tzn. prawie wszystkie realizacje procesu B sg funkcjami

cigglymi.

1.3.2. Calka stochastyczna Ito

Calka stochastyczna, ktorej posta¢ przypomina calk¢ Riemanna-Stieltjesa, rozni si¢
od niej do$¢ zasadniczo. Jak wskazemy w dalszym ciagu, wszystkie trajektorie ruchu
Browna maja nieskonczong wariacj¢. Zatem klasyczna calka Riemanna-Stieltjesa
nie moze by¢ stosowana do definiowania catki dowolnego procesu stochastycznego
wzgledem ruchu Browna. Na szczgdcie okazuje sig, ze trajektorie ruchu Browna maja
skonczong kwadratowg wariacje, o czym mowi kolejne twierdzenie. Fakt ten umozliwia

zdefiniowanie catki stochastycznej Ito.

Twierdzenie 1.3.1 (o skonczonej wariacji kwadratowej ruchu Browna). Niech [a,b]

bedzie podprzedziatem przedziatu [0,00) 1niech
7, =la=ty <t <ty <..<t, =b}

bedzie ciggiem normalnym podziatéw (). jego $rednica
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S(z )= max [t —¢"
(7,) oskime il K+ T 1k

— 0przy n — ).

Wtedy

m,~1

2 (B =By >b-a
k=0
wL*(Q).

Twierdzenie 1.3.2 (o nieskonczonej wariacji ruchu Browna). Wszystkie trajektorie

ruchu Browna maja nieskonczong wariacje¢ z prawdopodobienstwem rownym 1.

Aby zdefiniowa¢ calke stochastyczna, konieczne bedzie wprowadzenie definicji proce-

su schodkowego.

Definicja 1.3.3. Adaptowany do filtracji F = (F,),., proces stochastyczny G eL*(0,T)

t=20

nazywamy procesem schodkowym, gdy istnieje podziat
0=t, <t <t,<..<t, =T
przedziatu [0,7'] taki, ze

G =G, dlat_ <t<t gdzie k=1.2,.,n.

Definicja 1.3.4. Niech G €L.*(0,7) bedzie procesem schodkowym. Wtedy liczbe
T n—1
[G.dB, = G, (B, -B,)
0 k=0 :

nazywamy catkq stochastyczng It6 procesu schodkowego G na przedziale [0,T)].

W celu zdefiniowania calki stochastycznej dla dowolnego procesu stochastycznego

G €l(0,T), przytoczymy nastepujace twierdzenie (Bain, 2008).

Twierdzenie 1.3.3. Jezeli adaptowany do filtracji F=(¥F,),., proces G el *(0,T),to
istnieje cigg ograniczonych procesow schodkowych G e°(0,T) taki, ze
T

Ef

0

2
G" ~G[ dt -0

przy n — oo.
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Definicja 1.3.5. Niech G <lL*(0,7) bedzie dowolnym procesem stochastycznym
adaptowanym do filtracji IF = (F,),., i niech G" bedzie ciggiem ograniczonych proce-
sow schodkowych w przestrzeni 1.°(0,7) takim, ze

T

Ef

0

G" -G [dt—0

przy n — oo . Wtedy liczbe
T T
[G,dB, =1im[G("dB,
0 n—)OOO
nazywamy catkq stochastyczng Ito procesu G na przedziale [0,T].

Wtasnosci calki stochastycznej opisuje nastepujacy lemat (Bain, 2008, Shreve, 2004).

Lemat 1.3.1. Zatézmy, ze G,H €lL.*(0,T) sa dowolnymi procesami stochastycznymi

na przedziale [0,7] adaptowanymi do filtracji F =(F,),.,. Wowczas catka stochastycz-

t>0°

na [t6 ma nastgpujace wlasnosci:

T T T
()  [(aG,+bH,)dB, =a[G,dB, +b[H,dB, dla dowolnych a,beR,
0 0

0

(i) [EUG,dB,j -0,

(iii) [Eﬁ G,dBt} = [EU G,zdt}

T T T
(v) E[GdB,[HdB =E[G,HdB,.
0 0 0

1.3.3. Stochastyczne réwnanie rozniczkowe Ito

Naturalng konsekwencja pojecia calki stochastycznej It6 sa stochastyczne réwnania
rozniczkowe. Przyjmiemy nast¢pujace oznaczenia:
(i) Niech B bedzie adaptowanym do filtracji (F,),,, ruchem Browna i niech Z
bedzie zmienng losowa niezalezng od B,

(i) Niech
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1:RXx[0,T]>Rorazo :Rx[0,7] >R
beda funkcjami borelowsko mierzalnymi.
Definicja 1.3.6. Zal6zmy, ze spetnione sg warunki (1) 1 (i1) oraz niech X, bedzie adap-
towanym do filtracji (¥,),., procesem stochastycznym o ciaglych trajektoriach. Sto-

chastycznym rownaniem rozniczkowym [to nazywamy rOwnanie postaci

{dX, =u(Xt,t)dt+a(Xﬂt)dB,. (1.1)

X, =Z
Ponadto funkcje u(-,-) nazywamy funkcjg dryfu, a o(.,-) funkcja dyfuzji.

Kolejna definicja bedzie dotyczyta pojecia rozwigzania stochastycznego rdwnania roz-

niczkowego Ito.

Definicja 1.3.7. Niech dana bedzie przestrzen probabilistyczna (€2, 7 ,P) z filtracja
(7,),.- MOwimy, ze proces stochastyczny X jest rozwigzaniem stochastycznego row-

nania rozniczkowego (1.1) dla t €[0,T], gdy zachodza nastgpujace warunki:

(1) X jest adaptowany do filtracji(F,),.,

(i) [P[} w(X,,s)ds < oo] =1,

T

(iii) [P( [or(x,.s)ds < ooJ =1,
0

(iv) X wyraza si¢ wzorem

t t
X, =Z-l—J.,u(XS,S)dS‘f‘J.O'(XS,S)dBS
0 0

prawie na pewno dla wszystkich ¢ €[0,T].

Ponizej przytoczymy twierdzenie mdowigce o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwigzania

stochastycznego rownania rozniczkowego (1.1).

Twierdzenie 1.3.6 (o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwiazania). Niech
1:Rx[0,T]>R oraz o:Rx[0,7]—>R beda funkcjami spetniajacymi nastepujace

globalne warunki Lipschitza:
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Istnieje stata K > 0 taka, ze dla dowolnych x,y €R 1 ¢ €[0,7] zachodza nierownosci

| p(x,0) = u(y, ) IS K | x =y,
lo(x,t)—o(y. ) £ K|x—y]

oraz
| u(x,0) [+ o(x,0) |[< K1+ x|).
Zat6zmy ponadto, ze Z jest zmienng losowa taka, ze
E(ZP) <

oraz Z jest niezalezna od ruchu Browna B,. Wtedy istnieje doktadnie jedno rozwiaza-

nie X €l°(0,7) stochastycznego rownania rozniczkowego (1.1).

Powyzsze twierdzenie jest udowodnione migdzy innymi w monografiach Baina (2008)

oraz Prottera (2005).

Naturalnym wydaje si¢ pytanie o zwigzek rozwigzania stochastycznego réwnania roz-
niczkowego 1 procesu dyfuzji. Procesem dyfuzji jest ono wtedy, gdy funkcje dryfu
1 dyfuzji sg ciggte wzgledem zmiennej £. W celu znalezienia postaci rozwigzania stocha-
stycznego niekiedy wykorzystuje si¢ fakt istnienia roézniczki stochastycznej dla trans-
formacji procesu X. Rézniczke tg wyznacza si¢ z wprowadzonego przez Itd (1951) wzo-

ru nazywanego wzorem Ito.

Twierdzenie 1.3.8 (Lemat Ito). Niech X (¢) bedzie procesem opisanym roOwnaniem

(1.1). Dla dowolnej funkcji f(X,,t)e C**(RxR ") zachodzi nastepujacy wzor

df (X,.1) =F(&J)w(xﬂoi(x,,rh s (X,,r)cr(X,,t)}dt

G 1
ot oX 20X°
o
+o(X,,t)=—(X,,t)dB,
(X,.1) aX( )
prawie na pewno dla wszystkich ¢ €[0,T].

Dowodu powyzszego lematu nie podajemy. Jest on przedstawiony w podrgcznikach

Baina (2008), Prottera (2005) oraz Werona i Werona (1999).
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1.4. Schematy dyskretyzacji stochastycznych rownan

rozniczkowych Ito

Pomimo istnienia i jednoznaczno$ci rozwigzania stochastycznego rdwnania rézniczko-
wego, w wielu przypadkach nie ma mozliwo$ci wskazania jego jawnej postaci. Wobec
tego konieczne jest wyznaczenie przyblizonej formy rozwigzania. Ponadto notowania
wykorzystywane do estymacji dostgpne sa w pewnych ustalonych odstgpach czaso-
wych. W tej sytuacji konieczne jest zastgpienie réwnania dyfuzji rGwnaniem réznico-
wym. W niniejszej pracy wykorzystane zostang w tym celu dwa schematy dyskretyzacji
— Eulera 1 Milsteina. Pierwszy z nich zaproponowany przez Maruyame (1955) polega na

aproksymacji procesu

d.Xt = lu(Xt ’ t)dt + O-(Xf’t)dBt
X, = (1.2)
0=
réwnaniem
X0 X% = p(x 08 +0(X ), NG
’ (1.3)
X,=Z

gdzie & dla n=0,1,... jest standardowym biatym szumem, przy czym dla procesu
X'? spetniona jest rownos¢ X = X, %> gdzie [x] oznacza czgs¢ catkowity liczby x.
Dyskretyzacja Eulera pozwala takze znalez¢ warunkowy rozktad zmienne; X, wzgle-
dem X,, w sytuacji gdy nie jest mozliwe znalezienie analitycznego rozwiazania row-

nania (1.2). Do wykorzystania dyskretyzacji Eulera uprawnia nas nastgpujace twierdze-

nie, ktore takze mowi o tempie zbieznosci X'” do X,.

Twierdzenie 1.4.1 (por. Kloden i Platen 1992, Kostrzewski 2006b). Zatézmy,
ze E(Z*)<o oraz, Ze istnieje stala K >0 taka, ze dla dowolnych t,t, E[O,T ] 1

x,y € R funkcje dryfu i dyfuzji procesu X, speiniaja nastepujace warunki:

t

(1) |,u(x,t1)—,u(y,tl)|+|c7(x,t1)—a(y,t1)| < K|x_y

);

5

(i) |u(x, )| +oCon)| < KA +|x

1/2

(ifi) |p(x,1) = p(x,0,)|+|o(x, 1) — o (x,0,)| < KA+ ||, —1,]
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Wtedy istnieje taka stata C, ze [E‘XT —X}‘s)‘< Co"? oraz E(X,-X)* <0O(5) dla

t<T.

Na podstawie twierdzenia 1.4.1, proces X'” zbiega w silnym sensie do X, z rzedem
v=0,5. Milstein (1974,1978) zaproponowal nieco bardziej zaawansowany schemat
dyskretyzacji. Schemat ten polega na aproksymacji réwnania (1.2) za pomoca wyraze-
nia

X0 X0 = 008 X0 Nae + Lo PP gy

X=X

X,=Z
(1.4)

Jak tatwo zauwazy¢, w sytuacji gdy funkcja dyfuzji zalezy wylacznie od czasu, schemat

Milsteina jest rtownowazny schematowi Eulera. Ponizsze twierdzenie mowi nam o tem-

pie zbieznoéci X' do X,.

Twierdzenie 1.4.2 (por. Kloden i Platen 1992, Kostrzewski 2006b). Zatozmy,
ze E(Z*)<o oraz, ze istnieje stata K >0 taka, ze dla dowolnych ¢,z, e[O,T ] 1

x,y € R funkcje dryfu i dyfuzji procesu X, spelniajg nastepujace warunki:

() % (o) = * (0,0)] €

(i1) |O-(xat1 )—o(y.t, )| =

80'(X t) do(X.t,)

(1i1) e

o(x,t))————

_O-(yatl)

X=x

X=y

ou(X.t,)

o(x,t) X

(iv) u* (x,t)|+ <K+

X=x

V) |o(x.0)|+ <K(1+

o(y,t))

do(X,t))
oX

X=y

0’o(X,t)

(vi) X

o’ (x,t,) <K+

X=x

|1/2

(Vi) |u* () = 4% (et < Kl =1,

2

(viii) [o(x,t,)—o(x,1,)| < KA+ x|, -1,

1/2
I
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9o (X, 1)
oX

1/2

(ix) <K+l =1, 7,

o(x,t) —o(x,t,)

X=x

8o (X, 1)
ox

gdrie * (5.0) = (5.~ o)

X=x
Woweczas istnieje taka stala C, ze [E‘X . ¢ }5)‘ <CS oraz E(X,-X?)* <0(57) dla

t<T.

Z twierdzenia 1.4.2 wynika, Zze wyznaczony z rownania (1.4) proces X'* jest zbiezny
w silnym sensie do X, z rzgdem v =1. Nalezy zaznaczy¢, ze wyzsze rzedy zbieznosci

mozna uzyskaé przez uwzglednienie kolejnych wyrazé6w wzoru Taylora. Schematy ta-
kie rozwazane s3 migdzy innymi w pracach Saito i Mitsui (1996) oraz Platena (1999).
W celu oceny jakos$ci przyblizenia trajektorii stochastycznego réwnania roznicz-
kowego przez wyzej opisane schematy dyskretyzacji, przeprowadziliSmy symulacje
10000 trajektorii stochastycznego rownania Coxa, Ingersolla 1 Rossa (1985) (Patrz roz-
dziat 3.3.2) z parametrami x =0,1, £ =12, o =0,5 1 warunkiem poczatkowym X ;=10
za pomocg schematu Eulera 1 Milsteina dla 10 min. odstepéw czasowych. Na podstawie
symulacji wyznaczyliSmy $rednie 1 wariancje we wszystkich momentach czasowych 1
porownalismy je z warto$ciami teoretycznymi. Na ponizszym wykresach przedstawiona
teoretyczna warto$¢ oczekiwana rozwazanego modelu oraz §rednie empiryczne wyzna-
czone na podstawie 10000 trajektorii otrzymanych za pomocg badanych schematow

dyskretyzacji.
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Rys. 1.1. Teoretyczna warto$¢ oczekiwana rozwazanego modelu oraz Srednie empiryczne wyzna-

czone na podstawie 10000 trajektorii otrzymanych za pomocg badanych schematéw dyskretyzacji

Na kolejnym wykresie przedstawione sg roznice wariancji empirycznych i warian-

cji teoretycznych rozwazanego modelu. Wariancja teoretyczna zostala wyznaczona

ze wzoru (3.3).

0,0035
Dyskretyzacja Eulera

0,003
Dyskretyzacja Milsteina
0,0025
0,002 {

0,0015

0,001 | L f

0,0005 P—ﬂ i \
'
ﬂ*‘ X .‘ J‘\ l
0 o F‘u_‘_l_l_H‘A M_F'I'l rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrroerrrTvr
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Rys. 1.2. Réznice wariancji empirycznych wyznaczonych na podstawie 10000 trajektorii otrzyma-

nych za pomoca badanych schematéw dyskretyzacji i wariacji teoretycznej rozwazanego modelu
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Jak latwo zauwazy¢, réznice $rednich jak i1 wariancji teoretycznych oraz empi-
rycznych sg bardzo niewielkie w przypadku zastosowania obydwu schematéw dyskre-
tyzacji. Zgodnie z oczekiwaniami dyskretyzacja Milsteina przybliza charakterystyki
ciagglego procesu opisanego stochastycznym réwnaniem roézniczkowym nieco lepiej niz
dyskretyzacja Eulera. Jako$¢ otrzymanego przyblizenia jest na tyle zadowalajaca, ze nie
ma sensu stosowa¢ wspomnianych wczesniej schematow o wyzszym rzedzie zbiezno-
Sci. Biorgc pod uwage, ze czasochtonnos¢ symulacji trajektorii za pomoca dyskretyzacji
Milsteina jest tylko nieznacznie wyzsza niz w przypadku zastosowania dyskretyzacji

Eulera, w pracy stosowa¢ bedziemy gtownie drugi schemat.
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2. Analiza ekonometryczna zmiennosci instrumentow

finansowych

Zmienno$¢ ceny instrumentu finansowego moze by¢ rozumiana jako miara niepewnosci
co do przyszlych zmian ceny. Pojgcie to jest wykorzystywane we wszystkich teoriach
dotyczacych finanséw 1 podejmowania decyzji. Najbardziej naturalnymi miarami tej
niepewnosci sa wariancja 1 odchylenie standardowe.

Analizg stochastyczng zmienno$ci mozna prowadzi¢ w dwoch ujeciach, statycz-
nym i dynamicznym. Pierwsze sposrdd nich zwane takze historycznym zaktada,
ze zwroty historyczne nie zawierajg uzytecznych informacji prognostycznych. Zmien-
nos$¢ jest wyliczana wowczas na podstawie wezesniejszych zwrotow tak jakby byly one
realizacjami zmiennych niezaleznych. W praktyce sprowadza to si¢ do klasycznego
estymatora wariancji. W drugim podejsciu przyjmuje si¢ zatozenie, ze istnieje mozli-
wos¢ przewidywania przysztych wartosci zwrotdow w oparciu o ich przeszte wartosci
oraz opoznione wartosci innych zmiennych objasniajgcych. Szczegdlne znaczenie ma
tutaj wystgpowanie nieliniowych zaleznosci migdzy tymi wielkosciami. Koncepcja
1 specyfikacja modelu, w ktérym wykorzystano tego typu relacj¢ pojawila si¢ po raz
pierwszy w pracy Engle’a (1982) dotyczacej zmiennosci stdp inflacji w Wielkiej Bryta-
nii. Zaproponowany w pracy model autoregresyjnej heteroskedaktycznosci warunkowe;j
ARCH(p) opiera si¢ na zalozeniu istnienia autokorelacji pomi¢dzy kwadratami zwro-
tow. W kolejnych latach model ten podlegal licznym rozszerzeniom i modyfikacjom
znajdujac zastosowania w modelowaniu zmiennos$ci finansowych i makroekonomicz-
nych szeregow czasowych.

Alternatywnym podejSciem do zaproponowanego przez Engle’a modelu
ARCH(p) sa modele zmiennosci stochastycznej. Motywacji ich powstania nalezy dopa-
trywaé si¢ w powszechnie stosowanym po dzien dzisiejszy modelu Blacka-Scholesa
(1973) ktérego cechuje nierealistyczne zalozenie o statoSci zmienno$ci. Zalozenie to
stato si¢ gldownym powodem wprowadzenia przez Hulla 1 White’a (1987) modelu wy-
ceny opcji, w ktérym zmienno$¢ opisana jest stochastycznym rownaniem rozniczko-
wym.

W ostatnich latach ogromne znaczenie zyskaly dane wysokiej czestotliwosci

1 wykorzystanie ich do wyznaczenia wariancji zrealizowanej bedacej estymatorem nie-
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obserwowalnej zmienno$ci instrumentéw finansowych. W niniejszym rozdziale przed-
stawimy uogolnienia tego typu obiektu, wariacj¢ potegowa 1 wielopotegowa, bedace
odpowiednio, suma poteg i1 iloczyndw poteg bezwzglednych zwrotow. Pojecia te moga
by¢ bardzo przydatne przy ekonometrycznej analizie zmienno$ci instrumentéw finan-
sowych. Wariacja dwupotegowa jest estymatorem wariancji scatkowanej w modelach
zmiennosci stochastycznej. Pojecie wariacji potegowej 1 dwupotegowej moze by¢ wy-

korzystane do testowania wystgpowania skokow w szeregach cen logarytmicznych.

2.1. Pojecia wstepne
Niech X begdzie procesem cen logarytmicznych instrumentu finansowego zdefiniowa-
nym na zupelnej przestrzeni probabilistycznej (Q, F,[P). Jesli >0 oznacza ustalony

okres czasu, np. dzien, to i-ty zwrot o czestotliwosci 7 dany jest wzorem

Yi=Viny = X _X(i—l)h'
Przyjmijmy teraz, Ze w ciagu i-tego okresu obserwowanych jest M notowan. Oznacz-
my & =hM"". Woéwczas j-ty zwrot wysokiej czestotliwosci w i-tym okresie zdefinio-
wany jest wzorem

. nj } n(j-1
Yii = Vi-vn+js,s = X[(l -Dhr+ MJ - X((l —-Da+ T

= X((i-Dr+ &) - X(( —Dh+(j—1)J).
W dalszych rozdziatach pracy nie zawsze bedziemy zaktadaé, ze proces cen logaryt-
micznych ma ciagle trajektorie. Wobec tego wazne jest jednoznaczne zdefiniowanie

procesoOw jednostronnie cigglych oraz wystepujacych w procesach skali niecigglosci,

ktére bedziemy nazywac skokami.

Definicja 2.1.1. Zatéozmy, ze dla kazdego € (0,7) istniejg granice jednostronne

X, =1lm X 1 X,=Ilm X_. Mowimy Ze proces X, jest prawostronnie ciggly z
T>t,7<t T, 7>t

lewostronnymi granicami (cadlag), jesli X, = X,,. Podobnie, proces X, jest lewostron-

nie ciggtly z prawostronnymi granicami (caglad) jesli X, =X, .

Przyjmijmy, ze X jest procesem prawostronnie cigglym z lewostronnymi granicami.

Wowczas warto$¢ skoku w chwili £ jest rowna
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ct)=AX, =X, - X, .

W celu wprowadzenia takich poj¢¢, jak wariacja zrealizowana czy wariacje wielopote-
gowe, przypomnijmy pojecie wariacji kwadratowej (por. Barndorff-Nielsen i Shephard

2004c).

Definicja 2.1.2. Moéwimy, ze wyrazenie [ X], jest procesem wariacji kwadratowej pro-

cesu X, jesli

L m,—1
(X7, = [(@x,)* = plim{z(;(Xm - X, )2}
0 J=

n—>0 .'_
gdzie 7, ={0=t" <t{” <..<t” =t} jest ciggiem normalnym podziatéw natomiast

symbol plim oznacza granic¢ wedtug prawdopodobienstwa.

Definicja 2.1.3. (Barndorff-Nielsen i Shephard 2004c) Proces X jest nazywany cig-
glym semimartynagatem zmiennosci stochastycznej (SVSM ), jesli daje si¢ przedstawié

W postaci
X=a +m", 2.1

gdzie o” jest ciaglym procesem dryfu, m" jest procesem zmiennosci stochastycznej

(SV) okreslonym wzorem
m'(t) = [ o(s)dB,,
0

gdzie B, jest standardowym ruchem Browna, o(¢) jest $cisle dodatnim i prawostronnie

cigglym z lewostronnymi granicami (cadlag) procesem zmienno$ci chwilowej, lokalnie

odgraniczonym od zera, dla ktérego proces wariancji scatkowanej, definiowany jako
t
o (t) = j o’ (s)ds,
0

przyjmuje wartosci skonczone dla dowolnego ¢ < .

Mozna zauwazy¢, ze zachodzi nastgpujaca zaleznos¢ SVSM < SM© < SM. Jed-

noczes$nie nalezy zwroci¢ uwage, ze dla wszystkich modeli zmiennoS$ci stochastyczne;j

o™ (t)=[X],.
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Przyjmijmy, ze proces cen logarytmicznych instrumentu finansowego
X € SVSM ¢ jest semimartyngalem. Rownanie (2.1) mozna zapisa¢ w postaci

dX =da’” +dm’.
Woweczas, jezeli m” jest martyngatem, to prognozowalnos$¢ procesu a” oznacza, ze

E(dX, |F,)=da’ (1),

gdzie (F,) jest filtracja naturalng procesu « (). Wobec tego funkcja dryfu moze by¢

zapisana w postaci nastgpujacej catki z oczekiwanych zwrotow chwilowych:
o (t) = [E@dX, | F,).
0

Ponadto, jezeli m" jest martyngatem cigglym, ktory jest lokalnie catkowalny z kwadra-

tem, to

t t
[X1, = [ var(dX, | F,) = [ var(dm’(s) | F,),
0 0
co oznacza, ze wariacja kwadratowa jest rowna scalkowanej wariancji zwrotow chwi-
lowych.
Jak wiadomo, [X], mozna wyrazi¢ w postaci

[XT, =[m"],+ D_{AX ) =[m"], +[X ]

O<s<t

to

gdzie AX, =X, —X, jest skokiem (Protter 2005). Z powyzszej rownosci wynika, ze

wariacj¢ kwadratowa [X], mozna roztozy¢ na sume¢ wariacji kwadratowych [m™],

oraz [X“?],. Daje to mozliwo$¢ testowania istnienia skokéw poprzez sprawdzenie, czy
[X],=[m"],. Spostrzezenie to jest podstawa wprowadzonych przez Barndorff-

Nielsena i Shepharda (2006) testow na wystepowanie skokow.

2.2. Wariancja zrealizowana

Dostepnos¢ notowan o duzej czestotliwosci oznacza, ze mozemy wykorzysta¢ sume
kwadratow zwrotéw intraday jako pewna miar¢ zmiennoS$ci instrumentu finansowego

zwang wariancjq zrealizowang.
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W modelu zmienno$ci stochastycznej logarytmiczne ceny instrumentéw finan-

sowych spelniajg nastepujace stochastyczne rdGwnanie rdzniczkowe
dX, =[u+ Bo’(t))dt + o(t)dB,, (2.2)

gdzie o’(t) jest wariancja chwilowa, dla ktorej kazda trajektoria jest catkowalna
na dowolnym przedziale skonczonym oraz proces o’(t) jest stacjonarny i niezalezny
od ruchu Browna B, . Ponadto, x oznacza dryf, a f premi¢ za ryzyko. W takiej sytu-

acji, warunkowy rozktad zwrotu y, =y, , dany jest wzorem

v|e? ~ N(un+ po? o),
gdzie o] zdefiniowane jako
o} =™ (ih)~c™[(i - Dh],

nazywane jest wariancjq aktualng w i-tym przedziale, przy czym
t
o (t) = jaz (s)ds.
0

Oznaczmy przez £, o’ i r odpowiednio, $rednig, wariancje i funkcje autokorela-

cji procesu o’ (t). Wowczas

[E(O-iz) = &h,
var(o?) =20°r" (h), (2.3)

cov(c!,o.. )= 0r" (hs),

gdzie
Or(s)=r"(s+h)=2r"(s)+r" (s —h)

oraz

t

r(6) = [r(s)ds,

P () = j ¥ (s)ds.

0
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Zatozmy ponownie, ze w okresie dlugosci 7 dostepnych jest M notowan intra-
day. Wowczas suma kwadratow zwrotow intraday w i-tym okresie dtugosci # wyrazo-

na wzorem

M M
2 2
[Xs] = Zyj,i ZZ {X(i—l)h+5j _X(i—l)h+5(j—l)} >
=1

J=l
jest oszacowaniem wariancji aktualnej o i nazywamy ja wariancjq zrealizowang w
przedziale [(i—1)h,ih). Najczesciej i odpowiada okresowi jednego dnia. Wowczas
wariancjg zrealizowana nazywamy dzienng wariancjq zrealizowang w dniu i.

W pracach Andersena i in. (2000) oraz Andersena 1 in. (2001) zbadano empirycz-

ne wlasnosci szeregu [ X ;] zarowno dla rynku walutowego, jak 1 rynku papierow war-
tosciowych. Z badan tych wynika, ze [X;]. jest zadowalajaco doktadnym estymatorem

. .o 2
wariancji o, .

2.2.1. Zaleznos$ci pomiedzy wariancja zrealizowang a zmiennoScig

aktualna
Barndorff-Nielsen i Shephard (2004a) zbadali formalne wtasnosci réznic miedzy wa-

riancjg zrealizowang a zmienno$cig aktualng oraz wlasno$ci samej wariancji zrealizo-

wanej. Wariancje¢ zrealizowang mozemy wyrazi¢ w nastepujacy sposob
[Xsln= o} +u,

gdzie u, oznacza blad estymacji wariacji zrealizowanej. Ponadto wiadomo, ze jezeli

M — o, to [X,], — o prawie na pewno. Rozwazmy zatem przypadek skoficzonego

M. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze ¢ i f w réwnaniu (2.2) sg rowne 0. Wowczas

$rednia warunkowa zmiennej u, wzgledem o jest rowna 0, co oznacza, Ze wariancja

zrealizowana jest nieobcigzonym estymatorem wariancji aktualnej. Mamy zatem
E([X,),)=hE,

var(LX,],,) = var(o?) + var(u,),

cov([X ;] 4.[X s Lissyn )= COV(GiZ 5 O-tis )-

Ponadto
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o2 =™ [(i -+ §]- o[~ i+ (D).

Wobec tego u, ma taki sam rozklad, jak

ZJ (6‘

gdzie ¢, jest ciggiem zmiennych niezaleznych o rozktadzie N(0,1) i niezaleznych
od O'ii. Zalézmy, ze wszystkie elementy szeregu O'_fﬁi maja ten sam rozktad graniczny.
Jak tatwo zauwazy¢ E (&7, —1) =0, a wigc
Var(é‘ii -1 = [E(gjz,,i -1’ = [E(g;.‘,l. - 25(/2.71, +1)=3-2+1=2.

Wobec tego przy zalozeniu, ze wszystkie elementy szeregu Jin maja ten sam rozktad
graniczny co ofn, mamy

var(u,) =2M [E[(aﬁl.)z] =2M [Var(aii) + Ez(aii)] . (2.4)
Na mocy rownania (2.3) wnioskujemy, ze

E(oy,) =

ij S 1 var(o),) =20"r **[%j:zw%**(a). (2.5)

Barndorff-Nielsen i Shephard (2004a) wyznaczyli takze rozklad graniczny bledu osza-
cowania wariancji zrealizowanej. Jest on opisany nast¢pujacym twierdzeniem granicz-

nym.

Twierdzenie 2.2.1. Zat6zmy, ze model zmienno$ci stochastycznej opisany jest rowna-

niem (2.2). Ponadto przyjmijmy, ze o’ ma lokalnie ograniczong wariacje (tzn. trajekto-
rie sg ograniczone na dowolnym zwartym podprzedziale przedziatu[0,0)). Wtedy dla

dowolnego dodatniego % i M — o

u;

22(

gdzie 0_/2.,[ =0’ {(z -Dh+ ﬁ} —-o’ {(z -Dh+ A

Ponadto

— N(0,1),
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M
h‘lMZ (c:) >o”

j=1
. . 4o . . .
prawie na pewno, gdzie o, nazywane jest kwartycznosciq 1 opisywane wzorem

ih
ol = J‘0'4(s)ds.

(i-1)h

2.2.2. Estymatory wariancji zrealizowanej

Stosowana przez Andersena i Bollersleva (1998a) dzienna wariancja zrealizowana zo-
stata okreslona jako suma kwadratow zwrotow intraday o ustalonych czestotliwos$ciach.
W wyzej wymienionej pracy analiza dotyczyta rynku walutowego i opierata si¢ na 288
pieciominutowych zwrotach. Jesli rozwazymy wariancje zrealizowang dla instrumentéw
notowanych na gietdzie, pojawia si¢ trudno$¢ zwigzana z tym, ze gietda funkcjonuje
tylko w okreslonych godzinach, a wigc zwroty intraday poza tym okresem nie sg znane.
W takim przypadku wariancja zrealizowana moze by¢ rozwazana jako suma kwadratow

zwrotéw $roéddziennych i kwadratu zwrotu nocnego, tzn.

M
[X((Sl)]i = y(ii + Zy?,i’

j=1
gdzie M jest liczbg notowan intraday o rozwazanej czgstotliwosei, y;, jest j-tym zwro-

tem intraday w i-tym dniu oraz y,; jest zwrotem nocnym uprzedzajgcym i-ty dzien.

Powyzszy estymator nie daje niestety zbyt dobrego oszacowania wariancji zre-
alizowanej. Wynika to z faktu, ze zwrot nocny jest pewnym szczegdlnym przypadkiem.
Dthugi okres jakiemu on odpowiada powoduje znaczne obcigzenie estymatora szumem.
Na polskim rynku finansowym jest to wyraznie zauwazalne, poniewaz wiele informacji
gospodarczych jest podawanych dopiero po godzinie 16.10, gdy gietda juz nie pracuje.
Ponadto uregulowania KPWiG obliguja spotki do podawania istotnych informacji do-
piero po zamknigciu gieldy. Rowniez gietldy w Stanach Zjednoczonych pracuja w okre-
sie gdy Gietda Papierow Warto$ciowych w Warszawie jest zamknigta, a wigc inwesto-
rzy otrzymujg informacje z za oceanu poza godzinami funkcjonowania gietdy. Aby
unikng¢ obcigzenia, Andersen i in. (2001) okreslaja miare wariancji zrealizowanej jako

sumg zwrotow $roddziennych bez uwzglednienia zwrotu nocnego. Wowczas mamy
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M
(X571 =277 (2.6)
Jj=1

Miara ta w powyzszej pracy jest nazywana zmienno$cig dzienng. Praktyka pokazuje, ze

podejscie to daje niekiedy mocno zanizone estymacje wariancji zrealizowanej, dlatego
Martens (2002) zaproponowat pomnozy¢ [X ("], przez (1+c), gdzie ¢ jest pewng statg
dodatnig. Koopman i in. (2005) zaproponowali by za statg ¢ podstawié¢ &, / G2, gdzie
G oznacza empiryczng wariancje¢ zwrotu miedzy kursem zamknigcia a kursem otwar-

cia natomiast &_. jest empiryczng wariancjg zwrotu dziennego tj.

N

~2 _ ~2 _

o, =Var(r,,) oraz ¢, = Var(z . j
t=1

Woweczas wariancja zrealizowana opisana jest za pomoca wzoru

~2

(XD, = (l +‘Z—3°J[X§”],~.

oc

Nieco inne podej$cie mozna znalez¢ w pracy Hansena i Lunde’a (2002) ktorzy wyzna-
czajg G.. jako $rednig ze wszystkich zmiennoéci zrealizowanych obliczanych ze wzoru
(2.6). Inne podejscie do rozwigzania problem braku notowan w ciggu nocy zostato za-
proponowane przez Areala 1 Taylora (2002) ktérzy uzyli ré6znych wag dla zwrotow
intraday i zwrotu nocnego. Wagi te sa uzaleznione od ilorazu o, / o’, . Problematyka
skalowania wariancji zostata szerzej omowiona w pracy Hansena i Lunde’a (2005).

Na rysunku 2.1 przedstawiona zostata wariancja zrealizowana indeksu WIG20

od dnia 2 stycznia 2004 do 29 grudnia 2006 uzyskana za pomocg trzech przedstawio-

nych powyzej estymatorow.
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Rys. 2.1. Wariancja zrealizowana indeksu WIG20 od dnia 2 stycznia 2004 do 29 grudnia 2006 w

zalezno$ci od wykorzystanego estymatora

State 1+ 02 /o2 wyznaczylismy dla badanych w pracy szeregow indeksow gietldowych
oraz kursow walutowych. Sa one przedstawione w ponizszej tabeli. Warto$ci przyjete
przez nie s3 dosy¢ zroznicowane. Niekiedy bardzo nieznacznie przekraczaja 1, a w wie-

lu przypadkach osiggaja wartosci bliskie 1,5.

Tabela 2.1 Warto$ci wspélczynnika 1+, / o’ w szeregach indekséw CAC40, DAX, NASDAQ,
WIG20 oraz kurséw walutowych EURPLN i USDPLN.

fvzeffeg noto- 1 cAc40 | DAX NASDAQ | WIG20 | EURPLN | USDPLN
stala 1330687 | 1,025948 | 1,264046 | 1,326895 12222 | 1,249934

2.3. Wariacje wielopotegowe

Jak juz wyzej wspomnieliSmy, dane wysokiej czestotliwosci znajduja zastosowanie
W szacowaniu zmiennosci cen logarytmicznych, poprzez wyznaczenie jej estymatora —
wariancji zrealizowanej. W tym podrozdziale zajmiemy si¢ analizg uogolnienia tego
pojecia — zrealizowanej wariacji potggowej 1 wielopotegowej, ktore sg odpowiednio
sumg poteg 1 iloczynow poteg bezwzglednych zwrotoéw. Wskazemy takze ich zastoso-

wanie do wyznaczania skokow w procesach cen logarytmicznych.
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2.3.1. Wariacja potegowa

Pojecie wariacji potegowej zostalo wprowadzone przez Barndorff-Nielsena i Shepharda
(2003). Zatézmy, ze w okresie [(i —1)A,ik) dostgpnych jest M notowan w odstepach
czasowych O . Rozwazmy przypadek, w ktorym & — 0. Wowczas wariacje potegowq
dla » > 0 definiujemy w nastepujacy sposob
/5]
(X171 () = plim Y|y, (5)] ,

o—0 Jj=1

o ile granica istnieje, gdzie y,(6)= X (jo)—X((j—1)9). Jesli 6 >0, to wariacj¢ pote-
gowa mozna przyblizy¢ zrealizowanqg wariacjq potegowq, ktora zostala juz wprowa-
dzona przez Barndorff-Nielsena i Shepharda (2003) 1 wyraza si¢ wzorem
1/s] .
[Xﬁﬁn=ﬂbxaﬂ
Unormowane wersje wariacji potggowej oraz zrealizowanej wariacji potegowej dane sg

nastepujacymi wzorami

r
b

1/6]
{X}[r] (f) — plimgl—r/Z i ‘y} (5)
0—0 Jj=1
[r] _ glr/2 %5:] r
X0 =8y
Jj=1

Jak latwo zauwazy¢, podstawiajac r =2, uzyskujemy wariancj¢ zrealizowana, nato-
miast dla » =1, wprowadzong przez Andersena i Bollersleva (1998b) zrealizowanag wa-

riacj¢ bezwzgledna. Ponadto dla wariacji potegowej zachodzi nastgpujace twierdzenie,

ktérego dowod mozna znalez¢ w pracy Barndorff-Nielsena i1 Shepharda (2003).

Twierdzenie 2.3.1. Jezeli X € SVSM* oraz a” i o sa niezalezne od ruchu Browna

B, to

{X?%o=ﬂja%@$,

gdzie
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F(;(r+1)j
,Llr :lE |u|r:2r/2—1
()
2

dla »>0 oraz u ~ N(0,1).

2.3.2. Wariacja dwupotegowa

Pojecie wariacji dwupotegowej jest uogdlnieniem pojecia opisanej powyzej wariacji
potegowej. Proces wariacji kwadratowej istnieje zawsze, gdy X jest semimartyngatem.
Warunek ten nie jest koniecznym dla wariacji dwupotegowej. Wariacja dwupotggowa

procesu X dla » >0 i s >0 nazywamy wyrazenie

N
3

50

[t/6 -
070 = plims 0 S [y, ) [y, 4(0)
=]

o ile granica istnieje. Ponadto zachodzi nast¢pujace twierdzenie (Barndorff-Nielsen i

Shephard 2004):

Twierdzenie 2.3.2. Jezeli X e SVSM¢, a” =0 oraz o jest niezalezne od ruchu Brow-

na B, to

Xy = ufja%)ds.

Poniewaz pojecie wariacji dwupotggowej lezy u podstaw testowania skokow w proce-
sach cen logarytmicznych, podajemy definicj¢ nowej klasy procesow stochastycznych,

jakimi sg semimartyngaly zmiennosci stochastycznej ze skokami.

Definicja 2.3.1. Proces X nalezy do klasy semimartyngalow zmiennosci stochastycznej

ze skokami (SVJSM), jesli
t t
X, =a'(t)+[o(s)dB, + [ c(s)dg,,
0 0

gdzie a” jest procesem z cigglymi trajektoriami i ze skonczong wariacja, o jest proce-

sem z trajektoriami prawostronnie ciggtymi z lewostronnymi granicami, c(¢) jest nieze-

rowa zmienng losowa reprezentujaca wielkos$¢ skoku w chwili 7, natomiast g, jest pro-
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cesem liczacym, wobec czego dgq, jest skokowym procesem przyjmujacym warto$¢ 1

w sytuacji, gdy w chwili ¢ wystapi skok i 0 w przeciwnym wypadku. Ponadto dla do-

wolnego skonczonego ¢ zachodzi

t
.[0'2 (s)ds < o0 oraz g, <.
0

Jesli g, =0 dla dowolnego ¢ >0, to stosuje si¢ notacj¢ X € SVSM °. Jezeli natomiast
a’ (t)=0 dla dowolnego ¢ >0, to mowimy, ze X jest procesem zmiennosci stocha-
stycznej ze skokami (SVJ'). Jezeli zarobwno ¢, =0 jak i a"(#) =0 dla dowolnego ¢ > 0,

to X jest procesem zmiennosci stochastycznej (X € SV).

Wariacja kwadratowa zdefiniowanego powyzej semimartyngatu zmienno$ci stocha-

stycznej ze skokami jest rowna
t t
(X1, =[ o’ (s)ds + [ e(s)dg,,
0 0

gdzie dg,jest procesem przyjmujacym warto$¢ 1, gdy wystepuje skok oraz 0 w prze-
ciwnym wypadku. Z drugiej strony na podstawie twierdzenia 2.4.2 mamy, ze jezeli X
jest procesem zmienno$ci stochastycznej ze skokami i o jest niezalezne od ruchu

Browna, to
t
X () = j o (s)ds.
0

Stad x;” {X }El’l] 1 [X], zwracaja te same warto$ci z doktadnoscia do pewnego znanego

czynnika w przypadku podstawowego modelu zmienno$ci stochastycznej, ale inne w
przypadku modelu dopuszczajacego skoki. Na podstawie powyzszych wzorow latwo

zauwazyc¢, ze

t

(X, — XM (@) = [ (5)dg,

0

W praktyce, z uwagi na dostgpnos¢ jedynie dyskretnego zbioru notowan, proces waria-
cji dwupotegowej nie jest obserwowalny. Moze on by¢ estymowany przez proces zre-

alizowanej wariacji dwupotegowej okreslony wzorem
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¢ [t/é‘ o r s
X ey =t Zl, @ .
=l
Barndorff-Nielsen 1 Shephard (2004c) wykazali nast¢pujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.3.3. Jezeli X € SVSM‘, a" =0, o jest niezalezne od ruchu Browna B,
oraz spelniony jest nastgpujacy warunek regularnosci
M

lims" > 0" (1)~ 0" (£)]=0

J=1

dla pewnego r >0 idowolnych &,(5) 1 n7,(0) takich, ze
0<E& <y <6<&<n, <26<..<&,<n, <t

to
t
{Xa»}[r’r](t) — ﬂfjo_Zr(S)dS_’_Op (51/2).
0

Niech

i = G am — G 1 G- o
oznacza przyrost zrealizowanej wariacji dwupotggowej w dniu i. Estymujac dodatkowo
wariacj¢ kwadratowa za pomoca wariancji zrealizowanej mamy
ih

(X, )= X0 = [eto)d,.

(i-1)h

Z powyzszej rownosci wynika, ze wariacja dwupotegowa moze by¢ wykorzystana do
estymacji cigglych i skokowych sktadnikow wariacji kwadratowej. Ponadto, jest uzy-

teczna przy testowaniu hipotezy o cigglosci trajektorii.
Dzienne przyrosty zrealizowanej wariacji dwupotegowej {X s }El’” indeksu WIG20

od dnia 2 stycznia 2004 do 29 grudnia 2006 przedstawione sg na rysunku 2.2.
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Rys. 2.2. Dzienne przyrosty zrealizowanej wariacji dwupotegowej z parametrami [1,1] indeksu

WIG20 od dnia 2 stycznia 2004 do 29 grudnia 2006

2.3.3. Uogolnienie wariacji dwupotegowej

Barndorff-Nielsen i Shephard (2004b) wprowadzili wariacj¢ wielopotegowa, ktora jest

uogdlnieniem zdefiniowanego w powyzszych paragrafach pojecia wariacji

potegowej

1 dwupotegowej. Wariacje wielopotegowa oraz jej unormowang wersj¢ mozna zapisac

za pomocg nastepujacych wzorow:

rm
>

e Y ()

[t/5km i
MW%@?iM@Wm&
—> Jj=1

un

[t/5}m "
{X}[r](l‘)=I)§lif(fl§1_(rl+r2+"'+rm)/2 i ‘yj(é‘)‘ ‘yj+l(5)
—> J=1

]y )

Zrealizowany proces wariacji wielopotegowej mozna z kolej zapisa¢ wzorem

rm

[t16m .
Mﬂm=iM@WM®

e Y (0)

oraz w wersji unormowane;j

n

[t16-m .
{X§ }[l‘] (t) — 51—(}‘1+r2+...+rm)/2[X§][r] (t)=5l—(q+rz+...+rm)/2 i ‘yj (5)‘ ‘yﬁ—] (5)
Jj=1

Y (0)
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gdzie [r]=[r, 7.7, ].
Oznaczmy, odpowiednio, przez
g = amy - (T (G- o,
oraz
X0 =1, M any - 1, 1 (G- Dmy

przyrosty wariacji wielopotegowej 1 zrealizowanej wariacji wielopotegowej w dniu i.

Analogicznie jak dla wariacji potggowej zachodzi twierdzenie.

Twierdzenie 2.3.4. Jezeli X € SVSM® oraz a” i o sa niezalezne od ruchu Browna

B, przy czym max(7,7,,...,7,) < 2, to

. in
{X}Er] — (H ,Llrm) jal‘l+rz+4..+rm (Z)dt.

k=1 (i-Dh

Powyzsze twierdzenie znajduje szerokie zastosowania. Szczegolne znaczenie maja tutaj
zrealizowana wariacja trojpotegowa 1 czteropotggowa, ktore opisane sa odpowiednio

wzorami

s () = p(sliron 51—(r+s+u)/2[t§2 ‘yj (§)Hyj+1 (5)Hyj+2 (5)‘u dlar,s,u>0
- Jj=1
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‘ [t/5]-3 . s u v
Lo =plims 3y @ s @ 3,20 1,100)
j=1

dlar,s,u,v>0.

Jezeli podstawimy r=s=u=2/3 do wzoru na wariacj¢ trojpotegowa, to na mocy

twierdzenia 2.3.4, otrzymujemy
[2/3,2/3,2/3] . [tgjz 2/3 2/3 2/3 3 ! )
xj @ =plim 3 |, @[ |ya @] 2@ =] @
20 A 0
Podobnie

[t/5]-3 0
{X}[1/2,1/2,1/2,1/2](t) — p(sliron ti ‘yj (5)‘1/2‘)’#1 (5)‘1/2‘yj+2 (5)‘1/2‘yj+3 (5)‘1/2 = ﬂf/zjﬁz(l)dt.
— Jj=1 0
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W ten sposoéb uzyskalismy dwa dodatkowe estymatory wariancji scatkowanej. Podobnie
otrzyma¢ mozna estymatory kwartycznosci wykorzystywanej przez Barndorff-Nielsena
1 Shepharda (2006) przy konstrukcji statystyk testow na wystepowanie skokow. Jezeli

podstawimy r =s =u =4/3 do wzoru na wariacj¢ trojpotegowa, to otrzymamy
[4/3,4/3,4/3] . 1 [t§2 4/3 4/3 4/3 3 ! 4
{x} O =plimo™ 3 [y, @ @] [y =m0,
- J=1 0
(2.7)
natomiast podstawiajac » = s =u =v =1 do wzoru na wariacj¢ czteropotegowa, mamy

ok ’
b)) = plime™ 5 15,6 13,0 1,0 |y, O = s [ 0. @29
—> Jj=1 0

Te dwa podejscia zostaly wykorzystane przez Huanga i Tauchena (2005) oraz Barn-
dorff-Nielsena 1 Shepharda (2006) przy wyznaczaniu statystyk testow na wystepowanie

skokow.
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3. Wykorzystanie wariancji zrealizowanej

do estymacji procesow stochastycznych z czasem

ciaglym

Modele finansowych procesow stochastycznych z czasem cigglym zaktadaja, ze loga-
rytmiczne ceny instrumentdw finansowych sg opisane przez stochastyczne roéwnania
rozniczkowe. Podejscie to, zapoczatkowane przez Bacheliera (1900) byto rozwijane w
kilku pracach w pierwszej potowie dwudziestego wieku. Niemniej jednak zastosowanie
w finansach znalazto dopiero w latach siedemdziesigtych dwudziestego wieku. Wtedy
bowiem okazato si¢, ze przy zatozeniu zupetnosci rynku, modele z czasem cigglym mo-
g3 by¢ bardzo przydatne do konstrukcji strategii zabezpieczajacych i wyceny instrumen-
tow pochodnych. Duzym problemem pozostaje wcigz szybka i precyzyjna estymacja
parametrOw procesOw z czasem ciaglym.

Niebayesowskie metody estymacji parametrow sg stosunkowo nowym zagadnie-
niem. W pracy Lanskiej (1979) przedstawiona jest metoda pozwalajaca na estymacje
parametréw rownania rézniczkowego w sytuacji, gdy funkcja dyfuzji jest znana. Pierw-
sze elementarne metody estymacji parametrow funkcji dyfuzji zostaly wprowadzone
przez Florens-Zmirou (1989) 1 Yoshide (1992). Metody te dajg jednak bardzo niedo-
ktadne oszacowania parametrow. Ait Sahalia (1999,2002) wykorzystal do estymacji
parametréw stochastycznego rownania rozniczkowego metode najwigkszej wiarygod-
nosci, stosujac wielomiany Hermite’a do wyznaczenia gestosci przejscia. Wyestymowat
on parametry szes$ciu roznych modeli dyfuzji dla szeregu miesigcznych notowan stopy
procentowej FED. W pozniejszej pracy Ait Sahalia (2008) zaproponowat alternatywne
podejscie, wyznaczajac gestosci przej$cia z przyblizonych rownan Fokkera, Plancka
i Kolmogorowa.

W niniejszym rozdziale gtdwny nacisk zostanie potozony na dwuetapowe pode;j-
Scie wprowadzone przez Phillipsa i Yu (2007). Metoda ta pozwala estymowac parame-

try stochastycznego rownania rézniczkowego postaci

dXt:/U(Xz’el)dt-i_o-(XzaHZ)dBt: (31)
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gdzie B, jest standardowym ruchem Browna, u(X,,0,) jest funkcja dryfu, o(X,,6,)

jest funkcja dyfuzji, natomiast 6 =(6,,6,)" jest wektorem £k, +k, parametrow.
W pierwszym kroku estymowane sg parametry funkcji dyfuzji przy wykorzystaniu,
rozwini¢te] przez Barndorff-Nielsena 1 Shepharda (2004a) teorii centralnych twierdzen
granicznych dla wariancji zrealizowanej. W drugim etapie, przy danym oszacowaniu
wektora parametrow 6,, konstruowana jest aproksymacyjna funkcja wiarygodnosci,
za pomocg ktorej estymuje si¢ wektor parametrow funkcji dryfu. Dzienna wariancja
zrealizowana instrumentu finansowego rozumiana jest tutaj jako suma kwadratéw zwro-

tow $roddziennych o ustalonej czgstotliwosci.

3.1. Prezentacja wybranych modeli

Do modelowania logarytmicznych cen instrumentéw finansowych wykorzystujemy
popularne modele dyfuzji i zmienno$ci stochastycznej. Wigkszo$¢ z nich byta pierwot-
nie stosowana gtownie do modelowania stop procentowych. Istotng cecha wszystkich
wykorzystanych w pracy modeli jest zdefiniowana ponizej wiasno$¢ powracania proce-

su do $rednie;.

Definicja 3.1.1. Méwimy, ze proces X, powraca do Sredniej, jesli istnieje skonczona

granica

KmE(X, | X, = x,).

Najbardziej elementarnym modelem, ktory wykorzystamy do estymacji procesow fi-

nansowych jest model Vasicka (1977).

3.1.1. Model Vasicka

Model Vasicka (1977) zaklada, ze proces modelowany jest przez nastepujace stocha-

styczne rdwnanie rézniczkowe

dX, =xk(u—X,)dt+ odB,
{ (u—X,) (32)

b
X, =x,

I
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gdzie parametry x, 4 1 o przyjmuja warto$ci dodatnie. Do warto§ci parametru u
zbiega warto$¢ oczekiwana procesu X, przy t— oo, natomiast warto$¢ parametru x
moze by¢ interpretowana jako tempo powracania procesu do $redniej. Parametr o
okresla z kolei zmienno$¢ procesu X, . Zasadnicza wada modelu jest mozliwos¢ przyje-

cia przez modelowany proces wartosci ujemnych. Stabosci tej nie posiada mi¢dzy in-
nymi model Coxa, Ingersolla i Rossa, w ktorym funkcja dyfuzji uzalezniona jest od
biezace] wartosci procesu. Rozwigzaniem stochastycznego rownania rozniczkowego

(3.2) jest nastepujacy proces
t
X, = pu+(X, - e +o[e™dB,.
)
Ponadto warunkowa warto$¢ oczekiwana 1 wariancja w chwili ¢ przy zatozeniu znanej
filtracji ¥, dane s3 wzorami

[E(Xt | TS) = Xse—lr(t—s) + ,U(l _ e—rc(t—s))

oraz

02
Var(X, | F.)=2—(1—e ™), (3.3)
K

3.1.2. Model Coxa, Ingersolla i Rossa

Cox, Ingersoll 1 Ross (1985) zaproponowali nast¢pujacy model, nazywany w skrocie

CIR, bedacy nastepujaca modyfikacja modelu Vasicka (1977)

dX, =x(u—X,)dt+oX,dB,
Xto =X, ’

gdzie parametry x, u 1 o przyjmujg warto$ci dodatnie. Parametry te maja taka sama
interpretacje, jak w modelu Vasicka. Umieszczenie pierwiastka kwadratowego w funk-
cji dyfuzji powoduje, ze modelowany proces przyjmuje wartoSci nieujemne, jesli
2ku > o”. Rozwigzaniem stochastycznego réwnania rézniczkowego Coxa, Ingersolla i

Rossa jest nastepujacy proces

t
X, = u+(X, — e + o[ [X dB,.

ty
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W przeciwienstwie do réwnania Vasicka, rozwigzanie rOwnania Coxa, Ingersolla i Ros-
sa nie posiada postaci jawnej. Znana jest natomiast posta¢ warunkowej wartosci ocze-

kiwanej 1 wariancji w chwili ¢, ktore dane sa wzorami
E(X,|F,)=Xe™"™ + u(l—e™")

oraz

2
o

Var(Xt | Ts) = XS
2K

2
(e—K(Z—S) _e—ZK(t—s))+ ,Lzlo' (l—e_K(H))z.
K

3.1.3. Model CKLS

Chan i in. (1992) wprowadzili model, nazywany w skrécie od pierwszych liter nazwisk
autorow modelem CKLS. Autorzy zatozyli, ze proces modelowany jest przez nastepuja-

ce rézniczkowe rownanie stochastyczne

X, =x,

fo

{dx, = k(u—X,)dt + oX”dB,

gdzie B >0 nazywany jest parametrem elastycznos$ci wariancji, natomiast parametry x,
M 1 o przyjmuja wartosci dodatnie 1 maja taka samg interpretacj¢, jak w modelach
Vasicka oraz Coxa, Ingersolla i Rossa. Model ten jest uogélnieniem przedstawionych tu
dotychczas modeli dyfuzji. Naktadajac restrykcje na poszczegdlne parametry mozna
uzyskac¢ 7 réznych modeli dyfuzji. Podstawiajac y =0 i » =0,5 otrzymujemy, odpo-
wiednio, opisane powyzej modele Vasicka i Coxa, Ingersolla i Rossa. Model wprowa-
dzony przez Dothana (1978) otrzymamy ustalajgc warto$ci parametrow x, x na 0,
oraz f na 1. Podstawiajac 4 =0 oraz f =1 otrzymujemy model nazywany geome-

trycznym ruchem Browna, wykorzystany do opisu ceny akcji przez Blacka i Scholesa

(1973). Podstawiajac y =1 otrzymamy model Brennana and Schwartza (1980), wyko-
rzystany przez autorow przy konstrukcji modelu wyceny obligacji zamiennych oraz
przez Courtadona (1982) przy wycenie opcji na obligacje. Ustalajac y =1,5, k¥ =0 oraz
1 =0 otrzymujemy wprowadzony przez Coxa, Ingersolla i Rossa (1980) model kon-
traktow kredytowych ze zmienng stopa procentowa. Naktadadajac warunek =0, uzy-

skujemy wprowadzony przez Coxa (1975) model statej elastyczno$ci wariancji, nazy-

wany w skrocie CEV.
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3.1.4. Model Hestona

Stosowany powszechnie do wyceny opcji model Blacka-Scholesa (1973) zaktada, ze

cena instrumetru podstawowego opisana jest nastepujacym stochastycznym rownaniem

rézniczkowym
dX, = puX dt +oX,dB,
X, =%, ’

gdzie 1 1 o sg stale. W celu uwzglednienia zmian wspotczynnika zmiennos$ci o w cza-
sie, Heston (1993) wprowadzit model wyceny opcji, bedacy rozwinigciem koncepcji
Blacka-Scholesa, w ktorym cena instumentu podstawowego opisana jest nastgpujacym

modelem zmiennos$ci stochastycznej
dX, = pX,dt +o(1)X,dB""
do’(t)=0(w—ao’(t))dt + Ea(t)dB? (3.4)
o’(0)=07,X, =X,
gdzie parametr £ moze by interpretowany jako wspdtczynnik zmiennos$ci procesu
o’(t), o jest wielko$cia, do ktorej zbiega warto$¢ oczekiwana procesu o’ (¢) przy
t — o, natomiast wartos¢ parametru € moze by¢ interpretowana jako tempo powraca-

nia procesu o> (¢) do $rednie;.

3.2. Estymacja parametrow stochastycznych rownan

rozniczkowych Ito

Oznaczmy przez X proces logarytmicznych notowan danego instrumentu finan-
sowego 1 przyjmijmy, ze jest on opisany stochastycznym roéwnaniem roézniczkowym
postaci (3.1). Zalozmy, ze X, jest szeregiem znanych logarytmicznych notowan danego
instrumentu finansowego dla

t=06,20,..,M6,(M +1)0,...,2M6,...,n6 =T,
gdzie M jest liczbg notowan intraday w ciggu jednego dnia, n=KM jest liczba
wszystkich dostepnych notowan, o jest czestotliwos$cig notowan, natomiast K jest

liczba dni. Ponadto, podobnie jak w rozdziale 2, przez # = Mo oznaczymy dtugosé jed-

nego dnia.
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3.2.1. Metody elementarne

Zatézmy, ze funkcja dyfuzji nie zalezy od zadnych nieznanych parametrow, tzn.

o(X,,0,)=0(X,). W takim przypadku mozemy stosowa¢ doktadna posta¢ logaryt-
micznej funkcji wiarygodnosci L(6,), wykorzystujac w tym celu twierdzenia Girsano-
wa. Zalozmy, ze miara probabilistyczna Q jest rownowazna mierze [P, natomiast B,

jest ruchem Browna ze wzgledu na miar¢ P . Oznaczmy

_M(X,,6)

i o(X)) :

Z twierdzenia Girsanowa wnosimy, ze jezeli spetniony jest warunek
dQ 2
E—S —epr;@dB ——Iy dsj (3.5)

to El =B, —_[; y.ds jest ruchem Browna wzgledem miary probabilistycznej Q. Bezpo-

$rednio ze wzoru (3.5) mamy

Q _ o [405.0) 4 170,
‘GXPU (X)) I o (X)) J

0

:exp(_m[dgt_ j 1000 , J
. o(X)) G(X) (X))

(1};1()(9) jxe) )
2 2(X) ox) ')

0 0

O

Poniewaz dX, = o(X ,)dE,, otrzymany powyzej wzor mozemy zapisa¢ w nastepujacej

postaci

aQ _ . 1} X.0) 4 u(X,ﬁ)
dpP 29 O'(X) o’ (X)) X )

0

Stad

dap [J-,u(X 8) 1y I ((X,.0) j
dQ 2(X,) o’ (X))

0

Wobec tego
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_ HX,0) 1y tu ((X,6)
L(@l)_l( jj ) X, — OG(X) dt. (3.6)

Zatozenie o dostgpnos$ci ciaglej trajektorii danych nie jest realistyczne. W zastosowa-
niach finansowych dysponujemy zwykle szeregiem danych s$roddziennych. Dlatego
logarytmiczng funkcje wiarygodnosci (3.6) bedziemy aproksymowaé nastepujacym
wyrazeniem

oy

- X s~
= 7 (X ,.5) S 22 o (X (ns)

j=2

IF(Q):i,U(X(_H)ﬁ’Q) — U (X, 1)5:‘9)

W praktyce, zatozenie, Ze znana jest funkcja dyfuzji, rowniez nie jest realistyczne. Oka-
zuje si¢ jednak, ze parametry funkcji dryfu i dyfuzji mozna estymowaé oddzielnie
(Bandi i Phillips 2007). Ponadto estymacja parametrow funkcji dyfuzji staje si¢ stosun-

kowo fatwa, jezeli zalozymy, ze o(X,,0,) jest funkcja jednorodna ze wzgledu na

0,,tzn.
o(X,,0,) =6,/ (X)).

Gdy znane jest oszacowanie 6,, to funkcja wiarygodno$ci wyznaczona za pomoca

twierdzenia Girsanowa wyraza si¢ wzorem

(Xt’g) J'/u (Xt’g) (37)

0 /Ll
b ()= J (Xt,e) (X,,e)

Jesli zalozy¢, ze funkcja dyfuzji nie jest zalezna od parametréw, to rozwigzanie zagad-
nienia staje si¢ trywialne, niemniej taki model nie najlepiej opisywaltby proces. Model

ten mozna tatwo zmodyfikowac¢, przyjmujac, ze o(X,,6,) =0, f(X,). Woéwczas mamy

(X1, = [(dX,)? = [ 62 £ (X,)ds ~ 635 (X, ).

Wobec tego
6‘,22 _ [X] T ]
5 S (X s)-
=2

(3.8)

Nastgpnie wystarczy wyestymowaé parametry funkcji dryfu za pomoca funkcji wiary-

godnosci (3.2), ktora przyjmie teraz postac
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S X s, 0) S~ 4 (X ). 0)
LIF(91)=Z632 ” (Xja‘_X(j—na‘)_EZ 02 2 : :
Jj=2 2f (X(j_1)§) Jj=2 2f (X(j—1>5)

Wykorzystana w tym podejsciu funkcji dyfuzji moze zosta¢ zastosowana do wielu mo-
deli krotkoterminowej stopy procentowej, w szczegolnosci do bardzo popularnego mo-
delu CIR (Cox 1 in. 1985). Yoshida (1992) zmodyfikowat estymator (3.8), przyblizajac

wariacj¢ kwadratowa [X], usredniong wartoscig kwadratow zwrotéw $§roddziennych.

Wowczas

ézz :%Z": (Xj5 _X<j—1)5)2.

39
j=2 fz(X(j_l)(s) ( )

3.2.2. Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Niech p(-]-,6) bedzie gestoscia przejscia procesu X,. Wowczas dzigki wlasnos$ci
Markowa procesu opisanego rownaniem (3.1), logarytmiczna funkcja wiarygodnosci

wyraza sie¢ wzorem
Z In(p(X 5 |X(i—l)é‘ ,0)). (3.10)
i

Niestety bardzo czgsto nie jest mozliwe wyznaczenie gestosci przejscia w postaci jaw-
nej 1 dlatego konieczne jest zastosowanie przyblizonej funkcji najwigkszej wiarygodno-
sci. Dla stochastycznych rownan rézniczkowych Vasicka 1 Coxa, Ingersolla 1 Rossa,
problem ten nie istnieje. W pracy Vasicka (1977) znajdujemy wzor na gegstos¢ przejscia,

ktéry mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob
p(Xi5|X(i_1)§ > 0) = ¢(m7 V):

gdzie ¢(-,) jest gestoscig rozktadu normalnego natomiast

-2k6

2K

m=p+(X ;- e oraz v=o’

W celu uniknigcia nadmiaru zmiennoprzecinkowego, w zastosowaniach praktycznych

najlepiej sprowadzi¢ funkcje wiarygodnosci do nastgpujacej postaci

l:zXlﬁ _m —In+/27v,

= 2
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gdzie m 1 v dane sg takim samym wzorem, jak powyze;j.

W modelu CIR gestos$¢ przejscia dana jest wzorem

ql2
|V
P(X X 1)5,0) = ce (;J 1,(2Nuv),

gdzie

2 2
c——K, u:cX(H)ge”‘A, v=cx, ¢g= e

= -1,
oc’(l1-e™) o’

a ponadto / (z) jest zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu ¢:

V& (274 1T eos sin(qe) ¢ :
I = — E J— - eZCOS‘P cosS _ efzcosh(p—qtdt'
(2 (2] SkT(g+k+1) 7['([ (qoMp V3 -([

3.2.3. Dwukrokowa metoda estymacji procesu dyfuzji

3.2.3.1. Opis metody

Dwukrokowa metoda estymacji procesu dyfuzji zostalta wprowadzona przez Phillipsa
1 Yu (2007). Autorzy zaproponowali nastepujace podejécie. W pierwszym kroku zasto-
sowali, wprowadzong przez Jacoda (1994) a spopularyzowang przez Barndorff-Nielsena
i Shepharda (2004a), teori¢ twierdzen granicznych dla wariancji zrealizowanej, do wy-
znaczenia roGwnania regresji shuzacego do estymacji parametrow funkcji dyfuzji. W dru-
gim kroku, sugeruja estymacj¢ parametrow funkcji dryfu za pomoca metody wykorzy-
stujacej logarytmiczng funkcje wiarygodnos$ci wyznaczong za pomocg twierdzenia Gir-
sanowa.

Z definicji wariancji zrealizowanej wynika, ze jezeli 0 — 0, to
P
[XE]i,h _>[X],‘h _[X](,q)ha (31 1)

gdzie symbol —p> oznacza zbiezno$¢ wzgledem prawdopodobienstwa. Korzystajac z

twierdzenia 2.2.1, mozna wykazac, ze

i{[Xb‘]i,h —([X Ty =X )}i) N(0.1), (3.12)

Ty
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2 M
= \/EZ (X msis = X nm +(j-1)s )4

J=2

d
dla k=1.2,...,K, przy czym symbol — oznacza zbiezno§¢ wedlug rozkladu.

W pracy Barndorff-Nielsena i Shepharda (2005) wprowadzono logarytmiczng

wersje powyzszego twierdzenia, ktérej tez¢ mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob

%{ln([){& L) —In([X ], —[X]in )}_d) N(O,D), (3.13)

1

gdzie

. r 2
s, =min A
{[Xé‘]i,h M}

dla k£ z zakresu jak powyzej. Jednocze$nie wykazano, ze lepsze wyniki w probach

skonczonych zostang uzyskane, jezeli do licznika we wzorze (3.13) dodamy %s,z .

Wektor 8, moze by¢ estymowany przez przyblizenie metoda najmniejszych kwa-

dratéw standaryzowanej wariancji zrealizowanej, zdefiniowanej jako

1
_[Xo‘]i,h
7.

przez standaryzowang funkcj¢ dyfuzji
1 1% 1 U
7{[)(]1'71 _[X](i—l)h }: - J.Uz(Xsa 0,)ds ~ _ZO'Z (X i—l)M+(j+1)b"92)§ .
i i (i-1)h i Jj=2

Wobec tego wektor parametréw 6, mozemy wyznaczy¢ z nastgpujacego wzoru

A

0, = argmin 0(6,),
2
gdzie

K 1 M 2
Q(Qz) = 521”_2{[)(5]1',71 - Zo-z (X(i—l)M+(j+l)(5962)5j| . (3.14)
=1 1 =2

Korzystajac ze wzoru (3.13), wektor parametrow €, mozemy oszacowac¢ w analogiczny

sposob, przyblizajac metoda najmniejszych kwadratow wyrazenie
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l In {[Xa‘ Jin }a
S

1

funkcja

l{ln{ [ X }_ ln{ [X](H)h }+ %Szz}

S.

Woweczas, po uwzglednieniu wyzej opisanej modyfikacji wzoru (3.13), mamy

0, = argmin 0(6,),

gdzie
[ 12
uoo -
K In{[X;];5} ~In ZU (X osims )0 +5Si
~ —
Q(92)= 52 J ;
=1 ;

W drugim kroku metody estymowany jest wektor parametrow dryfu przez mak-

symalizacje logarytmicznej funkcji wiarygodnosci postaci

L (X )s,6) 5 & H(X 55 0)
ZAIF(el):zzu—w(ng_X(j_l)g)_Ez%. (315)
=20 (X(j—l)é"eZ) =20 (X(j—l)()"ez)

3.2.3.2. Symulacja Monte Carlo

W celu oceny jakosci przedstawionej powyzej dwukrokowej metody stosujemy symula-
cj¢ Monte Carlo. Za pomoca dyskretyzacji Eulera zamieniamy réwnania dyfuzji na od-

powiadajace im rownania roznicowe. Maja one nastepujace postacie:
XD X = k(- XS +05e, dlan=1,2,..

n—1

z warunkiem poczatkowym X, 5‘5) dla modelu Vasicka,

XD - X = (= XS+ 0 X569 dlan=1,2,...

z warunkiem poczatkowym X, 55) dla modelu Coxa, Ingersolla i Rossa oraz

XD - X9 = (= XNS+ (X5 dlan=1,2,...
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z warunkiem poczatkowym X(» dla modelu CKLS, gdzie £* dla n=1,2,... oznacza

realizacj¢ standardowego biatego szumu gaussowskiego. Zakladajac, ze X\ jest

pierwsza znang logarytmiczng ceng instrumentu finansowego i1 podstawiajac za parame-
try wyestymowane wczesniej wartosci, generujemy 1000 trajektorii o takiej samej dtu-
gosci jak badany szereg, szacujac nowe wartosci parametrow dla kazdej trajektorii.

Analogiczne badanie przeprowadzamy uzywajac dyskretyzacji Milsteina. Latwo
zauwazy¢, ze otrzymane za pomocg schematu Milsteina rownanie réoznicowe odpowia-
dajace modelowi Vasicka jest identyczne, jak otrzymane za pomoca schematu Eulera,
poniewaz

8o (X, 1)
ox

=0.

Roéwnania roznicowe odpowiadajgce stochastycznym réwnaniom rozniczkowym Coxa,
Ingersolla i Rossa oraz CKLS wyznaczone za pomoca dyskretyzacji Milsteina, przyjma

teraz postac
2
X0 - X0 = (= XS + o[ X 707 45567 dlan =12,
oraz

X,E") X(‘” = k(p— X(b))§+ O'(X(b’)ﬂ\/_g(") X(b))Zﬂ—l 5(8?))2’ dlan=12,..

3.3. Zastosowanie metody Phillipsa i Yu do estymacji

modeli zmiennosci stochastycznej

W niniejszym podrozdziale prezentujemy procedure, ktora pozwala na estymacje za

pomoca metody Phillipsa i Yu (2007) proceséw zmiennos$ci stochastycznej postaci

dX, = p,(X,,0")dt + 0,(X,,0* (1))dB"
{ : ! 1 (3.16)

do (0) = 1, (2 (1), 0®)dt + o, (a2 (1),0.” )dB>

gdzie B" i B s3 niezaleznymi wzgledem siebie ruchami Browna. Pewnym proble-

mem pozostaje nieobserwalno$é procesu wariancji chwilowej o (¢), ktory opisany jest
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drugim réwnaniem w (3.16). Rend (2006) proponuje szacowanie o (¢) za pomoca na-

stepujacego wyrazenia
1 t+0;
A2 2
o ()= o~ (s)ds. 3.17
() =——— ['() (3.17)

t L ot-6,

Znajdujaca si¢ z prawej strony rownania wariancja scatkowana moze z kolej by¢ przy-
blizona odpowiadajaca okresowi (1-3, ,1+6,") wariancjg zrealizowang. W szczegdlno-
$ci mozna przyjac, ze o, =6, =0,

Procedure estymacji modelu (3.16) opiszemy za pomoca nastgpujgcego algorytmu:

1. Nalezy oszacowa¢ wariancj¢ chwilowg korzystajac z wzoru (3.17), wykorzystu-
jac mozliwie wysoka czestotliwo$¢ danych intraday. Do szacowania wykonalezy
wykorzysta¢ nie mniej niz 5 notowan.

2. Dla oszacowanego w ten sposob szeregu stosujemy opisang w podrozdziale
3.2.3 dwukrokowg metod¢ Phillipsa 1 Yu (2007). Otrzymujemy w ten sposéb

wektory oszacowan parametréw 6, oraz 6.7,

3. Wektor parametrow 6" szacujemy, maksymalizujac logarytmiczng funkcje

wiarygodno$ci wprowadzong przez Lanska (1979). Funkcja ta przyjmie w tym

przypadku postac

00 54X 00
lAIF(Q):Z&(Xﬁ _X(j_l)d)__2¢

2 2 2 N
=2 o, (X,,07) 2_/:2 o, (X,,0;

Nalezy podkresli¢, ze posta¢ modelu (3.16) jest uogolnieniem najczgsciej pojawiajacych
si¢ w literaturze modeli zmiennosci stochastycznej, m.in. modelu Hestona (1993),
wprowadzonego przez Nelsona (1990) modelu GARCH z czasem ciaglym oraz wyko-
rzystywanego do opisu stop LIBOR modelu SABR (Hagan i in. 2002). W celu oceny
jako$ci przedstawionej powyzej metody stosujemy symulacje Monte Carlo podobnie,
jak robilismy to testujac dwukrokowa metode Phillipsa i Yu. Model z czasem dyskret-
nym, odpowiadajacy rozwazanemu przez nas modelowi Hestona zmiennosci stocha-

stycznej, wyraza si¢ wzorem

5 S S S 5 o
{Xi X = X5+ X ONGE dlan=1.2,..

J2(5) 2(6) 2(9)
n

— o) = 00— "5+ Ec NS dlan=1,2,...

n-1

w przypadku wykorzystania dyskretyzacji Eulera, oraz
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XO X0 = X5+ 0O X5+~ (a“") X5, dlan =1,2,.

n—1 n— 1 n—1
(O_(b)) (0(6)) =O(w— (O_(b)) )5+§O‘<6)\/_77:16)+ 5(77}55)) dlan=1,2,.

jesli wykorzystamy dyskretyzacje Milsteina. Ponadto, £ oraz ' dla n=1,2,... s
realizacjami niezaleznych wzglgdem siebie standardowych biatych szumoéw gaussow-

skich. Zaktadajac, ze X jest pierwsza znang logarytmiczng ceng instrumentu finan-

sowego, a ¢\” pierwszym dostepnym oszacowaniem zmiennosci chwilowej, generu-

jemy 1000 trajektorii o takiej samej dtugosci, jak badany szereg, podstawiajac za para-
metry wyestymowane wczesniej wartosci. Nastepnie szacujemy model dla kazdej

otrzymane;j trajektorii.

3.4. Wyznaczenie jednodniowych prognoz ex-post

z modeli dyfuzji

Oznaczmy przez X .(I) prognoz¢ zmiennej X,,,, odpowiadajaca btgdowi Sredniokwa-

dratowemu jako funkcji straty. Oznacza to, ze prognoza jest zmienng losowa dobrang

w taki sposob, by
E[X,,, - X, ()] < minE[X, —g(X, e XTI,

gdzie g(X,,...,X,) jest dowolna funkcja mierzalng wzglgdem c-ciata generowanego

przez informacje na temat procesu do momentu ¢ wlacznie. Zmienng X (1) (lub jej re-

alizacj¢) nazywamy prognoza / krokéw naprzod zmiennej X, . Mozna wykazac, ze

X (W) =E(X,.,|F,).

Wobec tego, jesli zatozymy, ze badany proces opisany jest modelem dyfuzji, a dlugosé

jednego kroku réwna jest 4, to
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t+hd t+hd
X (h) = [E{X0+ [u(x,,5,0)ds+ [o(X,,s,0,)dB(s)

0 0

d

t+ho t+ho
= [E[Xt+ [u(x,,5.6)ds+ | J(Xs,s,éz)dB(s)}

t+hé t+hé

=X, + | w(X,,5,6)ds+E [o(X,,s5,0,)dB(s),

gdzie 91 i éz s3, odpowiednio, oszacowaniami wektoréw parametréw funkcji dryfu i
dyfuzji otrzymanych na bazie szeregu notowan do chwili s wlacznie. Biorac pod uwa-

ge, ze notowania dostepne sg jedynie w statych odstepach czasowych warto$¢ prognozy

X . (1) aproksymujemy przez nastgpujace wyrazenie

h—1 R h-1 . ~
XOMy=XD+> w(X9),.1,0)5,+> o(X) 1,052, (3.18)
k=0

t+kln °
k=0

przy czym dla dowolnego ¢ spetniona jest rowno$¢ X\ = X, ;.. Cziraky i Kucherenko

(2008) uzyskuja oszacowania X :‘5) (1), symulujac niezaleznie N h-okresowych realizacji

(%) 8(5)

n+l 2009 Cntk

wektora innowacji (& ), a nastgpnie za pomoca kazdego z nich wyznaczajac

h-okresows trajektori¢ (3.18) z warunkiem poczatkowym X». Za oszacowanie h-

okresowej prognozy przyjmuja $rednig arytmetyczng z ostatnich wyrazoéw wszystkich
trajektorii.

Jednokrokowe prognozy ex-post sg otrzymywane przez dopasowanie modelu na
podstawie danych do momentu 7" wlacznie, a nastepnie obliczania na podstawie otrzy-
manego w ten sposob modelu, prognoz i reszt od chwili 7 +1 do T+ F, przy zatozeniu,

ze notowanie poprzedzajace prognoze jest znane.
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4. Charakterystyka procesow stochastycznych

ze skladowg skokowa

Badania empiryczne wskazuja, ze modele dyfuzji nie uwzgledniaja pewnych cech cha-
rakterystycznych szeregéw czasowych. W szczego6lnosci nie sg one w stanie opisac sil-
nej leptokurtozy, jaka czesto pojawia si¢ w szeregach zwrotow logarytmicznych. Dlate-
go w najnowszej literaturze proponuje si¢ wykorzystanie szerszej klasy modeli zwanych
procesami dyfuzji ze skokami. Uwzgledniaja, one oprocz zwyklych zaburzen losowych
opisanych funkcja dyfuzji, mozliwos¢ wystapienia skokow. Jak wykazali Lahaye i in.
(2007), skoki w procesach logarytmicznych poziomoéw indekséw gietdowych 1 kursow
walutowych sg silnie skorelowane z korzystnymi lub niekorzystnymi informacjami ma-
kroekonomicznymi. Czg¢sto sg one nastgpstwem masowego zamykania pozycji przez
inwestoréw pod koniec dnia sesyjnego. Dlatego w takich pracach, jak Andersen i in.
(2002) Andersen i in. (2003a) czy Chernov i in. (2003), logarytmiczna cena instrumentu
finansowego jest opisana za pomocg cigglego procesu dyfuzji oraz nieciggtego sktadni-
ka opisujacego skoki. Z punktu widzenia badan empirycznych niezwykle wazne sg me-
tody testowania skokdw w procesach generujacych finansowe szeregi czasowe. Ait-
Sahalia (2002) zaproponowat metode weryfikacji wystepowania skokéw bazujaca na
gestosciach przejscia. Carr 1 Wu (2003) wykazali, ze wystgpowanie skokéw w danym
szeregu czasowym mozna oceni¢ na podstawie zachowania si¢ kurséw opcji at-the-
money out-of-the-money z krotkim czasem do wygasnigcia. Johannes i in. (2004a,
2004b) zaproponowali podejscie oparte na metodzie MCMC. Dosy¢ ciekawg metode
znajdujemy w pracy Mancini (2004). Autorka wprowadzita tzw. progi skokéw, ktorych
warto$¢ dazyla do 0, gdy liczba obserwacji w ciggu jednego dnia dazy do nieskonczo-
nos$ci. Skoki sg wykrywane, o ile ich warto$¢ przekracza warto$¢ progu.

W niniejszym rozdziale wykorzystamy testy wprowadzone przez Barndorff-
Nielsena 1 Shepharda (2006) bazujace na réznicach pomie¢dzy wariacja dwupotegowa
a wariancja zrealizowang oraz test Jianga i Oomena (2008) oparty na réznicach pomig-
dzy tzw. wariancja swapowa a wariancja zrealizowang. Ponadto zastosujemy niepara-
metryczny test Lee i Myklanda (2007) pozwalajacy na weryfikacje wystepowania sko-

kow dla kazdego okresu intraday niezaleznie.
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Testowanie skokow w procesach cen logarytmicznych instrumentéw finanso-
wych, a w dalszej konsekwencji ich modelowanie za pomocg modeli w czasem ciggltym,
pozwala na lepsze zrozumienie natury procesoéw i ich bardziej precyzyjny opis. Jak si¢
okazuje, podejécie to moze tez shuzy¢ doktadniejszej wycenie instrumentéw pochod-
nych. Modele wyceny opcji oparte na procesach dyfuzji ze skokami zostaty wprowa-
dzone przez Kou (2002) oraz Kou i Wang (2004).

Modele dyfuzji ze skokami opisane s3 nastgpujacym stochastycznym réwnaniem

rézniczkowym

{dX, = u(X,,t)dt + o(X,,t)dB(t) + c(t)dg, @

X,=Z

gdzie proces u(X,,t) ma lokalnie ograniczong wariacj¢, o(X,,t) jest procesem dodat-
nim 1 prawostronnie ciggtym z lewostronnymi granicami, B, jest ruchem Browna, dg,

jest skokowym procesem przyjmujacy warto$¢ 1 w sytuacji, gdy w momencie ¢ wystapi

skok 1 0 w przeciwnym wypadku, natomiast c(¢) jest wielko$cia skoku.
Sktadowa skokowa opisana jest za pomoca procesu Poissona ¢,, bedacego dys-
kretnym procesem z czasem ciagtym. Zatem g, = 0 oraz dla dowolnych 0 <s <¢ przy-

rost g, —q, jest niezalezny od ¥ 1 ma rozklad Poissona z parametrem A(f—s):

N

_ k
P(q,—q,=k)= @e“’”, dlak=0,1,2,..

Parametr 4 (4 >0) nazywany jest intensywnos$cig procesu.
Jednookresowy i-ty logarytmiczny zwrot dtugos$ci # mozna przedstawi¢ w nastg-
pujacy sposob
in in in
Vo= Xy =X = [u(X,0dt+ [o(X,.0dB + [c(t)dg,.
(i-1)h (i=Dh (i=D)h
Ostatnia catka z prawej strony rownania kumuluje skoki, ktore wystapity pomigdzy
chwilami (i —1)% 1 iA.

Dodatkowa sktadowa skokowa w réwnaniu (4.1) moze by¢ na przyktad interpre-
towana jako reakcja na ogloszenia makroekonomiczne. Potwierdzaja to najnowsze wy-
niki badan. Andersen i in. (2003b) znalezli istotng korelacje pomiedzy ogloszeniami
makroekonomicznymi a skokami w kursach DEM/USD. Lahaye 1 in. (2007) wykazali

silne powigzanie skokéw w kursach walutowych, oraz réznego rodzaju kontraktach
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futures z ogloszeniami makroekonomicznymi. Andersen i in. (2007b) udowodnili, ze
skoki w procesach kursow walutowych, cen akcji i obligacji sg nast¢pstwem roznic po-

miedzy oczekiwanymi a rzeczywistymi danymi makroekonomicznymi.

4.1. Testy Barndorff-Nielsena i Shepharda

na wystepowanie skokow

W tym podrozdziale zostang opisane wprowadzone przez Barndorff-Nielsena 1 She-
pharda (2006) metody testowania wystepowania skokow. Koncepcja konstrukcji testow
opiera si¢ na rozumowaniu przedstawionym w podrozdziale 2.3.2. Wariancja zrealizo-
wana w i-tym okresie dlugosci 7, bedaca sumg podniesionych do kwadratow zwrotow
o czestotliwosci 0 w przedziale czasowym dtugosci [(i —1)A,ik) jest estymatorem su-
my zmiennosci scatkowanej oraz podniesionych do kwadratéw skokow. Przyrost waria-
cji dwupotegowe] w tym przedziale bedacy sumg iloczyndw nastepujacych po sobie
bezwzglednych zwrotow przybliza zmiennos¢ scatkowang bez skokoéw. Wobec tego
roznica mi¢dzy wariacjg zrealizowang 1 zrealizowang wariacjg dwupotegowa estymuje
sum¢ kwadratow skokow. W celu weryfikacji wystgpowania skokow w okresie i wyko-

rzystane zostang dwie statystyki — liniowa
e {X5 }E‘U] —[X;1;

oraz ilorazowa

TR
[Xs],

Wyprowadzone przez Barndorff-Nielsena 1 Shepharda (2006) rozktady wyze; wymie-
nionych statystyk, otrzymane przy wykorzystaniu teorii wariacji wielopotegowej opisa-

nej we wczesniejszym rozdziale, opisane s3 w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 4.1. Przyjmijmy, ze X € SVSM ‘. Zalézmy, ze spelnione sg nastgpujace
warunki:

(i) Proces o’ ma trajektorie odgraniczone od zera,

(i) Proces taczny (a”, o) jest niezalezny od ruchu Browna B.

Woéweczas, jesli 6 dazy monotonicznie do 0, to
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5P X - [X )

G > N(0,9) (4.2)

j04 (s)ds

0

oraz

5—1/2{/11_2 (X3 1
H

X5, } N N(0,9), (4.3)

B t t 2
\/IO‘4(S)dS/{IO'2(S)dS}
0 0

2
T

dzie $=—+r7-5.
8 4

Powyzszy rezultat jest uogolnieniem wyniku Barndorff-Nielsena i Shepharda (2004c).
W oryginale zostat on wykazany dla przypadku «” =0. Wynik ten implikuje, ze przy
spetnieniu hipotezy alternatywnej o wystepowaniu skokéw prawdziwe sa wzory

in

2GS, S = [(0dg() <0 4.4
XM LY - - [ 0dg() < (4.4)
(i-Dh
oraz
ih
e [ (©)da(r)
T R RN VS <0. 4.5)
[Xs];

[o*dt+ [ ()da(r)

(i=D)h (i-D)h
Z uwagi na nieobserwowalno$¢ kwartycznosci, statystyki G 1 H nie mogtyby by¢
stosowane w praktyce. W takiej sytuacji pomocne s3 wlasnosci wariacji wielopotggo-

wej. Na podstawie (2.7) 1 (2.8), mamy

I
= Huys J-O' (1)dt
(i~

4/3
‘}3+2J

[hgz 4/3

[4/3.4/3,4/3] _ o

{Xshi =0 ‘yj,i‘ ‘yj+1,i
=

oraz

p ih
'S ' J.O'4(t)dl‘.

(i~1)h

1
‘}G+li

1
‘)G+2J

n/513
LI 5—1[ i 1
{Xs): = Yiil |V
=

Pierwszy z tych wynikéw zostat zastosowany przez Huanga i Tauchena (2005), drugi

znajdujemy w pracach Barndorffa-Nilsena 1 Shepharda (2006) oraz Andersena i in.
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(2003a). Obydwa estymatory sg zgodne przy zalozeniu, ze X € SVJSM . Wobec tego
mozliwe jest wyznaczenie przyblizonych wartosci statystyk testowych (4.2) i1 (4.3) te-

stujacych wystepowanie skokéw w i-tym okresie dlugosci #. Przyjmuja one postac

6o e X X ] ) ¢

— N(0,9) (4.6)
oraz
) [1,1]
A= ! (”l Kol —1] 5 NO.9). (4.7)
JOX MM iy U LX),

W pracy Huanga i Tauchena (2005) znajdujemy pewna modyfikacje stosowanych
w powyzszych statystykach estymatoréw wariacji wielopotegowych. W celu uniknigcia
niedoszacowania wariacji wielopotgegowych, autorzy zaproponowali, by mnozy¢ ich

estymatory przez odpowiedni czynnik skalujacy. W ten sposob uzyskali nastgpujace

wzory:
115 I
{Xs}EU]: 57 zl, Vil [V _> ful IU ()dt,
(t/6)~ lj‘jHj (i-D)h
t/e 4/3 4/3 4/3 P
{X5}£4/3’4/3’4/3] =5 —— Zl, Viil Y| (Ve - /14/3 JO' (H)dt
(t/6)-2 Jj=1 ‘ " ‘ ! ‘ ! (i-)h

oraz

i =gt U8 IO ] 5 ot 0

o4 (t/é.)_s = i J+Li JH2,i J+3,i 1 i

Statystyki (4.6) i1 (4.7) odrzucaja hipoteze zerowa o niewystepowaniu skokow, jezeli
przyjmuja warto$¢ istotnie ujemng. Huang i Tauchen (2005) przedstawili znormalizo-

wang wersje statystyki (4.6). Przyjmuje on postaé

XY XD) 4 oy
\/519,U {X}llll

Logarytmiczna wersja powyzszej statystyki zostala wyznaczona za pomoca metody
delta przez Barndorff-Nielsena 1 Shepharda (2004c). Po znormalizowaniu wzor ten

mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci
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10g(ﬂ;2 {X(S}El’l])_log([X&]i) i N(O,l) (4.8)
VO X

Barndorff-Nielsen i Shephard (2006) 1 Huang Tauchen (2005) sugeruja, Ze staty-
styka (4.8) lepiej sprawdza si¢ w zastosowaniach praktycznych. W szczegolnosci, przy
jej stosowaniu znika problem zbyt czgstego odrzucenia hipotezy zerowej o nie wyste-
powaniu skokow. Statystyki te postuzg nam do weryfikacji wystepowania istotnych
skokow w szeregach notowan dziennych.

Omowimy teraz znormalizowang wersja statystyki ilorazowej. Wigze si¢ z tym

pojecie skoku relatywnego cf , ktory moze by¢ interpretowany jako procentowy udziat

skoku w dziennej wariancji:

R X [ X ), .
! {Xs1;

Statystyke (4.7) mozna zatem zapisa¢ w postaci

R
C .

d
B oy

Stosujac nierownos¢ Jensena, mamy

il
4
Jo Wt
X530 7 @on

Y e P
{ [ az(t)dt}

(i-1)h

>1.

Stad

R
C .

d
/ — N(0,9).
yomax(L ()1 /2

Znormalizowana wersja powyzszej statystyki dana jest wzorem

R
C .

d
: S N(O,)). (4.9)
Jagmaxft, 11

Z uwagi na czestotliwo$¢ danych musimy przyja¢ zatozenie, ze w ciggu jednego dnia
maksymalnie wystgpi¢ moze jeden skok. Ponadto, korzystajac z wzoru (4.5), mozemy

wyznaczy¢ przyblizong warto$¢ bezwzgledna skoku
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e, |~ TN — a2, 0, (4.10)

4.2. Testowanie skokow za pomocg tzw. wariancji

swapowej

Alternatywne podejscie do problemu testowania wystepowania skokow zostato zapro-
ponowane przez Jianga i Oomena (2008). Zasadnicza odmienno$¢ w stosunku do testow
wprowadzonych przez Barndorff-Nielsena i Shepharda polega na tym, Zze zamiast roznic
migdzy wariacja dwupotegowa a wariancja zrealizowang bada si¢ roznice pomigdzy
wprowadzong przez autorow tzw. wariancja swapowg a wariancjg zrealizowang.
Przyjmijmy, Ze proces cen logarytmicznych opisany jest nastgpujacym stocha-

stycznym réwnaniem rézniczkowym
AX, = (s, ~ A~ ()t + o (0)dB, + (o). @.11)

gdzie u, jest chwilowym dryfem, o°(¢) jest chwilowa wariancjg w sytuacji nie wystg-
pienia skoku, ¢, jest procesem liczacym ze skonczona chwilowa intensywno$cia A,
(0< 4, <o), natomiast c(¢) jest niezerowa zmienng losowa reprezentujacg skok ceny ze
srednig chwilowa réwna exp(c(t))—1=n7,. Oznaczmy przez S, proces ceny
(X, =InS,). Wowczas, stosujac lemat It6 dla rownania (4.8), otrzymujemy, ze

dS, 1S, = (u, ~ A, )dt + o(1)dB, + (expe(t) ~1)dg,.
Odejmujac stronami réwnania (4.11) 1 (4.12) uzyskujemy

2dS, /S, —dX,) = o> (t)dt + (expe(t) — c(t) - 1)dg, (4.12)

lub w postaci scatkowane;j
T T T
2((dS, /S, ~dx,) = [ o (t)dt + [ (expe(t) - c(t) ~1)dq,.
0 0 0

Z punktu widzenia finanséw, lewa strona réwnania moze by¢ zinterpretowana jako
skumulowane przyrosty ze strategii delta-zabezpieczajacej dwie krotkie pozycje w loga-
rytmicznym kontrakcie forward. Neuberger (1994) wykazal, Ze jezeli w procesie ceny

nie wystepuja skoki, to portfel delta-zabezpieczajacy kontrakt logarytmiczny moze do-
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skonale replikowa¢ wymiane wariancji. W przeciwnej sytuacji strategia replikujaca be-

dzie obcigzona losowym i niepoddajacym si¢ zabezpieczeniu btedem rownym
T
[(expe(t)—c(t)-)dg,. (4.13)
0

ZaleznoSci te sg podstawa konstrukcji testow na wystgpowanie skokdéw. Jiang i Oomen
(2008) wprowadzaja pojecie tzw. wariancji swapowej, ktora jest dyskretnym odpowied-
nikiem lewej strony rownania (4.12), w granicznym przypadku jest rowna wariancji

scatkowanej 1 wyraza si¢ wzorem
) M
SwVAI/I = 22 (Yj,i - yj,i)’

Jj=1

gdzie Y, jest zdefiniowany jako

Yj,i = (S(i—l)h+jé' _S(i—l)h+(j—l)§)/S(i—l)h+j5‘

Wobec tego, wykorzystujac fakt, ze wariancja zrealizowana jest estymatorem wariacji

kwadratowej procesu, czyli sumy wariacji scatkowanej 1 kwadratow skokow, mamy

0 gdy nie ma skokow w [(i —1)7,ih)

%LT(SWVA; ~ X)) = 2 ] (expc(t) — % c*(t)—c(t)—1)dq, poza tym. (4.14)

(i=1)h

Roznice SV, —[X,], moga by¢ wykorzystane do zbadania wystepowania skokow
w poszczegolnych okresach, w sposéb analogiczny, jak roznice g {X, 3" —[X,],
w testach Barndorff-Nielsena i Shepharda. Jednak w przeciwienstwie do nich, testy
Jianga 1 Oomena s3 testami obustronnymi, gdyz wyrazenie S,V,, —[Xs], moze przyj-
mowac wartosci zarowno dodatnie, jak 1 uyjemne. Wprowadzone przez Jianga i Oomena

statystyki testujace wystgpowanie skokow opisane sg nastepujacym twierdzeniem.

Twierdzenie 4.2.1. Zal6zmy, ze proces cen logarytmicznych jest opisany rownaniem

(4.11). Niech ponadto u, bedzie prognozowanym procesem z lokalnie ograniczong wa-

riacja, o’ (¢) bedzie procesem $cisle dodatnim i prawostronnie ciagtym z lewostronny-

mi granicami oraz takim, ze
T
j o (t)dt < o.
0
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Wowczas, przy zatozeniu hipotezy H, mowiacej, ze w przedziale czasowym
[(i —Dh,ih) nie wystepuja skoki, dla ponizszych statystyk przy o —0(d6 =h/M) za-
chodzi:

(1) Statystyka liniowa

3IM

\/,u6 Taﬁ (t)dt

(i-)h

SV —[X51) —d> N(0,1),

(i1) Statystyka logarytmiczna

ih
3IM j o (t)dt
G-y (InS, 7y, ~In[X;],)—>N(O,D),

\/,u6 Taﬁ (t)dt

(i-)h

(i)  Statystyka ilorazowa

in

IM J.O'Z (1)dt ]
(b [1 _ [Xf5 ] ] — N(0,1).
> S Vi(T)

\/ m J'a6 (1)dt

(i-D)h

Analogicznie jak w przypadku statystyk wprowadzonych przez Barndorft-
Nielsena i Shepharda (2006) praktyczne zastosowanie statystyk wymienionych w tezie
twierdzenia 4.2.1 umozliwi przyblizenie wariancji scalkowanej zrealizowana wariacja
dwupotggowa oraz sekstycznosSci za pomocg ilorazu wariacji czteropotegowe]

LLLLLI]

(X P23t Tub szeSciopotegowej {X ;) i u’. Stosujac statystyki
Jianga 1 Oomena w praktyce, podobnie jak w przypadku testow opisanych w poprzed-
nim rozdziale, musimy przyjac¢ zatozenie, ze w ciggu jednego dnia moze wystapi¢ co
najwyzej jeden skok. Na podstawie wzoru (4.13), tatwo zauwazy¢, ze w przypadku od-
rzucenia hipotezy zerowej o niewystepowaniu skokow w danym przedziale czasowym,

przyblizong warto$¢ skoku mozna wyznaczy¢ numerycznie z rownania

S Vi —[X,] =2expc(t)—c*(£)—2¢(t) 2. (4.15)
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4.3. Wplyw zaburzen mikrostruktury rynku na wariacje

wielopotegowe

Jak wiadomo, rzeczywisty logarytmiczny proces ceny, a wiec w konsekwencji takze
rzeczywiste zwroty tego procesu, sg zaburzone takimi czynnikami, jak dostepnos¢ no-
towan w dyskretnych odstgpach czasowych czy roznice w cenach oferowanych przez
nabywece 1 sprzedajacego. Na skal¢ zaburzen wptyw ma dobdr odpowiedniej czestotli-
wosci notowan. Z jednej strony, mogloby si¢ wydawaé, ze nalezatoby wykorzysta¢ da-
ne o mozliwie wysokiej czestotliwosci, z drugiej, okazuje si¢ jednak, ze takie dane sg
zanieczyszczone duzym szumem wynikajacym z silnej autokorelacji zwrotow wysokiej
czestotliwosci. W pracach Ait-Sahalii, Myklanda i Zhanga (2005) Bandiego i Russella
(2004) oraz Zhanga, Ait-Sahalii i Myklanda (2005) zatlozono, ze proces cen logaryt-

micznych wyraza si¢ wzorem
X, =X, +v,

gdzie X, jest rzeczywistym nicobserwowalnym procesem cen logarytmicznych a v

jest Scistym biatym szumem. Wobec tego, zwrot w przedziale dlugo$ci & mozna zapi-

sa¢ w nastepujacy sposob

Vis :Xz _Xz—zS :Xz _Xt75+ut_ut—5 :yt,§+77z,5’

gdzie yi s Jest rzeczywistym nieobserwowalnym zwrotem, natomiast 7, ; jest procesem
MAC(1). Silna autokorelacja szeregu 7, ; zwigksza dodatkowo powigzanie dowolnych

nastepujacych po sobie zwrotow 7,

w50 1 lusys Staje sig to zrodtem obceigzenia esty-
matoréw wariacji wielopotggowych (Andersen i in. 2007a).

Aby unikna¢ niepozadanych autokorelacji pomigdzy sasiednimi zwrotami intra-
day, w pracy Andersena i in. (2007a) wprowadzono tzw. przesunig¢te wariacje wielopo-
tegowe. Przy ich konstrukcji zamiast iloczyndéw kolejnych zwrotow stosuje si¢ iloczyny
zwrotow przesunigtych wzgledem siebie o dwie lub wigcej pozycji. Dodatkowo, w celu
unikniecia niedoszacowania estymatoréw wariacji wielopotggowych, zostaja one prze-
skalowane w ten sam sposob co w pracy Huanga i Tauchena (2005). Wéwczas przesu-
nigte o k pozycji, wariacje dwu-, troj-, i czteropotegowe wyrazaja si¢, odpowiednio,

wzorami
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2

L tls [’/ZL‘
X 5}51[}( 1 ‘ylz ‘y]+k+lz

(t/0)-2
t/ o [”5] 2k-2 4/3 4/3 4/3
(X }54/3,4/3,4/3] 5 I i T e T
o4i[k] (t/é) _4 = ‘ s ‘ ‘ JHk+1, ‘ J+2k+2, ‘
oraz
. 71 (S [t/6]-3k-3 | | | |
{X; }, = —(t/§)—6 £ ‘yj,i‘ ‘yj+k+l,i ‘yj+2k+2,i ‘yj+3k+3,i .

W praktyce najczesciej stosuje si¢ wariacje przesuniete o jedng pozycje. Wyrazaja si¢

one wzorami

l/§ [t/6]-2 1 1

P ALy Ay,
{ 5}1,[1] (t/é\) 2 = ‘y]al‘ ‘y./+2’l
(X 3413403 _ 5 t/o ”5 ‘y ‘4/3‘)}' ‘4/3‘)}' &

54i,[1] (t/é‘)—4 = Joi JH2,i JH4,i

oraz
t/é‘ t 5] 6

X [1,1,1,1] — —1 .
{ }, 1 (t/é,)_6 = ‘y/ l‘ ‘y/Jer ‘yj+4l ‘yj+6l

Zgodnie z tym, co wykazali Barndorff-Nielsen 1 Shephard (2004b), statystyka testowa
(4.9) z zastosowanymi przesunictymi wariacjami wielopotggowymi jako estymatorami
zmiennos$ci scatkowanej 1 kwartycznosci zachowuje asymtotyczeny rozktad normalny,
dlatego w czeséci empirycznej pracy wykorzystamy rowniez ilorazowg statystyke testo-
wa z przesuni¢tymi wariacjami wielopotegowymi. Ponadto przeprowadzone przez Hu-
anga i Tauchena (2005) symulacje Monte Carlo dowodza, ze daje ona zaskakujaco do-

bre rezultaty.

4.4. Nieparametryczne testy na wystepowanie skokow

Inne podejscie do testowania skokow zostato zaprezentowane przez Lee i Myklanda
(2007). Jego zaleta jest mozliwos¢ weryfikacji wystepowania skokow dla kazdego okre-
su intraday niezaleznie. Intuicja metody weryfikacji polega na ocenie wielkosci danego

zwrotu intraday 1 ocenie, czy jest ona na tyle mala, ze moze by¢ nastgpstwem samego
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ruchu Browna, czy na tyle duza, ze musiata zosta¢ dodatkowo wygenerowana przez
skok. Wprowadzone przez Lee 1 Myklanda (2007) statystyki testowe, podobnie jak sta-
tystyki wprowadzone przez Barndorff-Nielsena 1 Shepharda (2006) wykorzystuja zre-
alizowang wariacj¢ dwupotegowa jako miar¢ nie wrazliwg na skoki.

Statystyka  testujaca  wystepowanie skoku w  przedziale czasowym

(i+(j—-1)o,i+ jo) jest zdefiniowana jako znormalizowany zwrot, tj. zwrot umniejszo-

ny o lokalng $rednig 1 podzielony przez lokalne odchylenie standardowe:

Yii _ﬁ’l(i+j5)
o(i+jo)

L,(i+jo)=

gdzie
m(i+jo)=—— D Vi
K_ll:j—KHl

jest lokalng $rednia,

j-1

SRS
i+ jo)= X2 lj_K_é}l,iHyl—l,i‘

jest pomnozong przez 1 /(K —2) zrealizowang wariacja dwupotegowa, a K jest liczbg
notowan intraday wykorzystanych do wyznaczenia lokalnej zmienno$ci. W sytuacji gdy
badany szereg czasowy opisany jest procesem stochastycznym z czasem ciagglym bez
dryfu, przyjmujemy, ze m(i+ j&) = 0. Statystyka L, przy hipotezie H, o niewystepo-
waniu skoku w przedziale czasowym (i+(j—1)0,i+ jO) ma rozktad N(0,72). Przy
stosowaniu tego testu problemem pozostaje odpowiedni dobdr wielkosci K. Aby unik-
na¢ efektu skokow w estymacji zmiennosci chwilowej, K musi by¢ wystarczajaco du-
ze. Z drugiej strony, musi by¢ ono mniejsze od liczby obserwacji w ciggu dnia. Przyjete

przez Lee i Myklanda (2007) K =0,(6“), gdzie —1<a <-0,5, spelnia te zalozenia.

Autorzy ci jednocze$nie sugerujg przyjecie K =5, tak jak zostato to zrobione przez
Lahaye 1 in. (2007).

Opisana statystyka testowa zachowuje si¢ rdznie w zaleznosci od tego, czy hipo-
teza o istnieniu skoku jest przyjeta, czy odrzucona. W pierwszym przypadku statystyka
przyjmuje typowe wartosci dla rozktadu normalnego, w drugim jej wartosci sa bardzo
duze. Dlatego autorzy zaproponowali modyfikacje statystyki testowej, ktorej zadaniem

jest eliminacja takiej sytuacji. Zmodyfikowana statystyka testowa przyjmuje postacé
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max|L, i+ j&) - C,
S

n

- v,

gdzie w ma rozkiad P(y < x) = exp(—exp(—x)),

c _1/210gn_log7r+log(logn) g = 1
! m 2u2logn 1+]21logn

oraz n jest liczbg obserwacji. Wobec powyzszego na poziomie istotno$ci « hipoteze

zerowa mozemy odrzuci¢ jesli

- L, G+ é&)\ -C,

n

> B, (4.16)

gdzie f=—In(—In(1-a)).
W sytuacji, gdy badany proces nie posiada dryfu, a wigc, gdy przyjmiemy, ze
m(i+ jo)=0, wowczas statystyke LA# bedziemy oznaczaé przez L. Wyznaczone z

powyzszego réwnania wartosci krytyczne dla réznych poziomoéw istotnosci dane sg w

ponizszej tabeli

Tabela 4.1 WartoSci krytyczne rozkladu statystki L . dla réznych poziomow istotnosci.

Poziom istotnosci | Warto$¢ krytyczna | Poziom istotnosci | Wartos¢ krytyczna
0,05 2,97 0,001 6,91

0,01 4,6 0,05 7,6

0,5 5,29 0,0001 9,21

4.5. Badanie mocy i rozmiaru testOw na wystepowanie

skokow

Chociaz przedstawione w poprzednich podrozdziatach testy maja silng podstawe teore-
tyczng, wyjatkowo waznym zagadnieniem jest ocena ich przydatno$ci w praktyce.
W tym celu przeprowadzimy symulacje, ktére postuza nam do sprawdzenia stopnia
w jakim wariancja zrealizowana przybliza zmiennos$¢ scatkowang, a odpowiednie wa-
riacje wielopotegowe przyblizajg kwartycznos¢ 1 sekstycznos¢ w zaleznosci od czgsto-

tliwosci danych. Ponadto symulacje te wykorzystamy do oszacowania mocy i rozmiaru
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testow na skoki i dokonamy oceny wpltywu czestotliwosci danych na te wielkosci.
Rozwazymy dwa procesy z czasem cigglym. Pierwszy z nich, wprowadzony przez Nel-

sona (1990), opisany jest za pomocg nastgpujacego modelu z czasem ciagtym

dX, =o(t)dB",
do’(t) = O0lo— o’ (t)|dt + Eo° (t)dBY (4.17)

X, =x,,6°(0)=0,,

gdzie B" i B® s3 niezaleznymi wzgledem siebie ruchami Browna. Proces X, bedacy

rozwigzaniem uktadu (4.17) nazywany jest procesem GARCH z czasem cigglym. Drugi
z procesow, to proces GARCH z czasem cigglym ze skokami. Opisuje go nastepujacy

uktad rownan

dX, =o(t)dB" +c(t)dq,,
do’(t) = Olw— o’ (t))dt + Eo7 (t)dB'”,
c(t)~ N(0,57)

X, =x,, 0'2(0) = 0'02,

(4.18)

gdzie g, jest opisany procesem Poissona z parametrem A. Odpowiadajace okresowi

100 dni trajektorie procesow (4.17) oraz (4.18) zostaty uzyskane za pomoca dyskretyza-
cji Milsteina, przy wykorzystaniu jednominutowych odstepéw czasowych. Na rysunku

4.1 przedstawione s3 symulowane trajektorie procesu (4.1) z parametrami
0=0,035, =0,635, £=0,144 1 wartoSciami poczatkowymi x, =10, ag =0,5. Tra-
jektorie procesu (4.18) z tymi samymi parametrami, przy dodatkowym zatozeniu, ze
o’ =3 oraz, ze oczekiwana liczba skokéw w ciggu dnia wynosi 0,5, przedstawione sg

na rysunku 4.2.
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Rysunek 4.1. Symulowana trajektoria procesu opisanego X, ré6wnaniem (4.17) z parametrami 0 =

0,035, » = 0,065 i &= 0,144 oraz wartoSciami poczatkowymi x, =10 i o; =0,5. Ponizej trajekto-

ria wariancji chwilowej o (7).
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Rysunek 4.2. Symulowana trajektoria procesu opisanego X, rownaniem (4.17) z parametrami 0 =
0,035, = 0,065i&=0,144 i o-j = 3 oraz warto$ciami poczatkowymi x, =10 i o-g =0,5. Ponizej

trajektoria wariancji chwilowej &’ (¢) oraz rozmiar skoku.

W sytuacji nie wystepowania skokow w procesie, zarbwno wariacja dwupotegowa po-
mnozona przez u;, jak i wariancja zrealizowana sg estymatorami wariancji scatkowa-

nej (rozdziat 2.3.2). Na rysunku 4.3 przedstawiona jest wariancja zrealizowana 1 waria-
cja dwupotegowa wraz z wariancjg scatkowang procesu opisanego réwnaniem (4.17),

otrzymane na podstawie danych 5-minutowych.
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Rysunek 4.3. Wariancja scalkowana wraz z wyznaczona na podstawie danych 5-minutowych wa-
riancja zrealizowang oraz pomnozong przez u,;” wariacja dwupotegowa procesu opisanego réwna-

niem (4.17).

Jak wida¢ na rysunku (4.3), w sytuacji braku skokow w procesie cen logarytmicznych
wariacja dwupotggowa oraz wariancja zrealizowana przyblizaja wariancj¢ scatkowang
rownie dobrze. Rozbieznosci w warto$ciach dwoch estymatorow sg bardzo niewielkie,
co przemawia za matym prawdopodobienstwem popetnienia btedu I rodzaju przy sto-
sowaniu testow Barndorff-Nielsena i Shepharda, a wigc za matym rozmiarem tych te-
stow. Jezeli w procesie stochastycznym wystepuja skoki, woéwczas pomnozona przez
4> wariancja dwupotegowa przybliza zmienno$¢ scatkowang, natomiast wariancja
zrealizowana jest estymatorem wariancji scatkowanej wraz z kwadratami skokow (roz-

dziat 2.3.2). Na rysunkach 4.4 i 4.5 przedstawione s3 pomnozona przez x;° wariacja

dwupotegowa wraz z wariancjg scatkowang procesu (4.18) oraz wariancja zrealizowana
wraz z wariancjg scatkowang z kwadratami skokéw procesu (4.18). Jak wynika z wy-
kreséw, w sytuacji gdy w procesie cen logarytmicznych wystepuja skoki, wariacja
dwupotegowa nie jest juz tak dobrym estymatorem wariancji scatkowanej, jak w przy-
padku ich braku. Skoki wplywaja na zawyzenie oszacowania wariancji scatkowanej, co
moze mie¢ negatywny wpltyw na moc testu. Jednocze$nie obserwujemy, ze wariancja
zrealizowana bardzo dobrze przybliza wariancj¢ scatkowang z dodanymi kwadratami

skokow.
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Rysunek 4.4. Wariacja dwupotegowa (pomnozona przez u,” ) wraz z wariancja scalkowang proce-

su opisanego réwnaniem (4.18).
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Rysunek 4.5. Wariancja scalkowana z dodanymi kwadratami skokéw oraz wyznaczona na podsta-

wie danych 5-minutowych wariancja zrealizowana procesu opisanego réwnaniem (4.18).

Pomnozona przez 4, wariacja tréjpotegowa {X }*>*347) jest estymatorem kwar-

tycznos$ci (rozdziat 4.1). Wihasnos$¢ te wykorzystuje si¢ do konstrukcji wprowadzonych

przez Barndorff-Nielsena i Shepharda (2006) statystyk na wystepowanie skokéw. Ry-
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sunki 4.6 i 4.7 przedstawiaja pomnozong przez 4, ' wariacje trojpotegowa

{X 343480 Zestawiong z kwartycznoécig wyznaczong dla procesu opisanego ukla-

dem réwnan (4.17) 1 (4.18).
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Rysunek 4.6. Wyznaczona na podstawie danych 5-minutowych wariacja trojpotegowa pomnozona

przez u;*wraz z kwartyczno$cia procesu opisanego réwnaniem (4.17).
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Rysunek 4.7. Wyznaczona na podstawie danych S-minutowych wariacja tréjpotegowa pomnozona

przez u;*wraz z kwartycznos$cia procesu opisanego réwnaniem (4.18).
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Jak obserwujemy na rysunku 4.7, w sytuacji wystgpowania skokéw w procesie cen lo-

garytmicznych, wariancja trojpotegowa znaczaco zawyza oszacowanie kwartycznosci.

Wobec tego statystyki é, H oraz J sg niedoszacowanymi estymatorami statystyk G,

H oraz J. Jest to na pewno najslabsza strona zaproponowanego przez Barndorff-

Nielsena i Shepharda podejscia do testowania skokow.

Wykorzystywana w testach Jianga i Oomena wariancja swapowa wraz z warian-

cja scatkowang 1 wariancja zrealizowang przyktadowej trajektorii procesu (4.17) oraz

wariancja swapowa wraz z wariancjg scatkowang zsumowang z wyrazeniem (4.13) dla

trajektorii procesu (4.18) sa przedstawione na rysunkach 4.8 1 4.9.
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Rysunek 4.8. Wyznaczona na podstawie danych 5-minutowych wariancja swapowa i zrealizowana

wraz z wariancjg scalkowang dla przykladowej trajektorii procesu opisanego rownaniem (4.17).
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Rysunek 4.9. Wyznaczona na podstawie danych 5-minutowych wariancja swapowa wraz ze zsu-
mowang z wyrazeniem (4.13) wariancjg scalkowang dla przykladowej trajektorii procesu opisane-

go réwnaniem (4.18).

Z rysunkéw 4.8 1 4.9 widzimy, ze w sytuacji, gdy w procesie cen logarytmicznych nie
wystepuja skoki, wariancja swapowa jest rownie dobrym estymatorem wariancji scat-
kowanej, co wariacja zreazlizowna. Jesli natomiast proces cen logarytmicznych zawiera
skoki, woéwczas wariancja swapowa do$¢ dobrze przybliza wariancje scaltkowang zsu-
mowang z wyrazeniem (4.13).

7 rozdziatu 4.2 wiemy, ze pomnozona przez u;° wariacja sze$ciopotggowa
{X YIPPELLT Gest estymatorem sekstyczno$ci. Wiasno$¢ ta jest wykorzystana przez Jian-

ga 1 Oomena (2008) do konstrukcji statystyk na wystepowanie skokow. Na rysunkach

4.10 i 4.11 przedstawiona jest pomnozona przez u;° wariacja sze$ciopotegowa

{X LU Zestawiona z sekstyczno$cia wyznaczona dla procesu opisanego uktadem
rownan (4.16) 1 (4.17).

Jak wida¢ z rysunku 4.10 1 4.11, w sytuacji gdy w procesie cen logarytmicznych
pojawiaja si¢ skoki, wariacja sze§ciopotggowa moze znacznie zawyzyC oszacowanie
sekstycznosci. Jezeli w procesie nie ma skokow, to roéwniez doktadno$¢ oszacowania
pozostawia duzo do zyczenia. Brak mozliwosci uzyskania doktadnego oszacowania
sekstycznos$ci jest najwigksza wada testu 1 gldwnym czynnikiem mogacym negatywnie

wptyna¢ na jego rozmiar i moc.
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Rysunek 4.10. Wyznaczona na podstawie danych 5-minutowych pomnozona przez u;°® wariacja

sze$ciopotegowa wraz z sekstyczno$cia procesu opisanego réwnaniem (4.17).
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Rysunek 4.11. Wyznaczona na podstawie danych 5-minutowych pomnozona przez u,* wariacja

szeSciopotegowa pomnozona przez u,® wraz z sekstycznoscig procesu opisanego réwnaniem (4.18).
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Aby oceni¢ rozmiar testu, symulujemy trajektorie procesu cen logarytmicznych dla
10000 dni za pomoca modelu (4.17) z parametrami € =0,035, @ =0,635 oraz
£=0,144 i warto$ciami poczatkowymi x, =10 i o; =0,5. Do symulacji wykorzystu-
jemy dyskretyzacje Milsteina dla jednominutowych odstepéw czasowych. Nastepnie
tesujemy wystgpowanie skokow niezaleznie we wszystkich dniach, wykorzystujac r6z-
ne statystyki testowe, czgstotliwosci zwrotow oraz poziomy istotnosci. Rozmiar testu
szacujemy jako stosunek odrzucen hipotezy H, do liczby wszystkich badanych dni.
W celu oceny mocy testu dokonujemy symulacji proceséw dla okresu 10000 dni za po-
moca modelu opisanego rownaniem (4.18) z tymi samymi parametrami, umieszczajac

w losowym momencie kazdego dnia jeden skok, ktorego warto$¢ opisana jest rozkta-
dem N(0,0;) gdzie o;=3. Dla zmodyfikowane;j trajektorii przeprowadzamy testy
na wystepowanie skokdéw, podobnie jak robimy to wyznaczajac rozmiar testu. Moc te-
stu jest wowczas szacowana jako stosunek odrzucen hipotezy H, do liczby wszystkich

badanych dni.

W tabelach 4.2-4.4 zamieszczone sa oszacowania rozmiaru i mocy testow Barn-

dorff-Nielsena i Shepharda.

Tabela 4.2. Rozmiar i moc liniowego testu na skoki Barndorff-Nielsena i Shepharda w zaleznosci od

poziomu ufnosci i zastosowanych estymatorow zmiennos$ci scalkowanej i kwartycznoSci.

Czestot- |Estymatory |Rozmiar testu Moc testu
liwosé zm. scatk. i
notowa kw’ar.tycz— 0,95 0,99 0,995 10,999 10,95 0,99 0,995 10,999
nosci
5 min. | BV, TQ 26,41% | 18,58% | 15,95%| 12,05%] 93,07% | 91,74%| 91,38% | 90,56%
BV*, TQ* 6,97%| 2,23%| 1,44%| 0,56%] 89,45% | 87,63% | 87,06% | 85,69%
BV** TQ** 3,17%| 0,84%| 0,53%| 0,21%] 88,65% | 86,51% | 85,78% | 84,46%
10 min. | BV, TQ 34,67% | 27,80% | 25,45%| 21,07%] 92,54% | 91,39% ] 90,99% | 90,00%
BV* TQ* 7,72% | 2,92%| 2,09%| 0,93%] 86,71% | 84,38% | 83,54%| 82,16%
BV** TQ** 3,52%| 1,04%| 0,67%| 0,29%] 85,59% | 82,92% | 82,24%| 80,71%
30 min. | BV, TQ 44,37%| 40,25% | 38,61%| 35,66%] 90,46% | 89,51% | 89,24% | 88,67%

BV*, TQ* 10,05% | 4,85%]| 3,76%]| 2,19%] 80,70% | 77,43% | 76,45% | 74,39%
BV** TQ** 4,50%| 1,43%| 1,03%| 0,45%] 79,22%| 75,80% | 74,69% | 72,60%
60 min. | BV, TQ 51,07% | 47,71% | 46,75% | 44,56%] 92,86% | 92,22%| 91,97%| 91,68%
BV*, TQ* 12,76%| 7,33%| 5.88%| 3,92%]| 83,18%] 80,58%]| 79,75%| 77,84%
BV** TQ** 5,78% | 2,31%| 1,67%| 0,99%] 82,24% | 79,73%| 78,73% | 76,88%
120 min. | BV, TQ 57,05% | 54,75%| 53,95%| 52,25%] 88,02%| 87,31%| 87,12% | 86,54%
BV*, TQ* 15,76% | 10,63%| 9,03%| 7,09%]| 67,73% ]| 62,92%| 61,44% | 58,57%
BV** TQ** 7,08% | 3,70%| 2,87%| 1,71%] 65,68% | 61,12% | 59,56% | 56,77%
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Tabela 4.3. Rozmiar i moc ilorazowego testu na skoki Barndorff-Nielsena i Shepharda w zaleznoSci

od poziomu ufnosci i zastosowanych estymatoréw zmiennosci scalkowanej oraz kwartycznosci.

Czgstot- | Estymatory Rozmiar testu Moc testu
liwos¢  |zm. scatk. i
notowa kw’ar.tycz— 0,95 0,99 0,995 10,999 0,95 0,99 0,995 10,999
nosci
5 min.|BV, TQ 7,22%| 2,07%| 1,32%| 0,50%] 89,50% | 87,52% | 86,84% | 85,36%
BV*, TQ* 6,27%| 1,79%]| 1,13%]| 0,44%] 89,21%| 87,30%| 86,61% | 85,18%
BV** TQ** 2,70%| 0,66%| 0,43%| 0,14%] 88,34% | 86,04% | 85,26% | 83,72%
10 min. | BV, TQ 8,03%| 2,81%]| 1,87%]| 0,68%] 86,76% | 84,16% | 83,22% | 81,66%
BV*, TQ* 6,81%| 2,33%| 1,49%]| 0,51%] 86,36% 83,75%| 82,96% | 81,24%
BV** TQ** 2,79%| 0,75%| 0,46%| 0,22%] 85,18% | 82,16% | 81,28% | 79,53%
30 min. | BV, TQ 11,05% ] 4,50% ]| 3,28% | 1,62%]| 81,01%| 77,13%| 75,61%| 73,11%
BV*, TQ* 8,65%| 3,52%| 2,58%| 1,16%] 79,88% | 76,06% | 74,76% | 71,94%
BV#*, TQ** 3,25%| 0,83%] 0,55%]| 0,22%] 78,29%| 74,08%| 72,67% | 70,09%
60 min. | BV, TQ 14,74%| 7,26%| 5,52%| 3,25%] 83,79% | 80,33%| 79,19%| 76,41%
BV*, TQ* 10,80% | 5,11%| 3,91%| 2,37%]| 82,13%| 79,06% | 77,64% | 74,85%
BV#* TQ** 3,54%| 1,01%] 0,70%| 0,29%] 81,20%| 77,64%| 76,17%| 73,87%
120 min. | BV, TQ 19,42%| 11,40%| 9,38%| 6,36%]| 70,12% | 63,43%| 61,08% | 56,98%
BV*, TQ* 13,34%| 7,69%| 6,38%| 4,34%]| 65,52% | 59,46% | 57,28% | 53,24%
BV#* TQ** 3,92%| 1,10%] 0,77%]| 0,27%] 63,03%| 56,59%| 54,27% | 50,03%

Tabela 4.4. Rozmiar i moc logarytmicznego testu na skoki Barndorff-Nielsena i Shepharda w za-

leznos$ci od poziomu ufnosci i zastosowanych estymatoré6w zmiennoS$ci scatkowanej oraz kwartycz-

nosci.
Czestot- Estymatory |Rozmiar testu Moc testu
liwosé zm. scalk. 1
notowafi. fkwartycz-  [o95— 1099 10,995 [0,999 [0,95 (0,99 0,995 0,999
Nnosci
S min. | BV, TQ 5,90%| 1,37%]| 0,81%]| 021%] 89,13% | 86,97%| 86,26% | 84,46%
BV*, TQ* 520%| 1,18%]| 0,65%| 0,20%] 88.91% | 86,78% | 86,01% | 84,29%
BV** TQ** | 1,92%] 0,66%| 043%]| 0,14%] 87,79% | 86,04% | 85,26% | 83,72%
10 min. | BV, TQ 6,25%] 1,60%] 0,87%] 0,15%] 86,16% | 83,10% 82,21%] 80,15%
BV*, TQ* 522%| 1.24%| 0,71%] 0,12%] 85,66% | 82,81% | 81,81%| 79,80%
BV** TQ** | 1,88%| 0,75%| 0,46%]| 0,22%] 84,05% | 82,16% | 81,28%| 79,53%
30 min. | BV, TQ 7,04%] 1,94%] 1,07%] 0.28%] 79.20% | 73,96% | 72,10%| 68,05%
BV*, TQ* 548%| 1,43%]| 0,82%]| 021%] 78,06% | 73,05% | 71,00% | 67,14%
BV** TQ** | 1,58%| 0,83%]| 0,55%]| 0,22%] 76,05% | 74,08%| 72,67%| 70,09%
60 min. | BV, TQ 8.33%]| 2.30%]| 128%] 034%]| 81,25%| 75,38% | 73,10%) 67,89%
BV*, TQ* 587%| 1,61%]| 0,86%| 0,22%| 79.85%| 74,15% | 71,65% | 66,63%
BV** TQ** | 1,48%| 1,01%]| 0,70%]| 0,29%] 78,33% | 77,64%| 76,17%| 73,87%
120 min. | BV, TQ 9.23%| 2,51%)| 1.43%]| 0.22%] 61,85% | 49,05% | 43,53%| 30,11%
BV*, TQ* 6,17%| 1,73%]| 0,86%| 0,14%| 57,76%) 45,25% | 39,64% | 27,52%
BV** TQ** | 0,93%| 1,10%] 0,77%]| 0.27%| 54,42% | 56,59% | 54,27%| 50,03%

Zauwazmy, ze dla wszystkich trzech testéw im mniejsza jest czestotliwo$¢ danych, tym
rozmiar testu jest wiekszy, natomiast moc mniejsza. Sugeruje to konieczno$¢ stosowa-

nia mozliwie najwigkszej czestotliwosci notowan przy testowaniu skokéw w szeregach
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czasowych, pamictajac jednak, ze dla rzeczywistych szeregoéw czasowych przy wyso-
kiej czestotliwosci danych pojawiajg si¢ silne efekty mikrostruktury mogace wyraznie
znieksztalca¢ wyniki badan. Rozmiar testu jest zdecydowanie najwickszy dla statystyki
liniowej, co potwierdza sugesti¢ Barndorff-Nielsena i Shepharda (2006) oraz Huanga
i1 Tauchena (2005) ze statystyka ta moze istotnie zawyzac liczbe¢ wykrytych skokow.
Przy zastosowaniu nieprzeskalowanej wariacji dwupotggowej, wartos¢ ta jest tak duza,
ze dyskwalifikuje te statystyke w zastosowaniach praktycznych. Test ilorazowy i loga-
rytmiczny ma natomiast nieco mniejsza moc. Testy z przeskalowanymi wariacjami dwu
1 tréjpotegowymi maja nieznacznie mniejszy rozmiar i moc. Efekt ten jest nastgpstwem
mniejszych wartosci statystyk testowych. Chociaz estymatory te teoretycznie powinny
lepiej przybliza¢ zmienno$¢ scatkowang 1 kwartycznos$¢, jak wida¢ ich zastosowanie
w powyzszych statystykach nie ma istotnego wplywu na jako$¢ testow. Godny uwagi
jest natomiast ogromny spadek rozmiaru testu w sytuacji zastosowania przesunig¢tych
wariacji dwu- i trojpotegowych, przy jednocze$nie niewielkim ostabieniu mocy testu.
W najwiekszym stopniu jest to widoczne dla testu logarytmicznego. Wynik ten jest po-
twierdzeniem rezultatow otrzymanych przez Huanga 1 Tauchena (2005), wskazujacych
na zaskakujaco dobrg jakos¢ tego testu.

Analogiczne badania przeprowadzamy dla testu Jianga i Oomena (2008). W tabe-

lach 4.5-4.7 zamieszczone sg oszacowania rozmiaru i mocy testow.

Tabela 4.5. Rozmiar i moc liniowego testu Jianga i Oomena na skoki, w zaleznos$ci od poziomu uf-

nosci i zastosowanych estymatoréw zmiennosci scalkowanej i sekstycznosci.

Czestot- |Estymatory |Rozmiar testu Moc testu
liwosé sekstycznosci
notowa 0,95 0,99 0,995 10,999 10,95 0,99 0,995 10,999
5 min. | SS 742% | 2.21%| 1,35%| 0,52%] 94,18% | 93,54% | 93,39%| 92,92%
10 min. | SS 9,07% | 3,09%| 2,06%| 0,94%] 92,78% | 91,87% | 91,51%] 90,97%
30 min. | SS 14,30%| 6,96%| 5,39%| 3,31%] 90,05% | 88,31% | 87,83% | 86,96%
60 min. | SS 11,74%| 4,90%| 3,44%| 1,66%] 88,11%| 86,37% | 85,71%| 84,57%
120 min. | SS 34,23%| 25,80% ]| 23,61%| 19,71%] 87,37% | 85,10% | 84,37%| 82,65%
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Tabela 4.6. Rozmiar i moc ilorazowego testu Jianga i Oomena na skoki, w zaleznosci od poziomu

ufnosci i zastosowanych estymatoréw zmiennoSci scalkowanej i sekstycznosci.

Czgstot- Estymatory |Rozmiar testu Moc testu
liwosé zm. scalk. 1
notowan. fsekstycz- To95 1099 10,995 0,999 [0,95 0,99 0,995 0,999
nosci
5 min.|BV, SS 7,15%| 1,81%]| 1,08%| 0,35%] 94,06%| 93,39%| 93,18% | 92,73%
BV*, SS 7,16%| 1,81%]| 1,08%]| 0,35%] 94,06%| 93,39%| 93,18% | 92,73%
10 min. | BV, SS 831%| 247%| 1,60%| 0,52%] 92,56% | 91,48%| 91,10%| 90,47%
BV*, SS 8,35% | 2,48%| 1,60%| 0,52%] 92,57%| 91,49%| 91,10%| 90,47%
30 min. | BV, SS 11,79% | 4,92%| 3,55%| 1,75%]| 89,46% | 87,48% | 86,88% | 85,83%
BV*, SS 11,80% | 4,92%| 3,56%| 1,75%]| 89,47% | 87,49% | 86,88% | 85,84%
60 min. | BV, SS 17,47% | 9,69%| 7,90%| 4,85%]| 87,16% | 84,76% | 83,93% | 82,34%
BV*, SS 17,51% | 9,70%| 7,91%| 4,85%]| 87,16% | 84,76% | 83,93% | 82,34%
120 min. | BV, SS 28,39% | 19,54%| 17,14% | 13,61%]| 85,75% | 82,60% | 81,53% | 79,24%
BV*, SS 28,43%| 19,55%| 17,15% | 13,65%]| 85,76% | 82,60% | 81,53%| 79,24%

Tabela 4.7. Rozmiar i moc logarytmicznego testu Jianga i Oomena na skoki, w zaleznoS$ci od po-

ziomu ufno$ci i zastosowanych estymatoréw zmienno$ci scalkowanej i sekstycznosci.

Czestot- Estymatory |Rozmiar testu Moc testu
liwos¢ zm. scalk. 1
notowafi. |kwartyez-  [695 1099 10,995 10,999 [0,95 10,99 0,995 0,999
nosci
S min. | BV, SS 7.14%| 1,82%] 1,06%| 0,35%] 94,06%] 93,37% 93,18%] 92,73%
BV*, SS 714%| 1,82%| 1,07%] 0,35%] 94,06%| 93,38%| 93,18%] 92,73%
10 min. | BV, SS 8.26%| 243%| 1,56%] 0,51%) 92,58%) 91,49%] 91,10% | 90,45%
BV*, SS 827%| 244%| 1,58%] 0,51%) 92,58%] 91,49%| 91,10% | 90,45%
30 min. | BV, SS 11,74%| 4.87%]| 3,44%| 1,66%]| 89,46% | 87,47%) 86,94%| 85.81%
BV*, SS 11,74%| 4,90%]| 3,44%| 1,66%| 89,47% | 87,48%) 86,94%| 85,81%
60 min. | BV, SS 1729%| 9.59%]| 7,66%] 4.81%]| 86,99% | 84,82%) 84,09%| 82,30%
BV*, SS 1730%| 9.61%| 7.67%| 4.81%| 87,02% | 84,82%) 84,09%| 82,30%
120 min. | BV, SS 28,16% | 19,36% | 16,97%| 13,23%] 85,68% | 82,69% | 81,49%) 79,18%
BV*, SS 28,17%| 19,38% | 16,98%] 13,23%| 85.69%| 82.69% | 81,49%| 79,18%

Podobnie jak dla testow Barndorff-Nielsena 1 Shepharda, dla testow Jianga i Oomena
mozna zauwazy¢ wpltyw czestotliwosci notowan, wykorzystanych do oszacowania wa-
riacji zrealizowanej, wariacji dwupotegowej 1 sekstyczno$ci, na rozmiar i moc testow.
Dla wszystkich trzech testow obserwujemy wzrost rozmiaru i spadek mocy wraz ze
zmniejszajaca si¢ czgstotliwoscia. Jak tatwo zaobserwowad, statystyka ilorazowa 1 loga-
rytmiczna ma dla zdecydowanej wigkszo$ci przypadkéw wieksza moc i1 mniejszy roz-
miar od statystyki liniowej. Jednocze$nie mozna zauwazy¢, ze wielkosci te sg bardzo
zblizone dla statystyki ilorazowej i1 logarytmicznej. Ponadto widoczny jest znikomy

wplyw zastosowanego estymatora wariancji scatkowanej na wyniki testu.

86



Poréwnujac wyniki dwoch alternatywnych podejs¢ do testowania skokdw, mozna
zauwazyC, ze testy Barndorff-Nielsena maja w wigkszosci badanych przypadkow
mniejszy rozmiar, natomiast na korzys¢ testow Jianga i Oomena przemawia nieco wigk-
sza moc. Oznacza to, ze nie mozna jednoznacznie powiedzie¢, ktore testy sa lepsze
1 nalezaloby je w pierwszej kolejnosci zweryfikowaé w praktyce. Mozna oczekiwac,
ze testy Barndorff-Nielsena mogg w pewnym stopniu niedoszacowywac liczbe wykry-
wanych skokdéw w szeregach czasowych, natomiast testy Jianga i Oomena moga ja
przeszacowywac.

Poniewaz test Lee i Myklanda (2007) bada niezaleznie skoki we wszystkich okre-
sach §réddziennych, wobec tego w celu dokonania jego oceny zastosowali$my nieco
inne podejscie. Na poczatku, wykorzystujac dyskretyzacje Milsteina dla jednominuto-
wych odstepéw czasowych, przeprowadzamy symulacje procesu dobierajac dhugosé
trajektorii w taki sposob, aby otrzyma¢ 100000 notowan $roddziennych. Symulujemy
niezaleznie dwa procesy z czasem cigglym. Pierwszy bez dryfu opisany jest uktadem

réwnan

dX, =o(t)dB" +c(t)dg,
do’ (1) =0lw- o’ ()dt + £o° (1)dB?
c(t)~ N(0,07)

X, :xo,O'Z(O):aOz,

(4.19)

gdzie ¢, jest procesem Poissona z parametrem A. Za wszystkie parametry podstawiamy
takie same wartosci jak przy procesie danym réwnaniem (4.17). Za dodatkowe parame-
try o7 i A podstawiamy odpowiednio 3 i 0,001. Drugi proces rozni si¢ od poprzednie-
go funkcja dryfu w réwnaniu cen logarytmicznych. Opisany jest nastepujacym uktadem

roOwnan

dX, = k(u— X (t))dt + o(t)dB® +c(t)dg,
do’(t) = 0w — o> (t)]dt + o> (t)dB®>
c(t)~ N(0,57)

X,=x,,0°(0)=0,

(4.20)

z takimi samymi parametrami, jak proces dany rownaniem (4.19). Za parametry funkcji
dryfu podstawilismy odpowiednio wartosci 0,1 i 10,5. W tabelach 4.12 i 4.13 znajduja
si¢ sg oszacowania rozmiaru 1 mocy testow Lee 1 Myklanda (2007) wyznaczone przy

wykorzystaniu symulacji procesow opisanych rownaniami (4.19) 1 (4.20).
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Tabela 4.12. Rozmiar testu Lee i Myklanda na skoki, w zaleznosci od poziomu ufnosci i zastosowa-

nych estymator6w zmiennosci scalkowanej i seks tycznosci, wyznaczony przy wykorzystaniu symu-

lacji procesu opisanego rownaniem (4.19).

Czgstot- Statystyka | Rozmiar testu Moc testu
liwo$¢é testowa
notowan. 0,95 0,99 0,995 10,999 0,95 0,99 0,995 10,999
5 min. i
u 0,00%| 0,00%| 0,00%| 0,00%] 93,04%| 93,04% | 92,64% | 92,45%
L 0,00% | 0,00%| 0,00%]| 0,00%] 93,24%| 93,04% | 92,84%| 92,25%
10 min. i
u 0,00%| 0,00%| 0,00%| 0,00%] 85,12%| 84,91%| 84,51%| 83,89%
L 0,10%| 0,00%]| 0,00%| 0,00%] 85,93% | 85,12% | 85,02% | 84,30%
30 min. I
u 0,00%| 0,00%| 0,00%| 0,00%] 76,50% | 74,76% | 74,18% | 72,75%
L 0,00%| 0,00%| 0,00%| 0,00%] 76,33% | 74,80% | 74,11%| 72,54%
60 min. i
u 0,00%| 0,00%| 0,00%| 0,00%] 62,58%]| 60,18%| 59,28% | 57,70%
L 0,00%| 0,00%| 0,00%]| 0,00%] 62,49% | 59,92%| 59,09% | 57,48%
120 min. i
u 0,00%| 0,00%| 0,00%| 0,00%] 43,14%]| 40,20%| 39,03%| 36,27%
L 0,00%| 0,00%| 0,00%] 0,00%] 42,99%| 40,11%| 38,93%| 36,41%

Tabela 4.13. Rozmiar testu Lee i Myklanda na skoki, w zalezno$ci od poziomu ufno$ci i zastosowa-

nych estymator6w zmiennosci scalkowanej i seks tycznosci, wyznaczony przy wykorzystaniu symu-

lacji procesu opisanego rownaniem (4.20).

Czgstot- Estymatory |Rozmiar testu Moc testu
liwosé zm. scatk. i
notowan. kwrar.tycz- 0,95 0,99 0,995 {0,999 10,95 0,99 0,995 10,999
nosci
5 min. i
u 0,00%| 0,00%| 0,00%| 0,00%] 75,28% | 74,47%| 74,31%| 73,82%
L 0,00%| 0,00%| 0,00%]| 0,00%] 75,12%| 74,31%| 74,31%| 73,82%
10 min. i
u 0,00%| 0,00%| 0,00%| 0,00%] 80,18% | 78,90%| 78,62% | 77,43%
L 0,00%| 0,00%| 0,00%| 0,00%] 80,09% ]| 79,27%| 78,72% | 77,43%
30 min. I
u 0,00%| 0,00%| 0,00%| 0,00%] 74,59%| 73,27%| 72,58%| 71,06%
L 0,00%| 0,00%| 0,00%]| 0,00%] 74,59% | 73,20%| 72,45%| 70,96%
60 min. i
u 0,00%| 0,00%| 0,00%| 0,00%] 60,37% | 58,28% | 57,60%| 55,72%
L 0,00%| 0,00%| 0,00%]| 0,00%] 60,28% | 58,36% | 57,65% 55,65%
120 min. i
u 0,00%| 0,00%| 0,00%| 0,00%] 42,54%]| 39,63% 38,64%| 36,29%
L 0,00% ]| 0,00%]| 0,00% ]| 0,00%] 42,49% | 39,69% | 38,57%] 36,21%
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Na podstawie wynikow symulacji przedstawionych w tabelach 4.12 i 4.13, tatwo
zauwazyc¢, ze test Lee 1 Myklanda praktycznie nigdy nie odrzuca prawdziwej hipotezy
zerowej, co niewatpliwie jest jego ogromng zaleta. Podobny rezultat otrzymali Lee
1 Mykland (2007) ktorzy zastosowali prostszy model do symulacji. Sytuacja ta sugeruje
mozliwo$¢ zastosowania stosunkowo niskich pozioméw ufnosci, chociaz z tabeli 4.8
14.9 wynika, ze nawet dla bardzo wysokich poziomow ufnosci moc testu nie zmniejsza
si¢ znaczaco. Jest ona stosunkowo duza przy uzyciu danych wysokiej czestotliwosci,
niemniej dla danych 60 i 120 minutowych drastycznie spada, co w rezultacie przetozy

si¢ na znaczne zanizenie liczby wykrytych skokéw. Ponadto, dos¢ zaskakujacym spo-
strzezeniem moze by¢ fakt, ze statystyki L u 1 L zastosowane zaréwno do symulacji
procesu z dryfem, jak i bez dryfu, maja niemalze rowng moc. Sugeruje to mozliwos¢

zastosowania prostszego w implementacji i mniej czasochtonnego testu ze statystyka L,

bez wzgledu na charakterystyke procesu.
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5. Uogolniona metoda momentow

Wprowadzona przez Hansena (1982) Uogolniona Metoda Momentow nazywana w
skrocie GMM (Generalized Method of Moments) powstata przez uogolnienie opraco-
wanej przez Pearsona pod koniec XIX wieku metody momentow. Metoda momentow
stuzyta do estymacji parametrow takich jak $rednia, wariancja, mediana itp. Polegata na
porownaniu momentdw wyznaczonych z proby z nieobserwowalnymi teoretycznymi
wartosciami momentéw przy zatozeniu pewnego znanego rozkladu zmiennych. W ten
sposob otrzymujemy uklad réwnan, ktérego rozwigzaniem s3 oszacowania szukanych
parametréw. Metoda wprowadzona przez Hansena dotyczy estymacji parametréw
znacznie szerszego zbioru modeli statystycznych, w tym takze modeli dyfuzji. W tym
celu wykorzystali ja m.in. Chan 1 in. (1992). Inne przyktady jej zastosowan tej metody
mozna znalez¢ w podrecznikach Gourieroux i Jasiak (2001) Hamiltona (1994) czy Ve-
erbecka (2004). Jej zasadnicza idea jest zblizona do metody momentow i polega na do-
borze parametréw rozwazanego modelu w taki sposob, aby momenty modelu byly moz-
liwie bliskie momentom z préby. Dodatkowo wprowadza si¢ macierz wag, ktorej zada-
niem jest okreslenie wzglednego znaczenia kazdego momentu.

Zatozmy, ze {X = 1,2,...} jest wielowymiarowym procesem z czasem dyskret-
nym i ze dysponujemy skonczong liczbg jego realizacji. Model jest okreslony jako wa-

runkowy wektor warunkéw na momenty
[E[g(XHl’eO) | Tt] = 09

gdzie funkcja g jest L-wymiarowa funkcja wektorowa a 6, jest nieznanym wektorem

parametrow nalezacym do przestrzeni parametrow [P —R”. Ponadto przyjmiemy zato-

zenie, ze jesli @ nalezy do przestrzeni parametrow, to
[E[g(XHl,H) | 7—’,]= 0 tylko wtedy, gdy 6 =4,.

Sama warto$¢ wektora parametroéw 6, nie wystarczy do opisu funkcji wiarygodnosci.

Do konstrukeji modelu opisujacego generowanie danych potrzebne sg takze inne para-
metry.

Wybierzmy teraz K zmiennych instrumentalnych z,,,...,z,, 1 zastagpmy L wa-

runkowych restrykcji zbiorem KL brzegowych warunkéw na momenty
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E[z,,g,(X,,,0))]=0dla k=1,...,Koraz [ =1,...,L.

t+1°

Oznaczajac z, =(z,,,...,zx,)', zbibr brzegowych warunkéw na momenty mozemy zapi-

sa¢ w postaci

Elg(X

t+1°

6,)®z,]1=0. (5.1)

gdzie symbol ® oznacza iloczyn Kroneckera. Uogolniona metoda momentow polega
na aproksymowaniu powyzszych warunkéw na momenty i rozwigzaniu otrzymanego w

ten sposob uktadu rownan ze wzgledu na 6,. Ze wzgledu na wartosci KL oraz p mu-

simy rozwazy¢ trzy przypadki rozwigzania powyzszego problemu.

(1) Niedostateczna identyfikacja. Jesli liczba instrumentéw jest mniejsza od liczby

parametrow (KL < p), to nie ma dostatecznie wielu rownan, by moéc jedno-

znacznie wyznaczy¢ warto$ci parametrow.
(i) Doktadna identyfikacja. Liczba instrumentéw réwna jest liczbie parametrow.
(ii1) Nadmierna identyfikacja. Jesli liczba instrumentow jest wigksza od liczby para-

metréw (KL > p), to réwnan jest wigcej niz poszukiwanych parametréw, wobec

czego nie mozemy znalez¢ dokladnego rozwigzania. Przyblizone rozwigzanie

potrafimy znalez¢ aproksymacyjnie.

Zalozmy, ze (z,,X,,,) jest procesem stacjonarnym. Warto$¢ oczekiwana (5.1) moze

by¢ przyblizona wyrazeniem

1 T
?Zg(XHI?HO)@Zt'
t=1

Definicja 5.1.1. Jezeli KL > p, to estymator wektora parametréw 6, oparty na warun-
kach momentow (5.1) wektorze zmiennych instrumentalnych z, oraz dodatnio okreslo-

nej macierzy wag W dany jest wzorem

A

0 = argminJ,
4

gdzie

!/

J; {%ig(xﬁl,e)@zi W{%ig%lﬁ)@%} ©-2)
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Powyzszy estymator jest zgodny, a jego efektywno$¢ zalezy od macierzy wag. Fakt ten

orzeka nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 5.1.1. Estymator 0 jest zgodny, a ponadto zachodzi nastepujacy warunek
VT (0-6,)=N(O.2(0)),

gdzie
-1

%) %)
W)= |E|:a_§.,(Xt+l’90)®th| WE{@—;(XM,HO)@ZJ

B2 x oye: |wy Li X..0)®z WE 2E(x 0)®:
o Yo ‘ | JT x:1g +12 Y ‘ 0g Yo ‘

-1

g og
[E{%(leﬂeo)@%} W|E|:w(Xt+l’90)®th|

1 ¥V oznacza graniczng wariancj¢ dla dostatecznie duzego T .

5.1. Macierz wag

Jak wiadomo, w sytuacji gdy dysponujemy takg samg liczbg warunkéw na momenty jak
parametrow, woéwczas parametry sg doskonale dopasowane, natomiast funkcja (5.2)
przyjmuje dla nich warto$¢ 0. Jednakze, gdy warunkow na momenty jest wigcej niz
parametréw, konieczne jest wprowadzenie macierzy wag, ktéra okresla wzgledny
wpltyw poszczegdlnych momentdw na dany parametr. Hansen (1982) zaproponowat

wykorzystanie odwrdconej asymptotycznej macierzy kowariancji jako macierzy wag

[, 1< T
w _{ns[ﬁ;g()(tﬂ’eo)@%}} S (53)

Otrzymane w ten sposob oszacowania parametrOw majg najmniejszg wariancj¢ rowna

-1

. 0, 0
W)= [E[ag, (Xmﬁ)@zt} W[E{a—g,()(mﬁ)@%}
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Intuicyjnie, wigkszg wage otrzymuja warunki momentéw z mniejsza niepewnoscia. Ze
wzgledu na nieznang warto$¢ rzeczywistego wektora parametréw optymalna macierz
wag nie jest znana. Jej przyblizong posta¢ mozna wyznaczy¢ za pomoca nastgpujacej
procedury iteracyjnej

Wy=1

’

N 11 & 1 &
6, = arggrmn{?z(g()(m, 0)® zt} WO[?Zg(XM, 0)® zt}
t=1 t=1

W, =W"(6)

!

. 1 r 7 T
ezzargmin %zg(XHl’e)@Zt VVI|:%Zg(Xz+170)®Zt:|’
¢ L+ =l =1

!

A

1 7 ] r
¢, =argmin %Zg(Xmsg)@Zz an—1|:%zg(Xt+l79)®th|’

0 L4 = t=1

gdzie I, oznacza macierz jednostkowa stopnia m. Prowadzac iteracj¢ do n-tego kroku,

otrzymujemy tzw. n-stopniowa metode GMM. Metode nalezy stosowac tak diugo, az
funkcja celu przyjmie relatywnie mate wartosci. Pewnym problemem jest duza wrazli-

wos¢ metody na skalowanie danych. W celu uniknigcia tej niedogodnos$ci Clift (2003)
proponuje przyjecie za macierz W, macierzy [I, ® Z'Z]"', gdzie Z jest macierza, kto-
rej t-tym wierszem jest z,.

Macierz kowariancji S moze by¢ takze rozumiana jako macierz gestosci spek-
tralnych dla czestotliwosci 0. Istnieje wiele podejs¢ do jej estymacji. Newey 1 West
(1987) wykorzystali w tym celu jadro Bartletta. W og6lnej formie estymator macierzy

S mozna zapisa¢ w postaci (por. Burnside, Eichenbaum 1994, Den Haan, Levin 1996)

T-1 .
3 J
S = kl—1S.,
j—;—n [BT }5'_,
gdzie

1 < , :
? Z[g(XH—l’e)®Zt][g(Xt—j+190)'®Zt]dla] 20
t=j+1

1< , .
? Z[g(XH-l’e)®Zt][g(Xt—j+l>0)'®Zt]dla] <0

t=j+l

oraz k(x) jest funkcja wag okreslong za pomocg jadra Bartletta danego wzorem
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I-|x|dla]x|<1
k(x) =
0 poza tym.

Ponadto B, jest parametrem wygtadzania. Gallant (1987) zmodyfikowat posta¢ macie-

rzy kowariancji zastepujac funkcje wag k(x) jadrem Parzena wyznaczonym wzorem

1-6x"—6|x| dla0<|x|<0,5,
k,(x)=12(1-|x|)’ dla0,5<| x| <1,
0 poza tym.

Andrews (1991) natomiast zaproponowat funkcje wykorzystanie jadra kwadratowo-

spektralnego zdefiniowanego przez

st (x) =

25 [sin(6ﬂx/5)
1272°x*\ 6m/5

—cos(6mx/ 5)).

Jeszcze inne podejs$cia do wyznaczenia funkcji A(x) mozna znalez¢ w pracach Hansena
(1982) oraz Hansena i Hodricka (1980) gdzie wykorzystano w tym celu jadra obcigte.
Pewnym problemem pozostaje odpowiedni dobor parametru wygtadzania B,. Andrews
(1991) proponuje automatyczng procedur¢ doboru optymalnych wartosci B, dla rozne-
go rodzaju funkcji wagowych. Wykazal on, ze optymalna warto§¢ B, w sensie bledu

sredniokwadratowego rdwna jest
1,1447(a()T)"” dla funkcji wag k(x),

B =12,6614((2)T)"” dla funkcji wag k,(x) ,
1,3221((2)T)""” dla funkcji wag ks (X),

gdzie

B 2(Vecf(‘”)'W(Vecf("))

D= W T+ K0 (0)® £(0)

jest funkcja zalezng od nieznanej macierzy gestosci spektralnych danej wzorem
1 .
S(A)===>Q, exp(=ijA),
27 —
ktorej g-ta uogdlniong pochodng mozna przedstawi¢ w postaci

1 o0
(9) — ;
1 _Z,_E_J]'q Q,,
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gdzie Q, =E[u, (é)ut_ ; (é)'], natomiast ut(é) jest zaleznym od wektora oszacowan pa-
rametréw  wektorem reszt z modelu, natomiast K  speilnia zalezno$¢
vec(A4') = Kvec(A), gdzie A jest macierzg postaci (/,, 0,, ), gdzie J jest wymia-
rem procesu X,,a M <J jest wymiarem wektora momentow. Warto$¢ a(q) jest uza-

lezniona od macierzy W. W najprostszym przypadku za macierz tg przyjmuje si¢ ma-
cierz jednostkowa.

Andrews and Monahan (1992) zaproponowali, by przed zastosowaniem powyz-
szej procedury usuna¢ zaleznosci liniowe z reszt u, (é) za pomocg filtra AR(b). W tym

celu metoda najmniejszych kwadratéw estymuje si¢ model
A b ~
u,(0)=2 Au,(0)+e,.
k=1

Andrews (1991) wyznaczyl przyblizone wartosci (1) oraz a(2) w zaleznosci od osza-
cowan wspdlczynnika korelacji p, i wariancji &; otrzymanych z modelu AR(1) dla

kazdego sposrod M momentéw. Dane sg one wzorami

o apel
1 A ~
&(1): =1 (1_10[)6(1+p[)2
M ~4 >
o,
ZWI ~ 4
o (d=p)
$, 4070
[ ANS
. 5 (1-p)
(2)_ /lwl ~4

5.2. Warunki momentow

Warunki momentéw ustalaja takie wartosci parametréw, przy ktorych $rednie funkcji

g(X,,,,0,) przyjmuja warto$¢ 0. Bardzo proste ograniczenie mozna otrzyma¢ w opar-

ciu o Srednig szeregu czasowego X, . Jezeli
E(X)=n

to otrzymujemy warunek
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E (X, -u)=0.
Inne ograniczenie mozemy otrzymac¢ wykorzystujac wariancj¢ szeregu X,. Mamy
E(X,—u)’=0".

Wobec tego otrzymujemy wektor warunkoOw momentéw

ok o) o
X,-p-o*| |0

Zalézmy, ze dysponujemy teraz dwoma szeregami czasowymi X, i Y,. Oznaczmy

przez p,, u,, oy, o, i oy odpowiednio $rednie, wariancje oraz kowariancje szere-

gow X, 1Y,. Wowczas mozemy otrzymac nastgpujacy wektor warunkéw na momenty

X, — 1y
Y, — py
E| (X, —uy) -0y =
(Y, —u,) —oy

2
_(Xz_lu)()(Yz_:uY)_O-XY_ - -

S O O O O

5.3. Estymacja parametrow modeli dyfuzji

Metod¢ momentéw zamierzamy wykorzysta¢ do estymacji parametrow stochastycznych
réwnan rézniczkowych. Bierzemy pod uwage te same modele, ktore rozwazaliSmy w
rozdziale trzecim. Zauwazmy, ze $rednie i wariancje rézniczki stochastycznej dla od-

powiednich modeli dane sg wzorami

E (dX,)=x(u—-X,)dt i Var(dX,)=0c"dt
dla modelu Vasicka,

E (dX,)=x(u-X,)dt i Var(dX,)=c"X,dt
dla modelu Coxa, Ingersolla i Rossa, oraz

E (dX,)=x(u-X)dt i Var(dX,)=0c"X"dt
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dla modelu statej elastycznos$ci wariancji. Z uwagi na dostgpno$¢ danych w dyskretnych

odstgpach czasowych, musimy zastapi¢ rozniczke dX, przez zwrot y, = X, - X, ;. Po-
nadto wybieramy wektor zmiennych instrumentalnych z, =[1 X,]. Wowczas dla kaz-

dego z rozwazanych modeli dyfuzji otrzymujemy cztery momenty, ktére mozemy zapi-

sa¢ w postaci

{y,—K(u—Xﬁ

. }@[1 X7
(v, —x(u—-X)o) —oc°0

dla modelu Vasicka,

{y’_’((”_){’w o }@[l X1
(v, —xk(u—X,)0) —o°X,0

dla modelu Coxa, Ingersolla 1 Rossa oraz

|:y[ _K(/U_Xt)5

}@[1 X1
(v, —x(u—X,)0) -0’ X’'s

dla modelu CKLS.
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6. Modelowanie indeksow gieldowych i kursow

walutowych

Niniejszy rozdziat poswigcony jest ilustracji zastosowania procesow dyfuzji do mode-
lowania indeksow gietdowych oraz kurséw walutowych. W tym celu wykorzystaliSmy
przede wszystkim metode Phillipsa 1 Yu. Ponadto porownaliSmy otrzymane oszacowa-
nia parametréw dla rdznej czgstotliwosci danych $sréddziennych, a niezaleznie przepro-
wadzili§my estymacj¢ na podstawie danych dziennych. W celu oceny jakosci otrzyma-
nych oszacowan parametréw dokonaliSmy symulacji 1000 trajektorii z czgstotliwoscia
takg samg, jak w przypadku badanego szeregu i z parametrami zgodnymi z otrzymany-
mi za pomocg estymacji. Nastepnie niezaleznie estymowali§my parametry dla kazdej
trajektorii, a $rednie ich warto$ci poréwnaliSmy z otrzymanymi dla badanego szeregu.

Do modelowania procesow wykorzystaliémy niezaleznie trzy opisane w rozdzia-
le trzecim modele dyfuzji. Programy do estymacji i prognozowania procesOw finanso-
wych zostaty napisane w jezyku Matlab 7.0. Wykorzystuja one funkcje optymalizacyjng
fmincon, ktéra bazuje na algorytmie optymalizacyjnym Newtona. W kazdym kroku
algorytmu, przyblizenie Hessianu oraz jego odwrotnosci jest uaktualniane, odpowied-
nio, za pomocag algorytmu BFGS (Broyden, 1970; Fletcher,1970; Goldfarb, 1970;
Shanno, 1970) i DFP (Davidon, 1991). W celu lepszego dopasowania modeli w niekto-
rych przypadkach, badane szeregi zostaly pomnozone przez arbitralnie dobrany skalar
rowny 100.

Zastosowali$my rowniez niezaleznie, bardziej klasyczne podejscie do estymacji
parametréw modeli dyfuzji — opisang w rozdziale 5 uogdlniong metod¢ momentow.
W tym celu uzyliSmy pakietu procedur napisanych w jezyku Matlab przez Cliffa
(2003). Wykorzystuje on dwa podejscia do estymacji macierzy wag — klasyczne zapro-
ponowane przez Hansena (1982) oraz podej$cie bazujace na macierzach gestosci spek-
tralnej, ktérych zastosowanie ma na celu otrzymanie doktadniejszych oszacowan para-
metrow. Poniewaz specyfikacja modeli dyfuzji w procedurach Cliffa jest nieco inna od
przyjetej przez nas, otrzymane oszacowania parametrow oraz ich btedy standardowe
transformowaliSmy za pomocg metody delta. Umozliwito to konfrontacje wynikow z
otrzymanymi juz wczesniej za pomocg metody Phillipsa 1 Yu (2007). Zaleta uog6lnio-

nej metody momentow, podobnie jak metody Phillipsa i Yu, sg niskie koszty estymacji
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modeli z czasem cigglym. Metody te pozwalajg wyestymowa¢ model w czasie nie dtuz-
szym niz 10 sekund, podczas gdy powszechnie stosowane metody Bayesowskie potrze-
buja na to wiele godzin, co jest istotng przeszkoda w wykorzystywaniu ich w celach
praktycznych. Ogromne réznice w pracochtonnosci wynikaja z faktu, ze, jak wykazat
Kostrzewski (2006a), estymacja parametréw bayesowska metoda MCMC, cechujacy sig¢
wysokim procentem akceptacji wymaga od 8000 do 100000 realizacji, natomiast esty-
macja parametréw dwukrokowa metoda Phillipsa i Yu sprowadza si¢ do dwoch zagad-
nien minimalizacji, a uogo6lniona metoda momentéw do jednego bardziej rozbudowane-
g0. Z uwagi na to, ze proponowane przez nas metody wykorzystuja takze dane wysokiej
czestotliwosci, zbior informacji, na ktérych opiera si¢ estymacja jest o wiele wigkszy
niz we wczesniejszych metodach, w ktorych parametry estymowane sg na bazie noto-
wan dziennych. Sugeruje to wicksza doktadno$¢ estymacji, co zostanie zweryfikowane
przez prowadzone badania.

Dodatkowo wyznaczamy prognozy na podstawie dopasowanych modeli dyfuzji,
ktorych oszacowania parametréw otrzymano za pomocg obydwu metod estymacji. Po-
rownujemy réwniez ich jako$¢, a takze konfrontujemy je z prognozami otrzymanymi za

pomoca powszechnie stosowanych dyskretnych modeli parametrycznych.

6.1. Modelowanie danych dziennych za pomoca modeli

z czasem ciaglym

W niniejszym podrozdziale przedstawimy wyniki modelowania proceséw cen logaryt-
micznych generujacych dane dzienne. Parametry funkcji dyfuzji zostaly oszacowane za
pomoca metody Phillipsa i Yu — przez minimalizacj¢ funkcji (3.11) oraz oszacowanie
parametréw Sredniej metoda najwickszej wiarygodnosci zaproponowang przez Lanska
(1979). Oszacowania parametrow otrzymujemy rowniez niezaleznie, wykorzystujac
uogo6lniona metode momentow, stosujac dwa niezalezne podej$cia do estymacji macie-

rzy wag.

6.1.1. Prezentacja danych

Estymacje przeprowadzamy na podstawie dziennych logarytmicznych pozioméw in-
deksu WIG20 oraz wybranych indeksow z najwigkszych §wiatowych gietd a takze loga-
rytmicznych kurséw walutowych EURPLN oraz USDPLN. Wszystkie dane pochodza
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z okresu od 2 stycznia 2001 do 29 grudnia 2006. Statystyki opisowe badanych szeregow

przedstawione sg w tabeli 6.1.

Tabela 6.1. Statystyki opisowe dla dziennych logarytmicznych poziomoéw indekséw gieldowych oraz

dziennych logarytmicznych kurséw walutowych (pomnozonych przez 100).

Szereg liczba srednia | odch. skos- kurtoza | min. maks.
Notowan obs. std. nos¢

CAC40 1534] 8,3138 | 0,19922 | -0,1759 ] 2,0605 7,7845 ] 8,6993
DAX 1528 | 8,40231 | 0,24511 | -0,3745| 2,3597 7,6976 8,824
NASDAQ 1554 | 7,55651 0,1818 | -0,8033 3,0256 7,0158 | 17,9583
WIG20 1546 | 7,4555] 0,34958 | 04318 | 2,0328 6,8979 | 8,1745
EURPLN 1547 1,3977 | 0,08424 | 0,2545] 2,4275 1,2099 | 1,5875
USDPLN 1547 1,2952 | 0,11555 | -0,4426 1,6828 1,0496 | 11,4844

6.1.2. Omowienie wynikow empirycznych

Przy wykorzystaniu algorytmow optymalizacyjnych istotng role odgrywa odpo-
wiedni dobor wartosci startowych oszacowan parametrow. Aby uzyska¢ prawidlowe
oszacowania, waznym jest by wartosci te byly mozliwie bliskie rozwigzaniu optymal-
nemu. Jako wartosci startowe parametréw dryfu zdecydowaliSmy si¢ przyja¢ x =0 oraz
4 rowne Sredniej z proby. Za warto$¢ startowa dla o w modelach Vasicka oraz CIR
przyjmujemy oszacowanie tego parametru za pomocg estymatora wprowadzonego przez
Yoshid¢, natomiast w modelu CKLS, dla o przyjmujemy oszacowanie otrzymane
uprzednio dla modelu CIR, a dla A, 0,5. Okresem, dla ktorego liczymy wariancj¢ zre-
alizowang jest 1 miesigc. W tabelach 6.2-6.4 zaprezentowane sg oszacowania parame-
trow modeli Vasi¢ka, CIR i CKLS otrzymane dla dziennych logarytmicznych pozio-
méw indeksow CAC40, DAX, NASDAQ i WIG20 oraz logarytmicznych kurséw walu-
towych EURPLN i USDPLN za pomocg metody Phillipsa i Yu.

Tabela 6.2. Oszacowania parametrow modelu Vasi¢ka dla dziennych logarytmicznych pozioméw

indeksow CAC40, DAX, NASDAQ i WIG20 oraz kurséw walutowych EURPLN i USDPLN.

Szereg « P o

Notowan log.

CAC40 0,034582 8,3644 0,11064
DAX 0,042929 8,4174 0,12291
NASDAQ 0,0000258 7,5829 0,12692
WIG20 0,0012536 7,4681 0,16780
EURPLN 0,05541 1,3962 0,61923
USDPLN. 0,01663 1,0182 0,07361
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Tabela 6.3. Oszacowania parametrow modelu Coxa. Ingersolla i Rossa dla dziennych logarytmicz-
nych pozioméw indeksow CAC40, DAX, NASDAQ i WIG20 oraz kurséw walutowych EURPLN
i USDPLN.

Szere

notovfaﬁ log. K # 7

CAC 40 0,03683 8,3589 0,03826
DAX 0,044431 8,4169 0,042108
NASDAQ 0,081467 7,5632 0,045667
WIG20 0,00776 7,3712 0,052088
EURPLN 0,033182 1,3977 0,04953
USDPLN 0,017271 1,0285 0,06397

Tabela 6.4. Oszacowania parametrow modelu stalej elastycznos$ci wariancji dla dziennych logaryt-
micznych pozioméw indeksow CAC40, DAX, NASDAQ i WIG20 oraz kursow walutowych
EURPLN i USDPLN.

Szere

notowgar'l log. K # 7 P

CAC40 0,033606 8,3669 0,17815 -0,22647
DAX 0,041253 8,4177 0,43424 -0,59029
NASDAQ 0,081748 7,5632 0,72314 -0,85398
WIG20 0,010103 6,557 0,4757 -0,51843
EURPLN 0,047126 1,3937 0,13663 -2,3071
USDPLN 0,016646 1,0185 0,072919 0,033903

Niestety, oszacowania parametru  w modelu statej elastyczno$ci wariancji przyjmuja

wartosci ujemne dla wszystkich badanych proceséw poza procesem logarytmicznych
kursow USDPLN. Jest to sprzeczne ze specyfikacja modelu. Dlatego estymacje wyko-
nali$my dodatkowo dla danych pomnozonych przez stalg rowna 100. Oszacowania pa-
rametrow modelu CKLS dla rozwazanych szeregéw pomnozonych przez 100 przedsta-

wione sg w tabeli 6.5

Tabela 6.5. Oszacowania parametréw modelu stalej elastyczno$ci wariancji dla dziennych
logarytmicznych pozioméw indeksow CAC40, DAX, NASDAQ i WIG20 oraz kurséw walutowych
EURPLN i USDPLN.

Szere

notovfaﬁ log. K # 7 P

CAC40 0,03622 836,04 0,94563 0,36542
DAX 0,043841 841,71 1,5752 0,304
NASDAQ 0,00004 758,9 4,2643 0,16329
WIG20 0,001243 747,39 2,5869 0,28153
EURPLN 0,055173 139,62 7,7537 -0,045971
USDPLN 0,0036699 129,4 3,5784 0,1474

Oszacowania parametroOw otrzymane dla szeregu pomnozonego przez stata sg zgodne

ze specyfikacja modelu. Wyjatkiem pozostaje jedynie oszacowanie parametru [

otrzymane dla szeregu EURPLN, ktore przyjmuje niewielka co do wartosci bezwzgled-
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nej warto$¢ ujemng. Nietypowe wartosci parametru £ otrzymane dla szeregu cen loga-

rytmicznych mogg wynika¢ z problemow dobrania optymalnych wartos$ci poczatko-
wych, co prowadzi do wskazania przez algorytm optymalizacyjny odleglych od prawi-

dlowego rozwiagzania minimow lokalnych. Oszacowania parametru ¢ we wszystkich

przypadkach oscyluja w granicach $redniej z proby, jedynie dla procesu USDPLN
w modelu CIR i CKLS przyjmuja warto$¢ nizszg. Otrzymane oszacowania parametrow
K sugeruja, ze wszystkie procesy wykazuja dodatnie tempo zbiezno$ci do $redniej. W
tabelach 6.6-6.10 przedstawione s3 wyniki symulacji Monte Carlo, ktore przeprowadzi-

liSmy w celu oceny jakos$ci otrzymanych oszacowan.

Tabela 6.6. Srednie (odchylenia standardowe) oszacowaih parametréw otrzymanych w wyniku
przeprowadzenia symulacji Monte Carlo dla modelu Vasicka wykonane dla dziennych cen loga-

rytmicznych. Trajektorie otrzymane za pomoca dyskretyzacji Eulera.

Szereg

Zwrotow K # 7

CAC40 0,030872 8,2733 0,09944
(0,05107) (0,85916) (0,00294)

DAX 0,031424 8,3314 0,11013
(0,05064) (0,87869) (0,00333)

NASDAQ 0,041843 7,5533 0,11378
(0,05799) (0,40102) (0,00343)

WIG20 0,056302 7,4683 0,15037
(0,07403) (0,10174) (0,00449)

EURPLN 0,06596 1,4117 0,05552
(0,06948) (0,41286) (0,00163)

USDPLN. 0,0023573 1,016 0,065954
(0,00311) (0,02828) (0,00199)

Tabela 6.7. Srednie (odchylenia standardowe) oszacowan parametréw otrzymanych w wyniku
przeprowadzenia symulacji Monte Carlo dla modelu CIR wykonane dla dziennych cen logaryt-

micznych. Trajektorie otrzymane za pomoca dyskretyzacji Eulera.

Szereg
Zwrotdw K K °
CAC40 0,077122 8,4632 0,0343
(0,06193) (2,0276) | (0,0010553)
DAX 0,027166 833,73 0,37846
(0,047448) (92,091) (0,011192)
NASDAQ 0,052826 775,57 0,41004
(0,069508) (254,68) (0,012235)
WIG20 0,046332 855,26 0,467
(0,066019) (803,37) (0,014003)
EURPLN 0,064507 2,7698 0,044401
(0,07274) (5,2235) (0,00131)
USDPLN. 0,010319 102,45 0,57312
(0,027487) (14,948) (0,01736)
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Tabela 6.8. Srednie (odchylenia standardowe) oszacowan parametréw otrzymanych w wyniku
przeprowadzenia symulacji Monte Carlo dla modelu CIR wykonane dla dziennych cen logaryt-

micznych. Trajektorie otrzymane za pomoca dyskretyzacji Milsteina.

Szereg
Zwrotow K # 7
CAC 40 0,078272 8,3314 0,034284
(0,066706) (2,1105) | (0,0010245)
DAX 0,02743 8,3453 0,37749
(0,047531) (0,97326) (0,001139)
NASDAQ 0,052355 7,7931 0,040941
(0,065201) (2,8697) | (0,0012372)
WIG20 0,052036 7,8626 0,046689
(0,072821) (4,9835) | (0,0014052)
EURPLN 0,061181 2,8813 0,044339
(0,073508) (5,2243) | (0,0019033)
USDPLN 0,0090655 1,0234 0,057352
(0,02377) (0,14048) | (0,0017218)

Tabela 6.9. Srednie (odchylenia standardowe) oszacowaih parametréw otrzymanych w wyniku
przeprowadzenia symulacji Monte Carlo dla modelu CKLS wykonane dla pomnozonych przez 100

dziennych cen logarytmicznych. Trajektorie otrzymane za pomoca dyskretyzacji Eulera.

Szereg
ZWIOtOW K # 7 P
CAC40 0,053615 893,82 0,93884 0,35025
(0,067071) (630,74) (0,026205) | (0,0089899)
DAX 0,030938 835,19 1,5643 0,28863
(0,051703) (146,81) | (0,0036686) | (0,0042302)
NASDAQ 0,045635 834,65 4,2523 0,14703
(0,0676) (648,85) | (0,0069057) | (0,0042931)
WIG20 0,051708 927,62 2,577 0,26589
(0,067554) (991,36) (0,53681) (0,004315)
EURPLN 0,06261 287,76 5,1335 0,015907
(0,066085) (499,03) (0,18961) (0,001663)
USDPLN 0,055983 2324 3,5303 0,13031
(0,070474) (525,33) (0,29025) (0,042122)

Tabela 6.10. Srednie (odchylenia standardowe) oszacowan parametréw otrzymanych w wyniku
przeprowadzenia symulacji Monte Carlo dla modelu CKLS wykonane dla pomnozonych przez 100

dziennych cen logarytmicznych. Trajektorie otrzymane za pomocg dyskretyzacji Milsteina.

Szereg

ZWTotOw K H 7 P

CAC 40 0,061082 882,82 0,93893 0,35012
(0,067625) (651,41) (0,010118) | (0,0048638)

DAX 0,0269 824,56 1,5643 0,28874
(0,047802) (134,93) | (0,0036402) | (0,0041468)

NASDAQ 0,04576 849,42 4,2524 0,14711
(0,064299) (738,89) | (0,0071401) (0,004532)

WIG20 0,051807 865,52 2,5744 0,26598
(0,067854) (896,67) (0,073482) (0,011381)

EURPLN 0,062156 303,62 5,1267 0,015983
(0,067663) (508,58) (0,19686) | (0,0017298)

USDPLN 0,055478 248,91 3,5586 0,1271
(0,071179) (572,82) (0,24301) (0,027372)




Przedstawione w tabelach 6.6-6.10 wyniki symulacji Monte Carlo moga sugerowac
dosy¢ dobre dopasowanie modeli do badanych szeregéw. Srednie oszacowan parame-
trow s3 stosunkowo bliskie rzeczywistym parametrom symulowanych trajektorii,
co przemawia za dobrym dopasowaniem modeli do badanych szeregdw cen logaryt-
micznych. Wyjatkiem pozostaje szereg EURPLN, dla ktérego oszacowanie parametru

£ bylo ujemne. Réwniez $rednia oszacowan parametru g w modelach CIR i CKLS dla

logarytmicznego kursu USDPLN jest zawyzona. Odchylenia standardowe przyjmuja
niewielkie wartosci dla parametréw funkcji dyfuzji, natomiast dla parametréw dryfu
czesto sg one dosy¢ duze. Jednoczesnie mozna zauwazy¢, ze zastosowany schemat dys-
kretyzacji nie ma istotnego wptywu na wyniki symulacji, co potwierdzatoby wnioski
przedstawione w rozdziale 1.3.4.

Parametry rozwazanych modeli dyfuzji dla badanych procesow estymujemy
za pomocg opisanej w rozdziale 5 uogolnionej metody momentow. Wykorzystujemy
dwa rodzaje macierzy wag — wyznaczong na podstawie wzoru 5.1 oraz odwrocong
macierz gesto$ci spektralnej, z jadrem Bartletta oraz zaproponowanym przez Andrewsa

(1991) automatycznym doborem B, podobnie, jak zostalo to zrobione w pracy

Burnside’a 1 Eichenbauma (1994). We wszystkich przypadkach stosujemy metode
2-stopniowa, poniewaz zastosowanie kolejnych wyzszych rzedéw nie miato zauwazal-
nego wptywu na wyniki. Wraz z oszacowaniami parametrow przedstawiliSmy ich btedy
standardowe oraz za pomoca z-statystyki oceniliémy istotno$¢ parametréw. W tabelach
6.11-6.16 przedstawione sg wyniki estymacji otrzymane dla badanych proceséw cen

logarytmicznych.
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Tabela 6.11. Oszacowania parametréw modeli Vasicka, CIR i CKLS dla dziennych logarytmicz-
nych pozioméw notowan indeksu CAC40 wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz
p-wartosciami. Macierz wag wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta

z automatycznym doborem By (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- oszac. btad std. p-warto$¢ | oszac. biad std. p-warto$é
metr parametru parametru

Vasi- K 0,77537 0,5144 0,13193 -0,10636 0,54637 0,84568

¢cka U 8,3007 0,016013 0 8,1772 1,2844 0
o 0,21922 | 0,0074562 0 0,16926 0,011029 0

CIR K 0,78272 0,51441 0,12832 -0,10702 0,54654 0,84478
u 8,3 0,015698 0 8,1667 1,3701 0
o 0,075559 | 0,0026212 0 0,058477 | 0,0038484 0

CKLS K 0,41333 0,51608 0,42331 0,41333 0,56579 0,46517
u 8,3644 0,06804 0 8,3644 0,031674 0
o 5,6219 | 1,9953e+7 1 5,5273 | 4,0987e+7 1
Y] -4,8316 | 1,6875e+6 1 -4,8234 3,497e+6 1

Tabela 6.12. Oszacowania parametréw modeli Vasicka, CIR i CKLS dla dziennych logarytmicz-
nych pozioméw notowan indeksu DAX wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz
p-warto$ciami. Macierz wag wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta

z automatycznym doborem By (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- oszac. biad std. p-wartos¢ | oszac. blad std. p-wartos¢
metr parametru parametru

Vasi- K 0,98503 0,42709 0,021221 0,29613 0,48814 0,54417

¢ka u 8,3802 0,011515 0 8,4126 0,10643 0
o 0,2596 | 0,0074667 0 0,21296 0,011752 0

CIR K 0,99642 0,42713 0,019785 0,29529 0,48817 0,54535
u 8,3814 0,011245 0 8,4223 0,10342 0
o 0,088682 | 0,0026104 0 0,072836 | 0,0040696 0

CKLS K 0,51308 0,42989 0,23285 0,51308 0,49207 0,29724
u 8,4174 0,042271 0 8,4174 0,035067 0
o 5,4216 | 1,5493e+6 1 5,3016 | 2,9638e+6 1
B -4,2256 | 1,3524e+5 0,99997 -4,2147 | 2,6185e+5 0,99999
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Tabela 6.13. Oszacowania parametréw modeli Vasicka, CIR i CKLS dla dziennych logarytmicz-

nych pozioméw notowan indeksu NASDAQ wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz

p-wartosciami. Macierz wag wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta

z automatycznym doborem By (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- oszac. btad std. p-warto$¢ | oszac. biad std. p-warto$é
metr parametru parametru

Vasi- K 0,57683 0,56768 0,30973 0,91407 0,65302 0,16179

¢cka U 7,5811 0,033124 0 7,5811 0,011474 0
o 0,25871 | 0,0086133 0 0,26122 0,012449 0

CIR K 0,55553 0,56773 0,32798 0,91274 0,65303 0,1624
u 7,5802 0,035672 0 7,5827 0,011484 0
o 0,09368 | 0,0031515 0 0,094545 | 0,0045812 0

CKLS K 0,97411 0,57283 0,089232 0,97411 0,65404 0,13659
u 7,5632 0,011435 0 7,5632 0,010508 0
o 4,5291 | 1,5539e+5 0,99998 4,5291 | 2,5248e+5 0,99999
Y] -3,7814 17051 0,9998 -3,7814 27711 0,99988

Tabela 6.14. Oszacowania parametréw modeli Vasicka, CIR i CKLS dla dziennych logarytmicz-

nych pozioméw notowan indeksu WIG20 wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz

p-warto$ciami. Macierz wag wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta

z automatycznym doborem By (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- oszac. biad std. p-wartos¢ | oszac. blad std. p-wartos¢
metr parametru parametru

Vasi- K -0,12749 0,26647 0,63241 | -0,046178 0,29652 0,87626

¢ka u 6,5984 3,7383 0,077746 5,8391 119,53 0,96104
o 0,23064 | 0,0051101 0 0,2289 | 0,0061883 0

CIR K -0,13399 0,26647 0,61514 | -0,018692 0,29697 0,94982
u 6,6412 3,1012 0,032392 4,2921 26389 0,9987
o 0,084197 | 0,0018792 0 0,083224 | 0,0022749 0

CKLS K -0,11478 0,26662 0,6669 -0,11478 0,2995 0,70159
u 6,5059 5,5178 0,23855 6,5059 7,471 0,38399
o 1,7382 1,7331 0,31606 1,7382 2,3165 0,45315
g -1,007 0,49855 | 0,0025455 -1,007 0,66423 0,023415

106



Tabela 6.15. Oszacowania parametréw modeli Vasicka, CIR i CKLS dla dziennych logarytmicz-
nych kursow EURPLN wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-wartoSciami. Macierz

wag wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym doborem

Br (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- oszac. btad std. p-warto$¢ | oszac. biad std. p-warto$é
metr parametru parametru

Vasi- K 0,21788 0,44822 0,62697 0,20648 0,38127 0,5882

¢cka U 1,4042 0,032674 0 1,3017 0,067235 0
o 0,097497 0,003455 0 0,090876 0,002815 0

CIR K 0,11382 0,44825 0,79958 0,12246 0,38095 0,74791
u 1,3954 0,11933 0 1,2052 0,48349 0,012778
o 0,081746 0,002957 0 0,075631 0,002392 0

CKLS K 0,66227 0,46658 0,15598 0,66227 0,48771 0,17469
u 1,3962 0,003522 0 1,3962 0,003085 0
o 0,19205 0,037792 0 0,19205 0,079422 0,015715
Y] -2,0846 0,63495 0 -2,0846 1,1772 0,028276

Tabela 6.16. Oszacowania parametréw modeli Vasicka, CIR i CKLS dla dziennych logarytmicz-

nych kurséow USDPLN wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-wartoS$ciami. Macierz

wag wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym doborem

By (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- oszac. biad std. p-wartos¢ | oszac. blad std. p-wartos¢
metr parametru parametru

Vasi- K 0,024785 0,37506 0,94732 1 -0,027861 0,38533 0,94237

¢cka u -0,87534 1082,4 0,99935 2,9628 518,91 0,99545
o 0,10916 | 0,0027687 0 0,11048 | 0,0034796 0

CIR K -0,082606 0,37537 0,82585 -0,1662 0,38557 0,66649
u 1,9573 9,329 0,83385 1,5535 0,36673 0
c 0,095012 | 0,0024565 0 0,096997 | 0,0031672 0

CKLS K 0,19848 0,38145 0,6029 0,19848 0,4075 0,62627
U 1,0178 0,33384 | 0,0023378 1,0178 0,41927 0,015319
o 0,1295 | 0,0086007 0 0,1295 0,011701 0
B -0,68743 0,26642 0 -0,68743 0,39275 | 0,0025408

Przedstawione w tabelach 6.11-6.16 wyniki sugeruja bardzo stabe dopasowanie modelu

CKLS do badanych szeregéw cen logarytmicznych. We wszystkich przypadkach

otrzymujemy ujemne warto$ci oszacowan parametru S podobnie, jak dzialo to si¢
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w przypadku zastosowania metody Phillipsa i Yu. Dla indekséw gietdowych, biedy
standardowe oszacowan tego parametru oraz parametru o s3 bardzo duze, przez co
oszacowania te sg statystycznie nieistotne. Niestety zabiegi, ktore przyniosty poprawe
jakosci oszacowan w przypadku metody Phillipsa 1 Yu, nie przyniosty jej w przypadku
uogdlnionej metody momentéw. Modele CIR 1 Vasicka dopasowuja si¢ znacznie lepiej
do badanych szeregéw niz model CKLS, jednak bledy standardowe oszacowan parame-
trow w wielu przypadkach pozostaja nadal dos¢ duze. Dla wszystkich badanych szere-
gbéw, poza szeregiem notowan logarytmicznych indeksu DAX oszacowanie parametru
K pozostaje nieistotne. Oszacowania parametrow 4 1 o sg statycznie istotne. Oszaco-
wanie parametru u przyjmuje zwykle wartos$¢ bliska §redniej z proby, chociaz dla pro-
cesoOw logarytmicznych poziomow indeksu WIG20 jest od niej odlegle, a btedy stan-
dardowe przyjmuja duze wartosci. Ponadto obserwujemy, ze zastosowana macierz wag
nie ma istotnego wptywu na wyniki estymacji. W przewazajacej wigkszos$ci przypad-
kéw oszacowania parametrow oraz ich bledy standardowe przyjmuja zblizone warto$ci

bez wzgledu na zastosowang macierz wag.

6.2. Modelowanie procesow na podstawie danych ultra

wysokiej czestotliwosci

W niniejszym podrozdziale podejmujemy probe estymacji parametrow modeli Vasicka,
CIR oraz CKLS, wykorzystujac w tym celu dane wysokiej czgstotliwosci. Jednoczesnie
zamierzamy oceni¢ wplyw czestotliwosci notowan na wyniki estymacji, a takze ocenic,
w jakim stopniu poprawila si¢ jako$¢ otrzymanych oszacowan parametréw w stosunku

do oszacowan otrzymanych na podstawie danych dziennych.

6.2.1. Prezentacja danych

Do badania wykorzystaliSmy notowania intraday indeksow CAC40, DAX, NASDAQ
1 WIG20 z okresu od 3 czerwca 2006 do 29 grudnia 2006 oraz kursow walutowych
EURPLN i USDPLN z tego samego okresu. Notowania $réddzienne dostgpne sg w pig-
ciominutowych odstepach czasowych, natomiast kursy walutowe w dziesi¢ciominuto-
wych. W przypadku indeksu WIG20 do estymacji parametréw wykorzystane zostaly

dane pigcio-, dziesigcio-, dwudziesto- i czterdziestominutowe, natomiast w przypadku
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pozostalych indeksow, dane piecio- i dziesigciominutowe oraz poélgodzinne. Parametry
modeli dyfuzji dla kursow walutowych szacowaliémy na bazie danych dziesi¢ciominu-
towych, potgodzinnych oraz godzinnych W tabeli 6.17 przedstawione sg statystyki opi-

sowe wszystkich rozwazanych szeregdéw notowan i kursow logarytmicznych.

Tabela 6.17. Statystyki opisowe szeregow logarytmicznych pozioméw indeksow gieldowych oraz

logarytmicznych kurséw roznej czestotliwosci.

Szereg liczba srednia odch. skos- kurtoza | min. maks.
Notowan obs. std. nosé

CAC 40 5min. 13056 8,5587 ] 0,39808 | -0,3621 2,1680 8,4583 8,6221
CAC 40 10min. 6528 8,5588 0,3981 | -0,3620 2,1682 8,4588 8,622
CAC 40 30min. 2176 8,5588 | 0,39818 | -0,3614 2,1693 8,4601 8,6221
DAX 5min. 13056 8,7032 | 0,55348 | -0,0141 1,8083 8,589 8,7987
DAX 10min. 6528 8,7032 | 0,55338 | -0,0140 1,8084 8,5899 8,7982
DAX 30min. 2176 8,7032 0,5536 | -0,0144 1,8091 8,5906 8,7981
NASDAQ 5min. 9228 7,7229 | 0,61788 | -0,1699 1,6133 7,6076 7,8117
NASDAQ 10min. 4614 7,7229 | 0,61793 | -0,1702 1,6134 7,6076 7,8116
NASDAQ 30min. 1538 7,7229 1 0,61809 | -0,1717 1,6140 7,6076 7,8116
WIG20 5 min. 10080 8,0367 | 0,46201 0,4003 2,1727 7,9491 38,1402
WIG20 10 min. 5040 8,0367 | 0,46204 0,4001 2,1724 7,9497 38,1402
WIG20 20 min. 2520 8,0367 0,4621 0,4019 2,1727 7,9504 38,1402
WIG20 40 min. 1210 8,0367 | 0,46195 0,4033 2,1748 7,9533 8,1402
EURPLN 10 min. 6804 1,3608 | 0,18671 0,1946 2,0333 1,3281 1,4061
EURPLN 30 min. 2268 1,3608 | 0,18657 | 0,19403 2,0306 1,329 1,4051
EURPLN 60 min. 1134 1,3608 | 0,18652 ] 0,19107 2,0281 | 1,32938 1,4043
USDPLN 10 min. 6804 1,1128 | 0,31255 | -0,55225 2,2467 1,0481 1,1721
USDPLN 30 min. 2268 1,1128 | 0,31251 ] -0,55147 2,2454 1,0481 1,1721
USDPLN 60 min. 1134 1,1128 | 0,31248 | -0,55341 2,2437 1,049 1,1711

Latwo zaobserwowac, ze szeregi czasowe bez wzgledu na wykorzystang czgstotliwosé
majg bardzo zblizone statystyki opisowe, wobec czego oszacowania parametrow modeli

opisujacych procesy generujace te szeregi powinny by¢ rowniez zblizone.

6.2.2. Omowienie wynikow empirycznych

W tabelach 6.12-6.17 zaprezentowane sg oszacowania parametrow modeli VaSicka, CIR
1 CKLS dla procesu logarytmicznych pozioméw indeksoéw gietdowych oraz logaryt-
micznych kursow walutowych w zalezno$ci od wykorzystanej czestotliwosci. UzyliSmy
niezaleznie dwéch rodzajéw estymatoréw wariancji zrealizowanej [X ] oraz [X].
Wartosci startowe przyjmowaliSmy w taki sam sposob, jak dla danych dziennych. Wy-

niki estymacji otrzymane za pomocg dwukrokowej metody Phillipsa i Yu zamieszczone

sg w tabelach 6.18-6.21.
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Tabela 6.18. Oszacowania parametré6w modelu Vasicka dla procesow logarytmicznych pozioméw

indekséw gieldowych, w zalezno$ci od czestotliwosci danych wykorzystanych do estymacji.

Est. wariancji

2 3
zrealizowanej [X;] [X;]
Szereg
notowan log. K # @ K u o
CAC40 5min. 0,01421| 8,6185]| 7,6554]| 0,01445 8,618| 9,6937

CAC40 10min. 0,01452| 8,6175| 7,0727] 0,01450| 8,6178| 9,0012
CAC40 30min. 0,01456| 8,6184| 6,2694]| 0,01415] 8,6193| 7,9243

DAX 5min. 0,00270| 9,1338| 7,1615] 0,00317 9,077| 17,8021
DAX 10min. 0,00282 9,116 6,3962]| 0,00323 | 9,0693| 6,9923
DAX 30min. 0,00276| 9,1321| 5,2144] 0,00279| 09,1273 | 5,8054

NASDAQ Smin. | 0,00535| 7,8756| 7,8256] 0,00559| 7,8732| 9,9976
NASDAQ 10min.] 0,00569| 7,8675| 7,9012] 0,00585| 7,8667| 9,7907
NASDAQ 30min.] 0,00568| 7,8667| 5,0041] 0,00592| 7,8652| 8,4877
WIG20 5 min. 0,04811 8,058 13,415] 0,05210| 8,0563| 17,554
WIG20 10 min. 0,04735| 8,0587| 13,414] 0,04820| 8,0579| 16,326
WIG20 20 min. 0,04682| 8,0584| 11,766 0,04698 | 8,0584| 15,648
WIG20 40 min. 0,04661 | 8,0591 11,11] 0,04589| 8,0589| 12,564

Tabela 6.19. Oszacowania parametrow modelu Vasicka dla procesow logarytmicznych kursow

walutowych, w zaleznoSci od czestotliwo$ci danych wykorzystanych do estymacji.

Est. wariancji
zrealizowanej
Szereg
notowan log.
EURPLN 10min. | 0,04716| 1,3503| 5,2326] 0,04688| 1,3503| 5,7738
EURPLN 30min. | 0,04152| 1,3494| 4,3609] 0,04381| 1,3496| 4,9996
EURPLN 60min. | 0,03967 1,349 | 3,6433] 0,04245] 1,3492| 4,0199
USDPLN 10min. | 0,01847| 1,0734| 6,6913]| 0,01944| 1,0741| 17,7978
USDPLN 30min. | 0,01771| 1,0718| 5,6871| 0,01861| 1,0724| 6,9305
USDPLN 60min. | 0,01687| 1,0697| 3,3782] 0,01781| 1,0706| 5,6939

[X;] [X;]

K U o K U o

Tabela 6.20. Oszacowania parametréw modelu Coxa, Ingersolla i Rossa dla proceséow logarytmicz-

nych pozioméw indeks6w, w zalezno$ci od czestotliwosci danych wykorzystanych do estymacji.

Est. wariancji

2 3
zrealizowanej [X;] [X;]
Szereg
notowan log. K H 7 K H 7
CAC40 5min. 0,01427| 8,6181| 0,02613] 0,01453| 8,6177| 0,03309

CAC40 10min. 0,01449| 8,6177| 0,02414| 0,01458| 8,6174| 0,03098
CAC40 30min. 0,01455| 8,6184| 0,0214] 0,0142 8,619 0,02704

DAX 5min. 0,00272| 9,1319| 0,02421] 0,00312| 9,0828 | 0,02636
DAX 10min. 0,00283| 9,1139| 0,02163| 0,00322 9,071| 0,0236
DAX 30min. 0,00277| 9,1313| 0,01762| 0,00276| 9,1317] 0,01959

NASDAQ S5min. | 0,00532| 7,8764| 0,02812] 0,00558 | 7,8738| 0,35878
NASDAQ 10min.] 0,00566| 7,8684| 0,02838] 0,00585| 7,8668| 0,35115
NASDAQ 30min.] 0,00566| 7,8675| 0,01792] 0,00590| 7,8655| 0,30453
WIG20 5 min. 0,05246| 8,0566| 0,05630] 0,05211| 8,0563| 0,06174
WIG20 10 min. 0,04817| 8,0580| 0,04994| 0,04842| 8,0577| 0,05749
WIG20 20 min. 0,04690 | 8,0582| 0,04523] 0,04698 | 8,0584| 0,05511
WIG20 40 min. 0,04587| 8,0589| 0,05139] 0,04595| 8,0588| 0,04417
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Tabela 6.21. Oszacowania parametré6w modelu Coxa, Ingersolla i Rossa dla proceséw logarytmicz-

nych kurséw walutowych, w zaleznosci od czestotliwo$ci danych wykorzystanych do estymacji.

Est. wariancji
zrealizowanej
Szereg
notowan log.
EURPLN 10min. | 0,04452| 1,3501| 0,04406] 0,04688| 1,3503| 0,04964
EURPLN 30min. | 0,04227| 1,3504| 0,03760] 0,04384| 1,3496| 0,04297
EURPLN 60min. | 0,03945| 1,3489| 0,31348] 0,04249| 1,3492| 0,03462
USDPLN 10min. | 0,02291| 1,0893| 0,06358] 0,01945]| 1,0741| 0,07472
USDPLN 30min. | 0,01748| 1,0893| 0,05402] 0,01870| 1,0726| 0,06683
USDPLN 60min. | 0,01657| 1,0691| 0,03147] 0,01784| 1,0707| 0,05476

[X7] [X;]

K y7, o K y7, o

Proba modelowania badanych procesow cen logarytmicznych przyniosta podobne efek-
ty, jak w przypadku danych dziennych. Dlatego réwniez w tym przypadku zdecydowa-
lisSmy si¢ wykorzysta¢ szeregi notowan logarytmicznych pomnozone przez 100. W tabe-
lach 6.22-6.23 przedstawione sg oszacowania parametroOw otrzymane na podstawie

przeskalowanych szeregéw cen logarytmicznych

Tabela 6.22. Oszacowania parametréw modelu stalej elastyczno$ci wariancji dla proceséw loga-
rytmicznych pozioméw indekséw pomnozonych przez 100, w zaleznosci od czestotliwosci danych

wykorzystanych do estymacji.

e 2 )
d]
Szereg
notowan log. K # 7 P K # 7 P
CAC40 5min. 0,01423| 861,86| 0,79041| 0,33597] 0,01443| 861,82 0,81795 | 0,34478

CAC40 10min. 0,01444 861,8| 0,71105| 0,34001] 0,01451| 861,79| 0,93337 | 0,31552
CAC40 30min. 0,01454| 861,86 0,59247| 0,34919] 0,01415] 861,93 | 0,90283 | 0,30006

DAX 5min. 0,00270| 913,27| 0,8888| 0,30791] 0,00311| 908,34| 1,2013 | 0,27434
DAX 10min. -0,00032 | 508,07 | 0,84166| 0,29901] 0,00321| 907,18 | 1,0196 | 0,28206
DAX 30min. 0,00276| 913,16 0,61154| 0,31574] 0,00276 | 913,22| 0,99593 | 0,25762

NASDAQ 5min. | 0,00533| 787,62| 0,84298| 0,33469] 0,00559| 787,35| 1,056l | 0,31999
NASDAQ 10min.] 0,00567| 786,81 | 0,83711| 0,33703] 0,00586| 786,65| 1,0011 | 0,32451
NASDAQ 30min.] 0,00569| 786,66| 6,7136|-0,04430] 0,00591| 786,52| 0,93774 | 0,31306
WIG20 5 min. 0,05156| 805,62| 1,8623| 0,30433] 0,05202] 805,63| 2,3953 | 0,27599
WIG20 10 min. 0,04823| 805,79 1,2654| 0,35263] 0,04813 ] 805,79| 1,6962 | 0,3172
WIG20 20 min. 0,04692| 805,84 0,80735| 0,40048] 0,04690 | 805,84| 2,3243 | 0,26347
WIG20 40 min. 0,04671 805,9| 0,73773 | 0,40487] 0,04589| 805,89| 0,4396 | 0,47955
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Tabela 6.23. Oszacowania parametréw modelu stalej elastycznosci wariancji dla procesow loga-
rytmicznych kurséw walutowych pomnozonych przez 100, w zaleznos$ci od czestotliwo$ci danych

wykorzystanych do estymacji.

Est. wariancji
zrealizowanej
Szere
noto“%aﬁ log. K H 7 p K H 7 P
EURPLN 10min. | 0,04674| 135,02| 0,12127| 0,76677] 0,04678 | 135,03] 0,17347 | 0,69359
EURPLN 30min. | 0,04109| 134,93| 0,07633| 0,8253] 0,04366| 134,95]0,11895 | 0,7411
EURPLN 60min. | 0,03932| 134,89| 0,06846| 0,80956] 0,0423| 134,92 0,07901 | 0,77996
USDPLN 10min. | 0,01956| 107,43| 2,0261| 0,26423] 0,01958| 107,43 | 2,3365 | 0,23411
USDPLN 30min. | 0,01840| 107,19] 0,13109| 0,82119] 0,01836| 107,18 | 0,09847 | 0,8833
USDPLN 60min. | 0,01759 107 | 0,07823| 0,88963] 0,01767| 107,02] 0,15954 | 0,73803

[X;] [X;]

Oszacowania parametréw otrzymane dla indeksow gietdowych przyjmuja zblizone war-
tosci niezaleznie od czestotliwosci notowan, co przemawia za dobrym dopasowaniem
si¢ modelu do szeregu danych. Jedynie oszacowania parametrOw zaznaczone na szaro
odbiegaja znaczaco od oszacowan otrzymanych dla innych czestotliwo$ci. Przypusz-
czalnie jest to nastgpstwem btedoéw algorytmu minimalizacyjnego, ktory zwrécit warto-
$ci oszacowan dla jednego z miniméw lokalnych. Wraz ze spadkiem czestotliwosci ob-
serwujemy tylko nieznaczny spadek oszacowania parametru o w przypadku modeli
Vagicka i CIR oraz wartoéci X/ w przypadku modelu CKLS. Moze by¢ to konse-
kwencja nizszego wplywu efektow mikrostruktury na dane o mniejszej czgstotliwosci.
Jednocze$nie sugeruje to mozliwo$¢ wykorzystania danych intraday o mniejszej czgsto-
tliwosci do modelowania bez utraty precyzji. Mniejsza czestotliwo$¢ znaczaco skraca
czas estymacji oraz obniza koszty opracowywania danych. Oszacowania parametru o
w modelach Vasi¢ka i CIR oraz warto$¢ oX” w modelu CKLS s3 znacznie wyzsze dla
indeksu WIG20 niz dla trzech pozostatych indeksow, co swiadczy o wickszym wptywie
czynnikéw losowych na logarytmiczny poziom indeksu. Dla wszystkich trzech modeli
oszacowania parametru x, ktéry interpretujemy jako tempo powrotu trajektorii
do $redniej, przyjmuja bardzo mate wartosci, lecz co wazne, sg one praktycznie
we wszystkich przypadkach dodatnie. Dla proceséw logarytmicznych kursow waluto-
wych, wraz ze zmniejszajacg si¢ czestotliwoscig, mozemy obserwowacé nieco szybszy
spadek oszacowania parametru o w modelach Vasi¢ka i CIR oraz wartoéci oX/
w modelu CKLS. Poréwnujgc oszacowania parametroOw otrzymane przy wykorzystaniu
dwoch réznych estymatorow wariacji zrealizowanej zauwazamy, ze oszacowanie dla o

w modelach Vasicka 1 CIR jest wigksze, jesli jako estymator wariancji zrealizowanej
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przyjmiemy [X)]. Roéznice te s najmniejsze dla szeregu logarytmicznych notowan
indeksu DAX, gdzie stata 1+ 62 /62 tylko nieznacznie przekracza 1. Wobec tego mo-
zemy wyciagna¢ wniosek, ze zastosowanie majacego tendencje do zanizania wartosci
estymatora wariancji zrealizowanej [ X, ] istotnie wptywa na wyniki estymacji.

W tabelach 6.24-6.35 przedstawione sg wyniki symulacji Monte Carlo, ktore

przeprowadzili$my w celu oceny jakos$ci otrzymanych oszacowan.

Tabela 6.24. Srednie (odchylenia standardowe) oszacowai parametréw otrzymanych w wyniku
przeprowadzenia 1000 symulacji Monte Carlo dla modelu Vasicka wykonanych dla réznej czesto-
tliwosci poziomow logarytmicznych, z parametrami odpowiadajacymi wcze$niej otrzymanym osza-

cowaniom dla poszczegdlnych szeregéow. Jako estymator wariancji zrealizowanej wykorzystano

(X1
Szereg « U o
ZWrotow
CAC40 5min. 0,040009 8,9529 7,5063
(0,036214) (1,5488) (0,050323)
CAC40 10min. 0,043242 9,0144 6,7875
(0,037061) (1,6889) (0,072452)
CAC40 30min. 0,040628 8,858 5,4349
(0,034978) (1,2932) (0,15617)
DAX 5min. 0,03287 11,496 7,0194
(0,036152) (5,6447) (0,048367)
DAX 10min. 0,04185 8,8001 6,1391
(0,034591) (1,2933) (0,065253)
DAX 30min. 0,031773 7,288 4,5251
(0,033339) (3,4361) (0,13719)
NASDAQ S5min. 0,040655 8,0384 7,6251
(0,034843) (1,565) (0,059335)
NASDAQ 10min. 0,045483 8,2009 7,4768
(0,040589) (1,9815) (0,10495)
NASDAQ 30min. 0,038527 7,1112 4,1011
(0,038807) (2,7815) (0,18121)
WIG20 5 min. 0,039305 8,1009 13,075
(0,036974) (2,5399) (0,11327)
WIG20 10 min. 0,039741 7,7639 12,722
(0,034945) (2,0993) (0,16239)
WIG20 20 min. 0,040464 7,8108 10,478
(0,035085) (1,9854) (0,2547)
WIG20 40 min. 0,039572 7,5948 8,425
(0,036092) (2,5554) (0,54055)
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Tabela 6.25. Srednie (odchylenia standardowe) oszacowan parametréw otrzymanych w wyniku

przeprowadzenia 1000 symulacji Monte Carlo dla modelu Vasicka wykonanych dla réznej czesto-

tliwosci kurséw logarytmicznych, z parametrami odpowiadajacymi wcze$niej otrzymanym oszaco-

waniom dla poszczegélnych szeregéw. Jako estymator wariancji zrealizowanej wykorzystano [ X ; I

Szereg « P

ZWIotOw

EURPLN 10 min. 0,033329 2,3795 5,0326
(0,040395) (1,9045) (0,052553)

EURPLN 30 min. 0,034245 2,0677 3,8178
(0,037572) (1,5138) (0,10427)

EURPLN 60 min. 0,04293 1,4745 2,6345
(0,036905) (0,31698) (0,24849)

USDPLN 10 min. 0,037295 0,97496 6,4363
(0,037121) (0,75379) (0,063819)

USDPLN 30 min. 0,0377 0,94761 49867
(0,037104) (0,63479) (0,13655)

USDPLN 60 min. 0,039954 1,0124 2,44
(0,036842) (0,51207) (0,20867)

Tabela 6.26. Srednie (odchylenia standardowe) oszacowan parametréw otrzymanych w wyniku

przeprowadzenia 1000 symulacji Monte Carlo dla modelu Vasicka wykonanych dla réznej czesto-

tliwosci poziomow logarytmicznych, z parametrami odpowiadajacymi wczesniej otrzymanym osza-

cowaniom dla poszczegélnych szeregow. Jako estymator wariancji zrealizowanej wykorzystano

[X;]
Szereg K P o
ZWIrotow
CAC40 5Smin. 0,041098 9,0605 9,503
(0,035894) (1,9229) (0,067489)
CAC40 10min. 0,041034 9,0948 8,6375
(0,035004) (1,988) (0,091415)
CAC40 30min. 0,040419 9,0641 6,8736
(0,03613) (1,75550 (0,19586)
DAX S5min. 0,026457 14,764 7,6494
(0,036268) (9,1651) (0,05266)
DAX 10min. 0,039794 9,9085 6,7092
(0,037619) (3,2729) (0,068176)
DAX 30min. 0,03622 7,8406 5,0418
(0,035829) (3,1034) (0,14739)
NASDAQ 5min. 0,043201 8,4279 9,734
(0,038856) (2,6255) (0,077892)
NASDAQ 10min. 0,044962 8,5185 9,2606
(0,039426) (2,4412) (0,12113)
NASDAQ 30min. 0,044206 8,2622 6,9804
(0,038928) (2,0514) (0,31115)
WIG20 5 min. 0,041486 7,7475 17,112
(0,035544) (1,5165) (0,14776)
WIG20 10 min. 0,042406 7,541 15,47
(0,036981) (1,9898) (0,20761)
WIG20 20 min. 0,040634 7,5025 13,922
(0,035639) (2,0086) (0,33793)
WIG20 40 min. 0,03814 7,7227 9,4971
(0,040051) (2,9027) (0,62587)
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Tabela 6.27. Srednie (odchylenia standardowe) oszacowan parametréw otrzymanych w wyniku
przeprowadzenia 1000 symulacji Monte Carlo dla modelu Vasicka wykonanych dla réznej czesto-

tliwosci kurséw logarytmicznych, z parametrami odpowiadajacymi wcze$niej otrzymanym oszaco-

waniom dla poszczegélnych szeregéw. Jako estymator wariancji zrealizowanej wykorzystano [X; I

Szereg « P o
ZWrotow
EURPLN 10 min. | 0,037555 2,1217 5,5514
(0,037218) (1,6872) (0,055303)
EURPLN 30 min. | 0,035873 2,1821 4,3841
(0,038576) (1,6328) (0,11583)
EURPLN 60 min. | 0,036138 1,9933 2,8948
(0,036567) (1,2573) (0,22974)
USDPLN 10 min. | 0,038344 1,1262 7,5043
(0,034235) (0,54623) (0,074683)
USDPLN 30 min. | 0,037953 1,0133 6,0672
(0,037402) (0,78768) (0,16931)
USDPLN 60 min. | 0,040533 0,93881 4,0967
(0,039533) (0,52813) (0,34256)

Tabela 6.28. Srednie (odchylenia standardowe) oszacowan parametréw otrzymanych w wyniku
przeprowadzenia 1000 symulacji Monte Carlo dla modelu CIR wykonanych dla réznej czestotliwo-

$ci poziomo6w logarytmicznych, z parametrami odpowiadajacymi wczeSniej otrzymanym oszacowa-

niom dla poszczegélnych szeregéw. Jako estymator wariancji zrealizowanej wykorzystano [X].

Szereg © U o
ZWrotow
CAC40 Smin. 0,039197 9,0423 0,025618
(0,034158) (1,8104) (0,0001717)
CAC40 10min. 0,04181 8,8904 0,023153
(0,038391) (1,4591) (0,00025806)
CAC40 30min. 0,042625 8,8533 0,018526
(0,036118) (1,3278) (0,00080634)
DAX S5min. 0,03709 10,29 0,023732
(0,035923) (4,1061) (0,00016534)
DAX 10min. 0,041947 8,7671 0,02075
(0,034761) (1,1185) (0,00020483)
DAX 30min. 0,031257 7,1591 0,015289
(0,033663) (3,518) (0,00064675)
NASDAQ 5min. 0,041857 8,0327 0,027388
(0,036316) (1,5492) (0,00022832)
NASDAQ 10min. | 0,047644 8,1315 0,026885
(0,042565) (1,8504) (0,00035803)
NASDAQ 30min. | 0,0022959 7,2022 0,0014603
(0,0096411) | (0,52259) (0,00013781)
WIG20 5 min. 0,042292 8,0667 0,054858
(0,037621) (2,1691) (0,00042537)
WIG20 10 min. 0,044727 7,8219 0,04737
(0,037637) (1,7138) (0,00060959)
WIG20 20 min. 0,037652 8,1553 0,04026
(0,036148) (2,8351) (0,00099126)
WIG20 40 min. 0,041018 7,4508 0,034247
(0,037025) (1,996) (0,013568)
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Tabela 6.29 Srednie (odchylenia standardowe) oszacowan parametréw otrzymanych w wyniku
przeprowadzenia 1000 symulacji Monte Carlo dla modelu CIR wykonanych dla réznej czestotliwo-

$ci kurséw logarytmicznych, z parametrami odpowiadajacymi wcze$niej otrzymanym oszacowa-

niom dla poszczegolnych szeregow. Jako estymator wariancji zrealizowanej wykorzystano [ X ;].

Szereg « P o
ZWIotow
EURPLN 10 min. 0,035511 2,2022 0,042373
(0,037743) (1,7162) ] (0,00042745)
EURPLN 30 min. 0,035496 2,1136 0,032965
(0,039089) (1,7173) 1 (0,00088395)
EURPLN 60 min. 0,043702 1,4997 0,016024
(0,036673) (0,40503) (0,0111)
USDPLN 10 min. 0,04032 1,9391 0,061143
(0,034934) (3,2478) 1 (0,0006617)
USDPLN 30 min. 0,035026 0,90734 0,047349
(0,037017) (0,81595)] (0,0013314)
USDPLN 60 min. 0,039561 1,0068 0,015598
(0,03681) (0,40106) (0,011326)

Tabela 6.30. Srednie (odchylenia standardowe) oszacowan parametréw otrzymanych w wyniku
przeprowadzenia 1000 symulacji Monte Carlo dla modelu CIR wykonanych dla réznej czestotliwo-

$ci poziomo6w logarytmicznych, z parametrami odpowiadajacymi wczeSniej otrzymanym oszacowa-

niom dla poszczegélnych szeregéw. Jako estymator wariancji zrealizowanej wykorzystano [ X ].

Szereg © U o
ZWrotow
CAC40 Smin. 0,042317 9,0268 0,032435
(0,036771) (1,86) | (0,00022281)
CAC40 10min. 0,041504 9,0187 0,029734
(0,035109) (1,8152) 1 (0,00032008)
CAC40 30min. 0,041952 8,9311 0,023474
(0,037055) (1,5604) 1 (0,00067388)
DAX S5min. 0,02445 14,327 0,02584
(0,032827) (8,0781) ] (0,00017313)
DAX 10min. 0,038307 9,9065 0,022651
(0,036861) (3,1773) 1 (0,00024758)
DAX 30min. 0,03374 7,74 0,016995
(0,031691) (3,0462) 1 (0,00050089)
NASDAQ 5min. 0,043349 8,3411 0,034935
(0,038555) (2,2071) 1 (0,00028902)
NASDAQ 10min. 0,044359 8,5605 0,033231
(0,040013) (2,5782) 1 (0,00044848)
NASDAQ 30min. 0,043398 8,3282 0,024795
(0,039238) (2,1664) 1 (0,0029216)
WIG20 5 min. 0,04286 7,7439 0,060173
(0,035653) (1,5866) | (0,00023903)
WIG20 10 min. 0,043404 7,6779 0,027247
(0,03809) (1,4946) | (0,00034886)
WIG20 20 min. 0,041538 7,5529 0,024513
(0,036258) (2,1024) 1 (0,0006018)
WIG20 40 min. 0,03853 8,0152 0,01469
(0,03872) (2,9767) | (0,0058945)
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Tabela 6.31 Srednie (odchylenia standardowe) oszacowanh parametréw otrzymanych w wyniku
przeprowadzenia 1000 symulacji Monte Carlo dla modelu CIR wykonanych dla réznej czestotliwo-

$ci kurséw logarytmicznych, z parametrami odpowiadajacymi wcze$niej otrzymanym oszacowa-

niom dla poszczegolnych szeregow. Jako estymator wariancji zrealizowanej wykorzystano [ X ;;’ 1

Szereg?J « P o
ZWIotow
EURPLN 10 min. 0,037745 2,0681 0,047768
(0,037355) (1,6187) ] (0,00048492)
EURPLN 30 min. 0,03642 2,2525 0,037699
(0,040675) (1,7608) | (0,00099726)
EURPLN 60 min. 0,032111 2,0881 0,016633
(0,034864) (1,4732) (0,012616)
USDPLN 10 min. 0,042776 1,1251 0,07186
(0,037317) (0,44662) | (0,00075049)
USDPLN 30 min. 0,039413 0,98184 0,058532
(0,03811) (0,60712) | (0,0016459)
USDPLN 60 min. 0,041023 1,0008 0,02587
(0,040393) (0,69052) (0,020003)

Tabela 6.32. Srednie (odchylenia standardowe) oszacowan parametréw otrzymanych w wyniku
przeprowadzenia 1000 symulacji Monte Carlo dla modelu CKLS wykonanych dla réznej czestotli-
wosci poziomoéw logarytmicznych, z parametrami odpowiadajacymi wcze$niej otrzymanym osza-

cowaniom dla poszczegélnych szeregow. Jako estymator wariancji zrealizowanej wykorzystano

(X1
Szereg
ZWIOtOW K # 7 P
CAC40 Smin. 0,041818 895,29 0,83707 0,32531
(0,037084) (158,42) (0,086189) (0,014834)
CAC40 10min. 0,041622 895,46 0,72974 0,33198
(0,037209) (148,85) (0,12558) (0,024141)
CAC40 30min. 0,041622 895,46 0,65405 0,31955
(0,037209) (148,85) (0,1948) (0,043042)
DAX Smin. 0,038856 962,16 0,9353 0,29803
(0,035721) (311,69) (0,090317) (0,01337)
DAX 10min. 0,00070556 502,21 0,85102 0,29234
(0,0043726) (150) (0,10834) | (0,0182080
DAX 30min. 0,038856 951,24 0,65914 0,28875
(0,037215) (275,15) (0,17245) (0,037517)
NASDAQ 5min. 0,042443 793,62 0,86646 0,32797
(0,035049) (119,5) (0,12507) (0,020505)
NASDAQ 10min. 0,043192 811,25 0,85078 0,32931
(0,036504) (1934 (0,17087) (0,029876)
NASDAQ 30min. 0,043192 811,25 7,9139 -0,11641
(0,036504) (193.,4) (2,8138) (0,34973)
WIG20 5 min. 0,041059 861,12 1,9981 0,29383
(0,041895) (281,3) (0,48189) (0,033913)
WIG20 10 min. 0,040245 782,34 1,3621 0,34066
(0,036423) (247,78) (0,43217) (0,045763)
WIG20 20 min. 0,042593 748,43 0,84388 0,38889
(0,038338) (205,66) (0,35268) (0,061779)
WIG20 40 min. 0,040694 741,24 0,82348 0,29805
(0,039633) (223,78) (0,5616) (0,14033)
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Tabela 6.34. Srednie (odchylenia standardowe) oszacowan parametréw otrzymanych w wyniku
przeprowadzenia 1000 symulacji Monte Carlo dla modelu CKLS wykonanych dla réznej czestotli-

wosci kursow logarytmicznych, z parametrami odpowiadajacymi wcze$niej otrzymanym oszaco-

waniom dla poszczegdélnych szeregéw. Jako estymator wariancji zrealizowanej wykorzystano [X; I

Szereg
ZWIOtOW K # 7 P
EURPLN 10 min. 0,034529 229,87 0,13781 0,75879
(0,038717) (190,21) | (0,069605) (0,1035)
EURPLN 30 min. 0,036878 195,25 0,096928 0,79315
(0,03726) (148,38) | (0,061422) (0,13475)
EURPLN 60 min. 0,036878 195,25 0,066254 0,47128
(0,03726) (148,38) | (0,072625) (0,36504)
USDPLN 10 min. 0,039854 118,62 2,3362 0,26783
(0,034849) (66,094) (1,4567) (0,13413)
USDPLN 30 min. 0,037268 98,453 0,18515 0,79054
(0,035275) (72,402) (0,14246) (0,17853)
USDPLN 60 min. 0,038174 98,328 0,081387 0,51528
(0,037242) (72,402) (0,10582) (0,42046)

Tabela 6.29. Srednie (odchylenia standardowe) oszacowan parametréw otrzymanych w wyniku
przeprowadzenia 1000 symulacji Monte Carlo dla modelu CKLS wykonanych dla réznej czestotli-
wosci pozioméw logarytmicznych, z parametrami odpowiadajacymi wczeSniej otrzymanym osza-

cowaniom dla poszczegdlnych szeregow. Jako estymator wariancji zrealizowanej wykorzystano

[X;1
Szereg
ZWIOtOW K H 7 P
CAC40 Smin. 0,039906 906,44 0,87456 0,33305
(0,038147) (178,34) (0,11265) (0,018243)
CAC40 10min. 0,040953 910,37 0,95984 0,30732
(0,035733) (187,41) (0,17004) (0,024833)
CAC40 30min. 0,040953 912,21 0,97727 0,27417
(0,033573) (193,88) (0,30713) (0,04554)
DAX S5min. 0,037752 1152,4 1,2633 0,26471
(0,041106) (518,46) (0,13784) (0,014126)
DAX 10min. 0,043992 919,77 1,038 0,27476
(0,03639) (223,16) (0,16114) (0,021371)
DAX 30min. 0,039264 872,54 1,0708 0,23127
(0,033653) (189,83) (0,30704) (0,040564)
NASDAQ 5min. 0,039259 811,31 1,0828 0,31403
(0,033104) (174,51) (0,17101) (0,022922)
NASDAQ 10min. 0,045107 822,38 1,0322 0,31592
(0,039641) (205,6) (0,25342) (0,035675)
NASDAQ 30min. 0,038126 816,47 1,095 0,27153
(0,038264) (178,34) (0,47584) (0,063099)
WIG20 5 min. 0,04254 835,5 2,5055 0,27009
(0,038029) (297,85) (0,64538) (0,037406)
WIG20 10 min. 0,04239 813,2 1,814 0,30639
(0,038741) (224,96) (0,57823) (0,046935)
WIG20 20 min. 0,041771 796,49 2,6518 0,24023
(0,037556) (236,34) (1,1574) (0,065626)
WIG20 40 min. 0,042794 791,49 0,45192 0,36037
(0,038452) (221,32) (0,3216) (0,17379)
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Tabela 6.35. Srednie (odchylenia standardowe) oszacowan parametréw otrzymanych w wyniku
przeprowadzenia 1000 symulacji Monte Carlo dla modelu CKLS wykonanych dla réznej czestotli-

wosci kursow logarytmicznych, z parametrami odpowiadajacymi wcze$niej otrzymanym oszaco-

waniom dla poszczegélnych szeregéw. Jako estymator wariancji zrealizowanej wykorzystano [ X ;;’ 1

Szereg
ZWIOtOW K # 7 P
EURPLN 10 min. 0,033676 231,03 0,1995 0,68325
(0,038408) (193,55) | (0,098961) (0,10416)
EURPLN 30 min. 0,039291 195,81 0,15105 0,70788
(0,037919) (141,48) | (0,094003) (0,13474)
EURPLN 60 min. 0,038203 188,34 0,075515 0,44979
(0,036118) (117,83) | (0,082959) (0,35297)
USDPLN 10 min. 0,039424 98,855 0,13776 0,84908
(0,038104) (76,317) (0,10304) (0,17162)
USDPLN 30 min. 0,038145 98,648 0,14649 0,841
(0,037728) (65,078) (0,11287) (0,17874)
USDPLN 60 min. 0,037472 98,597 0,17065 0,42539
(0,036728) (61,364) (0,22018) (0,35111)

W zdecydowanej wigkszo$ci przypadkow $rednie oszacowan sg bardzo bliskie oszaco-
waniom parametréw przedstawionym w tabelach 6.12-6.17. Rozbieznos$ci mozemy za-
obserwowac¢ jedynie dla parametrow dryfu. Wynika to z faktu, ze funkcja dryfu dla ba-
danych procesOw przyjmuje mate wartosci. Jest to rowniez przyczyna stosunkowo du-
zych warto$ci odchylen standardowych funkcji dryfu. Jednocze$nie obserwujemy,
ze czestotliwo$¢ danych nie ma wplywu na wartosci $rednich i odchylen standardo-
wych. Jedynie warto$¢ odchylen standardowych oszacowan parametrow o w modelach
Vasicka 1 CIR zwigksza si¢ wraz ze spadkiem czestotliwosci, ale nawet dla danych
0 najnizszej czestotliwosci pozostaje ona dosy¢é mata. Wyniki symulacji $wiadcza
o dobrym dopasowaniem modeli do proceséw cen logarytmicznych generujacych przez
dane wysokiej czestotliwosci. Zarazem potwierdza si¢ postawiony juz wczes$niej whio-
sek mowiacy, ze stosowanie danych bardzo wysokiej czestotliwosci nie ma istotnego
wptywu na jako$¢ estymacii.

Podobnie jak dla procesow generujacych dane dzienne, parametry modeli dyfu-
zji estymowaliSmy rowniez za pomoca uogodlnionej metody momentéw. W tym przy-
padku réwniez zastosowaliSmy metod¢ dwustopniowa, jako, Ze oszacowania otrzymane
za pomocg metod wyzszych rzedow byly niemal identyczne. W tabelach 6.36-6.54
przedstawione sg oszacowania parametroOw otrzymane dla procesow cen logarytmicz-
nych generujacych dane réznej czgstotliwosci. W tabelach brakuje wynikow estymacji

modelu CKLS dla poétgodzinnych pozioméw logarytmicznych indeksu CAC40 oraz
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logarytmicznych kurséw EURPLN dowolnej czgstotliwosci. W tych czterech przypad-

kach algorytm optymalizacyjny nie wykazat zbieznosci.

Tabela 6.36. Oszacowania parametrow modeli VaSicka, CIR i CKLS dla 5-min. logarytmicznych

poziomow indeksu CAC40 wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-wartosciami. Macierz

wag wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym doborem

B (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- 0szac. btad std. p-wartos¢ | oszac. btad std. p-wartos¢
metr parametru parametru

Vasi- K 6,8971 4,1691 0,098083 6,0989 4,6268 0,18747

¢ka u 8,5893 | 0,0009277 0 8,6057 | 0,0014558 0
c 0,11935 | 0,0028264 0 0,10916 | 0,0027075 0

CIR K 6,9445 4,1691 0,095795 6,1278 4,6268 0,18538
u 8,5892 | 0,0009123 0 8,6056 | 0,0014398 0
o 0,040766 | 0,0009669 0 0,037255 | 0,0009251 0

CKLS K 3,5727 4,1993 0,3949 3,5727 4,651 0,44241
u 8,6185 | 0,0071211 0 8,6185 | 0,0061096 0
o 3,4183 1674,8 0,99837 3,4081 2004 0,99864
yij -2,4504 228,23 0,98969 -2,449 273,59 0,9914

Tabela 6.37. Oszacowania parametréw modeli Vasi¢ka, CIR i CKLS dla 10-min. logarytmicznych

pozioméw indeksu CAC40 wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-warto$ciami. Macierz

wag wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym doborem

Bz (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- oszac. biad std. p-wartos¢ | oszac. btad std. p-wartos¢
metr parametru parametru

Vasi- K 3,4485 2,0845 0,098098 4,2478 4,8059 0,37679

¢ka u 8,5893 | 0,0009277 0 8,6124 | 0,0037803 0
o 0,084394 | 0,0019986 0 0,11143 | 0,0029323 0

CIR K 3,4723 2,0845 0,09581 4,2558 4,8059 0,37589
u 8,5892 | 0,0009123 0 8,6124 | 0,0037651 0
o 0,028826 | 0,0006837 0 0,038037 | 0,0010022 0

CKLS K 1,7863 2,0996 0,39491 3,6251 4,8079 0,45089
u 8,6185 | 0,0071211 0 8,618 | 0,0060884 0
o 2,8212 56,974 0,96051 5,294 360,95 0,9883
g -1,7792 9,4069 0,80856 -2,115 31,728 0,93432
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Tabela 6.38. Oszacowania parametré6w modeli Vasi¢ka, CIR dla 30-min. logarytmicznych pozio-

mow CAC40 wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-wartosciami. Macierz wag wyzna-

czona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym doborem By (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- oszac. btad std. p-wartos¢ | oszac. btad std. p-wartos¢
metr parametru parametru

Vasi- K 5,7503 4,1442 0,17089 2,7934 4,9865 0,57535

¢cka U 8,5957 | 0,0015409 0 8,624 0,012392 0
o 0,11844 | 0,0036152 0 0,11223 | 0,0036039 0

CIR K 5,7828 4,1442 0,23138 2,7855 4,9865 0,57644
U 8,5956 | 0,0015174 0 8,6242 0,012533 0
o 0,040459 | 0,0012367 0 0,038317 | 0,0012326 0

Tabela 6.39. Oszacowania parametrow modeli Vasicka, CIR i CKLS dla 5-min. logarytmicznych

poziomoéw indeksu DAX wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-wartosciami. Macierz

wag wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym doborem

Br (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- 0szac. btad std. p-wartos¢ | oszac. btad std. p-wartosc¢
metr parametru parametru

Vasi- K 3,7961 3,1142 0,22288 2,9042 3,4272 0,39677

¢ka u 8,7789 | 0,0059563 0 8,8348 0,021224 0
o 0,12411 | 0,0030059 0 0,11066 0,002854 0

CIR S 3,8471 3,1143 0,21674 2,9318 3,4271 0,3923
u 8,7782 | 0,0057261 0 8,8341 0,020607 0
o 0,042019 | 0,0010202 0 0,037424 | 0,0009670 0

CKLS K 0,67776 3,1405 0,82913 0,67776 3,4481 0,84417
u 9,1338 4,0462 0,024003 9,1338 4,4643 0,040773
o 2,665 10691 0,9998 2,6559 13227 0,99984
Yij -2,8475 1854,6 0,99856 -2,8459 2298,3 0,99884

Tabela 6.40. Oszacowania parametréw modeli Vasi¢ka, CIR i CKLS dla 10-min. logarytmicznych

pozioméw indeksu DAX wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-warto§ciami. Macierz

wag wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym doborem

By (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- oszac. biad std. p-wartos¢ | oszac. btad std. p-wartos¢
metr parametru parametru

Vasi- K 3,9401 3,1171 0,20626 2,2311 3,5053 0,52448

¢ka u 8,7758 | 0,0052602 0 8,8617 0,054762 0
o 0,12474 | 0,0036987 0 0,11062 | 0,0034285 0

CIR K 3,9906 3,1171 0,20051 2,2481 3,5053 0,52132
u 8,7751 | 0,0050689 0 8,86011 0,053471 0
o 0,04223 | 0,0012555 0 0,037415 0,001162 0

CKLS K 0,70773 3,1568 0,82262 0,70773 3,5191 0,84062
u 9,116 3,4508 | 0,0082695 9,116 3,9178 0,020005
o 2,3503 1325,1 0,99858 4,4328 3092,1 0,99886
g -2,2869 260,62 0,99147 -2,5797 321,91 0,99237
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Tabela 6.41. Oszacowania parametréw modeli Vasicka, CIR i CKLS dla 30-min. logarytmicznych

poziomoéw indeksu DAX wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-wartosciami. Macierz

wag wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym doborem

Br (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- 0szac. btad std. p-wartos¢ | oszac. btad std. p-wartosc¢
metr parametru parametru

Vasi- K 3,8647 3,0156 0,20013 2,1132 3,4869 0,54454

¢ka u 8,7772 | 0,0052839 0 8,8623 0,059397 0
o 0,1221 | 0,0042762 0 0,11297 | 0,0043821 0

CIR K 3,9217 3,0156 0,19358 2,1298 3,4869 0,54138
u 8,7764 | 0,0050552 0 8,8615 0,057947 0
o 0,041343 | 0,0014514 0 0,03822 | 0,0014865 0

CKLS K 0,69313 3,0917 0,82263 0,69313 3,5098 0,84347
u 9,1321 3,721 0,014197 9,1321 4,3646 0,036528
o 4,3261 73,704 0,9532 3,8783 79,004 0,96085
Yij -1,732 7,875 0,77687 -1,6811 9,4039 0,81661

Tabela 6.42. Oszacowania parametrow modeli VaSicka, CIR i CKLS dla 5-min. logarytmicznych

pozioméw indeksu NASDAQ wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-wartoSciami. Ma-

cierz wag wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym dobo-

rem Br (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- oszac. biad std. p-wartos¢ | oszac. biad std. p-wartos¢
metr parametru parametru

Vasi- K -1,0765 2,9117 0,71162 -2,0188 3,283 0,53863

¢ka u 7,529 0,30355 0 7,6875 0,015285 0
o 0,12845 | 0,0035074 0 0,11464 0,002935 0

CIR K -1,1278 2,9117 0,69851 -2,0731 3,2829 0,52774
u 7,5387 0,25189 0 7,6893 0,014027 0
o 0,046153 | 0,0012641 0 0,04114 | 0,0010555 0

CKLS K 1,343 2,9348 0,64725 1,343 3,3563 0,68907
u 7,8755 0,12953 0 7,8755 0,13003 0
o 2,4916 4648,7 0,99957 5,0321 12027 0,99967
yij -2,8195 913,05 0,9971 -3,1626 1166,9 0,9975

122



Tabela 6.43. Oszacowania parametréw modeli Vasicka, CIR i CKLS dla 10-min. logarytmicznych
poziomow indeksu NASDAQ wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-wartoS$ciami. Ma-

cierz wag wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym dobo-

rem B (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- 0szac. btad std. p-wartos¢ | oszac. btad std. p-wartosc¢
metr parametru parametru

Vasi- K -0,019792 2,9739 0,99469 -0,58681 3,3203 0,85972

¢ka u -2,9402 | 2,5672e+6 1 7,5038 1,887 0
o 0,13052 | 0,0034876 0 0,11972 | 0,0033527 0

CIR K -0,051268 2,9739 0,98625 -0,62046 3,3202 0,85177
u 3,6165 56752 0,99995 7,517 1,5142 0
o 0,0469 0,001257 0 0,042977 | 0,0012068 0

CKLS K 1,4286 2,9828 0,632 1,4286 3,3505 0,66984
u 7,8675 0,10783 0 7,8675 0,10429 0
o 3,5857 597,35 0,99521 10,306 2202,5 0,99627
Yij -2,404 81,521 0,97159 -2,9197 104,39 0,97387

Tabela 6.44. Oszacowania parametréw modeli Vasicka, CIR i CKLS dla 30-min. logarytmicznych
pozioméw indeksu NASDAQ wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-wartoSciami. Ma-

cierz wag wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym dobo-

rem Br (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- oszac. biad std. p-wartos¢ | oszac. biad std. p-wartos¢
metr parametru parametru

Vasi- K 2,4622 2,9859 0,40972 0,97332 3,4746 0,77942

¢ka u 7,8036 0,015221 0 7,9429 0,55531 0
o 0,13087 | 0,0042187 0 0,12069 | 0,0039627 0

CIR K 2,4839 2,9859 0,4056 0,97087 3,4747 0,77996
u 7,8031 0,01482 0 7,9446 0,56656 0
o 0,047027 | 0,0015207 0 0,043329 | 0,0014293 0

CKLS K 1,4271 2,9937 0,63363 1,4271 3,4776 0,68159
u 7,8667 0,10776 0 7,8667 0,11059 0
o 5,9759 72,909 0,93469 5,1839 70,242 0,94118
g -1,9672 5,9699 0,67946 -1,897 6,6181 0,71727
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Tabela 6.45. Oszacowania parametrow modeli Vasicka, CIR i CKLS dla 5-min. logarytmicznych
poziomoéw indeksu WIG20 wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-warto$ciami. Macierz

wag wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym doborem

Br (B).

Macierz wag (A) (B)
Model | para- 0szac. btad std. p-wartos¢ | oszac. btad std. p-wartosc¢
metr parametru parametru
Vasi- | 11,346 7,0745 0,1088 12,026 6,2088 0,052759
cka | 4 8,0591 | 0,0010257 0 8,0534 | 0,0006264 0
o 0,23182 | 0,0051336 0 0,22289 | 0,0057047 0
CIR | « 11,299 7,0745 0,11028 11,997 6,2087 0,053336
u 8,0591 | 0,0010354 0 8,0533 | 0,0006290 0
o 0,081727 | 0,0018119 0 0,0785 | 0,0020119 0
CKLS | « 12,913 7,0843 0,068366 12,913 6,2153 0,037757
u 8,0563 | 0,0007569 0 8,0563 | 0,0005571 0
o 14,87 2053,3 0,99422 42,781 6926,8 0,99507
Yij -2,676 66,27 0,96178 -3,1824 77,623 0,96216

Tabela 6.46. Oszacowania parametréw modeli Vasicka, CIR i CKLS dla 10-min. logarytmicznych

pozioméw indeksu WIG20 wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-warto$ciami. Macierz

wag wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym doborem

Bz (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- oszac. biad std. p-wartos¢ | oszac. biad std. p-wartos¢
metr parametru parametru

Vasi- K 11,391 6,803 0,094107 12,081 6,1904 0,051035

¢ka u 8,0593 | 0,0009436 0 8,0529 | 0,0006106 0
o 0,22265 | 0,0054915 0 0,21406 | 0,0060915 0

CIR K 11,372 6,803 0,094658 12,075 6,1904 0,051159
u 8,0593 | 0,0009471 0 8,0528 | 0,0006109 0
o 0,07849 | 0,0019384 0 0,075398 | 0,0021491 0

CKLS K 12,075 6,8057 0,076074 12,075 6,191 0,037769
u 8,058 | 0,0008209 0 8,058 | 0,0006351 0
o 8,221 235,01 0,9721 8,0847 271,93 0,97628
yij -2,0081 13,719 0,85494 -1,9999 16,125 0,8768
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Tabela 6.47. Oszacowania parametréw modeli Vasicka, CIR i CKLS dla 20-min. logarytmicznych
poziomoéw indeksu WIG20 wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-warto$ciami. Macierz
wag wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym doborem

Br (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- 0szac. btad std. p-wartos¢ | oszac. btad std. p-wartosc¢
metr parametru parametru

Vasi- K 10,236 6,6989 0,12664 11,413 6,043 0,05906

¢ka u 8,0619 | 0,0011908 0 8,0514 | 0,0006559 0
o 0,21974 | 0,0069741 0 0,21238 | 0,0072741 0

CIR K 10,189 6,6988 0,12839 11,397 6,0429 0,059396
u 8,062 | 0,0012036 0 8,0512 | 0,0006574 0
o 0,07747 | 0,0024617 0 0,074813 | 0,0025668 0

CKLS K 11,746 6,7204 0,08062 11,746 6,0475 0,052212
u 8,0584 | 0,0008530 0 8,0584 | 0,0006476 0
o 5,0412 73,022 0,94497 3,591 57,719 0,9504
Yij -1,5569 6,9513 0,76733 -1,3937 7,7055 0,8059

Tabela 6.48. Oszacowania parametréw modeli Vasicka, CIR i CKLS dla 40-min. logarytmicznych
pozioméw indeksu WIG20 wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-warto$ciami. Macierz
wag wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym doborem

By (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- oszac. biad std. p-wartos¢ | oszac. biad std. p-wartos¢
metr parametru parametru

Vasi- K 12,169 6,7733 0,072629 12,593 6,2089 0,042757

¢ka u 8,0586 | 0,0008093 0 8,0539 | 0,0005895 0
o 0,21909 | 0,0081884 0 0,21926 | 0,0079706 0

CIR K 12,183 6,7733 0,072313 12,628 6,2094 0,042198
u 8,0586 | 0,0008071 0 8,0536 | 0,0005857 0
o 0,077258 | 0,0028895 0 0,07733 | 0,0028143 0

CKLS K 11,931 6,7782 0,078608 11,931 6,2296 0,055682
u 8,0591 | 0,0008493 0 8,0591 | 0,0006970 0
o 4,5686 | 3,2606e+7 1 4,5686 | 3,7817e+7 1
yij -4,6124 | 3,4256e+6 1 -4,6124 | 3,9731et+6 1
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Tabela 6.49. Oszacowania parametréw modeli Vasicka, CIR i CKLS dla 10-min logarytmicznych

kursow EURPLN wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-warto$ciami. Macierz wag

wyznaczona jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym doborem

Bz (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- oszac. biad std. p-wartos¢ | oszac. btad std. p-wartos¢
metr parametru parametru

Vasi- K 16,4 5,1605 | 0,0014897 15,49 5,1327 0,002554

¢cka u 1,3535 | 4,3008e-5 0 1,35 | 3,4011e-5 0
o 0,070939 | 0,0034422 0 0,064022 | 0,0014932 0

CIR K 16,179 5,1605 | 0,0017251 15,348 5,1323 | 0,0027952
u 1,3535 | 4,4198e-5 0 1,35 | 3,4624e-5 0
o 0,060934 | 0,0029441 0 0,055112 | 0,0012816 0

Tabela 6.50. Oszacowania parametréw modeli Vasicka, CIR dla 30-min logarytmicznych kurséw

EURPLN wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-wartosciami. Macierz wag wyznaczona

jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym doborem By (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- oszac. biad std. p-wartos¢ | oszac. blad std. p-wartos¢
metr parametru parametru

Vasi- K 15,814 4,9261 | 0,0013387 12,555 5,1661 0,015144

¢cka u 1,3534 | 4,1481e-5 0 1,3487 | 5,4225e-5 0
o 0,067029 | 0,0033742 0 0,05848 | 0,0018261 0

CIR K 15,641 4,926 | 0,0015108 12,509 5,1661 0,015515
u 1,3534 | 4,2397e-5 0 1,3487 | 5,4572e-5 0
o 0,057609 | 0,0028834 0 0,050333 | 0,0015604 0

Tabela 6.51. Oszacowania parametréw modeli Vasicka, CIR dla 60-min logarytmicznych kurséw

EURPLN wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-wartos$ciami. Macierz wag wyznaczona

jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym doborem By (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- 0szac. btad std. p-wartos¢ | oszac. btad std. p-wartosc¢
metr parametru parametru

Vasi- K 14,352 4,8127 | 0,0029073 11,68 5,0803 0,021639

¢ka u 1,3529 4,859¢-5 0 1,348 | 6,1091e-5 0
o 0,06512 | 0,0033155 0 0,057945 | 0,0020743 0

CIR K 14,201 4,8125 | 0,0032172 11,636 5,0805 0,022137
u 1,3528 | 4,9671e-5 0 1,348 | 6,1491e-5 0
c 0,055953 | 0,0028333 0 0,049863 0,00177 0
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Tabela 6.52. Oszacowania parametréw modeli Vasicka, CIR dla 10-min logarytmicznych kurséw

USDPLN wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-warto$ciami. Macierz wag wyznaczona

jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym doborem By (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- 0szac. btad std. p-wartos¢ | oszac. btad std. p-wartosc¢
metr parametru parametru

Vasi- K 5,1683 4,4824 0,24895 5,0048 4,5026 0,26639

¢cka u 1,0771 | 0,0016979 0 1,0749 | 0,0015297 0
o 0,098827 | 0,0038279 0 0,094261 | 0,0030239 0

CIR K 5,0648 4,4824 0,25856 4,946 4,5025 0,27203
u 1,0764 0,001806 0 1,0747 | 0,0015803 0
o 0,093818 | 0,0036218 0 0,090322 | 0,0028868 0

CKLS K 4,6926 4,4918 0,2962 4,6926 4,5066 0,29777
u 1,0734 | 0,0023153 0 1,0734 | 0,0018321 0
o 0,076323 0,013355 0 0,076323 | 0,0097432 0
yij 2,3852 1,5048 0,21032 2,3852 1,332 0,157

Tabela 6.53. Oszacowania parametréw modeli Vasicka, CIR dla 30-min logarytmicznych kurséw

USDPLN wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-warto$ciami. Macierz wag wyznaczona

jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym doborem By (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- oszac. biad std. p-wartos¢ | oszac. blad std. p-wartos¢
metr parametru parametru

Vasi- K 4,3227 4,4093 0,327 1,7479 4,2524 0,68109

¢cka u 1,0701 | 0,0029152 0 1,0341 0,034911 0
o 0,096928 | 0,0041194 0 0,08905 | 0,0032127 0

CIR K 4,3443 4,4093 0,3246 2,0054 4,2516 0,6372
u 1,0702 0,002871 0 1,0419 0,0218 0
o 0,09214 | 0,0038912 0 0,085282 | 0,0030422 0

CKLS K 4,4962 4,4107 0,30813 4,4962 4,4274 0,30995
U 1,0718 | 0,0025605 0 1,0718 | 0,0018135 0
o 0,06018 0,01318 0 0,06018 | 0,0099621 0
Yij 4,3413 1,8216 0,017245 4,3413 1,6859 0,010087
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Tabela 6.54. Oszacowania parametréw modeli Vasicka, CIR dla 60-min logarytmicznych kurséw
USDPLN wraz z bledami standardowymi oszacowan oraz p-warto$ciami. Macierz wag wyznaczona

jest na podstawie wzoru 5.1 (A) oraz jader Bartletta z automatycznym doborem By (B).

Macierz wag (A) (B)

Model | para- oszac. btad std. p-wartos¢ | oszac. btad std. p-wartos¢
metr parametru parametru

Vasi- K 4,3227 4,4093 0,327 1,5627 4,1106 0,68109

¢cka U 1,0701 | 0,0029152 0 1,0344 0,038083 0
o 0,096928 | 0,0041194 0 0,088662 | 0,0031096 0

CIR K 4,3443 4,4093 0,3246 1,8357 4,1111 0,6372
U 1,0702 0,002871 0 1,0428 0,022261 0
o 0,09214 | 0,0038912 0 0,084757 | 0,0029317 0

CKLS K 4,4962 4,4107 0,30813 4,2703 4,3507 0,30995
u 1,0718 | 0,0025605 0 1,0697 | 0,0018518 0
o 0,06018 0,01318 0 0,060805 0,011056 0
Y] 4,3413 1,8216 0,035079 4,0437 1,8116 0,022793

Analizujgc oszacowania parametrow otrzymane dla procesow cen logarytmicz-
nych otrzymane na podstawie danych §réddziennych, od razu zauwazamy, ze bledy
standardowe sa znacznie mniejsze niz w przypadku wykorzystania danych dziennych,
przez co w wielu przypadkach wszystkie oszacowania parametréw modeli s3 istotne.
Pododnie jak dla metody Phillipsa i Yu, oszacowania parametréw przyjmujg zblizone
wartosci, bez wzgledu na zastosowang czestotliwos¢. W przypadku pierwszej metody
skala rozbieznosci jest jednak mniejsza. Btedy standardowe oszacowania parametru x
czesto pozostaja duze. Podobnie jak w przypadku danych dziennych, oszacowania pa-
rametréw funkcji dyfuzji w modelu statej elastycznosci wariancji dla logarytmicznych
notowan indeksow gietdowych przyjmuja warto$ci niezgodne z jego specyfikacja i1 po-
zostaja nieistotne. Otrzymane oszacowania wskazuja rowniez na znikomy wptyw zasto-

sowanej macierzy wag na wyniki estymacji.

6.3. Modelowanie procesow cen logarytmicznych

za pomoca modeli zmiennosci stochastycznej.

W celu oszacowania parametréw modeli zmiennosci stochastycznej wykorzysta-
liSmy opisany w podrozdziale 3.3. algorytm bazujacy na dwuktrokowej metodzie Phil-
lipsa i Yu (2007). Do badania wykorzystalis$my te same szeregi, co w podrozdziale 6.2.
Szeregi zmienno$ci chwilowej szacowaliSmy na bazie 5-minutowych zwrotow logaryt-

micznych dla indeksoéw gietdowych oraz 10-minutowych zwrotéw logarytmicznych dla
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kursow walutowych. Statystyki opisowe szeregdw oszacowan zmienno$ci chwilowe;j

przedstawione sg w tabeli 6.55.

Tabela 6.55. Statystyki opisowe szeregéw oszacowan zmiennoS$ci chwilowej logarytmicznych po-

ziomow indeksow gieldowych oraz logarytmicznych kurséw walutowych.

Szereg liczba srednia odch. skos- kurtoza | min. maks.
oszacowan wa- obs. std. nos¢

riancji chwilowej

CAC 40 10min. 6528 1,4561 2,9824 7,6502 106,58 0 73,922
CAC 40 30min. 2176 1,4561 2,0912 5,1959 49,366 | 0,025977 33,218
DAX 10min. 6528 1,5883 4,0288 11,868 229,89 0 117,17
DAX 30min. 2176 1,5888 2,7047 6,5743 70,082 0 45,617
NASDAQ 10min. 4614 1,9997 3,8835 11,22 258,91 0 121,85
NASDAQ 30min. 1538 1,9819 2,5685 5,7198 67,41 0 44,343
WIG20 20 min. 2520 6,4627 10,109 5,2575 50,486 0,0321 178,71
WIG20 40 min. 1210 6,4627 7,8921 4,7793 39,51 0,1456 103,05
EURPLN 30 min. 2268 27,006 86,517 25,685 772,951 0,39398 2670,9
EURPLN 60 min. 1134 27,006 119,87 36,941 15834 ] 0,01633 5240,2
USDPLN 30 min. 2268 58,544 139,24 18,342 519,551 0,19496 4557,7
USDPLN 60 min. 1134 58,544 101,63 12,031 226,92 1,6743 22844

Szacujac parametry modelu Hestona, jako warto$ci startowe parametrow dryfu

dla procesu wariancji chwilowej zdecydowali¢my si¢ przyja¢ € =0, oraz @ rdéwne
$redniej szeregu oszacowan. Za warto$¢ startowg & przyjelismy oszacowanie tego pa-

rametru za pomocg estymatora wprowadzonego przez Yoshidg, natomiast w przypadku

parametru x, $rednig stope wzrostu procesu cen logarytmicznych. Niestety dla szere-

gébw CAC40, DAX 1 NASDAQ, dla ktorych stosunek wariancji oszacowan zmiennosci
chwilowej do jej $redniej byl znacznie wickszy niz w pozostatych przypadkach, algo-
rytm minimalizacyjny nie wykazal zbieznosci. W tabeli 6.56 zaprezentowane sg osza-
cowania parametréw modelu Hestona otrzymane dla logarytmicznych poziomow indek-
su WIG20 oraz logarytmicznych kurséw walutowych EURPLN 1 USDPLN, otrzymane

za pomocg algorytmu zaprezentowanego w rozdziale 3.3.

Tabela 6.56. Estymatory parametréw modelu Hestona dla proceséw logarytmicznych kursé6w walu-

towych, w zalezno$ci od czestotliwosci danych wykorzystanych do estymacji

Szereg Czestotliwos¢ | Czestotliwosé

notowan notowan log. | oszacowan Y7 0 ® &

log. war. chwilowej

WIG20 5 min. 20min. | -0,0052964 38,8902 6,4572 111,06
5 min. 40min. | -0,042903 4,5052 6,4499 71,596

EURPLN 10min. 30min. | 8,0044e-5 11,417 25,463 267,88
10min. 60min. | 0,0006699 7,4744 26,965 130,89

USDPLN 10min. 30min. | 0,0047375 12,558 58,626 447,32
10min. 60min. 0,02966 7,4524 58,612 196,86
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W tabeli 6.57 przedstawione s3 wyniki symulacji Monte Carlo, ktére przeprowadzili-

smy w celu oceny jakosci otrzymanych oszacowan.

Tabela 6.57. Srednie (odchylenia standardowe) oszacowai parametréw otrzymanych w wyniku
przeprowadzenia 1000 symulacji Monte Carlo dla modelu Hestona, wykonanych dla réznej czesto-
tliwosci kursow logarytmicznych, z parametrami odpowiadajacymi wcze$niej otrzymanym oszaco-

waniom dla poszczegélnych szeregéw.

Szereg Czestotliwos¢ | Czestotliwosée
notowan notowan log. oszacowan u o w <4
log. war. chwilowej
WIG20 5 min. 20min. | -0,015834 7,4307 8,7 98,965
(0,052523) (3,7905) (5,3113) (2,0181)
5 min. 40min. | -0,018346 5,7627 7,6661 63,448
(0,02594) (4,6436) (6,5477) (1,6618)
EURPLN 10min. 30min. 0,018895 2,4895 25,858 236,86
(0,046434) (7,0156) (66,8606) (5,3324)
10min. 60min. 0,024743 0,60098 21,772 116,34
(0,074922) (5,0833) (17,416) (2,7822)
USDPLN 10min. 30min. 0,016513 6,7418 45,565 396,64
(0,03256) (5,4602) (30,1) | (10,3102)
10min. 60min. 0,012466 4,6255 58,109 175,87
(0,021512) (4,3594) (69,902) (3,4594)

Jak tatwo zauwazy¢, odchylenia standardowe parametrow sg znacznie wigksze niz w
przypadku oszacowan parametrow modeli dyfuzji. Srednie oszacowan parametrow 6 i

L rowniez odbiegaja od oszacowan otrzymanych dla wyjsciowych szeregéow. Jedynie

. . ;. 2 .
oszacowania parametru zmiennosci & procesu o (f) maja stosunkowo mate odchyle-

nia standardowe. Przyczyny takiej sytuacji nalezy doszukiwac si¢ w burzliwej dynamice
szeregow szacowanej wariancji chwilowej. Dopasowanie modelu dyfuzji, a zwlaszcza

jego funkcji dryfu do takiego szeregu, jest znacznie trudniejsze.

6.4. Prognozy Sredniej warunkowe;j

W podrozdziale tym przedstawiamy wyniki badan dotyczacych oceny jakosci
jednodniowych prognoz ex-post otrzymanych za pomocg modeli dyfuzji z parametrami
oszacowanymi metoda Phillipsa i Yu oraz za pomocg uogo6lnionej metody momentow.
Dla wszystkich badanych w niniejszym rozdziale szeregbw wyznaczylismy 100 pro-
gnoz ex-post, a do oceny ich jakos$ci wykorzystalismy powszechnie stosowane miary
btedow opisane w dodatku A. Uzyskanie matych wartosci btedow $wiadczy o satysfak-
cjonujacej jakosci prognoz i moze sugerowaé dobre dopasowanie modeli dyfuzji
do procesow generujacych dzienne ceny logarytmiczne. Dobra jako$¢ prognoz przema-
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wia réwniez za stosowaniem modeli dyfuzji do prognozowania $redniej warunkowe;j
jako alternatywa dla parametrycznych modeli szeregéw czasowych.

Bledy prognoz zostaly poréwnane z btgdami otrzymanymi dla prognoz pocho-
dzacych z dopasowanych do szeregéw powszechnie stosowanych parametrycznych mo-
deli sredniej warunkowej, dobranych w taki sposob, aby oszacowania wszystkich para-
metrow byty istotne. Rzagd modelu zostat okreslony na podstawie kryterium informacyj-
nego Schwarza. Estymacj¢ parametréw tych modeli przeprowadziliSmy za pomoca pro-

gramu Time Series Modelling 4.26.

6.4.1. Testy na wystepowanie pierwiastka jednostkowego

Wystepowanie pierwiastkow jednostkowych jest bardzo powszechnym zjawiskiem
w szeregach cen oraz cen logarytmicznych. Wobec tego, jezeli zamierzamy modelowac

szereg czasowy za pomocg modeli ARMA(p,¢q), to koniecznym jest uprzednie zwery-

fikowanie wystgpowania pierwiastkow jednostkowych w procesach. W sytuacji pozy-
tywnej weryfikacji ich wystgpowania, konieczne jest modelowanie szeregu za pomoca

modelu ARIMA. Model ARIMA(p,d,q) oznacza, ze po d-krotnym zrdznicowaniu
szeregu czasowego otrzymamy model ARMA(p,q). Najbardziej popularnym testem na

wystepowanie pierwiastka jednostkowego jest test Dickeya-Fullera (1979). Jego pod-
stawowg wadg jest mata moc, wobec czego faworyzuje on hipotez¢ zerowa o wystepo-
waniu pierwiastka jednostkowego w badanym szeregu czasowym. Przyjmijmy, Zze mo-

del dla szeregu czasowego dany jest wzorem
X, =pX,, +e&, (6.1)

gdzie ¢, jest bialym szumem. Powyzsze rownanie moze by¢ rozszerzone do postaci

zawierajacej dryf lub trend deterministyczny. Wowczas moze ono przyjac nastepujaca

postac
X, =a,+pX,_ +¢g, (6.2)
lub

X, =a,+ot+pX,  +e,. (6.3)
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Hipoteza zerowa testu méwi, ze badany szereg zawiera co najmniej jeden pierwiastek
jednostkowy, natomiast hipoteza alternatywna o jego braku. Zauwazmy, ze rOwnania

(6.1), (6.2) 1 (6.3) mozemy przedstawi¢ w nastepujacej formie:

AX,=(p-DX_ +¢& =X +¢,

AX, =a,+(p-DX, , +&, =a,+X, , +¢,

AX, =a,+at+(p-DX,_ +& =a,+tat+0X,  +¢,
gdzie 0 = p—1 oraz A jest operatorem roznicy. Wobec tego test sprowadza si¢ do zwe-
ryfikowania hipotezy zerowej moéwiacej, ze J =0, przeciwko hipotezie alternatywne;j
stwierdzajacej, ze o < 0. Statystyka testowa ma postac

5
s(6)

DF =

gdzie s jest bledem standardowym oszacowania 5. Ma ona rozktad niestandardowy,
ktorego kwantyle mozna znalez¢ miedzy innymi w monografii Fullera (1976) oraz Cha-
remza i Deadmana (1997).

Rozwinigciem koncepcji powyzszego testu jest rozszerzony test Dickeya-Fullera
wprowadzony przez Saida i Dickeya (1984). W najbardziej ogdlnej wersji, do opisu
szeregu czasowego, stosuje si¢ model autoregresyjny rzedu p z dryfem i trendem. Po-

sta¢ takiego modelu dana jest wzorem

AX, =a,+at+X,, +Zp:,8iAXH. +&,.
i=1
Wartos$¢ p bedziemy dobiera¢ automatycznie na podstawie kryterium informacyjnego
Schwarza. Podobnie jak w standardowej wersji testu, za pomoca tej samej statystyki
weryfikujemy hipoteze zerowa méwiaca, ze o =0, przeciwko hipotezie stwierdzajacej,
ze 0 <0.

Alternatywnym testem na wystgpowanie pierwiastka jednostkowego jest test
Phillipsa-Perrona (1988) (por. Doman, Doman 2004). Niestety, moc tego testu jest niska
podobnie, jak w przypadku wyzej omowionych testow Dickeya-Fullera, ale wykazuje
on lepsze wiasnosci statystyczne w przypadku wystepowania autokorelacji sktadnikow
losowych. Do opisu szeregu czasowego stosuje si¢ model wyrazony za pomoca roéwna-

nia (6.3). Hipoteza zerowa testu zaktada, ze p=1 oraz «, =0. Procedura testu opiera
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si¢ na estymacji regresji rownania (6.3) na podstawie obserwacji X, X, ,..., X,. Staty-

styka Phillipsa-Perrona bedaca skorygowang t-statystyka dla parametru p ma posta¢
_ OA-ujT /ST _1 _ [&T - &u,T ]OA-O'TT

t T~ A
Or

Z

A

Oor 26T —3)-1\/i @)

W powyzszym wzorze P, jest estymatorem klasycznej metody najmniejszych kwadra-

tow parametru p, 6UT jest bledem standardowym dla p,, 4, dla 1=1,2,...,T, jest

szeregiem reszt z estymowanej regresji. Ponadto &, jest estymatorem Neweya-Westa
(1987) wariancji dtugookresowej procesu u, 1 przy zatozeniu, ze istotnych jest tylko ¢

pierwszych autokorelacji rowny jest

2 2 2 L .] $ PN
o=+ 23 f1- 1 |Saa,,

J=1 g+1 5%
T
gdzie 6., = T‘IZLLZ.
=
Wartosci krytyczne testu Phillipsa-Perrona sa takie same, jak dla rozszerzonego
testu Dickeya-Fullera. Poniewaz szeregi cen logarytmicznych czgsto zawieraja pier-
wiastki jednostkowe, wobec tego w pierwszej kolejnosci zweryfikowalismy ich wyste-
powanie. WykorzystaliSmy w tym celu rozszerzony test Dickeya-Fullera (Said, Dickey,

1984) oraz Phillipsa-Perrona (1988). W przeprowadzonych obliczeniach podobnie jak

1/4

Perron (1988) przyjeliSmy g réwne czesci catkowitej z wielkosci 4(7/100)"
W tabeli 6.58 przedstawione sa warto$ci zmodyfikowanej statystyki Dickeya-

Fullera oraz Phillipsa-Perrona wyznaczone dla badanych szeregéw czasowych.

Tabela 6.58. WartoSci statystyk rozszerzonego testu Dickeya-Fullera oraz Phillipsa-Perrona dla
szeregow logarytmicznych pozioméw indekséow CAC40, DAX, NASDAQ i WIG20 oraz logaryt-
micznych kurséw EURPLN i USDPLN.

Szereg notowan Rozszerzony test test Phillipsa-Perrona
logarytmicznych Dickeya-Fullera
Warto$¢ p-wartosé Warto$¢ p-wartos¢
statystyki statystyki
CAC40 -1,51166 >0,1 -1,53337 >0,1
DAX -1,13349 >0,1 -1,18127 >0,1
NASDAQ -1,72328 >0,1 -1,70064 > 0,1
WIG20 0,148923 < 0,05 0,263227 < 0,025
EURPLN -1,37664 >0,1 -1,40488 > 0,1
USDPLN -0,682937 > 0,1 -0,551511 > 0,1
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Jedynie dla indeksu WIG20 hipotezy zerowe rozszerzonego testu Dickeya-
Fullera 1 testu Phillipsa Perrona zostaly odrzucone. We wszystkich pozostatych przy-
padkach brakuje podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, wobec czego mozemy wnio-
skowac, ze procesy te posiadaja pierwiastki jednostkowe. Dlatego $rednig warunkowa
modelowali$my za pomoca modeli ARIMA(p,1,9). Niezaleznie wykorzystalismy dwa
rozktady innowacji — Studenta oraz GED. Dodatkowo zweryfikowalismy wystepowanie
efektu ARCH w badanych szeregach czasowych, stosujac w tym celu test Engle’a
(1982) oraz McLeoda-Li (1983), ktory polega na wykorzystaniu testu autokorelacji
Ljunga-Boxa (1978) do kwadratow reszt z modelu liniowego. Odrzucenie hipotezy ze-
rowej o warunkowej homoskedaktycznosci badanych szeregdw uzasadnia stosowanie
modeli ARIMA-GARCH. W tabeli 6.59 przedstawione sa wartosci statystyki testowo-

wej Engle’a oraz ich p-warto$ci.

Tabela 6.59. Wartosci statystyki testu Engle’a wraz z p-wartosciami dla szeregéw reszt z modelu
ARIMA dopasowanych do szeregéw logarytmicznych pozioméw indekséw CAC40, DAX, NASDAQ
i WIG20 oraz logarytmicznych kurséw EURPLN i USDPLN.

Szereg Model test Engle’a test McLeoda-Li
ZWrotow (rozktad innowacji) Wartos¢ p-wartos¢ | Wartosé p-wartos¢
statystyki statystyki
CAC40 ARIMA(1,1,1) (Student) 61,2886 0 1334,4 0
ARIMA(0,1,1) (GED) 61,5799 0 1332,95 0
DAX ARIMA(1,1,1) (Student) 58,6881 0 1442 0
ARIMA(1,1,1) (GED) 57,4231 0 1434,39 0
NASDAQ ARIMA(0,1,2) (Student) 56,681 0 934,53 0
ARIMA(0,1,2) (GED) 56,6771 0 934,638 0
EURPLN ARIMA(1,1,1) (Student) 162,14 0 314,61 0
ARIMA(1,1,1) (GED) 178,63 0 329,3 0
USDPLN ARIMA(0,1,1) (Student) 40,4701 0 94,7376 0
ARIMA(0,1,1) (GED) 40,5883 0 94,8459 0

Warunkowa homoskedaktyczno$¢ zostata silnie odrzucona we wszystkich przy-
padkach przez obydwa testy, co przemawia za modelowaniem 1 prognozowaniem sze-

regéw za pomocg modeli ARIMA-GARCH.

6.4.2. Ocena jakoSci prognoz

W tabelach 6.60-6.65 przedstawione sg btedy prognoz ex-post otrzymane za pomocg
10000 symulacji z modelu Vasicka, CIR oraz CKLS, z parametrami wyestymowanymi

metoda Phillipsa, Yu (2007) i uogdélniong metoda momentdéw oraz za pomocg parame-
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trycznych modeli ARIMA i ARIMA-GARCH. Oznaczenia btgdow wyjasnione sg
w dodatku A.

Tabela 6.60. Warto$ci bledéw prognoz, otrzymanych za pomoca modeli dyfuzji z parametrami
oszacowanymi metodg Phillipsa i Yu, za pomocg uogoélnionej metody momentow oraz za pomoca

parametrycznych modeli Sredniej warunkowej. Logarytmiczne poziomy indeksu CAC40.

Metoda Phillipsa i Yu Uogdlniona metoda momentow
Blad | Vasicek CIR CKLS Vagitek CIR CKLS
MSE 6,9069¢-5 6,8895e-5 6,902e-5 6,8355e-5 6,817e-5 6,9836¢-5
MedE 2,5575e-5 2,6669¢-5 2,6053e-5 2,6771e-5 2,6696e-5 2,7293e-5
ME 0,00077931| 0,00077539] 0,00078897] 0,00032694] 0,00032105 0,0012119
AE 0,0062754 0,0062588 0,0062567 0,0062394 0,0062339 0,0062989
RMSE 0,0083108 0,0083003 0,0083078 0,0082677 0,0082565 0,0083568
MAPE 0,00072612 0,0007242 7,2396e-6] 0,00072199] 0,00072135] 0,00072881
AMAPE | 0,00036308] 0,00036212 3,62e-6 0,000361] 0,00036067] 0,00036444
LL 9,2627¢e-7 9,2395e-7 9,2561e-7 9,1675e-7 9,1422¢-7 9,3652e-7
Modele parametryczne
ARIMA(1,1,1) ARIMA(0,1,1) ARIMA(1,1,1)- ARIMA(1,1,1)-
(Student) (GED) GARCH(1,1) GARCH(1,1)
Blad (Student) (GED)
MSE 7,0223e-5 - 7,0214e-5 7,0232¢-5
MedE 2,6884¢e-5 - 2,6873e-5 2,6895¢e-5
ME 0,00092873 - 0,00092695 0,00093054
AE 0,0063371 - 0,0063367 0,006338
RMSE 0,0083799 - 0,0083794 0,0083805
MAPE 0,00073332 - 0,00073327 0,00073342
AMAPE 0,00036668 - 0,00036665 0,00036673
LL 9,4187e-7 - 9,4175e-7 9,42¢-7

Tabela 6.61. Warto$ci bledéw prognoz, otrzymanych za pomoca modeli dyfuzji z parametrami
oszacowanymi metodg Phillipsa i Yu, za pomocg uogoélnionej metody momentow oraz za pomoca

parametrycznych modeli Sredniej warunkowej. Logarytmiczne poziomy indeksu DAX.

Metoda Phillipsa i Yu Uogolniona metoda momentow
Blad  [Vasicek CIR CKLS Vagitek CIR CKLS
MSE 7,7296¢-5 7,7358e-5 7,7691e-5 7,8574e-5 7,8449¢-5 8,0539¢-5
MedE 2,6917e-5 2,7475e-5 2,742¢-5 2,706e-5 2,9142¢-5 3,0036e-5
ME 0,0014902 0,0014927 0,0014958 0,0017948 0,0017836 0,0023101
AE 0,0066737 0,0066797 0,0066842 0,0067379 0,0067449 0,0068758
RMSE 0,0087918 0,0087953 0,0088142 0,0088642 0,0088571 0,0089744
MAPE 0,00075446] 0,00075514 7,5564e-6] 0,00076169] 0,00076248] 0,00077721
AMAPE | 0,00037726 0,0003776 3,7785e-6| 0,00038089] 0,00038128] 0,00038867
LL 9,8999¢-7 9,9078e-7 9,9505¢e-7 1,0063e-6 1,0047e-6 1,0312e-6
Modele parametryczne
ARIMA(0,1,2) ARIMA(0,1,1) ARIMA(1,1,1)- ARIMA(1,1,1)-
(Student) (GED) GARCH(1,1) GARCH(L,1)
Blad (Student) (GED)
MSE 7,8051e-5 7,8615¢-5 7,8058¢e-5 7,8058¢e-5
MedE 2,7454e-5 2,7438e-5 2,7546e-5 2,7546e-5
ME 0,0015387 0,0016234 0,0015409 0,0015409
AE 0,0067188 0,0067622 0,0067197 0,0067197
RMSE 0,0088346 0,0088665 0,0088351 0,0088351
MAPE 0,00075963 0,00076455 0,00075973 0,00075973
AMAPE 0,00037985 0,0003823 0,0003799 0,0003799
LL 9,9984e-7 1,007e-6 9,9994¢-7 9,9994¢-7
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Tabela 6.62. Warto$ci bledow prognoz, otrzymanych za pomoca modeli dyfuzji z parametrami

oszacowanymi metoda Phillipsa i Yu, za pomoca uogélnionej metody momentéw oraz za pomoca

parametrycznych modeli Sredniej warunkowej. Logarytmiczne poziomy indeksu NASDAQ.

Btad Metoda Phillipsa i Yu Uogolniona metoda momentow
Vasicek CIR CKLS Vasicek CIR CKLS
MSE 7,3033e-5 7,3078e-5 7,3089¢-5 7,5079¢-5 7,4249¢-5 7,5569¢-5
MedE 1,8082e-5 1,7335e-5 1,8443e-5 2,1237e-5 1,9876e-5 2,1606e-5
ME 0,055699] 0,00064038 0,055435 0,0013926 0,0013442 0,0015984
AE 0,0062114 0,0062146 0,0062015 0,0064573 0,0064043 0,0065172
RMSE 0,0085459 0,0085486 0,0085492 0,0086648 0,0086168 0,008693
MAPE 0,00079535]  0,00079575 7,9409¢-6]  0,00082676] 0,00081998| 0,00083443
AMAPE | 0,00039763] 0,00039783 3,9699¢-6|] 0,00041338] 0,00040998| 0,00041722
LL 1,1983e-6 1,199¢-6 1,1992¢-6 1,2319¢e-6 1,2183e-6 1,24e-6
Modele parametryczne
ARIMA(0,1,2) ARIMA(0,1,2) ARIMA(0,1,2)- ARIMA(1,1,1)-
(Student) (GED) GARCH(1,1) GARCH(1,1)
Blad (Student) (GED)
MSE 7,2567e-5 7,2567¢-5 7,282e-5 7,282e-5
MedE 1,7764e-5 1,7769¢-5 1,8811e-5 1,8819e-5
ME 0,056472 0,056466 0,055536 0,055532
AE 0,0062011 0,006201 0,0062328 0,0062328
RMSE 0,0085187 0,0085186 0,0085335 0,0085334
MAPE 0,00079404 0,00079404 0,00079811 0,00079811
AMAPE 0,00039697 0,00039697 0,00039901 0,00039901
LL 1,1907¢-6 1,1907e-6 1,1949¢-6 1,1948e-6

Tabela 6.63. Warto$ci bledéw prognoz, otrzymanych za pomoca modeli dyfuzji z parametrami

oszacowanymi metoda Phillipsa i Yu, za pomoca uogélnionej metody momentéw oraz za pomoca

parametrycznych modeli Sredniej warunkowej. Logarytmiczne poziomy indeksu WIG20.

Metoda Phillipsa i Yu Uogodlniona metoda momentow

Vasicek CIR CKLS Vasicek CIR CKLS
Blad
MSE 0,00018948 0,0001892] 0,00018936] 0,00018897] 0,00018938] 0,00018973
MedE 6,1233e-5 6,3602e-5 6,5722e-5 6,4217e-5 6,4506e-5 6,7774e-5
ME 0,00063017] 0,00063866 0,058766 0,0001788] 0,00032633 -0,0001169
AE 0,010608 0,010619 0,010609 0,010582 0,010595 0,010586
RMSE 0,013765 0,013755 0,013761 0,013747 0,013762 0,013774
MAPE 0,0013032 0,0013046 1,3034e-5 0,0013001 0,0013016 0,0013007
AMAPE | 0,00065164] 0,00065232 6,5172e-6] 0,00065007] 0,00065083] 0,00065032
LL 2,8646e-6 2,8603e-6 2,8627e-6 2,8568e-6 2,8629¢e-6 2,8682e-6

Modele parametryczne

ARMA(0,2) ARMA(1,1)

(GED) (Student)
Blad
MSE 0,01904131 0,019061629
MedE 6,6946E-05 6,87936e-5
ME 0,00035112 0,000398688
AE 1,06889157 1,071935667
RMSE 0,13799026 0,138063858
MAPE 0,131329 0,1317012
AMAPE 0,00065666 0,000658529
LL 2,8789E-06 2,88198e-6
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Tabela 6.64. Warto$ci bledow prognoz, otrzymanych za pomoca modeli dyfuzji z parametrami

oszacowanymi metoda Phillipsa i Yu, za pomoca uogélnionej metody momentéw oraz za pomoca

parametrycznych modeli §redniej warunkowej. Logarytmiczne kursy EURPLN.

Metoda Phillipsa i Yu Uogdlniona metoda momentow

Vasicek CIR CKLS Vasicek CIR CKLS
Btad
MSE 1,5278e-5 1,5168e-5 - 1,5226e-5 1,5284e-5 1,5198e-5
MedE 4,5701e-6 4,2767e-6 - 4,4154e-6 4,2957e-6 4,7567¢-6
ME -7,1886e-6 -5,0222¢-5 - -8,6538e-6 3,8631e-5] -0,00013324
AE 0,0028836 0,0028222 - 0,0028301 0,0028265 0,0028352
RMSE 0,0039087 0,0038947 - 0,003902 0,0039095 0,0038984
MAPE 0,0021385 0,0020933 - 0,0020991 0,0020965 0,0021029
AMAPE 0,0010695 0,0010469 - 0,0010498 0,0010485 0,0010516
LL 8,4034e-6 8,3446¢-6 - 8,3759¢-6 8,408¢e-6 8,3602¢-06

Modele parametryczne

ARIMA(0,1,1) ARIMA(1,1,1)- ARIMA(1,1,1)- ARIMA(1,1,1)-

(GED) (Student) GARCH(1,1) GARCH(1,1)
Blad (GED) (GED)
MSE 1,4946¢-5 1,495¢-5 1,4948e-5 1,495¢-5
MedE 4,2942¢-6 4,4347e-6 4,1881e-6 4,4659¢-6
ME -6,0594¢-5 -6,1048e-5 -6,025¢-5 -6,3148e-5
AE 0,0028143 0,0028152 0,0028135 0,0028147
RMSE 0,003866 0,0038665 0,0038663 0,0038665
MAPE 0,0020871 0,0020877 0,0020866 0,0020874
AMAPE 0,0010438 0,0010441 0,0010436 0,001044
LL 8,2212¢-6 8,2229¢-6 8,2223¢-6 8,2228¢e-6

Tabela 6.65. Warto$ci bledéw prognoz, otrzymanych za pomoca modeli dyfuzji z parametrami

oszacowanymi metodg Phillipsa i Yu, za pomocg uogoélnionej metody momentow oraz za pomoca

parametrycznych modeli Sredniej warunkowej. Logarytmiczne kursy USDPLN.

Metoda Phillipsa i Yu Uogolniona metoda momentéw
Blad | Vagicek CIR CKLS Vasicek CIR CKLS
MSE 2,6047e-5 2,6108e-5 2,6014e-5 2,6067e-5 2,6135e-5 2,604e-5
MedE 9,8231e-6 1,0212e-5 9,7905e-6 9,4225e-6 8,9225¢-6 1,0367e-5
ME -0,00016563] -0,00016674] -0,00017965 4,2044e-5] 0,00018846| -0,00011598
AE 0,003915 0,0039269 0,0039175 0,0038798 0,0038458 0,0039065
RMSE 0,51036 0,51096 0,51004 0,51055 0,51122 0,51029
MAPE 0,0036635 0,0036745 3,6659¢-5 0,0036295 0,0035973 0,0036554
AMAPE 0,001833 0,0018385 1,8342¢-5 0,0018164 0,0018006 0,0018291
LL 2,2826e-5 2,2876e-5 2,2793e-5 2,2842e-5 2,2907e-5 2,2815e-5
Modele parametryczne
ARIMA(0,1,1) ARIMA(1,1,1) ARIMA(1,1,1)- ARIMA(1,1,1)-
(GED) (Student) GARCH(1,1) GARCH(1,1)
Blad (GED) (GED)
MSE 2,6439¢-5 2,6434e-5 2,6394e-5 2,6396e-5
MedE 1,052e-5 1,0504e-5 1,0524e-5 1,0487e-5
ME -0,00024461 -0,00024575 -0,00024226 -0,00024291
AE 0,0039657 0,0039662 0,0039719 0,0039714
RMSE 0,51418 0,51414 0,51375 0,51377
MAPE 0,0037118 0,0037124 0,003718 0,0037176
AMAPE 0,001857 0,0018573 0,0018601 0,0018599
LL 2,3178e-5 2,3174e-5 2,3146e-5 2,3148e-5
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Przedstawione w tabelach 6.60-6.65 wartosci btedow sa zblizone. Mozna jednak zaob-
serwowac, ze prognozy z modeli oszacowanych uogdlniong metoda momentéw sg
istotnie gorsze dla procesu logarytmicznych pozioméw indeksu NASDAQ, natomiast
w mniejszym stopniu dla procesu logarytmicznych pozioméw indeksu DAX oraz kur-
sow logarytmicznych EURPLN. W przypadku indeksu CAC40, obserwujemy nie-
znacznie wigksze wartosci bledow dla modeli oszacowanych metoda Phillipsa i Yu.
Bledy prognoz otrzymanych za pomoca modelu Vasic¢ka z parametrami oszaco-
wanymi metodg Phillipsa i Yu s3 zwykle nieco mniejsze niz w przypadku prognoz
otrzymanych za pomocg dwoch pozostatych modeli dyfuzji. Dla procesow logarytmicz-
nych poziomow indeksow CAC40 i DAX, najlepsza jakos$¢ prognoz otrzymaliSmy
za pomocg modelu Coxa, Ingersolla i Rossa. Dla pozostatych dwoch indeksow najlep-
sze prognozy otrzymujemy za pomoca modelu stalej elastycznosci wariancji. Dla kursu
USDPLN, modele Coxa-Ingersolla i Rossa oraz CKLS daja zblizone prognozy.
W przypadku modeli z parametrami oszacowanymi metoda momentow nie jesteSmy
w stanie okresli¢, zastosowanie ktorego z modeli prowadzi do otrzymania w rzeczywi-
stosci najlepszych prognoz. Mozna zauwazy¢, ze bledy prognoz sa nieco wigksze dla
modelu CKLS, ktorego warto$ci oszacowan parametréw nie sg zgodne ze specyfikacja
modelu, chociaz dla procesu kurséw logarytmicznych EURPLN jest odwrotnie.
Wartosci bledow prognoz otrzymanych za pomocg modeli ARIMA-GARCH sa
nieco wigksze od uzyskanych za pomocg modeli dyfuzji. Jedynie dla szeregu EURPLN
sytuacja wyglada przeciwnie. Dobra jako$¢ prognoz otrzymanych za pomoca modeli
dyfuzji moze sugerowaé dobre dopasowanie modeli dyfuzji do badanych szeregéw cza-
sowych. Godny uwagi jest fakt, ze w modelach dyfuzji zmienno$¢ uzalezniona jest je-
dynie od czynnika losowego lub dodatkowo od biezacej wartosci procesu. W modelach

ARIMA-GARCH zmiennos¢ jest opisana oddzielnym rdwnaniem parametrycznym.

6.5. Podsumowanie

Przeprowadzone w tym rozdziale badania sugeruja, ze metody szybkiej estymacji mo-
deli dyfuzji zastosowane do szeregow logarytmicznych cen instrumentéw finansowych
pozwalaja na ich szybkie 1 dokladne modelowanie i prognozowanie. W szczego6lnosci
potwierdzaja to estymacje przeprowadzone za pomocg metody Phillipsa i Yu. Jakos¢

oszacowan parametrow uzyskana dla danych intraday jest znacznie lepsza niz dla da-
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nych dziennych. Oszacowania parametréw uzyskane tg metoda sg zblizone bez wzgledu
na wykorzystang czestotliwo$¢ danych $sroddziennych, w zakresie stosowanym w tej
pracy. Badania symulacyjne wskazuja na ogét na maty btad standardowy. Ponadto ja-
ko$¢ prognoz $redniej warunkowej otrzymanych za pomoca tej motody jest zblizona lub
nawet lepsza niz w powszechnie stosowanych modelach ARIMA-GARCH. Nalezy przy
tym nadmieni¢, ze sam proces estymacji modeli dyfuzji trwa zaledwie utamek sekundy.
Estymacja parametrow za pomocg bardziej klasycznej uogdlnionej metody momentow
trwa rowniez bardzo krotko, niemniej jako$¢ oszacowan w tym przypadku nie jest az
tak dobra. Oszacowania parametréw dla roznych czestotliwosci danych przyjmuja tutaj
do$¢ zroznicowane wartosci. Bledy standardowe oszacowan parametréw czesto pozo-
staja dosy¢ duze. Ponadto, w wielu przypadkach oszacowania parametréw nie sg zgod-
ne ze specyfikacja danego modelu dyfuzji. Mimo stabych stron tej metody estymacji,
jakos$¢ prognoz $redniej warunkowej pozostaje na poziomie zblizonym do jakosci pro-

gnoz otrzymanych za pomocg modeli estymowanych metodg Phillipsa i Yu.
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7. Testowanie skokow w procesach generujacych
notowania indeksow gieldowych i kursow

walutowych

W niniejszym rozdziale badamy wystepowanie skokow w procesach cen logarytmicz-
nych z rynku kapitalowego 1 walutowego. Wykorzystujemy w tym celu testy Barndorft-
Nielsena 1 Shepharda (2006) oraz Jianga i Oomena (2008). Wystepowanie skokdéw be-
dziemy bada¢ niezaleznie we wszystkich okresach dziennych, natomiast do wyznacze-
nia estymatorow takich wielko$ci, jak wariancja scatkowana, kwartyczno$¢ czy sek-
styczno$¢, wykorzystywanych do konstrukcji statystyk testowych, postuza nam noto-
wania $roddzienne. Do weryfikacji wystgpowania skokow stosujemy wszystkie trzy
podejscia opisane w rozdziale 4. Wykorzystujemy przy tym r6zng czestotliwo$¢ danych.
Ponadto postugujemy si¢ statystyka testowg z przesunigtymi wariancjami wielopotego-
wymi w celu zminimalizowania efektow mikrostruktury, badajac uprzednio autokorela-
cj¢ w szeregach danych. Wystepowanie skokow weryfikujemy rowniez za pomoca nie-
parametrycznych testow Lee i Myklanda. Jako danych empirycznych uzywamy szere-
gow logarytmicznych notowan s$rdéddziennych poziomoéw indeksow CAC40, DAX,
NASDAQ i WIG20 z okresu 02.01.2004 — 29.12.2006 (odpowiednio 771, 769, 755, 757
dni) oraz notowan S$roddziennych logarytmicznych kurséw walutowych EURPLN
1 USDPLN z tego samego okresu (odpowiednio 772 1 768 dni). Do wyznaczenia dzien-
nej wariancji zrealizowanej i wariacji wielopotegowych, wykorzystywanych do kon-
strukcji statystyk Barndorff-Nielsena i Shepharda oraz Jianga i Oomena na wystepowa-
nie skokow, stosujemy, odpowiednio, w przypadku indeksow CAC40, DAX i
NASDAQ zwroty pigcio- i dziesigciominutowe oraz pétgodzinne, w przypadku indeksu
WIG20, zwroty pigcio-, dziesigcio-, dwudziesto- i czterdziestominutowe, natomiast w
przypadku kurséw walutowych, zwroty dziesigciominutowe péitgodzinne 1 godzinne. Za
pomocg testow Barndorff-Nielsena i Shepharda oraz Jianga i Oomena testujemy wyste-
powanie skokéw poszczeg6élnych dniach. Testy Lee i Myklanda wykorzystywane sa
natomiast do wykrywania skokoéw niezaleznie w kazdym okresie intraday. Statystyki
opisowe notowan i zwrotéw logarytmicznych badanych szeregéw przedstawione sg w

tabelach 7.117.2.

140



Tabela 7.1. Podstawowe charakterystyki szeregéw logarytmicznych notowan indekséw CAC40,
DAX, NASDAQ i WIG20 oraz logarytmicznych kurséw EURPLN i USDPLN.

Szereg liczba $rednia | odch. skos- kurtoza | min. maks.
Notowan obs. std. nos¢

CAC40 5 min. 78642 | 83678 | 0,1403 | 0,1905 1,5756 | 8,1475] 8,6221
CAC40 10 min. 39321 8,3678 | 0,0197 | 0,1905 1,5756 | 8,1483 8,6221
CAC40 30 min. 13107 ] 38,3678 | 0,1403 | 0,1905 1,5756 | 8,1483 8,6221
DAX 5 min. 78438 | 84710 | 0,1699 | 0,2508 1,6340 | 8,1943 8,7987
DAX 10 min. 39219 | 84710 0,1699 | 0,2508 1,6340 | 8,1943 8,7982
DAX 30 min. 13073 8,4711 0,1699 | 0,2507 1,6340 | 8,1952 | 8,7981
NASDAQ 5 min. 58890 | 7,6549 | 0,0708 | 0,0413 ]| 24999 | 74682 78117
NASDAQ 10 min. 29445 | 7,6549] 0,0708 | 0,0412 | 2,4999 | 74682 | 78116
NASDAQ 30 min. 98151 7,6549 | 0,0709 ] 0,0420 | 2,4986| 7,4685] 78116
WIG20 5 min. 57010 | 7,7233 | 02360 ] 0,1767 1,4785 | 7,3633 | 8,1404
WIG20 10 min. 28506 | 7,7233 | 0,2360 | 0,1767 1,4785 | 7,3635]| 8,1375
WIG20 20 min. 14252 | 7,7233 ] 02360 | 10,1766 1,4786 | 17,3650 | 8,1403
WIG20 40 min. 7126 | 7,7233 | 02360 | 0,1765 1,4783 | 7,3673 | 8,1403
EURPLN 10 min. 45324 1,4318 1 0,0803 | 0,6103 1,9500 1,3219 1,5967
EURPLN 30 min. 15108 1,4318 | 0,0803 | 0,6105 1,9504 1,3223 1,5944
EURPLN 60 min. 7054 1,4381 0,0795 | 0,5378 1,8601 1,3223 1,5943
USDPLN 10 min. 41472 1,1988 | 0,0850 | 0,6752 | 24777 1,0481 1,4021
USDPLN 30 min. 13824 1,1988 | 0,0849 | 0,6755] 2,4783 1,0481 1,4017
USDPLN 60 min. 6912 1,1988 | 0,0849 ] 0,6756 | 2,4786 1,0490 1,4002

Tabela 7.2. Podstawowe charakterystyki zwrotow logarytmicznych indekséw CAC40, DAX,
NASDAQ i WIG20 oraz kurséw EURPLN i USDPLN.

Szereg liczba $rednia | odch. skos- kurtoza | min. maks.
ZWIOtOW obs. std. nosé

CAC40 5 min. 78642 ] 0,0003 | 0,0651 | -0,0837 14,717 | -1,2192 1,1110
CAC40 10 min. 39321 0,05] 0,0085 | -0,1936 12,468 | -1,6220 1,1127
CAC40 30 min. 13107 ] 0,0016 | 0,1581 | -0,5006 13,361 | -2,1734 1,5818
DAX 5 min. 78438 | 0,0003 | 0,0778 | -0,6293 | 39,174 ] -2,1689 1,7562
DAX 10 min. 39219 | 0,0007 | 0,1086 | -0,7345| 27,252 | -2,2217 1,7285
DAX 30 min. 13073 | 0,0020 | 0,1858 | -0,7233 14,243 | -2,1403 1,6595
NASDAQ 5 min. 58890 | -0,0002 | 0,0788 | 0,0411 6,6514 | -0,8481 | 0,7394
NASDAQ 10 min. 29445 ] -0,0006 | 0,1149 | 0,0142 ] 5,6694 ] -0,8602 ] 0,7802
NASDAQ 30 min. 9815 ] -0,0017] 0,2027 | -0,0998 | 5,0834 ] -1,1064 1,1994
WIG20 5 min. 57009 | 0,0007 | 0,1301 ] -0,0770 | 8,9422 | -1,6520 1,3182
WIG20 10 min. 28505 ] 0,0009 ] 0,1813 ] -0,1262 | 79641 ] -1,7970 1,6185
WIG20 20 min. 14251 0,0046 | 0,2930 | -0,1824 | 23,570 | -5,1875| 4,6604
WIG20 40 min. 71251 0,0044 | 03254 | -0,3173 ] 7,9470 | -2,6670 | 2,4845
EURPLN 10 min. 45323 -0,05] 0,0796 | 0,4231 | 20,3282 | -1,2877 1,4939
EURPLN 30 min. 15107 | -0,0042 | 0,1682 ] 0,0763 | 6,1152 | -1,2446 1,0276
EURPLN 60 min. 7053 | -0,0004 | 0,1301 0,4796 | 12,0013 | -1,2027 1,5873
USDPLN 10 min. 41471 ] -0,0004 ] 0,0908 | -0,0405 | 11,3162 ] -1,1092 1,0199
USDPLN 30 min. 13823 | -0,0042 ] 0,1682] 0,0763 | 6,1152 ] -1,2446 1,0276
USDPLN 60 min. 69111 -0,0012 | 0,1570 ] 0,0522 ] 7,9877 | -1,4873 1,2129

Tabela 7.3 zawiera $rednie i wariancje szeregdw dziennych wariancji zrealizowa-

nych (RV), przemnozonych przez x> wariacji dwupotegowych (BV), przeskalowanych

wariacji dwupotegowych (BV*), przemnozonych przez u,;, wariacji trojpotegowych
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(TQ), przeskalowanych wariacji oraz trojpotegowych (TQ%*), obliczone dla szeregow
notowan sroddziennych indekséw CAC40, DAX, NASDAQ 1 WIG20 réznych czesto-
tliwosci oraz kursow EURPLN 1 USDPLN. Jak fatwo zauwazy¢, wraz ze spadkiem czeg-

stotliwosci $rednie maleja, natomiast wariancje rosng.

Tabela 7.3. Srednie (p) i wariancje Ca) wariancji zrealizowanej i zrealizowanych wariacji wielopo-
tegowych wyznaczonych na podstawie szeregéw notowan intraday indeksow CAC40, DAX,

NASDAQ i WIG20 oraz kurséw intraday EURPLN i USDPLN roéznych czestotliwosci.

Eﬁfgffaﬁ RV BV BV* TQ TQ*

CAC40 w | 04147 03805 03843 0,6483| 06612
5 min. o | 0,0847| 0,692 | 0,726 | 16302 | 16,961
CAC40 L | 04338 03841 | 03918 0,5043 | 0,5249
10 min. o2 | 0,550 | 0,1476 | 0,1536 | 13.868 | 15,023
CAC40 u | 04281 | 03386] 03598 02123 0,2407
30 min. o | 02231 | 0,0202| 01357 0.7365| 0.9460
DAX L | 06236] 05036] 05086 ] 0,6632] 0,6765
5 min o2 | 03253| 0,570 | 0,1601 | 3.8940 | 4.0513
DAX n | 06082 04803 04899 0,5670 | 0,5902
10 min. o> | 03583| 0,0529| 0,1590 | 8,1341| 88117
DAX w | 05938 04352 04624 0,3353] 0,3800
30 min o | 0392 | 0,1645| 01857 | 09253 | 11885
NASDAQ | | 04838 04375] 04431 03476 | 03567
5 min. o | 0,0871| 0,0775| 0,0796 | 04501 | 0,4741
NASDAQ |p | 05150 04619| 04741 | 03420 0,3605
10 min. o2 | 0,041 | 0,0928| 00978 03570 03967
NASDAQ | p | 05343 04449 04820 02622 0,3098
30 min. o2 | 0,450 | 0,246 | o0.1462| 04317 | 0.6029
WIG20 M 12752 | 11457 | 11609 | 3,0644 | 3,1454
5 min. o> | 1,0817| 0,8882 09108 | 10484 | 110,29
WIG20 M 12380 | 1,0888 | 1,1181 | 2,7487| 2,8972
10 min. o | 12607 | 1,0831| 1,1304] 172,79 191,47
WIG20 n 11494 | 09622 | 10155 1,7996 2.55
20 min. | 11710 09411 | 10435 44957 55570
WIG20 L | 09951 | 07198 08041 | 0,7861] 0,9899
40 min. o2 | 1,0940 | 05731 | 0,7097 | 71329 | 11.181
EURPLN u | 03321 02896 02946] 02098 02160
10 min. | 0,0757| 0,0479| 00492 03467 | 03625
EURPLN u | 03317 02581 02720 0,1274| 0,1404
30 min. &> | 0,056 | 0,0503| 0,0553] 0,729 0,087
EURPLN w | 02772 02182 02428 0,0874] 0,1046
60 min. o | 0,0743 | 0,0567 | 00673 | 0,1489 | 0,1899
USDPLN L | 04449 03828 03901 ] 02599 | 02699
10 min. o | 0,0765| 0,0512| 00532 02128 02295
USDPLN u | 04437 03722 03941 02152 02421
30 min. o2 | 0,104 | 0,0745| 0,0835| 02070 02620
USDPLN u | 04457 03438 03867 0,1492| 0,1918
60 min. o2 | 0,441 | 0,0881| o0,1115] 01284 | 02122
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7.1. Omowienie wynikow empirycznych

W tabelach 7.4-7.6 przedstawiona jest liczba dni ze skokami wykrytych za pomoca sta-
tystyk Barndorff-Nielsena 1 Shepharda (2006) dla pozioméw ufnosci 95%, 99%, 99,5%
oraz 99,9%, w procesach logarytmicznych pozioméw indeksow CAC40, DAX,
NASDAQ i WIG20, w zaleznosci od zastosowanego estymatora zmienno$ci scatkowa-
nej i kwartycznosci.

We wszystkich przypadkach liczba wykrytych dni ze skokami jest znacznie
wigksza w sytuacji zastosowania statystyki liniowe;j. Jest to empiryczne potwierdzenie
wniosku postawionego przez Barndorff-Nielsena i Shepharda (2006) oraz Huanga Tau-
chena (2005), méwigcego o zbyt czestym odrzuceniu hipotezy zerowej dla statystyki
liniowej. Potwierdzajg to rowniez badania symulacyjne przeprowadzone w rozdziale 4,
z ktorych wynika, Ze rozmiar testu liniowego jest wigkszy niz w przypadku innych sta-
tystyk testowych. Jednocze$nie mozna zauwazy¢, ze statystyka ilorazowa odrzuca hipo-
tez¢ zerowa znacznie rzadziej niz dwie pozostate statystyki. Roéwniez stosowanie nie-
przeskalowanych wariacji wielopotggowych jako estymatorow zmiennosci scaltkowanej
1 kwartyczno$ci powoduje przeszacowanie liczby wykrytych skokow. Jest to nastep-
stwem sztucznego zanizenia oszacowania tych wielkosci, czego konsekwencja jest za-
wyzenie roznicy pomiedzy wariancjg zrealizowang a oszacowaniem zmiennosci scal-
kowanej lub logarytmami tych wielkosci, na ktérych oparte sg statystyki testowe. Wnio-
sek ten jest rowniez potwierdzony przez badania symulacyjne w rozdziale 4. Rozmiar
testu jest szczegolnie duzy dla statystyki liniowej. Nawet dla matlej czestotliwosci da-
nych moze on przekracza¢ 50%. Z kolei dla dwdch pozostatych statystyk i 120 minuto-
wych czgstotliwosci danych wynosi on okoto 25%. Przeprowadzone badanie sugeruje,
ze najbardziej wiarygodne wyniki otrzymujemy stosujgc statystyke logarytmiczng
z przeskalowanymi wariacjami wielopotegowymi. Porownujac zamieszczone w tabe-
lach 7.5 1 7.6 charakterystyki zrealizowanych przeskalowanych wariacji dwu- oraz trdj-
potegowych wyznaczonych dla roznych czgstotliwosci danych, mozna zauwazy¢, ze ich
warto$ci sg najwigksze, jesli zastosujemy zwroty pigciominutowe. Moze to by¢ wyni-
kiem zanieczyszczenia estymacji szumem spowodowanym autokorelacja sasiednich
zwrotow. Efekt ten uwidacznia si¢ najsilniej w okresach duzej zmiennosci. Stanowito to
motywacj¢ do podjecia proby testowania skokéw z wykorzystaniem przedstawionych w
rozdziale 4 przesuni¢tych wariacji wielopotegowych, czego dokonamy w kolejnym pod-

rozdziale. Latwo réwniez zauwazy¢, ze stosowanie zbyt wysokich poziomoéw ufnosci
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moze prowadzi¢ do zanizenia liczby dni ze skokami, wobec czego 95% poziom ufnosci

moze wydawac si¢ najbardziej wtasciwy.

Tabela 7.4. Liczby dni ze skokami wykrytych za pomoca statystyki liniowej Barndorff-Nielsena i
Shepharda w procesach logarytmicznych pozioméw indeksow CAC40, DAX, NASDAQ i WIG20

oraz logarytmicznych kursow walutowych EURPLN i USDPLN, w zaleznos$ci od poziomu ufnos$ci,

zastosowanych estymatoréw zmiennosci scalkowanej i kwartycznosci oraz czestotliwosci danych.

Szereg Estymatory | Liczba wykrytych dni ze sko- | Procentowy udziat dni ze skokami
notowan zm. scalk. 1 | kami
kw’alttycz- 0,95 10,99 {0,995 | 0,999 | 0,95 0,99 0,995 0,999
nosci

CAC40 BV, TQ 223 156 128 92 | 29,00% | 20,29% | 16,64% | 11,96%
5 min. BV*, TQ* 213 138 119 88 ] 27,70% | 17,95% | 15,47% | 11,44%
CAC40 BV, TQ 260 180 158 1251 33,81% | 23,41% | 20,55% | 16,25%
10 min. BV* TQ* 227 160 142 113 ] 29,52% | 20,81% | 18,47% | 14,69%
CAC40 BV, TQ 306 215 196 168 | 39,79% | 27,96% | 25,49% | 21,85%
30 min. BV* TQ* 244 179 168 143 | 31,73% | 23,28% | 21,85% | 18,60%
DAX BV, TQ 374 272 248 201 | 48,51% | 35,28% | 32,17% | 26,07%
5 min. BV* TQ* 356 257 237 192 ] 46,17% | 33,33% | 30,74% | 24,90%
DAX BV, TQ 327 231 207 174 | 42,41% | 29,96% | 26,85% | 22,57%
10 min. BV*, TQ* 288 208 193 161 | 37,35% | 26,98% | 25,03% | 20,88%
DAX BV, TQ 346 279 249 209 | 44,88% | 36,19% | 32,30% | 27,11%
30 min. BV*, TQ* 299 224 203 173 ] 38,78% | 29,05% | 26,33% | 22,44%
NASDAQ | BV, TQ 249 169 147 101 | 32,13% | 21,81% | 18,97% | 13,03%
5 min. BV*, TQ* 228 151 139 92 | 29,42% | 19,48% | 17,94% | 11,87%
NASDAQ | BV, TQ 237 151 129 951 30,58% | 19,48% | 16,65% | 12,26%
10 min. BV* TQ* 203 126 109 76 | 26,19% | 16,26% | 14,06% | 9,81%
NASDAQ | BV, TQ 287 202 174 142 | 37,03% | 26,06% | 22,45% | 18,32%
30 min. BV* TQ* 207 150 133 107 ] 26,71% | 19,35% | 17,16% | 13,81%
WIG20 BV, TQ 265 171 142 105 | 35,01% | 22,59% | 18,76% | 13,87%
5 min. BV* TQ* 232 149 130 92 | 30,65% | 19,68% | 17,17% | 12,15%
WIG20 BV, TQ 256 166 140 109 | 33,82% | 21,93% | 18,49% | 14,40%
10 min. BV*, TQ* 225 137 122 91 | 29,72% | 18,10% | 16,12% | 12,02%
WIG20 BV, TQ 269 203 188 158 | 35,54% | 26,82% | 24,83% | 20,87%
20 min. BV*, TQ* 217 169 156 134 ] 28,67% | 22,32% | 20,61% | 17,70%
WIG20 BV, TQ 351 290 269 236 | 46,37% | 38,31% | 35,54% | 31,18%
40 min. BV* TQ* 274 225 208 178 1 36,20% | 29,72% | 27,48% | 23,51%
EURPLN | BV, TQ 259 174 148 119 1 33,59% | 22,57% | 19,20% | 15,43%
10 min. BV* TQ* 235 150 134 105 | 30,48% | 19,46% | 17,38% | 13,62%
EURPLN | BV, TQ 317 242 217 178 | 41,12% | 31,39% | 28,15% | 23,09%
30 min. BV*, TQ* 259 200 180 145 1 33,59% | 25,94% | 23,35% | 18,81%
EURPLN | BV, TQ 324 271 250 193 | 42,02% | 35,15% | 32,43% | 25,03%
60 min. BV*, TQ* 254 189 170 134 1 32,94% | 24,51% | 22,05% | 17,38%
USDPLN | BV, TQ 277 197 167 132 | 36,07% | 25,65% | 21,74% | 17,19%
10 min. BV*, TQ* 249 170 150 115 ] 32,42% | 22,14% | 19,53% | 14,97%
USDPLN | BV, TQ 257 191 171 144 | 33,46% | 24,87% | 22,27% | 18,75%
30 min. BV* TQ* 206 156 144 110§ 26,82% | 20,31% | 18,75% | 14,32%
USDPLN | BV, TQ 303 234 215 189 1 39,45% | 30,47% | 27,99% | 24,61%
60 min. BV* TQ* 219 178 162 138 | 28,52% | 23,18% | 21,09% | 17,97%
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Tabela 7.5. Liczby dni ze skokami wykrytych za pomoca statystyki logarytmicznej Barndorff-

Nielsena i Shepharda w procesach logarytmicznych pozioméw indekséw CAC40, DAX, NASDAQ

i WIG20 oraz logarytmicznych kurséw walutowych EURPLN i USDPLN, w zalezno$ci od poziomu

ufnosci, zastosowanych estymatoréw zmiennoSci scalkowanej i kwartycznoSci oraz czestotliwoSci

danych.
Szereg Estymatory | Liczba wykrytych dni ze sko- | Procentowy udziat dni ze skokami
notowan zm. scatk. 1 | kami
kw,ar.tycz- 0,95 10,99 {0,995 | 0,999 | 0,95 0,99 0,995 0,999
nosci

CAC40 BV, TQ 214 126 108 731 29,00% | 20,29% | 16,64% | 11,96%
5 min. BV*, TQ* 192 119 97 64 | 27,70% | 17,95% | 15,47% | 11,44%
CAC40 BV, TQ 232 147 133 93 | 33,81% | 23,41% | 20,55% | 16,25%
10 min. BV* TQ* 208 138 118 80 | 29,52% | 20,81% | 18,47% | 14,69%
CAC40 BV, TQ 268 181 161 124 1 39,79% | 27,96% | 25,49% | 21,85%
30 min. BV* TQ* 208 150 134 107 ] 31,73% | 23,28% | 21,85% | 18,60%
DAX BV, TQ 357 245 218 173 ] 48,51% | 35,28% | 32,17% | 26,07%
5 min. BV* TQ* 329 236 207 159 1 46,17% | 33,33% | 30,74% | 24,90%
DAX BV, TQ 293 201 181 137 ] 42,41% | 29,96% | 26,85% | 22,57%
10 min. BV* TQ* 260 187 167 123 | 37,35% | 26,98% | 25,03% | 20,88%
DAX BV, TQ 324 228 196 156 | 44,88% | 36,19% | 32,30% | 27,11%
30 min. BV* TQ* 268 183 163 131 | 38,78% | 29,05% | 26,33% | 22,44%
NASDAQ | BV, TQ 228 147 115 74 1 32,13% | 21,81% | 18,97% | 13,03%
5 min. BV* TQ* 210 133 101 62 | 29,42% | 19,48% | 17,94% | 11,87%
NASDAQ | BV, TQ 212 117 102 65 ] 30,58% | 19,48% | 16,65% | 12,26%
10 min. BV*, TQ* 177 106 80 581 26,19% | 16,26% | 14,06% | 9,81%
NASDAQ | BV, TQ 244 156 135 100 | 37,03% | 26,06% | 22,45% | 18,32%
30 min. BV* TQ* 176 115 100 70 | 26,71% | 19,35% | 17,16% | 13,81%
WIG20 BV, TQ 242 140 120 66 ] 31,97% | 18,49% | 15,85% | 8,72%
5 min. BV* TQ* 218 128 104 60 | 28,80% | 16,91% | 13,74% | 7,93%
WIG20 BV, TQ 234 131 110 7713091% | 17,31% | 14,53% | 10,17%
10 min. BV*, TQ* 190 112 93 68 | 25,10% | 14,80% | 12,29% | 8,98%
WIG20 BV, TQ 244 165 153 113 1 32,23% | 21,80% | 20,21% | 14,93%
20 min. BV* TQ* 200 143 129 91 | 26,42% | 18,89% | 17,04% | 12,02%
WIG20 BV, TQ 317 243 222 171 ] 41,88% | 32,10% | 29,33% | 22,59%
40 min. BV*, TQ* 246 178 161 128 | 32,50% | 23,51% | 21,27% | 16,91%
EURPLN | BV, TQ 235 143 124 93] 30,48% | 18,55% | 16,08% | 12,06%
10 min. BV* TQ* 219 129 113 74 | 28,40% | 16,73% | 14,66% | 9,60%
EURPLN | BV, TQ 292 196 167 131 ] 37,87% | 25,42% | 21,66% | 16,99%
30 min. BV*, TQ* 239 158 137 113 | 31,00% | 20,49% | 17,77% | 14,66%
EURPLN | BV, TQ 299 208 181 136 | 38,78% | 26,98% | 23,48% | 17,64%
60 min. BV* TQ* 216 148 119 86 | 28,02% | 19,20% | 15,43% | 11,15%
USDPLN | BV, TQ 253 171 154 1150 32,94% | 22,27% | 20,05% | 14,97%
10 min. BV* TQ* 207 149 124 99 | 26,95% | 19,40% | 16,15% | 12,89%
USDPLN | BV, TQ 230 156 135 100§ 29,95% | 20,31% | 17,58% | 13,02%
30 min. BV* TQ* 184 124 106 72 | 23,96% | 16,15% | 13,80% | 9,38%
USDPLN | BV, TQ 265 200 172 134 ] 34,51% | 26,04% | 22,40% | 17,45%
60 min. BV* TQ* 202 141 124 92 | 26,30% | 18,36% | 16,15% | 11,98%
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Tabela 7.6. Liczby dni ze skokami wykrytych za pomoca statystyki ilorazowej Barndorff-Nielsena
i Shepharda w procesach logarytmicznych pozioméw indekséw CAC40, DAX, NASDAQ i WIG20

oraz logarytmicznych kurséw walutowych EURPLN i USDPLN, w zaleznos$ci od poziomu ufnosci,

zastosowanych estymatoréw zmiennosci scalkowanej i kwartycznoSci oraz czestotliwos$ci danych.

Estymatory | Liczba wykrytych dni ze sko- | Procentowy udziat dni ze skokami

Szereg zm. scatk. i kami

notowan kwyar.tycz- 0,95 10,99 |0,995 | 0,999 | 0,95 0,99 0,995 0,999

nosci

CAC40 BV, TQ 186 99 81 521 24,19% | 12,87% | 10,53% | 6,76%
5 min. BV*, TQ* 176 90 75 46 | 22,89% | 11,70% | 9,75% | 5,98%
CAC40 BV, TQ 196 107 76 41 ] 25,49% | 1391% | 9,88% | 5,33%
10 min. BV* TQ* 178 94 66 35 23,15% | 12,22% | 8,58% | 4,55%
CAC40 BV, TQ 179 81 58 30 | 23,28% | 10,53% | 7.,54% | 3,90%
30 min. BV* TQ* 150 65 46 24 1 19,51% | 8,45% | 598% | 3,12%
DAX BV, TQ 321 210 179 117 | 41,63% | 27,24% | 23,22% | 15,18%
5 min. BV*, TQ* 300 201 169 112 ] 38,91% | 26,07% | 21,92% | 14,53%
DAX BV, TQ 246 159 124 79 | 31,91% | 20,62% | 16,08% | 10,25%
10 min. BV*, TQ* 223 140 109 74 | 28,92% | 18,16% | 14,14% | 9,60%
DAX BV, TQ 222 118 86 351 28,79% | 15,30% | 11,15% | 4,54%
30 min. BV* TQ* 182 97 70 30 | 23,61% | 12,58% | 9,08% | 3,89%
NASDAQ | BV, TQ 201 103 74 36 | 25,94% | 13,29% | 9,55% | 4,65%
5 min. BV*, TQ* 185 89 62 29 | 23,87% | 11,48% | 8,00% | 3,74%
NASDAQ | BV, TQ 160 67 50 251 20,65% | 8,65% | 645% | 3,23%
10 min. BV* TQ* 134 57 43 21 17,29% | 7,35% | 5,55% | 2,71%
NASDAQ | BV, TQ 126 43 29 51 16,26% | 5,55% | 3,74% | 0,65%
30 min. BV*, TQ* 91 32 19 51 11,74% | 4,13% | 2,45% | 0,65%
WIG20 BV, TQ 208 99 71 381 27,48% | 13,08% | 9,38% | 5,02%
5 min. BV*, TQ* 190 89 60 341 25,10% | 11,76% | 7,93% | 4,49%
WIG20 BV, TQ 173 80 60 231 22,85% | 10,57% | 7,93% | 3,04%
10 min. BV*, TQ* 146 69 53 191 1929% | 9,11% | 7,00% | 2,51%
WIG20 BV, TQ 169 83 54 22 1 22,32% | 10,96% | 7,13% | 291%
20 min. BV* TQ* 138 65 44 15] 18,23% | 8,59% | 5,81% | 1,98%
WIG20 BV, TQ 185 69 41 712444% | 9,11% | 542% | 0,92%
40 min. BV*, TQ* 140 52 26 6] 1849% | 6,87% | 3,43% | 0,79%
EURPLN | BV, TQ 201 105 81 40 | 26,07% | 13,62% | 10,51% | 5,19%
10 min. BV* TQ* 174 92 68 351 22,57% | 11,93% | 8,82% | 4,54%
EURPLN | BV, TQ 200 89 63 3512594% | 11,54% | 8,17% | 4,54%
30 min. BV* TQ* 167 75 57 251 21,66% | 9,73% | 7,39% | 3,24%
EURPLN | BV, TQ 152 51 24 1]11971% | 6,61% | 3,11% | 0,13%
60 min. BV*, TQ* 104 28 13 1]13,49% | 3,63% | 1,69% | 0,13%
USDPLN | BV, TQ 177 83 69 39 | 23,05% | 10,81% | 8,98% | 5,08%
10 min. BV* TQ* 146 73 59 331 19,01% | 9,51% | 7,68% | 4,30%
USDPLN | BV, TQ 161 69 47 16 | 20,96% | 898% | 6,12% | 2,08%
30 min. BV*, TQ* 126 54 37 11]1641% | 7,03% | 4,82% | 1,43%
USDPLN | BV, TQ 138 39 26 1]11797% | 5,08% | 3,39% | 0,13%
60 min. BV* TQ* 99 30 15 1] 12,89% | 391% | 195% | 0,13%
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W tabelach 7.7-7.9 przedstawiona jest liczba skokéw wykrytych za pomocg sta-

tystyk testowych Jianga i Oomena (2008) w procesach cen logarytmicznych indeksow

CAC40, DAX, NASDAQ 1 WIG20.

Tabela 7.7. Liczby dni ze skokami wykrytych za pomoca statystyki liniowej Jianga i Oomena

w procesach logarytmicznych pozioméw indeksow CAC40, DAX, NASDAQ i WIG20 oraz logaryt-

micznych kursach EURPLN i USDPLN, w zaleznoS$ci od poziomu ufnoSci i czestotliwo$ci danych.

Szereg Estymatory | Liczba wykrytych dni ze sko- | Procentowy udziat dni ze skokami
notowan sekstycz- kami

nosct 0,95 10,99 {0,995 | 0,999 | 0,95 0,99 0,995 0,999
CAC40 SS
5 min. 287 219 200 166 | 37,32% | 28,48% | 26,01% | 21,59%
CAC40 SS
10 min. 311 235 218 171 | 40,44% | 30,56% | 28,35% | 22,24%
CAC40 SS
30 min. 396 328 309 279 ]| 51,50% | 42,65% | 40,18% | 36,28%
DAX SS
5 min. 382 307 284 244 | 49,55% | 39,82% | 36,84% | 31,65%
DAX SS
10 min. 365 303 284 254 | 47,34% | 39,30% | 36,84% | 32,94%
DAX SS
30 min. 445 377 355 315 | 57,72% | 48,90% | 46,04% | 40,86%
NASDAQ | SS
5 min. 274 194 167 121 | 35,35% | 25,03% | 21,55% | 15,61%
NASDAQ | SS
10 min. 268 212 193 163 | 34,58% | 27,35% | 24,90% | 21,03%
NASDAQ | SS
30 min. 354 300 280 246 | 45,68% | 38,71% | 36,13% | 31,74%
WIG20 SS
5 min. 268 208 182 151 ] 35,40% | 27,48% | 24,04% | 19,95%
WIG20 SS
10 min. 325 249 225 195 | 42,93% | 32,89% | 29,72% | 25,76%
WIG20 SS
20 min. 346 292 279 248 | 45,71% | 38,57% | 36,86% | 32,76%
WIG20 SS
40 min. 419 365 340 311 | 55,35% | 48,22% | 44,91% | 41,08%
EURPLN | SS
10 min. 301 224 199 164 ] 39,04% | 29,05% | 25,81% | 21,27%
EURPLN | SS
30 min. 398 337 318 278 1 51,62% | 43,71% | 41,25% | 36,06%
EURPLN | SS
60 min. 353 297 281 247 1 45,78% | 38,52% | 36,45% | 32,04%
USDPLN | SS
10 min. 331 253 226 186 ] 43,10% | 32,94% | 29,43% | 24,22%
USDPLN | SS
30 min. 323 258 235 200 | 42,06% | 33,59% | 30,60% | 26,04%
USDPLN | SS
60 min. 346 292 266 212 ] 45,05% | 38,02% | 34,64% | 27,60%
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Tabela 7.8. Liczby dni ze skokami wykrytych za pomoca statystyki logarytmicznej Jianga i Oome-

na w procesach logarytmicznych pozioméw indekséw CAC40, DAX, NASDAQ i WIG20 oraz loga-

rytmicznych kursach EURPLN i USDPLN, w zaleznoS$ci od poziomu ufnoSci i czestotliwosci da-

nych.
Estymatory Liczba wykrytych dni ze sko- Procentowy udzial dni ze skokami

Szereg zm. scalk. i kami

notowan Sek,St,yCZ' 0,95 [0,99 | 0,995 | 0,999 | 0,95 0,99 0,995 0,999

nosci

CAC40 BV, SS 258 189 173 121 ] 33,55% | 24,58% | 22,50% | 15,73%
5 min. BV*, SS 261 193 175 125 1 33,94% | 25,10% | 22,76% | 16,25%
CAC40 BV, SS 266 190 159 124 1 34,59% | 24,71% | 20,68% | 16,12%
10 min. BV* SS 275 196 167 127 | 35,76% | 25,49% | 21,72% | 16,51%
CAC40 BV, SS 355 269 249 2131 46,16% | 34,98% | 32,38% | 27,70%
30 min BV* SS 372 290 264 226 | 48,37% | 37,71% | 34,33% | 29,39%
DAX BV, SS 351 268 239 208 | 45,53% | 34,76% | 31,00% | 26,98%
5 min. BV*, SS 352 269 246 211 | 45,65% | 34,89% | 31,91% | 27,37%
DAX BV, SS 335 258 237 192 | 43,45% | 33,46% | 30,74% | 24,90%
10 min. BV*, SS 340 263 242 196 | 44,10% | 34,11% | 31,39% | 25,42%
DAX BV, SS 392 308 294 252 ] 50,84% | 39,95% | 38,13% | 32,68%
30 min. BV* SS 408 326 302 269 | 52,92% | 42,28% | 39,17% | 34,89%
NASDAQ | BV, SS 233 155 127 831 30,06% | 20,00% | 16,39% | 10,71%
5 min. BV* SS 234 158 132 861 30,19% | 20,39% | 17,03% | 11,10%
NASDAQ | BV, SS 239 181 155 113 ] 30,84% | 23,35% | 20,00% | 14,58%
10 min. BV* SS 247 185 166 119 | 31,87% | 23,87% | 21,42% | 15,35%
NASDAQ | BV, SS 309 230 219 184 | 39,87% | 29,68% | 28,26% | 23,74%
30 min. BV* SS 337 246 228 201 | 43,48% | 31,74% | 29,42% | 25,94%
WIG20 BV, SS 242 176 159 120 | 31,97% | 23,25% | 21,00% | 15,85%
5 min. BV*, SS 245 180 162 122 ] 32,36% | 23,78% | 21,40% | 16,12%
WIG20 BV, SS 291 203 182 144 | 38,44% | 26,82% | 24,04% | 19,02%
10 min. BV*, SS 298 214 184 148 | 39,37% | 2827% | 24,31% | 19,55%
WIG20 BV, SS 314 239 223 183 | 41,48% | 31,57% | 29,46% | 24,17%
20 min. BV*, SS 319 253 230 197 | 42,14% | 33,42% | 30,38% | 26,02%
WIG20 BV, SS 351 278 266 2251 46,37% | 36,72% | 35,14% | 29,72%
40 min. BV*, SS 373 302 281 2551 49,27% | 39,89% | 37,12% | 33,69%
EURPLN | BV, SS 253 189 161 128 | 32,81% | 24,51% | 20,88% | 16,60%
10 min. BV* SS 257 191 165 130 | 33,33% | 24,77% | 21,40% | 16,86%
EURPLN | BV, SS 398 337 318 278 | 45,14% | 35,93% | 32,94% | 27,63%
30 min. BV*, SS 367 286 267 229 | 47,60% | 37,09% | 34,63% | 29,70%
EURPLN | BV, SS 293 232 211 166 | 38,00% | 30,09% | 27,37% | 21,53%
60 min. BV*, SS 319 252 235 201 | 41,37% | 32,68% | 30,48% | 26,07%
USDPLN | BV, SS 296 202 180 140 | 38,54% | 26,30% | 23,44% | 18,23%
10 min. BV*, SS 304 210 187 144 1 39,58% | 27,34% | 24,35% | 18,75%
USDPLN | BV, SS 283 203 184 139 | 36,85% | 26,43% | 23,96% | 18,10%
30 min. BV*, SS 300 218 196 1551 39,06% | 28,39% | 25,52% | 20,18%
USDPLN | BV, SS 306 202 180 138 | 39,84% | 26,30% | 23,44% | 17,97%
60 min. BV* SS 318 228 194 150 | 41,41% | 29,69% | 25,26% | 19,53%
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Tabela 7.9. Liczby dni ze skokami wykrytych za pomoca statystyki ilorazowej Jianga i Oomena
w procesach logarytmicznych pozioméw indeksow CAC40, DAX, NASDAQ i WIG20 oraz logaryt-

micznych kursach EURPLN i USDPLN, w zaleznoS$ci od poziomu ufno$ci i czestotliwo$ci danych.

Estymatory | Liczba wykrytych dni ze sko- | Procentowy udziat dni ze skokami

Szereg zm. scatk. 1 | kami

notowan Sek,St,ycz‘ 0,95 10,99 {0,995 | 0,999 | 0,95 0,99 0,995 0,999

nosci

CAC40 BV, SS 258 189 173 121 ] 33,55% | 24,58% | 22,50% | 15,73%
5 min. BV*, SS 260 194 175 125 1 33,81% | 25,23% | 22,76% | 16,25%
CAC40 BV, SS 266 190 159 124 ] 34,59% | 24,71% | 20,68% | 16,12%
10 min. BV* SS 275 196 167 127 ] 35,76% | 25,49% | 21,72% | 16,51%
CAC40 BV, SS 355 269 249 213 | 46,16% | 34,98% | 32,38% | 27,70%
30 min BV* SS 372 289 264 226 | 48,37% | 37,58% | 34,33% | 29,39%
DAX BV, SS 351 268 239 208 | 45,53% | 34,76% | 31,00% | 26,98%
5 min. BV* SS 352 269 246 211 ] 45,65% | 34,89% | 31,91% | 27.37%
DAX BV, SS 335 258 237 192 | 43,45% | 33,46% | 30,74% | 24,90%
10 min. BV*, SS 340 263 242 196 | 44,10% | 34,11% | 31,39% | 25,42%
DAX BV, SS 392 308 294 252 1 50,84% | 39,95% | 38,13% | 32,68%
30 min. BV*, SS 408 326 302 269 | 52,92% | 42,28% | 39,17% | 34,89%
NASDAQ | BV, SS 233 155 127 83 | 30,06% | 20,00% | 16,39% | 10,71%
5 min. BV* SS 234 158 132 86 | 30,19% | 20,39% | 17,03% | 11,10%
NASDAQ | BV, SS 239 181 155 113 | 30,84% | 23,35% | 20,00% | 14,58%
10 min. BV* SS 247 185 166 119 | 31,87% | 23,87% | 21,42% | 15,35%
NASDAQ | BV, SS 309 230 219 184 | 39,87% | 29,68% | 28,26% | 23,74%
30 min. BV* SS 337 246 228 201 | 43,48% | 31,74% | 29,42% | 25,94%
WIG20 BV, SS 242 176 159 120 | 31,97% | 23,25% | 21,00% | 15,85%
5 min. BV*, SS 245 180 162 122 ] 32,36% | 23,78% | 21,40% | 16,12%
WIG20 BV, SS 291 203 182 144 ] 38,44% | 26,82% | 24,04% | 19,02%
10 min. BV*, SS 298 214 184 148 1 39,37% | 28,27% | 24,31% | 19,55%
WIG20 BV, SS 314 239 223 183 ] 41,48% | 31,57% | 29,46% | 24,17%
20 min. BV*, SS 319 253 230 197 | 42,14% | 33,42% | 30,38% | 26,02%
WIG20 BV, SS 351 277 266 225 ] 46,37% | 36,59% | 35,14% | 29,72%
40 min. BV* SS 373 302 281 2551 49,27% | 39,89% | 37,12% | 33,69%
EURPLN | BV, SS 253 189 161 128 | 32,81% | 24,51% | 20,88% | 16,60%
10 min. BV* SS 257 191 165 130 | 33,33% | 24,77% | 21,40% | 16,86%
EURPLN | BV, SS 398 337 318 278 | 51,62% | 43,71% | 41,25% | 36,06%
30 min. BV*, SS 367 286 267 229 | 47,60% | 37,09% | 34,63% | 29,70%
EURPLN | BV, SS 293 232 211 166 | 38,00% | 30,09% | 27,37% | 21,53%
60 min. BV*, SS 319 252 235 201 | 41,37% | 32,68% | 30,48% | 26,07%
USDPLN | BV, SS 296 202 181 140 | 38,54% | 26,30% | 23,57% | 18,23%
10 min. BV*, SS 304 210 187 144 1 39,58% | 27,34% | 24,35% | 18,75%
USDPLN | BV, SS 283 203 184 139 ] 36,85% | 26,43% | 23,96% | 18,10%
30 min. BV* SS 300 218 196 1551 39,06% | 28,39% | 25,52% | 20,18%
USDPLN | BV, SS 306 202 180 138 | 39,84% | 26,30% | 23,44% | 17,97%
60 min. BV* SS 318 228 194 150 | 41,41% | 29,69% | 25,26% | 19,53%

Podobnie jak w przypadku statystyk Barndorff-Nielsena i Shepharda, statystyka
liniowa wykrywa znacznie wigcej skokdéw niz inne statystyki. Potwierdzajg to rowniez
badania symulacyjne przeprowadzone w rozdziale 4. Statystyki logarytmiczna i ilora-
zowa wykrywaja niemal identyczng liczbe skokéw. Obserwujemy rowniez, ze 1 w tym

przypadku, zastosowana czestotliwo$¢ danych ma istotny wplyw na liczbe wykrytych
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dni ze skokami. Im mniejsza cze¢stotliwos$¢, tym wigksza liczba skokow wykrytych
przez test. Na podstawie badan symulacyjnych, przeprowadzonych w rozdziale 4, mo-
zemy wywnioskowac, ze jest to nastepstwem rosngcego rozmiaru wraz ze spadkiem
czestotliwosci, przy nieznacznie zmniejszajgcej si¢ mocy testu. Pomimo, ze badania
symulacyjne wskazaty, ze rodzaj estymatora zmienno$ci scatkowanej i kwartycznos$ci
nie ma wptywu na rozmiar i1 moc testu, obserwujemy pewne niewielkie réznice w licz-
bie dni ze skokami wykrytych przez statystyki z przeskalowanymi i nieprzeskalowany-
mi estymatorami zmiennosci scatkowanej i kwartycznosci. Liczba skokéw wykrytych
za pomoca odpowiadajacych sobie statystyk Barndorff-Nielsena i Shepharda (2006)
oraz Jianga 1 Oomena (2008) przy zadanej czestotliwosci 1 poziomie ufnosci jest w
wiekszosci przypadkéw do$¢ zblizona, co zwicksza wiarygodnos$¢ przeprowadzonych
testow.

W tabeli 7.10 przedstawiona jest liczba skokow wykrytych za pomocg statystyk
Lee i Myklanda w badanych procesach pozioméw logarytmicznych indeksow gietdo-

wych.

Tabela 7.10. Liczby skokéw wykrytych za pomoca statystyki Lee i Myklanda (2007) w procesach
logarytmicznych pozioméw indekséw CAC40, DAX, NASDAQ i WIG20 oraz logarytmicznych
kursach EURPLN i USDPLN, w zaleznos$ci od poziomu ufnosci, zastosowanych estymatoréw

zmiennosci scalkowanej i kwartycznosci oraz czestotliwosci danych.

Bez funkgc;ji dryfu Z funkcja dryfu
Szereg notowan

0,95 10,99 |0,995 0,99 1095 |0,99 |0,995 | 0,999
CAC40 5 min. 224 162 150 113 217 167 144 110
CAC40 10 min. 106 89 78 68 104 89 79 63
CACA40 30 min. 58 35 32 28 58 36 31 27
DAX 5 min. 355 289 261 210 343 286 261 213
DAX 10 min. 178 144 133 104 174 146 129 103
DAX 30 min. 77 62 59 46 77 61 53 45
NASDAQ 5 min. 116 83 72 49 112 82 66 48
NASDAQ 10 min. 53 33 27 21 55 34 31 19
NASDAQ 30 min. 25 18 16 12 27 20 16 12
WIG20 5 min. 142 105 87 68 144 98 87 68
WIG20 10 min. 65 47 39 24 66 46 38 23
WIG20 20 min. 45 28 23 13 42 27 21 14
WIG20 40 min. 25 21 19 15 24 22 20 16
EURPLN 10 min. 143 103 94 72 145 101 91 70
EURPLN 30 min. 75 56 53 41 75 56 50 41
EURPLN 60 min. 27 20 17 9 26 20 16 11
USDPLN 10 min. 141 116 108 83 139 113 102 141
USDPLN 30 min. 54 44 36 28 54 43 38 30
USDPLN 60 min. 29 19 16 9 27 19 16 29
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Jak fatwo zauwazy¢, statystyki L oraz L . Wykrywaja niemal identyczna liczbg skokow

pomimo, Ze oszacowania parametrow otrzymane w podrozdziale 6.1 moga sugerowac,
iz badane procesy cen logarytmicznych posiadaja istotng funkcje dryfu. Wniosek ten
potwierdzaja badania przeprowadzone w podrozdziale 4.5. Liczba wykrytych skokéw
maleje wraz ze zmniejszajacg si¢ czestotliwoscig. Badania symulacyjne, przedstawione
w rozdziale 4.5, wykazaly, ze moc testu szybko maleje wraz ze zmniejszajaca si¢ cze-
stotliwo$ciag danych. Efekt ten jest najsilniejszy dla logarytmicznych kurséw waluto-
wych, gdzie wartos¢ skoku w stosunku do biezacego kursu logarytmicznego jest naj-
mniejsza. Wobec tego, gdy stosujemy te statystyke testowa, szczegolnie wazne jest uzy-
cie danych o odpowiednio wysokiej czestotliwosci. Nalezy jednak przy tym pamigtac o

efektach mikrostruktury, ktore sg charakterystyczne dla tego typu danych.

7.2. Testowanie skokow a mikrostruktura rynku

Tak jak opisywaliémy w rozdziale 4.3, szeregi zwrotow o wysokiej czgstotliwosci sa
czgsto zanieczyszczone szumem mikrostruktury, ktory mozemy zaobserwowaé poprzez
wykrycie w szeregach zwrotow wysokiej czestotliwosci istotnej autokorelacji niskich
rzedow. Zjawisko to ma znaczacy wplyw na estymacje¢ wariacji wielopotggowych, a
wigc takZze na wartosci statystyk testowych. W niniejszym podrozdziale przeprowadzi-
my test istotno$ci autokorelacji roznego stopnia w szeregach zwrotéw $roddziennych.
W sytuacji wystepowania wysokich wartosci wspotczynnikdéw autokorelacji, zgodnie z
zaleceniem Barndorff-Nielsena i Shepharda (2006), zastosujemy przesuni¢te wariacje
wielopotegowe. Testowanie istotno$ci autokorelacji rzedu 4 umozliwia nam nastgpujace

twierdzenie (np. Shumway i Stoffer 2006).

Twierdzenie 7.2.1. Niech y, bedzie biatym szumem. Wowczas, dla odpowiednio du-
zego n i dowolnego A, wspotczynnik autokorelacji z proby, p(4), ma w przyblizeniu
rozktad normalny ze $rednig 0 i odchyleniem standardowym

1

Opiny = ﬁ

Na mocy tego twierdzenia tatwo zauwazy¢, ze hipoteza zerowa o autokorelacji

rzgdu 4 bedzie odrzucona na poziomie istotnosci «, o ile
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A > (1=a/2)/Vn,

(7.1)

gdzie ®(x) jest dystrybuantg standardowego rozkladu normalnego. Progi istotnosci

wyznaczamy niezaleznie z rozktadow bootstrapowych otrzymanych z 10000 prob. Na

rysunkach 7.1-7.3 przedstawione sg wykresy empirycznej funkcji autokorelacji zwrotow

sréddziennych roznej czestotliwosci dla indekséw CAC40, DAX, NASDAQ i WIG20

wraz z progami istotno$ci wyznaczonymi dla « = 0,05 z wzoru (7.1) oraz rozktadow

bootstrapowych.
CAC405 min. DAX 5 min.
0,02
0,015
0,015
0,01 0,01
0,005 0,005
0 = , , I : : : I : 0 T T T I T T T I T L T 1
0,005 L1 3 46 6 7 -0,005 3 4 5 6 7 i | 10
-0,01
0,01 0,015
-0,015 -0,02
CAC40 10 min. DAX 10 min.
0,02
0,02
0,015 0,015
0,01 0,01
0,005 1 0,005
0 T T T I T T T I T
_0 005 I I 0 T T T T T T l T T T 1
_{r) o1 1 Z 5 4 S5 b / _0’005 ] 2 2 c , 10
-0,015 -0,01 —
-0,02 -0,015
CAC40 30 min. DAX 30 min.
0,05
0,04
0,04
0,03
0,03
0,02 0,02
0,01 0,01
0 f f f PR f I f I 0 T T I T T T I T T I 1
0,01 3 3 S 0,01 |1 3 4 48 7 8 9 10
-0,02 -0,02
-0,03 -0,03

Rys. 7.1. Autokorelacja zwrotéw Sréoddziennych roznej czestotliwosci dla indeksow CAC40 i DAX,

z progami istotnosci wyznaczonymi ze wzoru (7.1) oraz z rozkladéw bootstrapowych.
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NASDAQ 5 min. WIG20 5 min.
0,08
0,02
0,06 0,01
0 T T — I T i | B 1
0,04
-0,01 > &4 o o 4/ o I 10
0,02 -0,02
1 1 -
0 |I| |||I|I|'| |T|'| 002
-0,04
0,02 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 0,05
NASDAQ 10 min. WIG20 10 min.
0,06
0,02
0,04 0 |I|I|I|-|I| |I|I|I|
0,02 2 345 b6 78 9 10
0,02
-0,04
0 T T T 1 A T T 1 T T 1 0,06
1 ) 2 yil C = i Q Q 10
-0,02 -0,08
NASDAQ 30 min. WIG20 20 min.
0,08
0,03
0,06 0,02
0,04 0,01
0’02 0 T T T I T I T I T T I T T 1
0 T T T |l|'|I|l|I|I| -0,01 2 4 5 6 7 8 10
0,02 1.2 3 4 5 6 7 & 9 10 -0,02
0,04 0,03
WI1G20 40 min.
0,04
0,03
0,02
0,01
0 T I T T T T T T I T 1 1
-0,01 1+—2—3 56738 91p
-0,02
-0,03

Rys. 7.2. Autokorelacja zwrotow Sréoddziennych roznej czestotliwosci dla indeksow NASDAQ

i WIG20, z progami istotno$ci wyznaczonymi ze wzoru (7.1) oraz z rozkladéw bootstrapowych.
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EURPLN 10min. USDPLN 10min.
0,02 0,015
0 T I T I T I T I rpre T I L 0,01
-0,02 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0,005
‘0,04 0 IIII T I.I I.I T T 1
-0,06 -0,005 1 2 4 5 6 7 1
-0,08 -0,01
-0,1 -0,015
EURPLN 30min. USDPLN 30min.
0,02 0,02
0 T T T I T " L I T I T 1 0,01
'0,02 _ﬂ_RRTRq‘In 0 IIII IIIII III T III
0,04 0,01 1 2 4 5 6 7 8 9 10
-0,06 -0,02
-0,08 -0,03
EURPLN 60min. USDPLN 60min.
0,06 0,04
0,04 0,03
0,02 0,02
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'0,02 !DHE!7QQ¥ 0 T IlIIIII-I T T T 1
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-0,06 -0,02 —
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Rys. 7.3. Autokorelacja zwrotéw sroddziennych roznej czestotliwosci dla indeksow kursu EURPLN

i USDPLN, z progami istotno$ci wyznaczonymi ze wzoru (7.1) oraz z rozkladéw bootstrapowych.

Jak tatwo zauwazy¢, progi istotnosci otrzymane ze wzoru (7.1) oraz te otrzymane na
podstawie rozktadu bootstrapowego sa niemal identyczne, co dodatkowo uwiarygodnia
przeprowadzone badania. Nalezy pamigtac, ze autokorelacja w szeregach zwrotow
sréddziennych moze mie¢ takze inne uzasadnienie, jak chociazby dyskontowanie in-
formacji z opdznieniem, czy krotkoterminowa sezonowos$¢. Wobec tego samo istnienie

istotnej autokorelacji nie musi by¢ nastepstwem efektéw mikrostruktury, zwlaszcza
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jezeli pojawia si¢ ona dla stosunkowo duzych opoznien. Konsekwencja efektéw mikro-
struktury moga by¢ natomiast silne autokorelacje niskich rzedow. Zjawisko takie
nie jest obserwowalne w pigcio- 1 dziesigciominutowych szeregach zwrotow CAC40
oraz dziesigciominutowych zwrotach DAX. Dla zwrotéw pigciominutowych indeksu
DAX mozna zauwazy¢ istotng autokorelacje rzedu 1 przewyzszajaca tylko nieznacznie
autokorelacje wyzszych rzgdow. Natomiast dla zwrotow 30 minutowych obydwu in-
deksow obserwujemy silne autokorelacje rzedu 1, mogace by¢ nastepstwem efektow
mikrostruktury. Dla zwrotéw indeksu NASDAQ obserwujemy silng autokorelacje
rzgdu 1 i stabe autokorelacje rzedu 2 i 3. W zwrotach 30 minutowych réznice pomigdzy
warto$ciami autokorelacji rzedu 1 oraz 2 i 3 s3 znacznie mniejsze, niz w innych rozwa-
zanych przypadkach. Dlatego do wyznaczania statystyk testowych stosujemy wariacje
dwu- 1 trdjpotegowe przesunigte zarowno o 1, jak i o 3 obserwacje. W przypadku indek-
su WIG20 obserwujemy silne autokorelacje rzedu 1 i 2 w zwrotach 5-minutowych
irzedu 1 w zwrotach 10-minutowych, co uzasadnia zastosowanie do wyznaczenia staty-
styk testowych dla tych szeregéw, odpowiednio przesunietych o 2 1 o 1 obserwacj¢ wa-
riacji dwu- 1 trdjpotegowych. Dla zwrotow dwudziesto i czterdziestominutowych, kore-
logramy sugeruja brak efektow mikrostruktury w badanym szeregu. Dla zwrotow
wszystkich czestotliwosci kursu EURPLN obserwujemy silng autokorelacje rzgdu 1.
Ponadto w zwrotach wyznaczonych na podstawie danych o czestotliwosci 10 minut
1 30 minut zauwazamy autokorelacj¢ rzgdu 2 nieznacznie przekraczajaca prog istotno-
$ci, co sugeruje stosowanie jako estymatorow zmienno$ci scatkowanej i kwartyczno$ci,
przesunigtych o 1 obserwacje wariacji dwupotegowych i trojpotegowych. Korelogramy
wyznaczone dla zwrotow kursow USDPLN nie wskazujg na efekty mikrostruktury
w szeregach danych. Silna autokorelacja rzedu 9 w szeregach zwrotow 60 minutowych
obydwu kurséw $wiadczy o dziennej sezonowos$ci w szeregach zwrotow.

Na podstawie powyzszej analizy przeprowadzili§my testy na wystepowanie sko-
kow z wykorzystaniem przesunigtych wariacji wielopotggowych jako estymatorow
zmiennosci scatkowanej 1 kwartycznos$ci. Wartosci statystyk zostaty wyznaczone
na podstawie danych roznej czgstotliwosci. W tabelach 7.11 1 7.12 przedstawione sa
podstawowe statystyki przesunigtych wariacji wielopotegowych wykorzystanych

do wyznaczenia statystyk testowych. Dla utatwienia przyjeliSmy oznaczenia

*k L1 e *k 4/3,413,4/3
BV :{Xo"}g,[k]] 1 TQ :{Xo"}g,[k] L
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Tabela 7.11. Srednie (n) i wariancje (6% zrealizowanych przesunietych wariacji wielopotegowych

dla szeregow zwrotow intraday indeksu WIG20 oraz kurséw EURPLN i USDPLN ro6znych czesto-

tliwoSci.
Szereg zwrotow k | BV** TQ**
B . B s

CAC40 5 min. 1 0,3825 0,1814 0,5860 10,111
CAC40 10 min. 1 0,3781 0,1178 0,3249 1,6614
CAC40 30 min. 1 0,3412 0,1139 0,2312 4,0882
DAX 5 min 1 0,4939 0,1467 0,6075 4,0385
DAX 10 min. 1 0,4775 0,1623 0,4704 3,4167
DAX 30 min 1 0,4305 0,1403 0,2746 0,8000
NASDAQ 5 min. 1 0,4410 0,0859 0,3438 0,4483
NASDAQ 10 min. 1 0,4665 0,0983 0,3392 0,4193
NASDAQ 30 min. 1 0,4501 0,1354 0,2404 0,4732
WIG20 5 min. 2 1,0773 0,8238 2,3149 | 114,817
WIG20 10 min. 1 1,0477 1,1087 2,2125] 107,821
WIG20 20 min. 1 0,9352 0,8906 1,6674 | 59,0937
WIG20 40 min. 1 0,7561 0,6773 1,0036 | 34,6291

Tabela 7.12. Srednie () i wariancje (¢?) zrealizowanych przesunietych wariacji wielopotegowych

dla zwrotéw kurséw intraday EURPLN i USDPLN réznych czestotliwosci.

Szereg zwrotow k | BV** TQ**
i c i o

EURPLN 10 min. 1 0,2784 0,0449 0,1766 0,2491
EURPLN 30 min. 1 0,2527 0,0546 0,1066 0,1157
EURPLN 60 min. 1 0,2237 0,0543 0,0776 0,1054
USDPLN 10 min. 1 0,3723 0,0506 0,2440 0,2686
USDPLN 30 min. 1 0,3733 0,0766 0,1876 0,2212
USDPLN 60 min. 1 0,3619 0,1042 0,1565 0,1500

W tabelach 7.13 1 7.14 przedstawiona jest liczba dni ze skokami wykrytymi za pomoca
statystyk Barndorff-Nielsena 1 Sheparda z przesuni¢tymi wariacjami wielopotggowymi
jako estymatorami zmiennos$ci scatkowanej 1 kwartycznosci.

Poréwnujac tabele 7.13 1 7.14 z tabelami 7.4-7.6 widzimy, ze test ilorazowy
z przesunictymi wariacjami wielopotegowymi zastosowanymi jako estymatorami
zmiennos$ci scatkowanej 1 kwartycznosci, wykrywa nieco mniej skokéw. Jednoczesnie
obserwujemy, ze liczba dni ze skokami wykrytymi za pomoca dwoch pozostatych te-
stow z przesunigtymi wariacjami wielopotggowymi jest nieco wigksza niz liczba sko-
kéw wykrytych za pomocg testow wykorzystujacych dwa pozostate estymatory wariacji
wielopotggowych. Z technicznego punktu widzenia jest to nastepstwem znacznie mniej-
szych wartosci oszacowan kwartycznosci, wobec nieznacznie nizszych wartosci osza-

cowan wariancji scatkowane;.
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Tabela 7.13. Liczby wykrytych dni ze skokami w procesach logarytmicznych poziomoéw indeksow

CAC40, DAX, NASDAQ i WIG20 w zaleznoS$ci od poziomu ufnosci, wyznaczone za pomocg staty-

styk Barndorff-Nielsena i Shepharda z wykorzystaniem przesunietych wariacji wielopotegowych

jako estymatoréw zmiennoSci scalkowanej i kwartycznoSci.

Szereg notowan | statystyka | Liczba wykrytych dni ze Procentowy udzial dni ze skokami
(opdznienie skokami

wariacji wielo- 0,95 10,99 10,995 |0,999 10,95 0,99 0,995 0,999
potegowych)

CAC40 liniowa 239 162 138 109] 31,08%| 21,07%| 17,95%| 14,17%
5 min. logarytm. 229 139 124 84] 29,78%| 18,08%| 16,13%| 10,92%
(1) ilorazowa 195 139 124 84] 25,36%| 18,08%| 16,12%| 10,92%
CAC40 liniowa 267 197 176 139] 34,72%| 25,62%| 22,89%| 18,08%
10 min. logarytm. 254 169 147 103] 33,03%| 21,98%| 19,12%| 13,40%
(1) ilorazowa 215 169 147 103] 27,96%| 21,98%| 19,12%]| 13,39%
CAC40 liniowa 298 243 232 197] 38,75%]| 31,60%| 30,17%| 25,62%
30 min. logarytm. 278 208 193 148] 36,15%| 27,05%| 25,10%| 19,25%
(1) ilorazowa 195 208 193 148] 25,36%| 27,05%]| 25,10%| 19,25%
DAX liniowa 414 331 296 239] 53,70%| 42,93%| 38,39%| 31,00%
5 min. logarytm. 396 299 267 197) 51,37%)| 38,78%| 34,63%| 25,55%
(1) ilorazowa 380 299 267 197] 49,29%| 38,78%| 34,63%]| 25,55%
DAX liniowa 356 273 250 205) 46,17%)| 35,41%| 32,43%| 26,59%
10 min. logarytm. 326 244 211 161) 42,28%]| 31,65%| 27,37%| 20,88%
) ilorazowa 291 244 211 161] 37,74%| 31,65%| 27,37%| 20,88%
DAX liniowa 346 278 260 230] 44,88%| 36,06%| 33,72%| 29,83%
30 min. logarytm. 317 245 222 178) 41,12%| 31,78%| 28,79%| 23,09%
) ilorazowa 234 245 222 178] 30,35%| 31,78%| 28,79%| 23,09%
NASDAQ liniowa 246 166 135 99| 31,74%| 21,42%| 17,42%| 12,77%
5 min. logarytm. 231 131 108 72] 29,80%| 16,90%| 13,94%| 9.,29%
(1) ilorazowa 206 131 108 72] 26,58%| 16,90%| 13,94%| 9.,29%
NASDAQ liniowa 281 196 165 132] 37,22%)]| 25,96%| 21,85%| 17,48%
5 min. logarytm. 267 164 142 99| 35,36% | 21,72%| 18,81%| 13,11%
3) ilorazowa 233 164 142 99] 30,86%| 21,72%| 18,81%| 13,11%
NASDAQ liniowa 216 157 127 98] 27,87%| 20,26%| 16,39%| 12,65%
10 min. logarytm. 198 123 104 741 25,55%| 15,87%| 13,42%| 9,55%
) ilorazowa | 158|123 104 74] 20,39%| 15,87%| 13,42%| 9,55%
NASDAQ liniowa 266 216 196 157] 34,32%| 27,87%| 25,29%| 20,26%
30 min. logarytm. 242 175 149 117]) 31,22%| 22,58%| 19,23%| 15,10%
) ilorazowa 144 175 149 117] 18,58%]| 22,58%| 19,23%| 15,10%
WIG20 liniowa 346 276 253 203) 45,71%| 36,46%| 33,42%| 26,82%
5 min. logarytm. 331 246 217 163] 43,73%| 32,50%| 28,67%| 21,53%
(2) ilorazowa 299 246 217 163] 39,50%]| 32,50%| 28,67%| 21,53%
WIG20 liniowa 265 191 163 124] 35,01%| 25,23%| 21,53%| 16,38%
10 min. logarytm. 240 146 120 81] 31,70%| 19,29%| 15,85%]| 10,70%
(1) ilorazowa 188 146 120 81] 24,83%| 19,29%| 15,85%]| 10,70%
WIG20 liniowa 234 166 139 109] 30,91%| 21,93%| 18,36%| 14,40%
20 min. logarytm. 204 108 85 60| 26,95%| 14,27%| 11,23%| 7,93%
) ilorazowa 113 108 85 60] 14,93%| 14,27%| 11,23%| 7,93%
WIG20 liniowa 228 164 142 115] 30,12%]| 21,66%| 18,76%| 15,19%
40 min. logarytm. 161 80 58 33] 21,27%]| 10,57%| 7,66%| 4,36%
(1) ilorazowa 52 80 58 33] 6,87%| 10,57%| 7,66%| 4,36%
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Tabela 7.14. Liczby wykrytych dni ze skokami w procesach logarytmicznych kurséw EURPLN
i USDPLN w zaleznoS$ci od poziomu ufnos$ci, wyznaczone za pomoca statystyk Barndorff-Nielsena
i Shepharda z wykorzystaniem przesunietych wariacji wielopotegowych jako estymatoréw zmien-

nosci scalkowanej i kwartycznoSci.

Szereg notowan | statystyka |Liczba wykrytych dni ze Procentowy udzial dni ze skokami
(opdznienie skokami

wariacji wielo- 0,95 10,99 10,995 0,999 0,95 0,99 0,995 0,999
potegowych)

EURPLN liniowa 302 224 204 164] 39,17%| 29,05%]| 26,46%| 21,27%
10 min. logarytm. 281 199 172 131] 36,45%| 25,81%| 22,31%| 16,99%
(1) ilorazowa 247 199 172 131 32,04%| 25,81%| 22,31%| 16,99%
EURPLN liniowa 351 268 250 214) 45,53%| 34,76%| 32,43%| 27,76%
30 min. logarytm. 317 230 212 163] 41,12%| 29,83%| 27,50%| 21,14%
) ilorazowa 227| 180|212 163] 29,44%| 29,83%| 27,50%| 21,14%
EURPLN liniowa 281 229 214 188] 36,45%| 29,70%| 27,76%| 24,38%
60 min. logarytm. 255 194 178 141] 33,07%| 25,16%| 23,09%| 18,29%
(1) ilorazowa 155 57 32 8] 20,10%| 7,39%]| 4,15%| 1,04%
USDPLN liniowa 304 227 214 173] 39,58%| 29,56%| 27,86%| 22,53%
10 min. logarytm. 258 198 176 135] 33,59%| 25,78%| 22,92%| 17,58%
(1) ilorazowa 196 198 176 135] 25,52%| 25,78%| 22,92%| 17,58%
USDPLN liniowa 241 180 165 138] 31,38%| 23,44%| 21,48%| 17,97%
30 min. logarytm. 221 152 136 104] 28,78%| 19,79%| 17,71%| 13,54%
(1) ilorazowa 149 152 136 104] 19,40%| 19,79%| 17,71%| 13,54%
USDPLN liniowa 277 234 222 197] 36,07%| 30,47%]| 28,91%| 25,65%
60 min. logarytm. 255 202 180 149] 33,20%| 26,30%| 23.,44%| 19,40%
(1) ilorazowa 147 202 180 149] 19,14%| 26,30%| 23,44%| 19,40%

Jak wspomnieliSmy juz w rozdziale 4, przyblizone wartosci skokow mozna
wyznaczy¢ na podstawie roznic wariancji zrealizowanej 1 wariacji dwupotegowe;j
(wzor (4.10)) oraz wariancji zrealizowanej 1 wariancji swapowej (wzor (4.14)). Na ry-
sunkach 7.14 i 7.15 przedstawione s3 wartosci skokOw wyznaczone z powyzszych
wzoréow pozytywnie zweryfikowane, odpowiednio, przez logarytmiczng statystyke
Barndorff-Nielsena 1 Shepharda z zastosowanymi przesunigtymi wariacjami wielopote-
gowymi jako estymatorami wariacji scatkowanej i kwartyczno$ci oraz logarytmiczng
statystyke Jianga i Oomena z przeskalowang przeskalowang wariacja szesciopotegowa
jako estymatorem sekstycznos$ci. Badania empiryczne wykonane w rozdziale 4 wykaza-
ty, ze im wyzsza jest czestotliwo$¢ danych, tym moc testu jest wigksza, a jego rozmiar
mniejszy. Dlatego we wszystkich przypadkach wykorzystalismy dane o najwyzszej

dostepnej czestotliwosci.
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7.4. Wartosci skokow w procesie cen logarytmicznych CAC40 wyznaczonych na podstawie zalezno-

$ci (4.10), pozytywnie zweryfikowanych przez logarytmiczny test Barndorff-Nielsena i Shepharda.
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7.5. Wartosci skokow w procesie cen logarytmicznych CAC40 wyznaczonych na podstawie zalezno-

$ci (4.13), pozytywnie zweryfikowanych przez logarytmiczny test Jianga i Oomena.
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7.6 Wartosci skokéw w procesie cen logarytmicznych DAX wyznaczonych na podstawie zaleznosci

(4.10), pozytywnie zweryfikowanych przez logarytmiczny test Barndorff-Nielsena i Shepharda.
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7.7. WartoSci skokéw w procesie cen logarytmicznych DAX wyznaczonych na podstawie zaleznoSci

(4.13), pozytywnie zweryfikowanych przez logarytmiczny test Jianga i Oomena.
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7.8. Wartosci skokéw w procesie cen logarytmicznych NASDAQ wyznaczonych na podstawie za-
leznosci (4.10), pozytywnie zweryfikowanych przez logarytmiczny test Barndorff-Nielsena

i Shepharda.
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7.9. Wartosci skokow w procesie cen logarytmicznych NASDAQ wyznaczonych na podstawie

zalezno$ci (4.13), pozytywnie zweryfikowanych przez logarytmiczny test Jianga i Oomena.
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7.10. Wartosci skokéw w procesie cen logarytmicznych WIG20 wyznaczonych na podstawie
zaleznoSci (4.10), pozytywnie zweryfikowanych przez logarytmiczny test Barndorff-Nielsena

i Shepharda.
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7.11. Wartosci skokéw w procesie cen logarytmicznych WIG20 wyznaczonych na podstawie

zaleznoS$ci (4.13), pozytywnie zweryfikowanych przez logarytmiczny test Jianga i Oomena.
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7.12. Warto$ci skokéw w procesie kursow logarytmicznych EURPLN wyznaczonych na podstawie
zalezno$ci (4.10), pozytywnie zweryfikowanych przez logarytmiczny test Barndorff-Nielsena i She-

pharda.
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7.13. Wartosci skokéw w procesie kursow logarytmicznych EURPLN wyznaczonych na podstawie

zaleznoS$ci (4.13), pozytywnie zweryfikowanych przez logarytmiczny test Jianga i Oomena.
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7.14. Wartosci skokow w procesie kurséw logarytmicznych USDPLN wyznaczonych na podstawie
zaleznoS$ci (4.10), pozytywnie zweryfikowanych przez logarytmiczny test Barndorff-Nielsena i She-

pharda.
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7.15. Wartos$ci skokow w procesie kursow logarytmicznych USDPLN wyznaczonych na podstawie

zalezno$ci (4.13), pozytywnie zweryfikowanych przez logarytmiczny test Jianga i Oomena.
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Wartosci wykrytych skokéw, podobnie jak ich liczba, sa dosy¢ zblizone, chociaz
skoki wyznaczone na podstawie rdéznicy wariancji zrealizowanej i wariacji swapowej
przyjmuja nieco wyzsze wartosci. Najwieksze rozbieznosci widoczne sg w procesie
logarytmicznych kurséw EURPLN. Natomiast wartosci skokéw sa sobie najblizsze
w przypadku logarytmicznych pozioméw indeksu DAX. Zblizone wielkosci skokow
otrzymane za pomocg dwodch zupelnie réznych podejsé, §wiadcza o tym, ze jakos¢

oszacowan skokdow jest satysfakcjonujaca.

7.3. Whnioski koncowe

Przeprowadzone badania empiryczne mogg sugerowac, ze w procesach logaryt-
micznych poziomoéw indeksow gieldowych skoki, ktore interpretujemy jako reakcje
ceny na informacje makroekonomiczne lub nastepstwo zamykania pozycji przez inwe-
storow pod koniec dnia sesji gietdowej, sg dos¢ powszechnym zjawiskiem. Zjawisko to
obserwujemy zaréwno na rynkach dojrzatych, takich jak rynki zachodnioeuropejskie
czy amerykanski, jak 1 rynkach mniej dojrzatych, ktorych przyktadem jest rynek polski.
Nieco rzadziej wystepuje ono w przypadku indeksu CAC40, natomiast dla procesow
poziomow logarytmicznych WIG20 i NASDAQ, przeprowadzone testy wykryty skok
w okoto 30% dni sesyjnych. Wniosek ten jest roOwniez potwierdzony przez testy
Lee-Myklanda (2007). Masowe wystepowanie skokdéw, jakie zaobserwowaliSmy
w modelowanych procesach, silnie przemawia za stosowaniem do ich opisu modeli dy-
fuzji ze skokami. Silna leptokurtoza w szeregach zwrotdw logarytmicznych, ktora zaob-
serwowalismy we wszystkich szeregach danych, jest dodatkowym uzasadnieniem sto-
sowania tych modeli do opisu badanych proceséw. Czestotliwos¢ danych ma dos¢ istot-
ny wplyw na otrzymane wyniki. Rozbieznosci w liczbie wykrytych skokow oscyluja w
granicach 10-20% i sg uzaleznione gtownie od precyzji estymacji wariancji zrealizowa-
nej oraz zrealizowanych wariacji wielopotegowych.

Wykryty w wigkszosci szeregow czasowych szum mikrostruktury uzasadnia sto-
sowanie przesunigtych wariacji wielopotegowych jako oszacowan wariancji scatkowa-
nej 1 kwartycznosci przy wyznaczaniu warto$ci statystyk Barndorff-Nielsena i Shephar-
da. Jednocze$nie obserwujemy, ze zastosowanie przesuni¢tych wariacji wielopotggo-
wych jako estymatorow wariacji scatkowanej 1 kwartycznosci znaczaco wptlyneto

na liczbe wykrytych skokow.
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Mozliwo$¢ szacowania wartosci skokoéw w oparciu o zaleznosci (4.10) i (4.13)
daje podstawe do opisu procesow generujacych dane dzienne za pomocg modeli dyfuzji
ze skokami. Estymacji parametrow mozna dokona¢ poprzez pierwotne odseparowanie
skokow z szeregu notowan dziennych, dopasowanie do szeregu rozmiaré6w skokow od-
powiedniego rozktadu, np. N(0,57), jak przyjelismy w specyfikacji modelu (4.18), i
opis wystgpowania skokéw za pomoca procesu Poissona. Nastgpnie proces z odseparo-

wanymi skokami mozna modelowa¢ za pomocg metody Phillipsa i Yu.
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Z.akonczenie

Niniejsza praca dotyczy problematyki modelowania i prognozowania procesow
stochastycznych z czasem cigglym, generujacych ceny instrumentéw finansowych. Za-
stosowana do estymacji parametrow modeli dyfuzji dwukrokowa metoda Phillipsa i Yu
data zadowalajace rezultaty, na co wskazaly przeprowadzone badania symulacyjne.
Istotnym wnioskiem ptynacym z przedstawionych badan jest konstatacja, iz jakos$¢
oszacowan otrzymanych za pomoca danych intraday jest znacznie lepsza niz przy wy-
korzystaniu danych dziennych. Ponadto poréwnanie wynikow estymacji uzyskanych na
podstawie danych réznej czgstotliwosci moze sugerowac, ze zastosowanie danych pot-
godzinnych daje wyniki bardzo zblizone do tych, ktére otrzymujemy dla danych wyz-
szych czgstotliwosci. Wniosek ten pozwala na duza oszczednos$¢ czasu nie tylko w sa-
mym procesie estymacji, ktorego czasochtonno$¢ przy obecnie wykorzystywanych
komputerach nie stanowi zasadniczego problemu, ale przede wszystkim w bardzo pra-
cochlonnym procesie opracowywania danych do estymacji. Jednoczesnie dla danych
potgodzinnych marginalizuje si¢ problem wplywu efektow mikrostruktury na wyniki
estymacji. Kolejny istotny wniosek wyplywa z przeprowadzenia estymacji parametrow
modeli dyfuzji dla tych samych szeregéw za pomoca podejScia zaproponowanego przez
Phillipsa 1 Yu oraz bardziej klasycznie, uogdlniong metodg momentow. Otrzymane wy-
niki sugeruja, ze metoda Philipsa 1 Yu daje doktadniejsze oszacowania. Do innego waz-
nego wniosku dochodzimy zestawiajac prognozy $redniej warunkowej uzyskane roz-
nymi sposobami. Poréwnujac standardowe miary bledéw prognoz, uzyskanych za po-
mocg modeli dyfuzji z parametrami estymowanymi obydwoma metodami z btgdami
otrzymanymi za pomocg modeli ARIMA-GARCH, zauwazamy, Ze te pierwsze sa w
wielu przypadkach mniejsze. Wobec tego mozemy obroni¢ hipoteze, ze whasnosci pro-
gnostyczne modeli dyfuzji sa dobre. Kolejny interesujacy wniosek mozna wyciggna¢ na
podstawie badan symulacyjnych opisanych w rozdziale 4. Badania te wykazaty znaczny
wplyw czgstotliwosci notowan, wykorzystywanych do wyznaczania wariancji zrealizo-
wanej oraz zrealizowanych wariacji wielopotegowych, na wyniki testOw na wystepo-
wanie skokow. Wyniki uzyskane za pomoca trzech réoznych podej$¢ do testowania sko-
kéw jednoznacznie wskazuja, ze skoki w procesach logarytmicznych poziomoéw indek-

sow gietdowych oraz logarytmicznych kursach walutowych sg zjawiskiem powszech-
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nym, co jest silnym argumentem przemawiajagcym za modelowaniem proceséw cen
logarytmicznych za pomoca modeli dyfuzji ze skokami.

Przeprowadzone badania pozytywnie weryfikuja postawione w pracy cztery hi-
potezy badawcze. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze tematyka modelowania finansowych
procesow za pomocg modeli z czasem cigglym jest obecnie bardzo intensywnie rozwi-
jana. Ukazujace si¢ w ostatnim czasie nowe prace dajg inspiracj¢ do dalszych badan
empirycznych majacych na celu weryfikacje jakosci wynikdéw otrzymanych za pomoca
nowych teoretycznych modeli oraz podjecia krokow stuzacych zmniejszeniu obcigzenia
uzyskanych oszacowan parametrow.

Ciekawym obszarem badan pozostajg modele zmiennosci stochastycznej z cza-
sem cigglym, chociaz ich szybka, a zarazem doktadna, estymacja nadal jest duzym wy-
zwaniem. Trudno$ci z jej przeprowadzeniem wigza si¢ migdzy innymi z koniecznoscia
modelowania nieobserwowalnego procesu wariancji chwilowej charakteryzujacego si¢
zazwyczaj burzliwg dynamikg. Jedno z podej$¢ do estymacji modeli zmiennosci stocha-
stycznej zostalo wprowadzone w niniejszej pracy, niemniej w najnowszej literaturze
znajdujemy wiele innych ciekawych metod szacowania ich parametrow. Gallant 1 Tau-
chen (1996) wykorzystuja do estymacji modelu zmiennosci stochastycznej efektywnag
metode momentoéw. Hansen i Scheinkman (1995) oraz Conley i in. (1997) proponuja
podejscie bazujace na uogolnionej metodzie momentdéw. Ait-Sahalia 1 Kimmel (2007)
szacuja parametry modelu Hestona, ciagglego modelu GARCH oraz modelu CEV-SV
metoda najwigkszej wiarygodnosci, estymujac gestosci przejscia za pomoca rozwinigcia
w wielomian Hermite’a, podobnie jak bylo to robione w pracach Ait-Sahalii (1999,
2001) dla modeli dyfuzji. Ciekawe podejscie prezentuje rowniez Reno (2006), proponu-
jac stosunkowo tatwg w implementacji metod¢ estymacji funkcji dryfu i funkcji dyfuz;ji
w modelu zmienno$ci stochastyczne;j.

Powszechne wystepowanie skokow w procesach cen logarytmicznych, ktore wy-
kazaliSmy w ostatnim rozdziale pracy, uzasadnia stosowanie modeli dyfuzji ze skokami
do modelowania tych proceséw. Nalezy rowniez pamigta¢ o tym, ze istnieja juz modele
wyceny bardzo ztozonych instrumentéw pochodnych oparte na procesach dyfuzji ze
skokami. Modelowanie tych procesow jest na razie bardzo stabo rozwinigte. Ait-Sahalia
(2004) proponuje metode pozwalajaca na precyzyjne oddzielenie skokow
w procesie dyfuzji ze skokami od zaburzen generowanych przez ruch Browna. Jiang

1 Oomen (2007) estymuja parametry modeli dyfuzji ze skokami za pomoca uogdlnionej
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metody momentow, natomiast Mancini i Rend (2008) wykorzystuja podej$cie bazujace
na wprowadzonych przez Mancini (2004) progach skokow.

Wymienione powyzej metody w znacznej czesci nie zostaly jeszcze zbadane pod
wzgledem wykorzystania ich do rzeczywistych szeregéw czasowych, a wigc w dalszym
ciaggu jest to interesujacy obszar badawczy. Ciekawe moze rowniez okazac si¢ porow-
nanie wartosci instrumentow pochodnych uzyskanych za pomoca podejs¢ klasycznych
oraz nowoczesnych modeli wyceny bazujacych na modelach zmiennosci stochastyczne;j

czy modelach dyfuzji ze skokami.
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Dodatek A

W dodatku przedstawione sg standardowe miary bledow wykorzystane w niniej-

szej pracy do oceny jakosci prognoz (por. Welfe 1998, Doman, Doman 2004)

1. Btad sredniokwadratowy

N
MSE = LZ(XT“ _XT+i)2'
N3
Sredni btad medianowy

MedSE = mediana{(X,,, - X,.)’}".
3. Blad $redni

Z (XT+1 - T+1

Sredni btad bezwzgledny

1 & 5
MAE=—) | X, . —
NZ' T+i

T+i |
i=1

Pierwiastek bledu sredniokwadratowego

RMSE :\/ Z(XTH - T+z

Sredni bezwzglednu btad procentowy

N

MAPE = Z

=1

A

T T+i T+ — T+1

T+1
. Skorygowany bezwzgledny btad procentowy

N

AMAPE = Z

=1

T+i

- X,.,
f(

T+l

Logarytmiczna funkcja straty oznaczona jest przez LL i dana jest wzorem

-y 3]
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W powyzszych formutach N oznacza liczbe prognoz natomiast 7" liczb¢ wyrazéw w

probie.
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