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PRZEDMOWA

Skrypt ten przeznaczony jest dla studentow, ktorzy w ramach przedmiotu ,,Cwiczenia
laboratoryjne z chemii fizycznej” czgs¢ zaje¢ realizowaé beda za pomoca symulacji
komputerowych. Przeznaczony jest wigc w pierwszym rzgdzie dla studentow specjalnosci
chemia z zastosowaniami informatyki oraz chemia i informatyka a takze wszystkich
zainteresowanych tego typu forma zaje¢. Tematyka ¢wiczen obejmuje gtowne dziaty chemii
fizycznej. Warto jednak zauwazy¢, ze ¢wiczenia oparte na symulacji komputerowej stanowia
ciekawe uzupelnienie klasycznych zaje¢ laboratoryjnych. W szczeg6lnosci chodzi tu o
¢wiczenia, ktorych realizacja w warunkach pracowni studenckiej jest trudna albo niemozliwa,
gdyz sa one np. niebezpieczne. Wyznaczanie wspdtczynnika $ci§liwosci gazu rzeczywistego
moze postuzy¢ jako przyktad. Wymagane jest tu spr¢zenie gazu do ci$nienia rz¢du setek
atmosfer. Takie ekstremalne warunki nie stanowia istotnego ograniczenia dla ¢wiczenia
opartego na symulacji komputerowej. Tutaj ci$nienia rzedu nawet tysiecy atmosfer, bardzo
wysoka lub niska temperatura nie przedstawiaja wigkszego problemu i to stanowi ogromna
zalet¢ metod symulacyjnych. Istnieja tez inne aspekty zwiazane z realizowaniem zajgé
wykorzystujacych techniki numeryczne. Cwiczenia takie nie tylko rozwijaja umiejetnosci
potrzebne w dzisiejszym zinformatyzowanym $wiecie, ale daja wyjatkowa mozliwos¢
obserwowania wielu zjawisk fizykochemicznych na poziomie molekularnym. Dlatego,
zdaniem autora, powinny przyczyniac si¢ do lepszego poznania i zrozumienia przedmiotu.

Skrypt podzielony jest na dwie czg$ci. W pierwszej omdwione zostaty podstawy
gtoéwnych technik symulacyjnych: dynamiki molekularnej i metody Monte Carlo. Opisane sa
tez te sposrdd oddzialywan migdzyczasteczkowych, ktore pdzniej uzyte zostaly w
¢wiczeniach. Material zawarty w tej czg$ci nie jest niezbedny do wykonania ¢éwiczen.
Skierowany jest do osob, ktore chca wiedzie¢, jak zbudowane sa programy numeryczne
wykorzystywane na zaj¢ciach. Materiat ten jest tez omawiany w ramach przedmiotu
fakultatywnego ,,Metody symulacyjne w chemii”. Druga czg$¢ skryptu to opisy ¢wiczen. W
pierwszych siedmiu ¢wiczeniach wykorzystano dynamike molekularna, a w pozostatych
metod¢ Monte Carlo. Opracowujac ¢wiczenia do przedmiotu chemia fizyczna trudno byto

pomina¢ wlasciwosci transportowe. Wyznaczane sa za pomoca funkcji autokorelacji. Funkcja



ta rzadko omawiana jest w podrgcznikach akademickich z chemii fizycznej. Dlatego przed
¢wiczeniami 5-7, w ktérych badane sa wtasciwosci transportowe, umieszczono krotki rozdziat
omawiajacy funkcj¢ autokorelacji. Opisy ¢wiczen konczy zwigzta instrukcja tworzenia
wykresow za pomoca popularnego programu komputerowego Excel. Przygotowujac skrypt
zadbano tez o maksymalng zgodno$¢ nazewnictwa oraz symboliki z zalecanymi przez [UPAC
1 zastosowanymi w podrgczniku P.W. Atkinsa ,,Chemia fizyczna” (PWN, W-wa, 2001).
Podrecznik ten dzigki przejrzystemu i nowoczesnemu ujgciu tematu cieszy si¢ od lat na
Swiecie duza popularnoscia. Dlatego zachgcamy do przygotowywania zagadnien
teoretycznych wymienionych na poczatku opisu kazdego ¢wiczenia wlasnie z tego

podrecznika.

Poznan, grudzien 2006. Stanistaw Lamperski



ODDZIALYWANIA MIEDZYCZASTECZKOWE

Czasteczki tworza fazg ciekla dzigki wzajemnym oddzialywaniom. Znajomos$¢
oddziatywan migdzyczasteczkowych pozwala dokona¢ poprawnego opisu wilasciwosci
badanego uktadu. Dlatego na poczatek przyjrzymy si¢ oddziatywaniom, z jakimi bedziemy
mie¢ do czynienia w trakcie zaje¢. Mozna je opisa¢ za pomoca energii potencjalnej V lub sity
F.

W modelu gazu doskonatego, gdzie odlegtosci migdzy czasteczkami gazu sa duze w
porownaniu z ich wielko$cia, zaktada sig, ze czasteczki nie posiadaja objetosci wlasnej, sa
punktami matematycznymi. Natomiast gazy pod duzym ci$nieniem oraz cieczy nie mozna
pomina¢ objgtosci wlasnej czasteczek. W pierwszym przyblizeniu mozna zalozy¢, ze
czasteczki sa to doskonale sztywne kule. Model taki nazywamy modelem sztywnych kul.

Energia potencjalna ¥ oddziatywan migdzy dwiema sztywnymi kulami opisuje wzor:

(1)

Odar>d
codlar<d

w ktorym r jest odlegtoscia migdzy $rodkami kul o $rednicy d kazda. Oznacza to, ze przy
odlegtosciach wigkszych od $rednicy czasteczki energia potencjalna jest rowna zeru i rosnie
gwaltownie do nieskonczonosci, gdy czasteczki zbliza si¢ na odlegto$¢ mniejsza lub rowna d.
Model ten, cho¢ z zalozenia bardzo prymitywny, poprawnie opisuje efekty zwiazane z
objetoscia wlasna czasteczek. Dlatego jest chetnie wykorzystywany tak w metodzie Monte
Carlo jak 1 rozwazaniach teoretycznych, nie nadaje si¢ natomiast do dynamiki molekularne;j
Oddzialywania migdzy dwiema czasteczkami zdecydowanie lepiej opisuje potencjat

Lennarda-Jonesa. Ma on postac:

r=ael(2) (2]

gdzie € jest glebokos$cia studni potencjatu, » — odlegtoscia miedzy srodkami czasteczek, ry —

odlegtoscia, przy ktorej V=0. Pierwszy czlon tego réwnania opisuje odpychania, a drugi



przyciagania mi¢dzyczasteczkowe. Udzial kazdego z tych cztondow oraz energie wypadkowa

pokazuje rys. 1.

energia potencjalna

odpychanie

odlegtos¢ miedzyczgsteczkowa

Rys.1. Potencjal Lennarda-Jonesa

Odlegtos¢ rownowagowa r., czyli odleglo$¢, przy ktorej potencjat ma warto§¢ minimalna,

zalezy od ry

r=2"r (3)

Parametry potencjalu Lennarda-Jonesa dla kilku wybranych substancji przedstawione sa w

tabeli 1.



Tabela 1.

Parametry potencjatu Lennarad-Jonesa, masy molowe i stale krytyczne wybranych substancji

Substancja e /Jmol ™" ro/ pm M/ g-mol'1 T/ K die / g-crn'3
He 84,8 228 4,003 5,21 0,0693
Ne 390,8 272 20,18 44,44 0,4835
Ar 829,9 3623 39,95 150,72 0,5309
Kr 1287,7 389,5 83,80 209,39 0,9085
Xe 1779,0 426,0 131,3 289,75 1,1052
H 71,5 281 1,0079
N> 763,7 391.,9 28,02 126,3 0,3110
0, 941,8 365.4 32,00 154,8 0,410
F, 867,1 357,1 38,00
Ch 24633 448,5 70,90 417,2 0,572

CO; 1677,1 4444 44,01 304,2 0,468

CCly 3150,0 624,1 153,81

Na" 5440 235,0 22,99 - -
Cr 418.,4 445.0 35,45 - -

Mamy trzy podstawowe rodzaje oddziatywan migdzyczasteczkowych, ktore zaleza od
odwrotnosci odleglosci podniesionej do szostej potggi. Sa to oddzialywania typu dipol-dipol,
dipol-dipol indukowany oraz dipol indukowany-dipol indukowany (oddziatywania
dyspersyjne, Londona). Dlatego potencjal Lennarda-Jonesa z powodzeniem stosuje si¢ do
opisu oddziatywan miedzy niepolarnymi i aprotycznymi czasteczkami, a wykorzystuje si¢ go
w obydwu metodach symulacyjnych.

Oddzialywania migdzy jonami mozna podzieli¢ na dwie grupy: oddziatywania bliskie
i dalekie. Do opisu pierwszych uzywa si¢ w symulacjach potencjatu sztywnych kul lub
Lennarda-Jonesa. Oddzialywania dalekie sa to oddzialywania elektrostatyczne migdzy

tadunkami jonéw

2
- z,z,e
4re,e.r

(4)



W réwnaniu tym ze okresla tadunek jonu 7 (e - tadunek elementarny), & jest przenikalno$cia
elektryczna prozni, a & wzgledna przenikalnoscia elektryczna osrodka, w ktoérym jony sa
zanurzone, czyli rozpuszczalnika. Warto$¢ & wody w temperaturze 25°C wynosi 78,5.

Z potencjalu V" mozna obliczy¢ sitg F, z jaka dwie czasteczki oddzialuja ze soba. Sila

ta jest pochodna ze znakiem ujemnym potencjatu wzgledem odlegtosci migdzy czasteczkami:

F=—— (5)
Dla potencjatu sztywnych kul wynosi ona

F=krS(r—d)e"'*, (6)

gdzie Ax) jest funkcja delta (patrz Uzupetnienie B), k& — stala Boltzmanna. Oznacza to, ze
nieskonczenie duza odpychajaca sita wystepuje woéwcezas, gdy r=d. Dla r>d kule nie
oddziatuja ze soba.

Z potencjalu Lennarda-Jonesa dostajemy:

12 6
p2 H”oj (%] } , ™)
r r r
natomiast sit¢ oddziatywania elektrostatycznego migdzy fadunkami jondéw opisuje wzor:

2
z,ze )

T e 2
4re e r

W dynamice molekularnej sita F' wykorzystywana jest do modyfikowania trajektorii ruchu
czasteczki. Problem ten bardziej szczegotowo omowiony jest w dalszej czgsci.

Z kolei iloczyn sity i odlegto$ci miedzy czasteczkami definiuje funkcje wirialna, w
w(r)=—r-F(r), )
Wykorzystujemy ja do obliczenia ci$nienia gazu rzeczywistego. Cisnienie to opisuje wzor

p=cRT+(W)/V, (10)



We wzorze tym c jest stezeniem czasteczek wyrazonym w molach/m’, ¥ — objetoscia boksu

symulacyjnego, <W> oznacza warto$¢ $rednia z W po wszystkich konfiguracjach, gdzie

N N

=23 >uls). an

i=1 j>i

natomiast N jest liczba czasteczek uzytych w symulacji. Zauwazmy, ze pierwszy czion
rownania (10) opisuje ci$nienie gazu doskonatego, natomiast drugi czton wyraza udziat

oddziatywan migdzyczasteczkowych.

10



PODSTAWY METOD SYMULACYJNYCH

Termodynamike dzieli si¢ ze wzgledu na zakres 1 metodologi¢ na termodynamike
fenomenologiczna 1 statystyczna. Termodynamika fenomenologiczna zajmuje si¢
makroskopowymi wlasciwosciami badanego ukladu. Natomiast w termodynamice
statystycznej przyjmuje sig, ze stany makroskopowe uktadu wynikaja z jego budowy
mikroskopowej tzn. z wlasciwosci czasteczek tworzacych uklad. Tak wigc zadaniem
termodynamiki statystycznej jest wyrazenie wielkosci makroskopowych za pomoca
parametrow molekularnych. W kursie chemii fizycznej mamy pewne elementy
termodynamiki statystycznej. Przyktadowo ci$nienie gazu wiazemy z pr¢dkoscia czasteczek,
ich objetoscia 1 oddziatywaniami migdzyczasteczkowymi.

Sa zagadnienia, ktore zostaly rozwiazane na gruncie termodynamiki statystycznej
w sposob doktadny. Przyktadem moze tu by¢ model gazu doskonatego, ktorego wiasciwosci
opisuje réwnanie Clapeyrona lub model krysztalu monoatomowego opisanego réwnaniem
Einsteina. Najwigce] klopotow przysparza teoretyczny opis wiasciwosci fazy ciektej. Tu
czgsto konieczne jest stosowanie roznych przyblizen. Z kolei ograniczone mozliwosci teorii
narzucaja konieczno$¢ budowania odpowiednio uproszczonego modelu. Bardzo wazna rolg w
badaniach cieczy speiniaja metody symulacyjne. Metody te pozwalaja w sposob doktadny
rozwigza¢ te problemy, ktore teoria rozwiazuje w sposob przyblizony. Sa wigc waznym i
nowoczesnym narzedziem termodynamiki statystycznej. Istnieja dwie podstawowe grupy
metod symulacyjnych:

e deterministyczne

e stochastyczne
W metodach deterministycznych modeluje si¢ ruch czasteczek, stad nosza one nazwe¢ metod
dynamiki molekularnej. Ruch przewaznie opisuje rownanie Newtona. Zderzenia podlegaja
prawom mechaniki klasycznej. Interesujaca nas wielko$é¢ érednia A uktadu uzyskujemy
catkujac wielko$¢ A(?) po czasie:

1 t

A=——| Ar)de (12)
t—ty o0

11



W metodach stochastycznych ograniczamy si¢ do modelowania konfiguracji uktadu. Nie ma
tu ruchu czasteczek, a jedynie przejscia od jednej konfiguracji do drugiej. Wartos¢ Srednia

obliczamy z wzoru:

< e IQA(rl,rz,r3,...,rN)exp[—u(rl,rz,r3,...,rN )/kT]dr1 dr,dr;....r,

, 13
J‘Qexp[—u(rl,rz,r3,...,rN)/kT]dr1 dr,dr;....r, (1)

ktory wynika z rozkladu Boltzmanna. We wzorze tym u jest energia ukladu znajdujacego si¢

w konfiguracji okreslonej przez wektory potozeniar, r,, r; ...ry ) wszystkich N czasteczek,

natomiast Q to przestrzen konfiguracyjna, po ktorej przeprowadza si¢ catkowanie.
Konfiguracj¢ okreslong poprzez r,, r,, r; ...y czgsto oznacza si¢ symbolem I'. Przykltadem

metody stochastycznej jest symulacja Monte Carlo.

Metody symulacyjne pozwalaja ocenia¢ zaréwno stusznos$¢ zalozonego modelu mikro-
Swiata poprzez konfrontacj¢ wynikdw uzyskanych z symulacji i do§wiadczenia jak réwniez
zweryfikowaé teori¢ przez poréwnanie wynikoOw teoretycznych z symulacyjnymi
odnoszacych si¢ do tego samego modelu. Do tego nalezy dodac jeszcze inne wazne aspekty
badan symulacyjnych. Sa one czgsto znacznie tansze od odpowiednich badan
doswiadczalnych. Przeprowadza¢ je mozna w warunkach trudno dostgpnych dla
eksperymentu (np. wysokie ci$nienie czy wysoka temperatura). Pozwalaja nie tylko okresli¢
makroskopowe wlasciwosci uktadu, ale daja wglad w jego struktur¢ na poziomie

molekularnym.

M Wytluszczona litera oznacza¢ bedziemy wektor.

12



Dynamika molekularna

Pojecie dynamiki molekularnej odnosi si¢ do symulacji, w ktérych trajektorie
czasteczek uzyskuje si¢ poprzez numeryczne rozwiazanie roéwnan ruchu (np. réwnanie
Newtona). Pierwsze tego typu symulacje przeprowadzili Alder i Wainwright w drugiej
potowie lat pigédziesiatych. W kolejnych latach metoda ta byta udoskonalana i obecnie
uwazana jest za zdecydowanie lepsza od metody Monte Carlo.

Symulacje przeprowadza si¢ w tzw. boksie lub pudle symulacyjnym. W najprostszym
przypadku jest to szescian o dlugosci krawedzi L. Umieszcza si¢ w nim N czasteczek. Ich
liczba nie powinna by¢ mniejsza od ok. 100. Ogolne réwnanie ruchu opisuje wzor
Lagrange’a. My skorzystamy z drugiej zasad¢ dynamiki Newtona, ktora dla dowolnej, i-tej

czasteczki mozna zapisaé:

ma, =F,, (14)

gdzie m jest masa czasteczki, a - przyspieszeniem, F - wypadkowa sita dzialajaca na nia.

Przyspieszenie a definiuje si¢ jako druga pochodna potozenia r po czasie ¢,
d’r,

a= ) (15)

Laczac wzory (14) 1 (15) dostajemy réwnanie ruchu, ktére jest rownaniem rézniczkowym

drugiego rzedu

2
mitr:F (16)

Jezeli zalozymy, Ze sita F jest stata 1 przyjmiemy nastgpujace warunki poczatkowe: dla /=0,
r=r, oraz v=v,, wowczas po wykonaniu catkowania otrzymujemy wzory na predko$¢ v

i potozenie r w chwili #:

V=V0+F— (17)

13



F 2
r=r0+vot+—t (18)
2m
Wzory te mozna stosowac np. do opisu ruchu elektronu lub jonu w stalym, jednorodnym polu
elektrycznym.
Jezeli znana jest analityczna posta¢ energii potencjalnej Vj; oddziatywan

miedzyczasteczkowych, wowczas sile dzialajaca na i-ta czasteczke obliczamy ze wzoru (5).

W notacji wektorowej wzor ten ma postac:
F.=-VJ (19)

gdzie V jest operatorem gradientu. Tak wigc, jezeli znane sa chwilowe potozenia wszystkich
czasteczek w boksie symulacyjnym, obliczenie wypadkowej sity dziatajacej na kazda z nich
nie powinno przysparza¢ klopotéw. Jednak czasteczki w boksie symulacyjnym sa w ciagtym
ruchu. Oznacza to, ze wypadkowa sita dzialajaca na kazda czasteczk¢ zmienia si¢ w czasie
trwania symulacji. W takiej sytuacji rozwigzanie rownania (16) wymaga zastosowania metod
numerycznych. Do rozwiazania rdwnania rézniczkowego zwyczajnego, jakim jest rOwnanie
(16), stosuje si¢ metod¢ matych, skonczonych przedzialéw czasu Ar zwanych tez krokami
czasowymi. Wychodzi si¢ ze znanych wartosci potozenia, pr¢dkosci 1 przyspieszenia w chwili
t 1 oblicza nowe wartosci dla czasu t+ Afz. Mozna to zrealizowa¢ w nastgpujacy sposob.
Potozenie czasteczki jest funkcja czasu, r=f(¢#). Dla matego kroku czasowego, jakim z
zalozenia jest Af, mozna r(¢f) rozwinag¢ w szereg Taylora wzgledem czasu. Rozpatrujemy

potozenie czasteczki w chwili nastepnej ¢+ At 1 poprzedniej t— At

2
r(e+a0)=r(0)+ S ar+ L9 (ary

de 2de* 20)
:r(t)+VAt+;a (Ac)
r(t—At):r(t)—vAt+;a(At)2 21)

Pierwsza 1 druga pochodna wektora potozenia wzgledem czasu zastapione zostaly tu

odpowiednio przez predkos¢

14



_dr

ve (22)

oraz przyspieszenie (wzér (15)). Dodajac rownania (20) i (21) stronami otrzymujemy

wyrazenie:

r(t+At)+r(t—At)=2r(t)+a (Ar), (23)

ktore po przeksztatceniu daje wzoér na nowe potozenie czasteczki,

r(t+At)=2r(t)-r(t—Ar)+a (Ar) (24)

Powyzszy wzor stanowi podstawe popularnego algorytmu zaproponowanego przez Verleta,
nazywanego tez metoda Verleta. Nalezy zauwazy¢, ze zgodnie z réwnaniem (24) do
wyznaczenia nowego potozenia czasteczki nalezy zna¢ nie tylko jej biezace potozenie, ale tez
1 poprzednie. Przyspieszenie a oblicza si¢ z powiazania wzorow (14) 1 (19). W réwnaniu (24)
nie wystgpuje predkos¢ v. Oznacza to, ze do wyznaczenia trajektorii ruchu czasteczki
wielko$¢ ta nie jest wymagana. Jezeli jednak chcemy obliczy¢ temperatur¢ 7 z energii

kinetycznej, musimy zna¢ $rednia kwadratowa predkos¢ czasteczki <v*>, gdyz

2
2 2
gdzie n jest tu liczba stopni swobody. Dla ruchéw translacyjnych n=3. Wzér na predkos¢ w

chwili 7 otrzymujemy odejmujac stronami réwnania (20) i (21). Mamy wowczas:

v(e)= r(t+At)—r(r - Ar)

2 At (26)

Zauwazmy, ze do obliczenia predkosci w chwili # musimy znac polozenie czasteczki w chwili
t+At. Tak wigc predkos¢ obliczana jest z opdznieniem wynoszacym At wzgledem potozenia.
Inny popularny algorytm nosi nazwg¢ metody przeskokowej (ang. leap-frog). Nowa

predkos¢ 1 nowe polozenie obliczane sa tu ze wzorow:

v(t+At/2)=v(t— At/2)+a(t)At (27)
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r(t+At)=r(t)+ v(t + At/2)At (28)

Nie trudno zauwazy¢, ze rbwnania te wynikaja ze wzoru

y'(x)z y(x+Ax;;i/(x—Ax) (29)

stuzacego do numerycznego obliczania pochodnej funkcji y w punkcie x.

W metodzie leap-frog nowa predkos¢ czasteczki opdzniona jest w stosunku do
polozenia o A#/2. Dlatego, jezeli musimy znaé¢ predkos¢ w chwili ¢ (np. obliczajac energi¢
kinetyczna 1 potencjalna dokladnie w czasie ), aproksymuje si¢ ja obliczajac $rednia
arytmetycznej z v(+At/2) 1 v(¢t-At/2).

Metoda leap-frog jest matematycznie rownowazna metodzie Verleta. Dlatego zalicza
si¢ ja do grupy metod Verleta. Daje jednak bardziej precyzyjne wyniki od metody opisanej
wczesniej. Z tego powodu jest numerycznie bardziej stabilna. Dlatego tez zostala uzyta
w ¢wiczeniach opartych na dynamice molekularne;j.

Symulacj¢ zaczyna si¢ od nadania czasteczkom poczatkowych potozen oraz predkosci.
Potozenia poczatkowe tworzone moga by¢ w dowolny sposob, gdyz i tak po pewnym czasie
uktad dojdzie do konfiguracji najbardziej korzystnych energetycznie. Wyjatek stanowia
sztywne kule. Tu nalezy uwaza¢, aby w konfiguracji poczatkowej odleglo§¢ miedzy dwiema
dowolnymi kulami nie byta mniejsza od sumy ich promieni. Przewaznie konfiguracja
poczatkowa ma bardzo regularna strukture¢ przypominajaca sie¢ krystalograficzna. Inaczej
przedstawia si¢ sytuacja z predkosciami poczatkowymi. Zgodnie ze wzorem (25) $rednia
kwadratowa predkos$¢ czasteczki <v*> ma bezposredni zwiazek z temperatura 7. Tak wigc
predkosci poczatkowe musza mieé¢ takie wartosci, aby $rednia z ich kwadratéw data zadana
temperatur¢  poczatkowa Poza tym wypadkowa predkos¢ (ped w  uktadzie

wielosktadnikowym) musi by¢ réwna zeru:

ZN:vi =0 (30)

i=1

Poczatkowe predkosci czasteczek mozna wybiera¢ losowo z jednorodnego przedziatu od —vy

do +vy zgodnie ze wzorem
Y, :2\/0(5—0,5) (31)
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gdzie &jest liczba losowa rzeczywista z przedziatu (0,1>. W analogiczny sposob uzyskuje si¢
pozostate sktadowe wektora predkosci poczatkowej. Srednia kwadratowa predkosé <vf > z

jednorodnego rozktadu predkosci v, od —vy do +vowynosi:

(vi)=v;/3 (32)

Podstawiajac ja do wzoru (25) i pamigtajac, ze rozwazamy tylko jeden stopien swobody,

vy = (33)
m

Znajac vp mozna teraz obliczy¢ predkosci poczatkowe ze wzoru (31). Uzyskane wyniki nalezy

otrzymujemy:

jeszcze tak skorygowac, aby spelniaty warunek (30).

Inna popularna metoda polega na obliczeniu predkosci poczatkowych z rozktadu
Gaussa. Jednak zadna z tych metod nie daje rzeczywistego rozkladu predkosci czasteczek
opisanego réwnaniem Maxwella. Nie stanowi to jednak Zzadnego problemu, bo rozktad
Maxwella uzyskuje si¢ po krotkim czasie od chwili rozpoczecia symulacji.

Jezeli bedziemy monitorowaé temperatur¢ w czasie trwania symulacji, to
zaobserwujemy, ze poczatkowo ona ros$nie, pdzniej utrzymuje si¢ na pewnym stalym
poziomie wykazujac jednak caly czas fluktuacje. W zwiazku z tym nie mozna mowic
o konkretnej temperaturze 7 uktadu, ale o temperaturze $redniej <7>. Efekt poczatkowego
wzrostu temperatury ttumaczy si¢ nast¢pujaco. Energia catkowita uktadu, czyli suma jego
energii kinetycznej i potencjalnej, jest stata, gdyz jest to uktad zamknigty. W pierwszym
etapie symulacji burzona jest sztucznie zadana konfiguracja poczatkowa. Uktad stopniowo
dochodzi do konfiguracji energetycznie najbardziej korzystnych, czemu towarzyszy obnizanie
energii potencjalnej. A wobec warunku, ze catkowita energia jest stala, musi rosna¢ energia
kinetyczna, a z nig temperatura. Dodajmy jeszcze, ze taki uktad, w ktorym liczba czasteczek,
objgtos¢ i energia catkowita sa stale (V,V,U=const) nazywamy zespotem mikrokanonicznym.
Sa tez proste metody pozwalajace przeprowadza¢ symulacje metoda dynamiki molekularnej
przy SciSle zadanej temperaturze. Polega one na takim korygowaniu na kazdym etapie
symulacji predkosci czasteczek, aby obliczona z nich energia kinetyczna odpowiadata zadane;j

temperaturze.
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Na obecnym etapie rozwazan moze pojawi¢ si¢ watpliwosé, czy kilkaset lub nawet
kilka tysiecy czasteczek zamknigtych w pudle symulacyjnym moze nalezycie reprezentowac
badany uktad, np. ciecz. Wydaje sig, ze liczba ta jest wystarczajaco duza, by poprawnie
uchwyci¢ efekty korelacyjne bliskiego zasiggu, z opisem ktorych teoria ma najwigksze
klopoty. Natomiast problem stanowi sam fakt zamknigcia czasteczek w pudle. Jego $ciany
beda modyfikowac trajektorie ruchu czasteczek, a czasteczki znajdujace si¢ przy $cianie beda
asymetrycznie oddzialywaé ze swoim otoczeniem, czego nie ma w fazie objgtosciowe;j.
Mowiac krotko pojawia si¢ niepozadane efekty powierzchniowe. Likwiduje si¢ je
wprowadzajac tzw. periodyczne warunki brzegowe (ang. periodic boundary conditions).
Polega to na otoczeniu boksu symulacyjnego jego replikami, w ktorych liczba czasteczek, ich
potozenia i ruch sa takie same jak w boksie gtownym. Dodatkowo $ciany sa przenikliwe dla
czasteczek. Rysunek 2 ilustruje ideg¢ periodycznych warunkow brzegowych w przestrzeni
dwuwymiarowej. Boks glowny wyrdozniony jest kolorem szarym. Jezeli skrajna prawa
czasteczka wyjdzie z boksu i przejdzie do jego prawej repliki, to rownowazna jej czasteczka
mieszczaca si¢ w lewej replice wniknie do boksu. W ten sposob liczba czasteczek w boksie
jest stata 1 nie pojawiaja si¢ niepozadane efekty powierzchniowe. Jezeli poczatek uktadu
wspotrzednych umieszczony zostanie w $rodku boksu, a jego osie beda prostopadie do $cian
boksu, to warunek periodycznos$ci granic realizujemy numerycznie za pomoca nast¢pujacego
kodu zapisanego w BASIC-u:

Rxi = Rxi - L*CINT(Rxi/L)

Ryi = Ryi - L*CINT(Ryi/L)

Rzi = Rzi - L*CINT(Rzi/L)
gdzie CINT® jest funkcja zaokraglajaca liczbe rzeczywista do najblizszej liczby catkowitej,
natomiast Rxi, Ryi i Rzi to wspotrzedne i-tej czasteczki.

Moze zaistnie¢ sytuacja, ze czasteczka znajdzie si¢ w poblizu Sciany boksu tak, jak czasteczka
wyrdzniona na rys 3. Wowczas jej oddziatywania z pozostatymi czasteczkami znajdujacymi

si¢ w boksie wykazywa¢ beda asymetrig. Asymetri¢ oddzialywan likwidujemy poprzez

@ We FORTRANie jest to instrukcja ANINT, w Pascalu — Round.
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Rys. 3. Tlustracja konwencji najblizszego obrazu w przestrzeni dwuwymiarowej

uwzglednienie oddziatywan z czasteczkami w replikach. W tym celu wytycza si¢ wirtualny
nowy boks w taki sposéb, aby rozwazana czasteczka znalazta si¢ w jego s$rodku, a jego
rozmiary i liczba zawartych w nim czasteczek nie ulegly zmianie. Sciany takiego boksu
zaznaczone sa na rys. 3 linia przerywana. Opisany zabieg nazywany jest konwencjq
najblizszego obrazu (ang. minimum image convention) 1 w zasadzie jest prosta konsekwencja
przyjecia periodycznych warunkow brzegowych. Konwencje najblizszego obrazu mozna

zrealizowa¢ w BASIC-u w nastgpujacy sposob:

Rxij = Rxij - L*CINT(Rxij/L)
Ryij = Ryij - L*CINT(Ryij/L)
Rzij = Rzij - L*CINT(Rzij/L)
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gdzie Rxij, Ryij 1 Rzij to wspolrzedne wektora Ry faczacego czasteczki i oraz j. Operacja
ta jest jedna z najczeséciej wykonywanych czynno$ci w programach symulacyjnych. Ma wigc
duzy wplyw na czas realizacji programu. Aby ja zoptymalizowaé, wprowadza si¢
bezwymiarowe wspolrzedne skalowane (oparte na dlugosci L boku boksu symulacyjnego).
Woéwecezas odpowiednie fragmenty programu realizujace periodyczne warunki brzegowe oraz
konwencj¢ najblizszego obrazu redukuja si¢ do postaci:

Rxi = Rxi - CINT(Rxi)

Ryi = Ryi - CINT(Ryi)
Rzi = Rzi - CINT(Rzi)
Rxij = Rxij - CINT(Rxij)
Ryij = Ryij - CINT(Ryij)

Rzij = Rzij - CINT(Rzij)
W ten sposob w kazdym wierszu ging dwie operacje arytmetyczne. Odleglosci
migdzyczasteczkowe wyrazone w nowych jednostkach mozna wprost uzy¢ do obliczania
energii potencjalnej lub sity. Nalezy jednak pamigta¢, zeby wynik ostateczny przeliczy¢ na
wiasciwe jednostki, np. SI. Takie przeliczenie to tylko jedna operacja mnozenia, a zyskujemy
czas realizacji tysigcy operacji. Periodyczne warunki brzegowe oraz konwencj¢ najblizszego
obrazu wykorzystuje si¢ nie tylko w dynamice molekularnej, ale réwniez w symulacji Monte

Carlo.
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Symulacja MC w zespole kanonicznym czyli metoda Metropolisa

W zespole kanonicznym stata jest liczba czasteczek, objetosé uktadu oraz temperatura
(N, V, T = const). Symulacja Monte Carlo w zespole kanonicznym jest najstarsza 1 najprostsza
metoda symulacja. Opracowana zostata w pierwszej polowie lat pig¢dziesiatych przez zespot
kierowany przez Metropolisa w ramach programu Manhattan. Do utworzenia ciagu
konfiguracji wykorzystywanych do obliczenia warto$ci $redniej stosuje si¢ proces Markowa.
Proces Markowa to ciag prob dokonania zmiany konfiguracji uktadu spelniajacy dwa
warunki:
1) wynik kazdej proby zmiany konfiguracji nalezy do skonczonego zbioru konfiguracji { I},
[, T, Tyt
2) wynik kazdej proby zmiany konfiguracji zalezy od konfiguracji, w jakiej uktad si¢
znajduje, a nie od wczesniejszych konfiguracji.
Wychodzi si¢ z dowolnej konfiguracji poczatkowej I'y 1 generuje kolejna konfiguracjg.
Przechodzenie uktadu z dowolnej konfiguracji I' do nastgpnej I', odbywa si¢ w dwoch
etapach. Najpierw wykonywane jest probne przejscie z I', do I',. Dlatego tez I', nazywana
jest konfiguracja probna. Tworzy si¢ ja w nastgpujacy sposob. Ze zbioru N czasteczek
znajdujacych si¢ w boksie symulacyjnym wybierana jest losowo jedna, i-ta czasteczka
o wspotrzednych potozenia (x", y", z["). Nastepnie generowane sg trzy liczby losowe &, &,
& typu rzeczywistego o warto$ciach mieszczacych si¢ w przedziale (0,1> i w oparciu o te

liczby obliczane sa nowe wspotrzedne czasteczki. Korzysta si¢ ze wzorow:

* = x" +2AR (€, ~1/2)
V' =y +2AR (€ ~1)2) (34)
z/ =z"+2AR (&, -1/2)

w ktérych AR jest maksymalna wartos$cia, o jaka mozna zmieni¢ wspolrzedne potozenia
czasteczki. Nastgpnie podejmowana jest decyzja o akceptacji lub odrzuceniu konfiguracji
probnej. Prawdopodobienstwo akceptacji przejscia z I',, do I', opisuje wzor:

acc(l', — T, )=min{L, exp[— (i, —u, )/kT]} (35)
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Wynika z niego, ze jezeli energia konfiguracji probnej I', jest nizsza od energii konfiguracji
wyjsciowej I'y,, wowczas prawdopodobienstwo akceptacji wynosi 1 1 nowa konfiguracja
akceptowana jest bez zadnych zastrzezen. Inaczej wyglada sytuacja, gdy energia konfiguracji
prébnej jest wyzsza od energii konfiguracji wyjsciowej. Wowcezas prawdopodobienstwo
akceptacji takiej konfiguracji jest mniejsze od 1 1 wynosi exp{—[u(n)—u(m)/kT}. Aby
zaakceptowaé taka konfiguracje, generowana jest liczba losowa & typu rzeczywistego
o wartosci z przedziatu (0,1>. Jezeli liczba ta jest mniejsza lub rowna prawdopodobienstwu, z
jakim konfiguracja probna ma by¢ zaakceptowana, wowczas konfiguracja probna staje si¢
kolejna konfiguracja uktadu. W przeciwnym przypadku konfiguracja probna jest odrzucona.

Procedurg akceptacji konfiguracji probnej obrazuje naste¢pujacy diagram:

exp(-Au/kT)
1
Zawsze Odrzucane £
akceptowane ?
Akceptowane
&)

Au

Rys. 4. Ilustracja procedury akceptacji/odrzucania konfiguracji probne;j

Na poczatku symulacji czasteczki przewaznie umieszczane sa w boksie symulacyjnym
w sposob regularny. Ta regularna struktura jest stopniowo burzona w wyniku tworzenia
kolejnych konfiguracji. Z czasem uktad osiaga minimum energetyczne. Konfiguracje o
energii  zblizonej do  minimum  energetycznego nazywamy  konfiguracjami
rownowagowymi. W oparciu o nie obliczana jest interesujaca nas warto$¢ Srednia <A4>.

Korzysta si¢ ze wzoru na $rednig arytmetyczna
M
<A>=iZA(ri), (36)
M3
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w ktorym M jest liczba konfiguracji rownowagowych. Liczba ta powinna by¢ odpowiednio
duza, zeby uzyskany wynik obarczony byt matym btedem statystycznym. W praktyce jest ona
rzedu od kilku do kilkudziesi¢ciu milionow.

Symulacja Monte Carlo jest bardzo stabilna numerycznie, zdecydowanie bardziej niz
metody dynamiki molekularnej. Daje si¢ tatwo zaprogramowacé. Istnieja rézne odmiany tej
metody. Czasteczki moga by¢ umieszczone w weztach regularnej sieci 1 losowo zmieniaé
swoja orientacj¢ lub chaotycznie przemieszcza¢ si¢ po weztach. Symulacje mozna
przeprowadza¢ tez w innych zespotach termodynamicznych. Takie techniki opisane sa

w kolejnych podrozdziatach.

Symulacja MC w zespole izobaryczno-izotermicznym

Wigkszos¢ badan fizykochemicznych przeprowadza si¢ pod stalym ci$nieniem,
przewaznie atmosferycznym. Natomiast opisana wczesnie] metoda Metropolisa zaktada stata
objetos¢ uktadu, a nie ci$nienie, co w pewnym stopniu ogranicza jej stosowalnos¢. Dlatego w
1968 roku Wood zaproponowat przeprowadzanie symulacji Monte Carlo w zespole
izobaryczno-izotermicznym, w ktorym ci$nienie, temperatura i liczba czasteczek sa stale
(p, T, N = const), natomiast zmienia si¢ obj¢tos¢ boksu. Symulacja taka sktada si¢ z dwdch
cyklicznie powtarzajacych si¢ krokow bazowych:

- przemieszczenie czasteczki

- zmiany objgtosci boksu
Przemieszczanie czasteczki odbywa si¢ zgodnie z algorytmem Metropolisa. W trakcie
drugiego kroku wykonywana jest zmiana objgtosci boksu symulacyjnego o pewna, losowa
warto$¢. Zmiana ta moze by¢ dodatnia (ekspansja) lub ujemna (kompresja). Realizowana jest

podobnie jak zmiana wspétrzednych potozenia czasteczki:

V.=V +2AV(£-0.5) (37)

gdzie Vi, 1 V, to odpowiednio stara i nowa — probna objgto$¢ boksu, natomiast AV to
maksymalna zmiana objgtosci. Zmiana objgtosci boksu generalnie pociaga za soba
odpowiednie zmiany wspotrzednych potozenia czasteczek, odlegtosci miedzyczasteczkowych

1 wraz z nimi energii ukladu. Warto jednak zauwazy¢, ze bezwymiarowe wspoOtrzedne
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skalowane (opartych na dlugosci L boku boksu) nie ulegaja zmianie przy zmianie objetosci
boksu.

Przejscie uktadu od objgtosci Vi, do V;, akceptowane jest z prawdopodobienstwem:

acc(V, — V)= min{l, exp|— (w, —u, )/ kT —p(V, -V, )/ kT + Nmn(V, /V, )]} (38)

gdzie uy, 1 u, sa to energie oddziatywan miedzyczasteczkowych w starej i nowej — probne;j
objetosci boksu symulacyjnego. Obejmuja one oddzialtywania pomigdzy wszystkimi
czasteczkami znajdujacymi si¢ w boksie. Stad czas potrzebny do numerycznego opracowania
tego kroku jest znacznie wigkszy od czasu realizacji kroku przemieszczania czasteczki.
Dlatego w literaturze sugeruje sig¢, zeby czgstotliwo$¢ wykonywania pierwszego kroku byta N
razy wigksza niz drugiego, gdzie N to liczba czasteczek w boksie. Sa jednak przypadki, kiedy
realizacja drugiego procesu jest bardzo szybka. Ma to miejsce wowczas, gdy catkowita
energi¢ uktadu mozna wyrazi¢ jako sume¢ odleglo$ci migdzyczasteczkowych podniesionych

do odpowiedniej potegi p:

N N a
u=33" (39)
i g#E T

W réwnaniu tym a 1 p sa to state charakterystyczne dla danego typu oddzialtywan
migdzyczasteczkowych. Ze zmiang objetosci od V3, do V, wiaze si¢ zmiana dlugosci boku
boksu od L, do L,. Mozna to wykorzysta¢ do opisania zalezno$ci nowej odleglosci

migdzyczasteczkowej 7, od starej 7jjm:

h

’ (40)

|

<3
E]
~

Wykorzystujac ja we wzorze (39)
p
T 3 3 I L I g D20 P
i j#i 1711 i j#i zjm i j#i l/m

dostajemy prosta zaleznos$¢ u, od un,. Mozemy ja z powodzeniem zastosowac, gdy w ukladzie
wystepuja  oddziatywania elektrostatyczne typu jon-jon lub gdy oddzialtywania

miedzyczasteczkowe opisane sa za pomoca potencjaly Lennarda-Jonesa. W drugim
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przypadku musimy jednak oddzielnie rozwaza¢ oddziatywania przyciagajace i odpychajace.
Wzoru (41) nie mozna stosowa¢ do modelu sztywnych kul. Jesli korzystamy z rownania (41),
wowczas sugeruje si¢, zeby czestotliwos¢ wykonywania kazdego z dwoch krokéw byta taka

sama.

Symulacja MC w wielkim zespole kanonicznym

Do tego czasu rozwazaliSmy symulacje, w ktorych liczba czasteczek w boksie
symulacyjnym byta stala (N = const). Sa jednak sytuacje, kiedy liczby tej nie mozna z gory
przewidzie¢. Tak jest w przypadku badania adsorpcji w uktadach heterogenicznych. Nie
mozemy tutaj przewidzie¢, ile czasteczek ulegnie adsorpcji. Warto wtedy skorzysta¢ z
symulacji w wielkim zespole kanonicznym. W zespole tym staty jest potencjat chemiczny,
objgtos¢ 1 temperatura (i, V, T=const). W roku 1969 Norman i Filinov po raz pierwszy
przeprowadzili tego typu symulacjg¢. Sktadata si¢ ona z trzech krokéw bazowych:

- przemieszczenia czasteczki

- wprowadzenia nowej czasteczki do boksu (N — N+1)

- usunigcia czasteczki z boksu (N — N-1)
Pierwszy krok przeprowadzamy doktadnie tak samo jak w zespole kanonicznym. W drugim
kroku czasteczke wprowadzamy do boksu przypisujac jej losowe wspoirzedne. Proces ten jest

akceptowany z prawdopodobienstwem:

acc(N — N+1)= min{l, J\C’lil exp[_ U(N+1)_u(N)}} (42)

dzie a jest aktywnoscia. Wyrazamy ja jako iloczyn gestosci liczbowej czasteczek v [1/m’] i
g J y y yJa) yn g )

wspotczynnika aktywnosci 7.

a=N-y (43)

Jej wartos$¢ zadaje si¢ na poczatku symulacji. Zmiana energii u(N+1) —u(N) jest rowna energii
oddziatywania wprowadzonej do boksu czasteczki z pozostatymi.
Trzeci krok polega na losowym wybraniu jednej czasteczki i probie jej usunigcia z

boksu. Prawdopodobienstwo usuni¢cia wynosi:
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acco(N = N—1)= min{l, j/exp[_ u(N —IIC)T— u(N )}} (44)

Tym razem zmiana energii u(N—1) —u(N) roOwna jest ujemnej wartosci energii oddziatywania
czasteczki wybranej do usunigcia z pozostatymi.

Przeprowadzajac symulacj¢ w wielkim zespole kanonicznym, obliczamy w pierwszej
kolejnosci $rednia liczbe czasteczek. Moze to by¢ np. $rednia liczba zaadsorbowanych
czasteczek. W ten sposob dostajemy informacje¢ o wielkosci adsorpcji w badanym uktadzie.
Inne zastosowanie tej metody to obliczanie wspodtczynnika aktywnosci w ukladzie
homogenicznym. Zaktadamy, Ze znana jest aktywno$¢ a badanego sktadnika roztworu.
Przeprowadzamy symulacj¢ dla tej wartosci 1 jako wynik dostajemy $rednia liczbe czasteczek

<N> oraz ich $rednia ggstos¢ liczbowa

_<N>
V

N (45)
Wspotczynnik aktywnosci obliczamy teraz ze wzoru (43). Gesto$¢ N tatwo jest przeliczy¢ na

stezenie molowe

N

- N 46
“~1000N, (46)

Zauwazmy, ze metoda ta nie pozwala oblicza¢ wprost wspotczynnika aktywnosci dla
interesujacego nas stezenia. Warto$¢ stgzenie otrzymujemy jako wynik przeprowadzonej
symulacji 1 generalnie jest ona r6zna od tej, ktora nas interesuje. Jest to niewatpliwy

mankament tej metody.

Symulacja MC w zespole Gibbsa

Symulacja w zespole Gibbsa opracowana zostala przez Panagiotopoulosa w celu
badania réwnowag fazowych. Jest ona technika stosunkowo nowa, bo pierwsze doniesienia
naukowe pojawity si¢ pod koniec lat osiemdziesiatych ubieglego stulecia. Wczesniej do
okreslenia ggstosci cieczy begdacej w rownowadze z gazem stosowano metode zerowego

ciSnienia. Przeprowadzano symulacje¢ w zespole izotermiczno-izobarycznym wychodzac
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z uktadu o gestosci zdecydowanie wyzszej od oczekiwanej 1 zadajac zerowe cisnienie uktadu.
Od momentu rozpoczecia symulacji gesto$¢ zaczyna szybko opada¢ az do osiagnigcia
gestosci rOwnowagowej (patrz rys. 5). Na tym poziomie pozostaje przez pewien czas. Czas
ten mozna wykorzysta¢ do obliczenia wartosci $redniej ggsto$ci. Na rys. 5 widzimy duze

fluktuacje gestosci. Jedna z nich moze by¢ na tyle duza, ze spowoduje przejscie uktadu w gaz.

0 1e+5 2e+5 3e+5 4e+5 5e+5
Liczba konfiguracji

Rys. 5. Ggstos¢ uktadu w symulacji przy zerowym ci$nieniu

Symulacja przy zerowym ci$nieniu daje poprawne wyniki dla temperatur
zdecydowanie nizszych od temperatury krytycznej. Przy wyzszych temperaturach wyniki
gestoscei sa zanizone. Natomiast w poblizu temperatury krytycznej metoda zupeknie si¢ nie
sprawdza. Mankamentow tych nie posiada symulacja w zespole Gibbsa. Tu rozwaza si¢ dwa
boksy symulacyjne o objetosciach V; 1 V,, zawierajace odpowiednio N; i N, czasteczek.
Symulacja sktada sig z trzech losowo wybieranych krokéw bazowych:

- przemieszczenia czasteczki
- zmiany objgtosci boksow
- przeniesienia czasteczki z jednego boksu do drugiego

Przemieszczenie czasteczki odbywa si¢ w przestrzeni boksu, w ktorym czasteczka si¢
znajduje. Boks 1 czasteczka w nim znajdujaca si¢ wybierane sa losowo. Przemieszczenie
czasteczki oraz akceptacj¢ nowej konfiguracji wykonuje si¢ doktadnie tak samo jak w zespole

kanonicznym. Obowiazuja wigc tu rownania (34) 1 (35).
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Zmiana objetosci jednego boksu pociaga za soba taka zmiang objgtosci drugiego, tak

aby ich sumaryczna objgtos¢ V' byta stata:

V=rt+rt=nrn (47)

Indeksy m i n oznaczaja odpowiednio stara i nowa — probna objgtos¢. Zmiana objgtosci
losowo wybranego boksu wykonywana jest zgodnie z rdwnaniem (37). Prawdopodobienstwo

akceptacji nowych objetosci boksow obliczane jest ze wzoru:

N, N,
acc(m —n)= min{l, [;{;j (gj expl—(u, —u, )/kT]} . (48)
Nalezy zauwazy¢, ze W powyzszym WZzOorze energie uy, 1 u, stanowia sumeg energii obydwu
boksow odpowiednio przed i po probie zmiany ich objetosci. Jezeli matematyczna forma
oddziatywan migdzyczasteczkowych pozwala, mozna skorzysta¢ z uproszczenia, jakie daje
wzor (41).

Trzeci krok polega na usunigciu z jednego boksu losowo wybranej czasteczki i
wprowadzeniu jej do drugiego boksu. Realizuje si¢ to podobnie jak drugi i trzeci krok w
symulacji w wielkim zespole kanonicznym. Prawdopodobienstwo akceptacji przeniesienia

czasteczki podaje wzor:

acc(m —n)= min{l, ]]:;J;zexp[— (, —u,, )/kT]} : (49)

271

Energie un, 1 u, wyrazaja sume¢ energii obydwu bokséw odpowiednio przed i po probie
przeniesienia czasteczki pomigdzy boksami.

Rysunek 6 przedstawia, jak gesto$¢ substancji zmienia si¢ w kazdym z bokséw w
czasie trwania symulacji. Parametry symulacji zostaly dobrane tak, aby na poczatku gestosci
w obydwu boksach byty jednakowe. Stan ten trwa przez ok. 600 000 pierwszych konfiguracji.
Na tym etapie jeszcze nie wiadomo, w ktorym boksie bedzie gaz, a w ktorym ciecz. Dopiero
odpowiednio duza fluktuacja gestosci prowadzi do rozpoczgcia procesu roéznicowania

boksow.
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Rys. 6. Gestosci uktadéw w trakcie symulacji w zespole Gibbsa

Symulacja w zespole Gibbbsa pozwala nie tylko oblicza¢ gestosci fazy cieklej
1 gazowej badanej substancji w zadanej temperaturze, ale réwniez cisnienie i potencjat
chemiczny. Nalezy jednak upewni¢ sig, ze do obliczania wartoéci $rednich tych wielko$ci
korzystamy z konfiguracji wygenerowanych po wyraznym zréznicowaniu boksow. Inaczej
wyniki obarczone b¢da duzym biedem.

Z termodynamiki wiadomo, ze dwie fazy tej samej substancji znajdujace si¢ w
réwnowadze termodynamicznej posiadaja takie same ci$nienia jak rdwniez potencjaty
chemiczne. Te wlasciwosci (lub jedna z nich) mozna wykorzysta¢ do sprawdzenia
poprawnosci przeprowadzonej symulacji. Inne uwagi, ktére nalezy uwzglednic¢
przeprowadzajac symulacje w zespole Gibbsa, zamieszczone sa w opisie ¢wiczenia
»Rownowaga fazowa ciecz-gaz”.

Na koniec zauwazmy, ze z formalnego punku widzenia nie istnieje zespdt Gibbsa.
Mozna udowodnié, ze jest on zespolem kanonicznym. Dlatego mowi si¢ tez o symulacji

rOwnowagi fazowej bez granicy faz.
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CWICZENIA

Do wykonania ¢wiczen 1 — 6 stosujemy program o nazwie Cwiczenia_1_6.
Zastosowana jest w nim metoda dynamiki molekularnej opartej na algorytmie przeskokowym
(leap-frog) przy statej temperaturze. Oddziatywania migdzyczasteczkowe opisuje potencjat

Lennarda-Jonesa. Po uruchomieniu programu ukazuje si¢ okno:

7/ Cwiczenia 1 - 6 © S.Lamperski O] x|

Poda;
- parametny ukadu

YWinhierz Swiczenie Wwhorikl sprmulac

Maza molowa w |1 20 Temperatura w k. 293,28
g/mol . &+ Cwiczenie nr 1 P -

i_0w pm 300  Criczenie n 2 Cignienie w atm 245
epsilan w . /mal 200 Z -wsp. fcidiwosci  |0,9986642

™ Cwiczenie nr 3

- I Energia wewnetrzna
Stezenie w mol/dm3 |01 ~ Ewiczenie nr 4 oy
Temperatura w k. IEEIB,'I a  Criezzmiz m 5 Energia kinetyczna

w Aol

™ Cwiczenie nr G

-~ Energia patencialna
- parametny spmulaci Al

Paojermnoss cieplha
Cw w J A [mial deq]

LRRALN

Liczba czasteczek  |256

Liczba krokdw |2|:||:||:|
wateprych
: , Postep sprulaci
Liczba krokdw
ba |1IIIEIIIIIII
whasciaych Kiokiwstzpre [N
Cas kiokuwps [0.00] Kiokiwtascive [

Zakofcz |

Rys. 7 Okno aplikacji do ¢wiczen 1 — 6 po wykonaniu ¢wiczenia nr 1

Cwiczenie zaczynamy od wprowadzenia parametréow ukladu i symulacji. Pierwsze trzy
parametry (M, ro 1 €) charakteryzuja badana substancje (patrz tabela 1). Kolejne: stezenie
1 temperatura opisuja wlasciwosci uktadu. Liczba czasteczek uzytych w symulacji jest stala

i zabezpieczona przed zmiang jej wartosci. Liczby krokoéw wstgpnych, wtasciwych oraz czas
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kroku dobrane sa optymalnie z uwzglednieniem mozliwosci sprzgtowych i czasu trwania
zaje¢. Zwigkszenie liczby krokéw wstepnych 1 wlasciwych zwigkszy dokladno$¢ wynikow.
Natomiast nie zaleca si¢ zmienia¢ czasu kroku. Po wprowadzeniu powyzszych parametréw
wybieramy numer ¢wiczenia i rozpoczynamy symulacj¢ naciskajac przycisk Licz. Postgp
symulacji pokazuja wskazniki umieszczone w prawej dolnej czgsci okna. Po zakonczeniu
symulacji odpowiednie wyniki pojawiaja si¢ w prawej czesci okna (kolumna ,,Wyniki
symulacji”). Wyniki te mozna w standardowy sposob skopiowa¢ (Ctrl+C, Ctrl+V) do
otwartego arkusza programu Excel lub innego programu graficznego w celu ewentualnego
p6zniejszego wykonania wykresu. W przypadku ¢wiczen 5 i 6 po uruchomieniu symulacji
pojawi si¢ okienko dialogowe do wprowadzenia nazwy pliku. W pliku tym zapisane zostana
informacje potrzebne w dalszej czg$ci ¢wiczenia. Jezeli musimy powtorzy¢ symulacje (dla
innych warto$ci parametrow) naciskamy ponownie przycisk Licz. Z kolei przycisk Zakoncz
lub piktogram ze znakiem X pozwalaja wyj$¢ z programu.

Warto tez zauwazy¢, ze w grupie ,,Wyniki symulacji” na pierwszym miejscu mamy
powtorzona pozycjg ,,Temperatura w K”. Warto$¢, jaka si¢ tam ukarze, nieznacznie rdzni sig
od tej, jaka wprowadzona zostata w grupie ,,parametry uktadu”. Roznica bierze si¢ stad, ze
temperatura pokazana w grupie ,,Wyniki symulacji” obliczona jest ze $redniej energii
kinetycznej czasteczek rozwazanych w symulacji. A warto$¢ $rednia zawsze obarczona jest

pewnym btedem.
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Cwiczenie 1 — wspélczynnik $ci§liwosci gazu
Zagadnienia
Gazy rzeczywiste, oddzialywania miedzyczqsteczkowe w gazach rzeczywistych, potencjat

Lennarda-Jonesa, wspotczynnik scisliwosci.

Do opisu wlasciwosci gazéw rzeczywistych stosuje si¢ wspolczynnik $ci§liwosci Z.

Jest on zdefiniowany wzorem

z=L"n (50)

gdzie Vy, to objgtos¢ molowa gazu (objgtoscia 1 mola), p — jego ci$nienie, T — temperatura,
R — stala gazowa. Warto§¢ wspotczynnika S$ciSliwosci gazu doskonatego jest réwna 1,
natomiast gazu rzeczywistego rézni si¢ od jednos$ci i jest mniejsza od jeden, gdy przewazaja
przyciagania mi¢dzyczasteczkowe oraz wigksza, gdy dominuja odpychania.

W ¢wiczeniu wyznaczamy zalezno$¢ wspotczynnika $cisliwosci Z od cisnienia p dla
trzech gazoéw rzeczywistych za pomoca programu Cwiczenia_1_6. Badanymi gazami moga
by¢: He, CO, i Kr lub inne gazy podane przez prowadzacego zajgcia. Potrzebne dane
charakteryzujace te gazy (M, &, ro) znajduja si¢ w tabeli 1.

Zauwaz, ze w programie Cwiczenia_1_6 nie mozna z gory zadaé ci$nienia.
Odczytujemy je dopiero po zakonczeniu symulacji. Dlatego ci$nienie gazu ustalamy ,,0d tytu”
zadajac odpowiednie jego stezenie. Proponuje si¢ rozpoczaé¢ symulacje od ¢=1,0 mol/dm’
i zwigksza¢ je o dwie jednostki az do 21 mol/dm’. Wowczas cisnienie gazu powinno byé
rzedu 600-800 atm. Z uzyskanych wynikow sporzadZz wykres zaleznosci Z od p. (W
Uzupelieniu A znajdziesz podstawowe informacje potrzebne do wykonania wykresu za
pomoca programu Excel.) Uwzglednij, ze dla p=0, Z=1. Wskaz na wykresie zakresy ci$nien,
w ktorych przewazaja przyciagania, a w ktorych odpychania migdzyczasteczkowe. Jaka rolg

odgrywaja tu parametry € oraz p?
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Cwiczenie 2 — drugi wspolczynnik wirialny i temperatura Boyle'a

Zagadnienia

Rownania stanu gazu rzeczywistego: wirialne i van der Waalsa, tempreratura Boyle'a, stale

krytyczne, zmienne zredukowane, zasada stanow odpowiadajqcych sobie.

Jednym z réwnan stanu gazu rzeczywistego jest rOwnanie wirialne. Znane sa dwie

jego postacie. Nas interesuje ta, w ktorej po prawej stronie wystepuje cisnienie

pV, =RT(1+B' p+C'p*+..) (51)

Parametry B’, C°, ... nazywamy odpowiednio drugim, trzecim, ... wspdlczynnikiem
wirialnym. Warto$ci wspotczynnikow wirialnych zaleza od temperatury.
Jezeli rownanie (51) podzielimy obustronnie przez pVp, 1 skorzystamy ze wzoru (50),

woOwczas otrzymamy wyrazenie

Z=1+B'p+C'p*+..., (52)

ktore opisuje zalezno$¢ wspotczynnika $cisliwosci od cisnienia. Obliczmy teraz pochodna

z tego wyrazenia wzgledem cisnienia

‘:f=B'+2c'p+..., (53)

p
Zauwazmy, ze gdy cisnienie dazy do zera, pierwsza pochodna wspodtczynnika $cisliwosci

wzgledem ci$nienia réwna jest drugiemu wspotczynnikowi wirialnemu

%=B' gdy p—0 (54)
dp
Istnieje temperatura, w ktorej drugi wspotczynnik wirialny B' réwny jest zero. Jest to tzw.
temperatura Boyle'a, 7. Celem ¢wiczenia jest wyznaczenie temperatury 7 dla wskazanej
substancji. Aby to zrobi¢, musimy obliczy¢ drugi wspotczynnik wirialny. Obliczymy go

zastepujac we wzorze (54) pochodna przez iloraz réznicowy:
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a Z(p)-Z(p=0)_Z(p)-1 (55)

W oparciu o program Cwiczenia_1_6 wyznaczamy wspolczynniki $ci§liwosci Z badanej
substancji w zadanej temperaturze T dla stezenia 2.0 mol/dm’ oraz odpowiadajace temu
stezeniu cisnienie p. Korzystajac z rGwnania (55) obliczamy B’.

Jezeli zalezno$¢ drugiego wspotczynnika wirialnego od temperatury potraktujemy jak
zwykta funkcjg, woéwczas problem wyznaczenia temperatury Boyle’a sprowadza si¢ do
znalezienia miejsca zerowego tej funkcji. Do znalezienia miejsca zerowego zastosujemy
numeryczng metode bisekcji. Nie jest ona szczegolnie efektywna, ale za to skuteczna.

W metodzie bisekcji w pierwszej kolejnosci musimy znalez¢ na osi odcigtych takie
dwa punkty a i b, w ktorych wartosci funkcji y(a) 1 y(b) maja znak przeciwny (patrz rys. 8).
Zagwarantuje to, ze migdzy punktami a i b znajdzie si¢ co najmniej jedno miejsce zerowe.
Wyznaczamy punkt ¢, ktory lezy doktadnie po $rodku migdzy punktami a i b [c=(a+b)/2]
i obliczamy y(c). Jezeli y(c) ma znak przeciwny do y(a), jak ma to miejsce na rys. 8, wowczas
miejsce zerowe znajduje si¢ migdzy punktami a i c. Natomiast jezeli znak jest taki sam,
wowczas miejsca zerowego nalezy szuka¢ migdzy punktami b 1 c¢. Teraz nowy przedziat,
wewnatrz ktorego spodziewamy si¢ miejsca zerowego, dzielimy na pét 1 sprawdzamy,
w ktorym z nowych przedzialdbw powinno znajdowaé si¢ miejsce zerowe. Procedurg
powtarzamy tak dtugo, az warto$¢ bezwzgledna funkcji w kolejnym n-tym punkcie ¢, bedzie
odpowiednio bliska zeru. Warunek ten zapisujemy: [y(c,)|<€& gdzie & okre§la zadana

dokladnos¢ obliczen.

x y(b)
> y(c,)
Cy
a C3M
c, c, b
y(a)

Rys. 8. Idea metody bisekcji.
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Szczegoty algorytmu bisekcji pokazuje ponizszy schemat blokowy:

V

Znajdz punkty ai b
spetniajgce warunek
y(a)®y(b) <0

{

c = (atb)/2
Oblicz y(c)

TAK NIE

) a.=C
b y(@) = y(c)

NIE Czy

Rys. 9. Schemat blokowy algorytmu bisekcji.
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Temperature Boyle'a 7 wyznaczamy dla substancji wskazanej przez prowadzacego
zajecia. Korzystajac z programu Cwiczenia_1_6 dostajemy wspolczynniki $cisliwosci Z oraz
ci$nienie p, ktdre pozwalaja obliczy¢ B’z rdwnania (55). Temperaturg 75 znajdujemy stosujac

metodg bisekcji. Pomocna w tym bedzie ponizsza tabela:

Nr iteracji T/K VA p/atm B’ / atm™

punkt a

punkt b

1

2

Dla parametru & przyjmujemy warto$é 2*107°. Alternatywnie konczymy obliczenia iteracyjne,
gdy szeroko$¢ nowego przedziatu temperaturowego jest mniejsza od ok. 2-3 K.

Warto$ci wspotczynnika B’ uzyskane na drodze symulacyjnej moga by¢ za mato
doktadne, aby doktadnie okresli¢ temperatur¢ Boyle'a. Dlatego proponuje si¢ zwigkszy¢ kilka
razy, o ile warunki sprzetowe 1 czasowe na to pozwalaja, liczby krokéw wstepnych
1 wlasciwych. Mozna tez punkty (7,8’) w poblizu temperatury Boyle'a ekstrapolowac linia
prosta za pomoca metody najmniejszych kwadratow (patrz Uzupelnienie A) i przyja¢ za Tp

punkt przecigcia prostej z osia odcigtych.

Alternatywnie do wyznaczenia temperatury Boyle'a mozna zastosowaé¢ metodg
gradientowa. Jest ona bardziej skuteczna, lecz mniej niezawodna — moze czasem da¢ np.
ujemna temperaturg. W metodzie gradientowe] postepujemy zgodnie z nastgpujacym

algorytmem iteracyjnym:
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1. Dla dwoch roznych temperatur 7 i 7> okreslamy warto$ci drugiego wspodtczynnika
wirialnego B,' i B,'. Temperatury te powinny znacznie r6zni¢ si¢ od siebie 1 wynosi¢ np.
3001400 K.

2. Zaktadamy liniowa zalezno$¢ B' od T. Jezeli przeprowadzimy przez punkty (71, By') i (7>,
By") linig prosta, to przetnie ona o$ odcigtych (o$ temperatury) w punkcie 73

T = B,'T, - B,'T,

56
oy (56)

gdzie Ty jest przyblizong warto$cia temperatury Boyle'a. Obliczamy 7y ze wzoru (56).

3. Przeprowadzamy symulacj¢ dla temperatury 73 i obliczmy Bg' z rbwnania (55).

4. Jezeli |Bg'[<0,00002, wowczas przyjmujemy, ze Ty jest szukana warto$cia temperatury
Boyle'a. W przeciwnym wypadku wynik udoktadniamy. Przypisujemy nowemu punktowi
(T, By'") wspotrzedne (7, Bg'), natomiast nowemu punktowi (73, B,') wspoirzedne tego
z poprzednich dwdch punktéw, ktory lezy blizej (7, Bg') 1 przechodzimy do ponownej
realizacji algorytmu od punktu 2.

W ¢wiczeniu wyznaczamy 7Ty dla wskazanego gazu. Wyniki kazdego cyklu

iteracyjnego zapisujemy w tabeli:

Nr T\/K |B'/atm | T»/K |B)/atm'| Tg/K | Bg'/atm
iteracji !
1 300 400

2

3

4

5

6

7

8

9
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Wynik koncowy poréwnujemy z warto$ciag doswiadczalng temperatury Boyle’a, ktora mozna

znalez¢ w podrecznikach do chemii fizyczne;.
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Cwiczenie 3 - energia wewngtrzna

Zagadnienia
Klasyfikacja uktadow termodynamicznych, parametry intensywne i ekstensywne, energia

wewnetrzna, funkcja stanu, pierwsza zasada termodynamiki.

Energia wewngtrzna U ukladu jest suma catkowitej energii kinetycznej Ex i
potencjalnej V' czasteczek stanowiacych uktad. Energia kinetyczna zwigzana jest z ruchami
termicznymi czasteczek. Sa to ruchy translacyjne, rotacyjne i oscylacyjne. Z kolei energia
potencjalna obejmuje wszystkie oddziatywania wystepujace migdzy czasteczkami (sity van
der Waalsa) oraz migdzy atomami tworzacymi czasteczke (wiazania chemiczne).

Celem c¢wiczenia jest wyznaczenie molowej energii wewngtrznej] dwoch gazow
szlachetnych np. helu i1 kryptonu. Obydwa gazy wystepuja w postaci atomowej, dlatego ich
energia kinetyczna zwigzana jest tylko z ruchem translacyjnym czasteczek, a energia
potencjalna pochodzi od ich wzajemnych oddziatywan. Oddziatywania te opisujemy za

pomoca potencjatu Lennarda-Jonesa.

6000

4000 ¢

Q00-O
energia kinetyczna

2000 +

0 o

energia wewnetrzna

energia / J mol”

-2000 -
-4000 -
-6000 -
8000 |  €nergia potencjalna
-10000 , . . | | |
0 5 10 15 20 25 30

stezenie / mol dm®

Rys. 10. Zalezno$¢ energii wewngtrznej i jej sktadowych od temperatury

W pierwszej czesci ¢wiczenia wyznacz, korzystajac z programu Cwiczenia_1_6,
zalezno$¢ energii wewngtrznej 1 jej sktadowych: kinetycznej i potencjalnej od stgzenia

w temperaturze 7 = 298,15 K. Stosuj ¢ = 2,0, 5,0, 10,0 ... mol/dm’ az przekroczysz minimum
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energii potencjalnej (patrz rys. 10), a nastgpnie znajdz potozenie minimum z doktadnos$cia do
0,5 mol/dm’. Wyniki nanie$ na oddzielne dla kazdego gazu wykresy. Zauwaz, ze przy ¢ = 0
energia potencjalna wynosi zero, gdyz odleglosci migdzy czasteczkami staja si¢
nieskonczenie duze. Z kolei przy zerowej energii potencjalnej energia wewngtrzna réwna jest
energii kinetycznej. Uwagi te uwzglednij przy tworzeniu wykresow.

W drugiej czgsci ¢wiczenia wyznacz zaleznos$¢ energii wewnetrznej 1 jej sktadowych
od temperatury przy stgzeniu odpowiadajacemu minimum energii wewngtrznej. Stosuj 7' =
100, 200, ... 500 K lub wartos$ci wskazane przez prowadzacego zaj¢cia. Nanie§ wyniki na
wykresy. Przeanalizuj, jak 7, c 1 € wptywaja na energi¢ wewngtrzna i jej sktadowe.

Zgodnie z zasada ekwipartycji energii $rednia energi¢ kinetyczna 1 mola gazu opisuje

WzOr

E =_RT (57)

2
w ktorym n jest liczba stopni swobody. Dla gazow szlachetnych, ktore wystepuja w formie
atomowej, n=3. Korzystajac ze wzoru (57) oblicz molowa energi¢ kinetyczna gazu
szlachetnego w temperaturach uzytych w symulacjach 1 poréwnaj z wynikami

symulacyjnymi.

Uwaga

Wyniki badan temperaturowych dla kryptonu zachowaj do nastgpnych zajec.
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Cwiczenie 4 — molowa pojemnos$¢ cieplna w stalej objetosci

Zagadnienia
Entalpia, pojemnos¢ cieplna w statej objetosci, molowa pojemnos¢ cieplna w stalej objetosci,
pojemnos¢ cieplna pod statym cisnieniem, molowa pojemnos¢ cieplna pod stalym cisnieniem,

zwiqzek miedzy pojemnosciami cieplnymi gazu doskonatego.

W poprzednim ¢wiczeniu wyznaczaliSmy zalezno$¢ molowej energii wewngtrznej Uy,
od temperatury 7. Wyniki te moga postuzy¢ do obliczenia molowej pojemnosci cieplnej w

statej objgtosci, Cym. Korzystamy tu wprost ze wzoru definiujacego Cym:

U,
Crn= = 58
V,m ( aT jV ( )

Do wynikow Un—T dopasowujemy za pomoca regresji liniowej wielomian n-tego stopnia.
Stopien wielomianu dobieramy tak, aby dopasowanie nie tylko bylo najlepsze, ale zeby byto
poprawne od strony fizycznej (np. zeby nie pojawily si¢ minima czy maksima nie majace
uzasadnienia fizycznego). Nastgpnie obliczamy algebraicznie pochodna wielomianu
wzgledem temperatury, a na koniec warto$¢ pochodnej w interesujacej nas temperaturze.
Alternatywnie mozna tez przeprowadzi¢ rdzniczkowanie numeryczne. Jak wiadomo jednak
wyniki rézniczkowania numerycznego obarczone sa czgsto znacznym btedem.

W symulacjach komputerowych szereg wiasciwosci termodynamicznych (w tym
pojemno$¢ cieplna) mozna obliczy¢ z fluktuacji odpowiednich wielko$ci fizycznych. Przez
fluktuacj¢ rozumiemy przypadkowe odchylenia pewnej wielko$ci fizycznej (np. energii,
gestosci czy temperatury) od jej warto$ci $redniej. Fluktuacje energii wewngtrznej jak i
innych parametrow termodynamicznych przewaznie nie sa widoczne na poziomie ukladu
makroskopowego. Wyjatek stanowi np. uktad znajdujacy si¢ w poblizu punktu krytycznego.
Fluktuacje obserwuje si¢ na poziomie molekularnym, a symulacje komputerowe takie jak
dynamika molekularna czy metoda Monte Carlo dotycza uktadéw ztozonych z matej liczby
czasteczek. Dlatego analiza fluktuacji czgsto jest wykorzystywana w tego typu badaniach.

Nie wnikajac w szczegoty, ktore sa tematem termodynamiki statystycznej, pojemnos$c

cieplna mozna obliczy¢ z fluktuacji energii U ukladu
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G, = <(U;7<1[2J>)2> (59)

Wyrazenie <(U —<U >)2> opisuje fluktuacje energii, czyli $rednie jej odchylenie od wartosci
Sredniej (symbol <> oznacza warto$¢ $rednia). Przy obliczaniu fluktuacji praktycznie jest

korzysta¢ z zaleznosci:
(w-w))=v*)-wy (60)

W programie, z ktérego korzystamy w ¢éwiczeniach 1-6, zastosowana jest technika
dynamiki molekularnej w tzw. zespole kanonicznym. W zespole tym stata jest objetosé
uktadu, liczba czasteczek 1 temperatura. Jego odpowiednikiem w termodynamice jest
izochoryczno-izotermiczny uktad zamknigty. W zespole kanonicznym fluktuacje energii
kinetycznej 1 potencjalnej nie sa skorelowane. Dlatego fluktuacj¢ energii catkowitej] mozna

formalnie roztozy¢ na sktadowa kinetyczna i potencjalna:

(W-w)f )= E~E) )+ =) (61)

Powiedzielismy juz, iz temperatura w zespole kanonicznym jest stata. Oznacza to, ze energia
kinetyczna czasteczek w trakcie catego procesu symulacyjnego musi tez by¢ stata, czyli ze nie
mamy fluktuacji energii kinetycznej. Dlatego pojemnos¢ cieplna zwiazana z energia

kinetyczna opiszemy wzorem dla gazu doskonalego

Cid = gNk, (62)

We wzorze tym N jest liczba czasteczek w zespole, k& — stala Boltzmanna, n — liczba stopni
swobody czasteczki. Dla czasteczki gazu jednoatomowego n wynosi 3. W przypadku
czasteczki wieloatomowej liczba ta zalezy od jej symetrii.

Sumaryczna pojemnos$¢ cieplna w statej objgtosci dla N czasteczek opisuje wzor:

C, =7+3Nk (63)

a dla 1 mola jego odpowiednik
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2
Cym =%+ER (64)
Z powyzszych wzorow wynika, ze do wyznaczenia pojemnos$ci cieplnej w zespole
kanonicznym niezbedna jest znajomo$¢ fluktuacji energii potencjalnej oraz liczby stopni
swobody czasteczki.

W programie Cwiczenia_1_6 pojemno$¢ cieplna obliczana jest ze wzoru (64) przy
zatozeniu, ze czasteczki gazu sa jednoatomowe (n=3). Korzystajac z tego programu oblicz
Cym kryptonu w tych samych temperaturach i przy tym samym st¢zeniu co w poprzednim
¢wiczeniu. Zwigksz kilka razy liczby krokow wstepnych 1 wihasciwych, o ile warunki
sprzgtowe 1 czasowe na to pozwalaja. Wptynie to korzystnie na doktadno$¢ wynikow.
Nastepnie wyznacz pojemno$¢ cieplna z zalezno$ci energii wewngtrznej od temperatury
stosujac metode regresji liniowej oraz algebraicznego obliczania pochodnej uzyskanego

wielomian zgodnie z weze$niejszym opisem. Wyniki nanie§ na wykres zaleznosci Cyy, od 7.
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Funkcja autokorelacji

W kolejnych trzech ¢wiczeniach zajmiemy si¢ wlasciwosciami transportowymi
materii. Do ich wyznaczania skorzystamy z funkcji autokorelacji. Dlatego najpierw
wyjasnimy sobie to pojecie. W teorii prawdopodobienstwa 1 w statystyce korelacja oznacza
liniowa wspolzaleznos¢ zmiennych losowych np. 4 i B. Wyjasnijmy to na przykladzie.
Zat6zmy, 7e interesuje nas problem, czy istnieje wptyw wartosci energetycznej $niadania na
wzrost dzieci wsrod rownolatkdw mieszkajacych w miejscowosci X. Jest to przykladowe
pytanie o istnienie korelacji. Zmienna losowa A jest tu wzrost okreslonej grupy dzieci, a
warto$¢ energetyczna positku jest zmienna B. Jednym z miernikdéw istnienia zaleznosci

mig¢dzy zmiennymi losowymi jest wspélezynnik korelacji c4z,

R CROICRE)
Sy = a7 )(5) - (8))

(65)

(przypomnijmy, ze <A> oznacza warto$¢ srednig z A4, <A2> - érednig z 4%, natomiast <A>2 to
srednia <A> podniesiona do kwadratu). Wartosci wspolczynnika korelacji mieszcza si¢ w

przedziale od —1 do 1. Jezeli c4p = +1, wowczas mamy maksymalna korelacje migdzy
zmiennymi 4 i B, natomiast gdy c4p = 0, zmienne 4 1 B sa nieskorelowane.

Rozpatrzmy teraz inny przypadek. Zatézmy, ze mamy pewna grupg
dwudziestolatkéw. Ich wzrost opisuje zmienna 4. Grupg t¢ ponownie mierzymy po 10 latach.
Otrzymane wyniki nazwiemy B. Interesuje nas teraz odpowiedz na pytanie, czy istnieje
korelacja migdzy wzrostem w danym momencie i po dziesigciu latach. Jest to pytanie o
istnienie korelacji w czasie. Odpowiedzi udzieli nam wspolczynnik korelacji c4p, obliczony z
réwnania (65). Jednak w przypadku badania korelacji w czasie, gdy zmienne 4 i B opisuja ta
sama wielko§¢ mierzona po czasie ¢, mozna zastapi¢ B przez A(f). Zeby wyraznie zaznaczyé,
ze stare A4 dotyczy chwili poczatkowej, oznaczmy je jako A4(0). Wowczas réwnanie (65)

przyjmuje postac:
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(66)

Zauwazmy, ze jezeli wzrost kazdego z cztonkow badanej grupy nie zmienit si¢ w ciagu 10 lat,

czyli ze A(0) = A(f), wowczas c44(f) = 1. Latwo mozna to sprawdzi¢ korzystajac z zaleznoSci:

((a=(a)f)=(a7)~(ay

(67)

Dodajmy jeszcze, ze licznik réwnania (66) nazywamy nieznormalizowana funkcja

korelacji,

Cua (1) = {(4(r) = () (4(0)~ (4(0)))

Zauwazmy, 7€

mamy

C (t) = <A(t) A(O)>

Wiasnosci transportowe mozna obliczy¢ z zalezno$ci Greena-Kubo

y = J.: <dL(t) dA—(O)> dr

dt dt
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gdzie 4 tym razem jest pewna wielko$cia mechaniczna, bedaca funkcja potozenia i predkosci
czasteczki, natomiast y jest interesujaca nas wlasno$cia transportowa. Zauwazmy, ze
wyrazenie podcatkowe jest nieznormalizowana czasowo-zalezna funkcja korelacji. Funkcje te
nalezy scatkowa¢ wzgledem czasu w przedziale od zera do nieskonczonos$ci. Praktycznie
gorng granicg catkowania okresla warto$¢ zmiennej czasowej, przy ktorej korelacja jest rowna
zero. Calkowanie przeprowadzamy numerycznie metoda Simpsona lub trapezow.

Jezeli chcemy obliczy¢ wspotczynnik dyfuzji D z réwnania (72), przyjmujemy, ze 4 to
wektor r; potozenia i-tej czasteczki. Jego pochodna wzgledem czasu to predkos¢ v; czasteczki.

Woéwecezas w przestrzeni trojwymiarowej wspotczynnik dyfuzji obliczamy ze wzoru

D= %J.: <Vi (t) "V (0)> ds (73)

Wzor ten moéwi, ze wspotczynnik dyfuzji obliczamy niezaleznie dla kazdej sposrod N
czasteczek znajdujacych si¢ w boksie symulacyjnym. Jednak jezeli czasteczki sa takie same,
mozna wszystkie funkcje korelacji zsumowaé, a wynik podzieli¢ przez N. Woéwczas

catkowanie przeprowadzamy tylko jeden raz.
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Cwiczenie 5 — wspélczynnik dyfuzji

Zagadnienia

Definicja strumienia materii J, dyfuzja, pierwsze prawo Ficka, wspotczynnik dyfuzji,

wspotczynnik dyfuzji gazu doskonatego.

W ¢wiczeniu badamy wplyw ci$nienia na wspdtczynnik dyfuzji gazu w dwodch
roznych temperaturach. Wybieramy jeden z gazow, ktorego parametry zawarte sa w tabeli 1.
Po uruchomieniu programu Cwiczenia_1_6, wprowadzeniu niezb¢dnych danych, wybraniu
opcji Cwiczenie nr 5 i naci$nigciu przycisku Licz pojawi si¢ typowe okienko dialogowe do
zapisywania wynikéw. Musimy poda¢ nazwg pliku i wybra¢ katalog, w ktérym plik ten
bedzie umieszczony. W trakcie symulacji do tego pliku program zapisuje informacje o
sktadowych wektora predkosci kazdej czasteczki znajdujacej si¢ w boksie symulacyjnym
(standardowo mamy ich 256). Dane te zapisywane sa dla co dziesiatego kroku
symulacyjnego. Shluza one dalej do przeprowadzenia analizy korelacyjnej. Analize
korelacyjna wykonujemy w oparciu o dane z maksymalnie 500 konfiguracji. Dlatego
parametr Liczba krokéw wiasciwych ustawiamy na 5000, natomiast parametr czas kroku

powinien dla gazéw mie¢ warto$¢ rzedu 0.010-0.050 ps.

¢ Feor - funkcja do obliczania efektu korelacyjnego M=l E3

[ ane wejiciowe whniki spmulac

Ceas kioku w ps ID'1 . Czas karelacii [ps] IE'EEEBE*{IEI
Wiwbor cwiczenia Whap, dvfuzji [meds] I

™ Cwiczenie nr 5
Wwizp, lepkogci [kodm z] T171E-03

Przewodnogs molowa I

= Cwiczenie m B

¢ Cwiczenie n 7 [S m2 ¢ mal]
TCOR IE?
Licz Zakofcz |

Rys. 11. Okno programu Fcor.
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Do obliczenia korelacji czasowo-zaleznej stuzy program Fcor.exe. Po jego
uruchomieniu (rys. 11), wprowadzeniu czasu kroku (czas ten musi by¢ dziesie¢ razy wigkszy
niz uzyty w symulacji), wybraniu opcji Cwiczenie nr 5 i naci$nigciu przycisku Licz pojawi
si¢ okienko dialogowe, do ktoérego wprowadzamy nazwe 1 lokalizacj¢ pliku utworzonego
przez program Cwiczenia_1_6. Po zamknigciu tego okienka pojawia si¢ drugie stuzace do
podania nazwy pliku, w ktorym umieszczone beda obliczone wartosci wspdlczynnika
korelacji (druga kolumna danych w pliku) od czasu (pierwsza kolumna). Z wynikéw tych
sporzadzamy wykres zaleznosci wspotczynnika korelacji od czasu. Jezeli przy koncu wykresu
warto$¢ wspolczynnika korelacji nie zblizy si¢ do zera, symulacj¢ nalezy powtdrzy¢ dla
odpowiednio wigkszego czasu kroku. Jezeli zblizy sig, to wartos¢ wspdiczynnika dyfuzji

obliczong przez program uznajemy za poprawna.

1.2

1.0 4

0.8

0.6 A

0.4 -

Wspotczynnik korelacji

0.2

0.0

Czas

Rys. 12. Typowy przebieg funkcji autokorelacji od czasu

Wspotczynnik dyfuzji obliczamy dla 7= 300 1 400 K stosujac ¢ zmieniajace si¢ od 0.5 do 3.0
co 0,5 mol/dm’. Cisnienie odpowiadajace kazdemu stezeniu ¢ odczytujemy z programu
Cwiczenia_1_6. Wyniki dla obydwu temperatur nanosimy na wykres D od p. Odpowiadamy

na pytanie, jak ci$nienie oraz temperatura wptywaja na wartos¢ wspoétczynnika dyfuz;ji.
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Cwiczenie 6 — wspélczynnik lepkosci

Zagadnienia
Strumien pedu, wspotczynnik lepkosci, przeplyw newtonowski, wspolczynnik lepkosci gazu

doskonatego, rownanie Stokesa-Einsteina.

Jezeli czasteczki poruszaja si¢ w kierunku x, a ped przenoszony jest w kierunku y,

wowczas rownanie Greena-Kubo na wspotczynnik lepkosci 7 przyjmuje postaé:

n% [ (po0)p, (0)dr (74)
gdzie V jest objgtoscia boksu symulacyjnego, natomiast wyraz p,, (element tensora ci$nienia)
jest zdefiniowany wzorem:

1 N N-1 N
Dy = ;(;vx,iv},,imi + ;j;lx”ijyj (75)
We wzorze tym v,; jest skladowa x-owa predkosci i-tej czasteczki, m; - jej masa, x; —
sktadowa wektora faczacego czasteczke¢ i z czasteczka j, F); - skladowa y-owa sily
oddziatywania migdzy tymi czasteczkami (patrz rownanie (5)). Wspolczynnik lepkosci mozna
wyznaczy¢ réwniez z elementdow p,. 1 p;. W osrodku izotropowym py, = p,- = p-, €O
wykorzystuje si¢ do poprawienia statystyki wynikoéw, ktora jest gorsza niz w przypadku
wspotczynnika dyfuzji. Wyznaczajac bowiem wspdiczynnik dyfuzji obliczamy najpierw
korelacjg wektora predkosci w czasie dla jednej czasteczki, a nastgpnie wynik ten usredniamy
po wszystkich czasteczkach, natomiast przy obliczaniu wspotczynnika lepkosci okreslamy
korelacj¢ w czasie migdzy elementami p,,, ktore odnosza si¢ do calego uktadu
symulacyjnego. Sa wigc one usrednione jeszcze przed analiza korelacji.

Jednostka wspotczynnika lepkosci (zwanego lepkoscia) jest kg'm™-s”. Jednak
zwyczajowo lepko$é podaje si¢ w puazach (P), przy czym 1 P=0,1 kg'm™s™".

Lepkos¢ zalezy od temperatury. Zaleznos¢ t¢ dla gazow podaje wzor Sutherlanda

; (76)
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w ktorym A jest parametrem, C — stala charakteryzujaca oddzialywania mi¢dzyczasteczkowe.
Wzor ten tatwo przeksztalci¢ do postaci:
C

1/2
= atur 77
n

ktéra jest wygodna do wyznaczania parametrow A4 i C za pomoca liniowej metody
najmniejszych kwadratow. Lepko$¢ gazu ros$nie z temperatura.
Z kolei zaleznos$¢ lepkosci cieczy od temperatury przedstawia rownanie Arrheniusa —

Gutzmanna

E
=A 2| 78
n eXp[RTj (78)

w ktorym A jest parametrem charakterystycznym dla danej substancji, natomiast £, to energia

aktywacji. W celu jej wyznaczenia przeksztalcamy powyzsze rownanie do postaci:

E
Inp=InA+—=, 79
n RT (79)

Widzimy teraz, ze logarytm naturalny z lepko$ci jest liniowa funkcja odwrotno$ci
temperatury o wspotczynniku kierunkowym E,/R. Lepko$¢ cieczy maleje z temperatura.

Cwiczenie sktada si¢ z dwoch czesci. W pierwszej obliczamy zaleznosé
wspotczynnika lepkosci argonu od stgzenia w temperaturze 220 K. Obliczenia
przeprowadzamy analogicznie jak w ¢wiczeniu 5. Przyjmujemy, Ze steZenie gazu zmienia si¢
od 5 do 30 co 5 mol/dm’. Czas kroku powinien wynosi¢ 0,001 ps lub mniej. Kreslimy
zalezno$¢ 1 od p.

W drugiej czesci ¢wiczenia wyznaczamy zaleznos$¢ lepkosci wskazanej substancji od
temperatury. Badanie prowadzimy przy stalym stezeniu substancji, ktorego warto$¢ jak 1
zakres temperatury podaje prowadzacy zajgcia. Jezeli ze wzrostem temperatury obserwujemy
wzrost lepkosci, to oznacza, ze mamy do czynienia z gazem. Odwrotne zachowanie wskazuje
na ciecz. Wyniki nanosimy odpowiednio na wykres 7"%/n od 1/T lub Inn od 1/T.
Dopasowujemy do nich lini¢ prosta za pomoca metody najmniejszych kwadratow. Z wartos$ci
parametréw prostej obliczamy parametry 4 1 C rdbwnania Sutherlanda lub energi¢ aktywacji E,

1 parametr 4 rownania Arrheniusa — Gutzmanna.
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Cwiczenie 7 — przewodnictwo roztworu elektrolitu

Zagadnienia

Przewodnos¢ wlasciwa, przewodnos¢ molowa, prawo Kohlrauscha, elektrolity mocne i stabe,

ruchliwos¢ jonow, efekt relaksacyjny i elektroforetyczny, liczby przenoszenia

W poprzednich dwoch éwiczeniach wyznaczalismy wspotczynnik dyfuzji 1 lepkosci
prostych gazéw 1 cieczy. Obecnie zajmiemy si¢ elektrolitami. Tu réwniez mozna badac
dyfuzj¢ i lepko$¢ jondéw. Poniewaz jednak jony sa nos$nikami tadunku elektrycznego,
zajmiemy si¢ kolejna wlasciwoscia transportowa, jaka jest przewodnictwo elektryczne.

Jezeli chcemy obliczy¢ elektryczna przewodno$¢ wlasciwa x za pomoca metod

dynamiki molekularnej, korzystamy z nastepujacej postaci rownania Greena-Kubo®:

1 =, . .
K= [ (.@).(0)ar (80)
gdzie
N
Jo=D.zev,, (81)
i=1

z;e jest tadunkiem i-tego jonu, v, ; — sktadowa jego predkosci.

Zauwazmy, ze przewodnos$¢ elektryczna wyznaczamy w oparciu o jedna sktadowa
wektora predkosci jonu. We wzorze (80) przyjelisSmy skladowa x-owa. Jezeli osrodek jest
izotropowy, to kazda sktadowa powinna dawa¢ taka sama warto§¢. Wykorzystujemy to do
poprawienia statystyki wynikow.

Do opisu przewodnictwa elektrycznego roztworu elektrolitu wprowadzono

przewodno$¢ molowa zdefiniowana wzorem:

(82)

© Patrz: P. W. Atkins, “Chemia fizyczna”, PWN (2001), str. 722.
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gdzie ¢ jest stezeniem elektrolitu wyrazonym w molach na metr sze$cienny. Jednostka
przewodnosci molowej jest S'm*mol”. Laczac réwnania (80) i (82) mozemy obliczy¢
przewodno$¢ molowa za pomoca metod dynamiki molekularne;.

Wartosci jy, j, oraz j. dostarczy nam program Cwiczenie_7.exe. Jego okno pokazuje
rys. 13. Jest ono w zasadzie podobna do okna z poprzednich ¢wiczen. Doszly tu pola edycji
pozwalajace wprowadza¢ wielko$ci charakteryzujace elektrolit. Sa to tadunki i masy molowe

jondw oraz wzgledna przenikalnos¢ elektryczna rozpuszczalnika (pole eps rozpuszczalnika).

}-‘fwiczenie 7 - przewodnictwo roztworu elektrolitu

=0l ]

Fodaj;

epz rozposzczanika
1_0wpm

epzilon wJ/mol
Stezenie w mol/dm3

Temperatura w k

- parametry ukkadu

789 +adunek joru 1 |-1
i +adunek jonu 2 I'I—

1200 Maza mal. jonu 1 |29.10

0& Maza mal. jonu 2 |39.1D

[a]

141

300

ikl zymulaci

Temperatura w
Cignienie w atm

Energia wewnetrzna
w ol

Energia kinetpczna
w ol

Energia potencialna

1]

w J/mal
- parametry symulacii

Licz |

Liczba jord 56

Liczba krokd I -

y\:gtzepany[ci o 2000 Postep spmulacii

Liczba krokdw I . -

vibaicivpch 10000 Froki wstepne | 0% |
Czas kroku w ps ID_DD1 Kroki wkascive | 0% |

Zakonce |

Rys. 13. Okno programu Cwiczenie_7

W elektrolicie dominujaca rolg odgrywaja elektrostatyczne oddzialywania migdzy
jonami. Jednak zwlaszcza przy wyzszych stezeniach elektrolitu nie mozna pomina¢ objetosci
wlasnej jondow oraz wiazacych si¢ z nia oddzialywan sterycznych. Migdzyatomowe
oddziatywania steryczne dobrze opisuje czlon odpowiedzialny za odpychanie w potencjale
Lennarda-Jonesa. Sa to — w przeciwienstwie do potencjatu sztywnych kul — oddziatywania
migkkie. Takie oddziatywania sa najprostsze w uzyciu w dynamie molekularne;.

Program Cwiczenie_7 ma dwa ograniczenia. Dotycza one tadunku oraz potencjatu
Lennarda-Jonesa. Przyjeto bowiem, ze mamy do czynienia z elektrolitem symetrycznym,
najlepiej typu 1:1. Zalozono réwniez, ze parametry potencjatu Lennarda-Jonesa sa takie same

dla anionu 1 kationu. Oznacza to migdzy innymi, ze promienie anionow 1 kationow sa réwne.
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Zaleca si¢ tez stosowa¢ w symulacjach takie warto$ci parametrow Lennarda-Jonesa, jakie
pojawiaja si¢ po uruchomieniu programu Cwiczenie_7.

Podobnie jak w poprzednich ¢wiczeniach wartoSci jy, jy,, j. potrzebne do
przeprowadzenia analizy korelacyjnej zapisywane sa do pliku. Zapis odbywa si¢ co dziesiaty
krok. Fakt ten uwzgledniamy podajac parametr czas kroku w programie Fcor stuzacym i tym
razem do przeprowadzenia analizy korelacyjnej.

W ¢wiczeniu obliczamy przewodno$¢ molowa roztworu mocnego elektrolitu (np.
KCI1) w wodzie (& = 78,5) oraz w acetonie (& = 20,70) od stezenia elektrolitu (¢ = 0,01,
0,02, 0,05 0,1 0,2,0,51,0 mol/dm? ). Wyniki przedstawiamy w formie wykresu pokazujacego
zalezno$¢ przewodnosci molowej elektrolitu od pierwiastka kwadratowego ze stezenia.
Zgodnie z prawem Kohlrauscha zalezno$¢ ta przy niskich st¢zeniach powinna by¢
prostoliniowa. Odchylenia wystepujace przy wyzszych stezeniach ttumaczy teoria Debye’a-
Hiickla-Onsagera.

Odpowiedz na pytania: Jak wzgledna przenikalnosc¢ elektryczna rozpuszczalnika

wplywa na przewodnos¢ molowq elektrolitu? Jak zjawisko to nalezy ttumaczyc?

® Promienie jonéw K" oraz CI" wynosza odpowiednio 138 oraz 181 pm.
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Cwiczenie 8 — modelowanie przebiegu reakcji chemicznej

Zagadnienia
Podstawowe pojecia z kinetyki reakcji chemicznych (szybkos¢ reakcji, rzedowosé,
czqsteczkowos¢), nastepcze reakcje elementarne, etap limitujqcy, przyblizenie stanu

stacjonarnego.

Modelowanie przebiegu reakcji chemicznej mozna wykona¢ za pomoca metody
Monte Carlo. W tym celu poszczegdlnym rodzajom czasteczek bioracych udziat w reakcji
chemicznej przyporzadkowujemy litery. Niech ,,A” oznacza czasteczkg typu A, ,,B” - B, itd.
Naczyniem reakcyjnym jest kratownica (rys. 14). Litery zapisujemy w kratownicy tak, aby
jedna litera zajmowata jedno pole, przy czym moga pozosta¢ pola puste. Miejsca puste na
kratownicy to nieaktywne czasteczki rozpuszczalnika. Dozwolony jest dowolny stopien
zapetienia kratownicy. Jezeli ponumerujemy wszystkie pola, to polozenie dowolne;j
czasteczki mozemy jednoznacznie okresli¢ podajac odpowiedni numer pola. Procent
obsadzenia kratownicy przez poszczegoOlne czasteczki odpowiada udzialowi procentowemu
tych czasteczek w naczyniu reakcyjnym. I tak na rys. 14 pokazana jest kratownica
reprezentujaca naczynie reakcyjne, w ktorym znajduje si¢ 20% czasteczek typu A (bo na
kratownicy dwadzieScia razy mamy ,A”), 10% czasteczek B 1 70% czasteczek
rozpuszczalnika. Ulamek okreslajacy stosunek miejsc zajetych przez dany rodzaj czasteczek
do ogolnej liczby miejsc na kratownicy jest rownowazny utamkowi molowemu tego rodzaju
czasteczek. W ukladzie przedstawionym na rys. 6 utamek molowy czasteczek A wynosi 0,2,
czasteczek B - 0,1, natomiast czasteczek rozpuszczalnika - 0,7. Rysunek 14 postuzy do

omoOwienia sposobu przeprowadzenia modelowania przebiegu reakcji jednoetapowe;:

A—b 5B (83)

ktorej stala szybkosci wynosi k;. Reakcje przeprowadzamy w nastgpujacy sposob.
Generujemy liczbe losowa catkowita z przedziatu od 1 do 100. Jezeli w polu o tym numerze
znajduje si¢ ,,A”, wowczas przyjmujemy, ze zachodzi reakcja chemiczna 1 w kratce tej ,,A”

zamieniamy na ,,B”. Tak bedzie w przypadku trafienia w kratkg 2, 6, 8 itd. Natomiast jesli
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kratka jest pusta lub zajeta przez ,,B”, wtedy reakcja nie zachodzi. Uwazamy, ze reakcja

zaszta do konca, gdy wszystkie ,,A” zamienione zostang na ,,B”.

0 A A|lB]|]A B
10 | B A

20 A A

30 A B Bl A
40 A AlA

50 B A

60 A B|lA

70 B A B A
80 A A

90 A| B A

Rys. 14. Kratownica zawierajaca 100 ponumerowanych po6l, zapetniona w sposob losowy

czasteczkami A 1 B reprezentowanymi odpowiednio przez litery ,,A” 1,,B”.

Kazda reakcja przebiega w czasie. Dlatego musimy zdefiniowa¢ jednostke, ktora bedzie
wygodna w naszych obliczeniach. Za taka jednostke czasu przyjmujemy okre$lona liczbg
takich samych operacji wykonywanych w trakcie symulacji. W naszym przypadku operacja
taka bedzie proba znalezienia na kratownicy ,,A”. Wykonanie N takich prob definiuje nam
jednostke czasu. Nazywac ja bedziemy jednostka czasu komputerowego 1 oznacza¢ symbolem
7. W trakcie jednej jednostki czasu komputerowego wykonywanych bedzie wiec Np prob
zamiany ,,A” na ,,B”. W dalszej czg$ci dowiemy sig, jak znalez¢ zwiazek migdzy czasem
komputerowym 1 czasem rzeczywistym z.

Pozwolmy teraz, aby produkt reakcji (83) reagowal dalej, dajac zwiazek C:

A—5B—EC (84)
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W naszej kratownicy zaczna pojawiac si¢ litery ,,C”, reprezentujace czasteczki typu C. Dla
kazdego etapu reakcji generujemy odpowiednio N; i1 N, liczb losowych okreslajacych
polozenie na kratownicy. Najpierw N, razy szukamy ,,A” i jezeli znajdziemy, zamieniamy je
na ,,B”. Nastgpnie N, razy szukamy ,,B” i w przypadku znalezienia zamieniamy je na ,,C”.
Cala ta operacje powtarzamy Ny razy. Przyjmujemy, ze wszystko, co dokonato si¢ w wyniku
tych operacji, zaszto w jednej jednostce czasu komputerowego. Analogiczne operacje
wykonujemy dla kolejnych jednostek czasu. Na koniec zauwazmy, Ze zmieniajac N; lub N,
zmieniamy szybko§¢ odpowiedniego etapu reakcji. Mozna wigc przyjac, ze N; 1 N, sa

proporcjonalne do statych szybkosci 4; 1 k.

Nk (85)
2 k2
Podobnie mozna przeprowadzi¢ modelowanie reakc;ji

k

% k

A B——C

%

& ; (86)

w ktorej pierwszy etap jest procesem odwracalnym, natomiast drugi - nieodwracalnym. Teraz
N razy szukamy ,,A” i zamieniamy na ,,B”, N, razy szukamy ,,B” i zamieniamy na ,,A” oraz
N3 razy szukamy ,B” 1 zamieniamy na ,,C”. Te trzy operacje powtarzamy Np razy.
Przyjmujemy, ze wszystko, co dokonato si¢ w wyniku tych operacji, zaszlo w jednej
jednostce czasu komputerowego.

Cwiczenie skltada si¢ z dwoch czesci: symulacji przebiegu reakcji (86) i znalezieniu
zwiazku migdzy rzeczywistym 1 komputerowym czasem trwania reakcji. Obie czgsci
¢wiczenia wykonujemy za pomoca programu Cwiczenie_8. Po jego uruchomieniu zobaczymy

okno:
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?:-‘lfwiczenie ] 10| =l

Symulacja przebiequ reakeji chemicznej

A<=>B->C
\Wiawads: Rozwigzanie dokladne
Liczby czasteczek Faramety dia A->B->C
Wiprowads:

stezenie poczatk. A IM—
zhatg sepbkodoi k1 ID'I—
statg sepbkodoi k2 IW
NT IW W3 |5— czas reakoi IED—

czaz reakji IED Oblicz |
Zaczni gymulacie | Zamknij pragram |

Rys 15. Okno programu Cwiczenie_8.

Wszystkie wartosci wprowadzane w pierwsze] czesci ¢wiczenia musza by¢ typu
catkowitego. Liczby Na, N 1 Nc okreslaja ilosci czasteczek typu A, B, C bioracych udziat w
symulacji, natomiast Nt to calkowita liczba czasteczek (facznie z czasteczkami
rozpuszczalnika). Czas reakcji liczony jest w jednostkach czasu komputerowego. N podaje
liczbe serii prob, jakie wykonywane sa w trakcie kazdej jednostki czasu komputerowego, a
kolejne trzy liczby: Ni, N> i N3 musza by¢ proporcjonalne do statych szybkosci ki, k> 1 ks.
Liczby te powinny by¢ mate w poréwnaniu z (Na + Ng + N¢), gdyz poprawia to statystyke
wynikow.

Dane do przeprowadzenia przewidzianych w ¢wiczeniu symulacji zamieszczone sa w
tabeli 2. Po wprowadzeniu kazdej serii danych naciskamy przycisk Zacznij symulacje. Pojawi
si¢ okienko do zapisu wynikow do pliku. Pamigtajmy, zeby wyniki dla kazdej serii obliczen
zapisa¢ w oddzielnym pliku. Z wynikdéw tych sporzadzamy pdzniej wykresy zalezno$ci
utamkéw molowych substancji A, B 1 C od czasu trwania procesu, liczonego w jednostkach

czasu komputerowego.
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Tabela 2.

Parametr\Seria I II 111 v \Y%
Na 12000 12000 12000 12000 0
Np 0 0 0 0 12000
Nc 0 0 0 0 0
Nr 30000 30000 15000 30000 30000
CZAS 50 50 50 50 50
No 500 500 500 500 500
N, 10 10 10 3 5
N, 0 10 10 10 10
N3 5 3 3 10 5

W podobny sposdb mozna rowniez modelowac reakcje rozgal¢zione o dowolnym

stopniu zlozonos$ci. Mozna tez tak dobra¢ wartosci parametréw, aby jednostka czasu

komputerowego pokrywala si¢ z jednostka czasu rzeczywistego. Przewaznie jednak szuka si¢

korelacji migdzy czasem rzeczywistym a komputerowym. Przeanalizujemy ten problem na

przyktadzie jednoetapowej reakcji pierwszego rzedu:

A—5 5B

Szybkos$¢ tej reakcji opisujemy rownaniem:

d[A]
-——=k[A],
5 AlAl
ktére po rozwigzaniu przyjmuje postac:
ln—[A]O =kt
[A]

(87)

(88)

(89)

przy czym [A]p jest to poczatkowe st¢zenie sktadnika A, natomiast [A] - st¢zenie po czasie .

W metodzie symulacyjnej rozwazana jest szybkosci zaniku ,,A” na kratownicy.

Szybkos¢ te definiujemy jako zmiang liczby czasteczek typu A (dNa) w czasie dz. Szybkos¢

ta jest proporcjonalna do Na:
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djlv - (90)
T

gdzie [jest stata proporcjonalnosci. Rozwiazanie powyzszego rownania prowadzi do:

== fr 1)

Jezeli przyjmiemy teraz, ze reakcja rzeczywista 1 modelowana zaszly w tym samym stopniu,

czyli
N
In a0 — g Ah (92)
Ny [A]
wowczas mamy
Br=kt (93)

Tak wigc czas rzeczywisty (7) 1 czas komputerowy (7) wiaze ze soba prosta proporcja

T (94)

kl
= E t
Do analogicznych wnioskéw mozna rowniez dojs$¢ dla reakcji wyzszych rzedow.
W drugiej czgsci ¢wiczenia okreslamy zalezno$¢ migdzy czasem komputerowym 7 i
rzeczywistym ¢ Do tego celu wykorzystujemy reakcje¢ (84). Dla reakcji tej znamy
rozwiazanie rownania kinetycznego'. Wiemy tez, ze stezenie produktu posredniego B osiaga
maksimum w czasie fmn.x. Ponadto analogiczna reakcje przeprowadziliSmy na drodze
symulacyjnej (seria I). Z wykresu dla serii I odczytujemy 7max. Nastgpnie korzystamy z
programu Cwiczenie_8, ktdry w oparciu o rozwiazanie analityczne oblicza i zapisuje do pliku
zalezno$¢ stezenia A, B i C od czasu dla zadanych parametrow poczatkowych. Przyjmujemy
[A]o =0,4 M; k; =0,1; k, =0,05 [s'l]. Sporzadzamy wykres zaleznos$ci st¢zenia A, B 1 C od
czasu. Z potozenia maksimum krzywej dla zwiazku B odczytujemy #y.x. Stosunek Ziax do fmax

daje wspotczynnik (ki/f) wiazacy czas rzeczywisty z komputerowym.

®) patrz: P. W. Atkins, “Chemia fizyczna”, PWN (2001), str. 754.

59



Cwiczenie 9 — struktura cieczy

Zagadnienia
P.W.Atkins, rozdziat 24.5

W gazach, w szczegdlnosci gdy rozwazamy tzw. gaz doskonaty, panuje zupelny
chaos. Czasteczki nie posiadaja ani uporzadkowanego kierunku ruchu, ani
uprzywilejowanego potozenia. Ze wzgledu na brak oddziatywan migdzyczasteczkowych nie
tworza si¢ zadne uporzadkowane struktury. Odmienna sytuacja ma miejsce w krysztatach. Tu
wystepuje doskonaly porzadek, potozenie kazdego atomu jest $cisle okreslone, atomy moga
wykazywac¢ jedynie drgania oscylacyjne. Z kolei ciecze wykazuja wihasciwosci posrednie
miedzy gazami i krysztatami. Czasteczki cieczy poruszaja sig, ale tez tworza uporzadkowane
struktury zwane strukturami quasi-krystalicznymi. Istnienie tego typu struktur wykazaty
badania rentgenograficzne cieczy. Czas ich trwania jest bardzo krotki; tworza si¢ one w
jednym miejscu, by za moment rozpas¢ si¢ i pojawi¢ w innym miejscu. Uporzadkowane
struktury tworza si¢ dzigki oddziatywaniom migdzyczasteczkowym. Na strukture cieczy maja
wpltyw nie tylko wzajemne oddziatywania, ale tez wielko$¢ 1 ksztatt czasteczek. W
rozwazaniach teoretycznych czgsto wprowadza si¢ uproszczenie zakladajace, ze czasteczki
maja ksztatt kul. Model taki $cisle odpowiada jedynie skroplonym gazom szlachetnym. Do
opisu oddzialywan migdzy niepolarnymi czasteczkami stosuje si¢ potencjal sztywnych kul
(réwnanie (1)) lub potencjal Lennarda-Jonesa (réwnanie (2)). W tym ¢wiczeniu korzystac
bedziemy z potencjatu sztywnych kul.

Do opisu struktury cieczy wprowadzona zostata funkcja rozktadu radialnego, g(7). Jej
petna definicja jest ztozona. Mowi o stosunku prawdopodobienstwa znalezienia dwoch
oddziatujacych czasteczek odlegtych o r do prawdopodobienstwa znalezienia tychze
czasteczek, gdy nie oddzialuja ze soba. Dlatego wprowadzimy definicj¢ uproszczona. Niech
N0 bedzie srednia makroskopowa gestoscia liczbowa czasteczek, dang jako stosunek liczby

czasteczek N znajdujacych si¢ w uktadzie do jego objetosci V

N =

1=

(95)
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Wybieramy w uktadzie jedna czasteczke zwana dalej czasteczka centralna. Niech Mr) bedzie

lokalna gestoscia liczbowa czasteczek w punkcie odleglym od czasteczki centralnej o 7,

N(r)= , (96)

ktora podaje wartos¢ Srednia liczby czasteczek (a $cislej ich jader) znajdujacych sig¢ w
elemencie objgtosci dV odleglym o » od czasteczki centralnej. Wtedy funkcj¢ rozkladu
radialnego interpretowaé mozna jako stosunek lokalnej do makroskopowej gestosci liczbowej

czasteczek:

glr)= 9;;(5)- (97)

W krysztatach funkcja g wykazuje oscylacje nawet przy duzych wartosciach r.
Posiada wysokie, ostre maksima w poblizu punktow, gdzie znajduja si¢ atomy. Pomigdzy
pikami g=0. Inaczej sytuacja przedstawia si¢ w cieczach. Ponizszy rysunek przedstawia

typowy przebieg radialnej funkcji rozktadu dla cieczy jednosktadnikowe;.

«Q
—
=
w
T

Rys. 16. Typowy przebieg funkcji rozktadu radialnego dla czasteczek kulistych

Dla odlegtosci mniejszych od srednicy d atomu funkcja g przyjmuje wartosci rowne zero. Nie
jest bowiem mozliwe, aby dwie czasteczki zblizyly si¢ na odlegto$¢ mniejsza od d. W poblizu

r=d obserwuje si¢ pierwsze wysokie maksimum. Odpowiada ono wystapieniu pierwszej sfery
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koordynacyjnej atomu centralnego. Wysokie i waskie maksimum $wiadczy o silnie
porzadkujacym wptywie atomu centralnego na swoich najblizszych sasiadow. Nastgpnie
funkcja g przechodzi przez glebokie minimum. Odpowiada ono granicy migdzy pierwsza i
druga sfera koordynacyjna. Kolejne maksima i minima sa coraz mniej wyrazne. Dla r—oo
g=1, co praktycznie oznacza brak wptywu atomu centralnego na atomy odlegte.

Z naszych wcze$niejszych rozwazan znamy wzor na ciSnienie uktadu, w ktéorym
wystepuja oddziatywania migdzyczasteczkowe (réwnanie (10)). Jezeli znany jest przebieg

funkcji g, wowczas wzor ten mozna uprosci¢ do postaci

g(ram?dr (98)

pV _1- N rrdV(r)
NkT oVkT 7o dr

Zauwazmy, ze w przypadku sztywnych kul, gdy r<d, mamy g(»)=0. Woéwczas wyrazenie
podcatkowe rowne jest zero. Podobnie jest dla »>d, gdzie dV/dr=0. Rézna od zera warto$¢
wyrazenia podcatkowego wystepuje jedynie przy r=d. Mozna wykazaé (patrz uzupeinienie

B), ze:

1 dV(r)

kT dr

=8(r-d) (99)

gdzie Xr-d) jest funkcja delta Diraca w punkcie r=d. Korzystajac z rownania (99) oraz z
wiasciwosci funkcji delta rownanie (98) przyjmuje postac:

pV _ 14 27Nd’g(d)

(100)
NkT 4

Chcac wyznaczy¢ ci$nienie p ze wzoru (100), nalezy zna¢ objgtos¢ V, jaka zajmuje N
czasteczek, ich $rednicg d oraz warto$¢ radialnej funkcji rozktadu g(d) w punkcie zetknigcia

si¢ kul (tzw. warto$¢ kontaktowa).

Celem ¢wiczenia jest poznanie przebiegu funkcji rozktadu radialnego oraz cis$nienia
dla réznych gestosci liczby czasteczek. Analityczne rozwiazanie problemu przebiegu funkcji
rozktadu radialnego nawet dla modelu sztywnych kul nie jest zadaniem prostym. Dlatego

oprzemy si¢ na symulacji typu Monte Carlo.
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W ¢wiczeniu przeprowadzimy symulacje typu Monte Carlo w celu okreslenia
przebiegu funkcji rozktadu radialnego dla sztywnych kul znajdujacych si¢ w przestrzeni
trojwymiarowej. Do przeprowadzenia symulacji postuzy program Cwiczenie_9. Jego okno

pokazuje rys.17.

?-“fwiczenie 9 - struktura cieczy - 10| x|

Wiorowadz:

dbugo#c boku |344?_1 Oblicz ggstos |

bokzu w pm

grednice kuli w pr 400 o= IE'EEDDEQ?
liczbe kul 256 i = ID.#EIEIEI
liczbe konfiguraci |2|:||:||:||:||:||:|

wateprych

liczbe konfiguracii |5|:||:||:||:||:||:| .
whasciwych Fostep symuladi
Eonfig. watepre [N Z9= |
Konfig, whagcime | 0% |

£akofcz pragran |

Rys 17. Okno programu Cwiczenie_9.

Badamy wpltyw gestosci liczbowej NV czasteczek (sztywnych kul) na przebieg funkcji

rozktadu radialnego oraz obliczamy ci$nienie panujace w uktadzie. Liczba czasteczek N w
uktadzie jest stata i wynosi 256. Zmiang gestosci uzyskujemy poprzez zmiang dlugosci boku
sze$cianu, w ktorym przeprowadzana jest symulacja (tzw. boks lub pudto symulacyjne). W
kolejnych symulacjach stosujemy nastgpujace wartosci dtugosci boku: 3000; 3300, 3500,
3700, 4000, 4500 pm (moga ulec zmianie). Warto$ci pozostalych parametréw, wynoszace:

srednica kuli [pm]: 400,

liczba kul: 256

liczba konfiguracji wstepnych: 2 000 000

liczba konfiguracji wkasciwych: 5 000 000
sq takie same dla wszystkich symulacji. Po wprowadzeniu danych naciskamy przycisk Oblicz
gestos¢ a nastgpnie Zacznij symulacje. Po jej zakonczeniu pojawia si¢ okienko Zapis

wynikow umozliwiajace zapisanie wynikow (7 1 g) do pliku.
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Sporzadzamy wykres zaleznos$¢ g od r dla réznych gestosci liczbowych NV (wygodnie
jest uzywaé gestosci zredukowanej V¥ zdefiniowanej jako V= N°). Na podstawie analizy
przebiegu funkcji rozkladu radialnego odpowiadamy na pytanie, jak gestos¢ kul wptywa na
strukturg cieczy. Obliczamy ci$nienie 1 sporzadzamy wykres zaleznosci ci$nienia od ggstosci
N*. Do obliczenia ci$nienia ze wzoru (100) potrzebna jest wartos¢ kontaktowa funkcji g.
Otrzymujemy ja poprzez ekstrapolacje wynikow do odleglosci kontaktowej. Wykonujemy to
nastgpujaco: na arkuszu kalkulacyjnym programu Excel mamy wyniki, z ktorych
sporzadzilismy wykres g od r. Odrzucamy wyniki dla »<d oraz r>1,7d. Na arkuszu powinno
pozosta¢ 7 punktow. Od kolumny z wartosciami » odejmujemy 1. Do pozostalych punktéw
dopasowujemy za pomoca regresji liniowej wielomian n-tego stopnia; wyraz wolny tego

wielomianu stanowi warto$¢ g(d).
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Cwiczenie 10 — struktura i wlasciwosci elektrolitu

Zagadnienia
Potencjal chemiczny (definicja), aktywnos¢ i wspotczynnik aktywnosci, stan standardowy
rozpuszczalnika i substancji rozpuszczonej, potencjat chemiczny roztworu elektrolitu, Sredni

wspolczynnik aktywnosci, graniczne i rozszerzone prawo Debye'a-Hiickla, sita jonowa.

Teoria Debye'a-Hiickla opisuje strukture roztworu elektrolitu oraz pozwala obliczy¢
warto$ci  $rednich wspotczynnikow aktywnosci jondw. Jej zastosowanie jednak jest
ograniczone do niskich stgzen elektrolitu.

Do opisu struktury elektrolitu stosuje si¢ model sferycznej chmury jonowej. Chmura
taka otacza rozwazany jon i ma tadunek o znaku przeciwnym do tadunku rozwazanego jonu.
Jest to model jakosciowy. Obraz ilosciowy daja funkcje rozktadu radialnego jondw. Funkcja
rozktadu radialnego zdefiniowana zostata w poprzednim ¢wiczeniu. W roztworze elektrolitu
mamy trzy takie funkcje: g, g++, 1 g+. Opisuja one rozktad gestosci odpowiednio migdzy
dwoma anionami, dwoma kationami oraz para anion-kation. Jezeli aniony i kationy sa tej
samej wielkosci, a ich tadunki r6znig si¢ tylko znakiem, wowczas mamy g = g++. Funkcja g
lub g+, gdy jony znajduja si¢ blisko siebie, przyjmuja wartosci mniejsze od 1 z powodu
wzajemnego odpychania jonow. Natomiast funkcja g, przy matych wzajemnych
odlegtosciach jest wigksza od 1 z powodu przyciagania. Oznacza to, ze ggstos¢ lokalna
danego typu jonéw w poblizu jonu o tym samym znaku jest mniejsza od ggstosci Sredniej,
natomiast w poblizu jonu o znaku przeciwnym - wigksza. Roznica tych gestosci daje chmurg
jonowa.

Z poprzedniego ¢wiczenia wiemy, ze metody symulacyjne pozwalaja obliczy¢
przebieg funkcji rozktadu radialnego. Obecnie poznamy jedna z prostszych metod obliczania
warto$ci  wspolczynnika aktywnosci czasteczek lub jonéw na drodze symulacji
komputerowej. Jest to metoda Widoma.

W 1963 roku Widom zaproponowal oryginalny sposob obliczania wspdtczynnika

aktywnosci, ktory powszechnie przyjat si¢ w badaniach opartych na symulacji komputerowe;.
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Nie wnikajac w szczegdly teoretyczne'®

, metoda polega na wprowadzaniu do boksu
symulacyjnego - co okreslona liczbe konfiguracji - czasteczki sondujacej oddziatywania
migdzyczasteczkowe. Jej potozenie wybierane jest losowo. Za kazdym razem obliczana jest
energia potencjalna V, oddzialywania czasteczki sondujacej z pozostalymi czasteczkami
uktadu. Nastgpnie czasteczka sondujaca wyjmowana jest z boksu, aby nie zaktocala ruchu
pozostatych czasteczek podczas generowania nowych konfiguracji. Po zakonczeniu procesu

symulacji obliczana jest wartos¢ $rednia z wyrazenia exp(-Vy/kT)

expl=V /KT) = - expl ¥ (i)/ k] (101)
< ( p )> M = p

gdzie M jest liczba wszystkich sondowan. Wspotczynnik aktywnos$ci, zgodnie z metoda

Widoma, obliczamy ze wzoru:

y= (102)

- <exp(— V,/kT )>

Wz6br ten mozna tez przedstawi¢ w postaci logarytmiczne;j:

Iny =-In[lexp(- ¥, /k7)] (103)

W ¢wiczeniu stosujemy symulacje Monte Carlo w celu poznania przebiegu funkcji
rozkladu radialnego migdzy jonami tego samego i1 przeciwnego znaku. Kazdy jon
reprezentowany jest przez sztywna kulg o $rednicy d z punktowym ladunkiem elektrycznym
ze umieszczonym w jej Srodku. Jony umieszczone sa w osrodku ciaglym o wzglednej
przenikalnosci elektrycznej &. Obecna symulacja rdzni si¢ od zastosowanej w poprzednim
¢wiczeniu tym, ze mamy teraz uklad dwusktadnikowy (aniony i kationy) oraz ze obok
sztywnych oddziatywan sferycznych wystgpuja oddziatywania elektrostatyczne migdzy
tadunkami jonow (patrz rownanie (4)). Dodatkowo w trakcie symulacji uzyta jest metoda
Widoma.

Symulacj¢ przeprowadzamy za pomoca programu Cwiczenie_10. Okno tego programu

pokazuje rysunek

(6)Wyprowadzenie wzoru Widoma na wspotczynnik aktywnosci wymaga znajomo$ci pojecia sumy

statystycznej.
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I Ewiczenie 10 - struktura i wlasciwosci elektrolitu 10| =]

Podaj: - parametry ukkadu WWihiki symulaci

Sred. jonu 1w pm IF Stezenie w mol/dm3 IW Wl = IW
Sred. jonu 2 w pm IF eps rozpuszczalnika IW +2 = [1.00000
tadunek joru 1 |1— Temperatura w K Im In v = IDU—
tadunek jonu 2 |+-|— e |3— In 2 = IDIJ—
- paramety spmulaci Liczba jondw I-IIJB BT = ID-D
Liczba konfiguracii IW Krak 00 i
wiazciwpch
Liczba konfiguracii IM Praygatuj syrulacie | | Zaczhi symulacie |

wiazciwpch
. [ |54
Adjustacia kroku co IEDDD Leadl ) Postep symulacii
Liczba jondw 2 |54

Fonfiguracie watepne _ 0% |

Korfiguracie whascive | 0% |

Czas symulaci I Zakoncz

Rys. 18. Okno programu Cwiczenie_10.

W  przeciwienstwie do teorii Debye'a-Hiickla, metody symulacyjne pozwalaja
opisywa¢ wiasciwosci elektrolitu w szerokim zakresie stezen. Dlatego symulacje
przeprowadzimy dla wodnego roztworu soli typu 1:1 o stezeniach: 0,1, 0,3, 0,5, 0,75 1,0 1,5 1
2.0 mol/dm’. Przyjmiemy, ze $rednice obydwu rodzajow jonow sa takie same i wynosza 425
pm, natomiast temperatura jest 298,15 K. W tej temperaturze wzgledna przenikalnosé
elektryczna (stata dielektryczna) wody & wynosi 78,5. W symulacji moze wzia¢ udziat
maksymalnie 256 jondéw. Generujemy co najmniej 500000 konfiguracji wstgpnych oraz
2000000 wiasciwych. Sondowanie anionem i kationem odbywa si¢ w co 5-tej konfiguracji
wlasciwej. Liczby tej z poziomu uzytkownika programu nie mozna zmienia¢. Po
wprowadzeniu warto$ci wszystkich parametrow naciskamy przycisk Przygotuj symulacje.
Okreslona zostaje liczba aniondéw 1 kationow bioracych udzial w symulacji oraz ich
konfiguracja poczatkowa. Jezeli wartosci wszystkich parametrow wprowadzone sa
poprawnie, woéwczas mozemy nacisna¢ przycisk Zacznij symulacje. Po jej zakonczeniu
pojawia si¢ okienko pozwalajace zapisa¢ wyniki funkcji rozkladu radialnego do pliku.
Kolejne kolumny w pliku zawieraja: r/d, g., g++, oraz g... Wartosci wspotczynnikow
aktywnos$ci wyswietlane sa w odpowiednich polach okna programu. W oparciu o uzyskane

wyniki sporzadzamy wykresy zaleznosci:
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a) funkcji rozktadu radialnego (g.., g++ oraz g.+) od odleglosci dla dwoch wybranych stgzen
elektrolitu (np. 0,112 mol/dm’);

b) logarytmu naturalnego ze wspolczynnika aktywno$ci anionu i kationu od pierwiastka
kwadratowego ze stezenia elektrolitu. Korzystajac z metody regresji liniowej
przeprowadzamy przez punkty krzywa drugiego lub trzeciego stopnia. Krzywa ta, zgodnie
z definicja stanu standardowego elektrolitow, powinna przechodzi¢ przez poczatek uktadu
wspotrzednych, gdyz dla ¢=0, Iny=0. Dlatego w programie graficznym Excel wybieramy
odpowiednia opcj¢ regresji liniowej (na zaktadce: Opcje Ustaw przeciecie=0, Prognoza do

tytu 0,316).

Zauwaz, ze istnieje analogia miedzy Twoimi wynikami a zaleznosciq wspolczynnika
scisliwosci gazu rzeczywistego od cisnienia (patrz ¢wiczenie 1). Na tej podstawie zinterpretuj

przebieg zaleznosci Iny=f(c"?).
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Cwiczenie 11 — rownowaga fazowa ciecz-gaz

Zagadnienia

Pojecia: faza, diagram fazowy, linia rownowagi faz, przemiana fazowa, temperatura
przemiany fazowej, punkt krytyczny, punkt potrojny. Rownanie Clapeyrona i jego
zastosowanie do opisu linii rownowagi cialo stale — ciecz oraz ciecz — gaz. Zmiany
wiasciwosci termodynamicznych towarzyszqce przejsciom fazowym pierwszego rodzaju (wg

klasyfikacji Ehrenfesta).

Temperatury: topnienia, parowania i sublimacji zaleza od ci$nienia. Jezeli zalezno$ci

te przedstawimy w uktadzie wspotrzednych ci$nienie — temperatura, to otrzymujemy wykres,

ciato
punkt krytyczny
state

cisnienie, p
o>
w\
°0

gaz

punkt potréjny

temperatura, T

Rys. 19. Diagram fazowy we wspotrzednych ci$nienie - temperatura

ktéry nazywamy diagramem fazowym. Na rys. 19 mamy zaznaczone obszary wystgpowania
fazy stalej, cieklej 1 gazowej. Linie oddzielajace poszczegdlne fazy to linie réwnowag
fazowych. Odczyta¢ z nich mozna wartoS$ci ci$nienia 1 temperatury, przy ktoérych dwie fazy sa

w stanie rownowagi termodynamicznej. Mamy tez punkt, w ktorym trzy fazy sa w
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rownowadze ze soba. Jest to tzw. punkt potrdjny. Z termodynamiki wiemy, ze fazy sa w
rownowadze, gdy ich potencjaly chemiczne sa rowne. Z rys. 19 wynika, ze w punkcie
robwnowagi fazowej rowniez ciSnienia graniczacych faz sa rowne. Inne wielko$ci
termodynamiczne takie jak objgtos¢, gestos¢, entalpia, entropia czy pojemno$¢ cieplna
zmieniaja si¢ skokowo podczas przemiany fazowej. Takie przemiany nazywamy zgodnie z
klasyfikacja Ehrenfesta przemianami pierwszego rodzaju.

Rozwazmy proces izobarycznego ogrzewania probki pewnej substancji zaznaczony na
rys. 19 linia ABC. W punkcie poczatkowym A mamy tylko fazg ciekla. Ze wzrostem
temperatury dochodzimy do punktu B. Tu zaczyna sig proces parowania. Dostarczane ciepto
zuzywane jest do odparowywania cieczy. Temperatura zatrzymuje si¢ 1 pozostaje stata tak
dlugo, az cata ciecz ulegnie przemianie w gaz. Dalsze ogrzewanie powoduje wzrost
temperatury i prowadzi badang probke do punktu koncowego C. Rozpatrzmy teraz ten sam
proces w ukladzie wspotrzednych temperatura — ggsto§¢. Diagram fazowy w tych

wspotrzednych pokazany jest na rys. 20.

temperatura, T

mieszanina cieczy i gazu

w réwnowadze termodynamicznej

gestos¢, d

Rys. 20. Diagram fazowy we wspotrzednych temperatura - ggstos$é

Ponizej krzywej mamy obszar wspoélistnienia w rownowadze termodynamicznej cieczy i

gazu. Natomiast powyzej krzywej mamy po lewej stronie gaz, a po prawej ciecz. Warto
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zauwazy¢, ze nie ma migdzy nimi zadnej granicy. Nie mozemy wigc jednoznacznie
stwierdzi¢, ze mamy do czynienia z gazem lub ciecza.

Powr6¢my do rozwazanego procesu izobarycznego przejscia z punktu A do C. Gdy
dojdziemy do punktu B; od strony A, zacznie si¢ proces parowania. W naszej probce pojawi
si¢ pierwszy malenki pgcherzyk gazu. Dalsze ogrzewanie zwigksza¢ bedzie objgtos¢ fazy
gazowej, co da stopniowe zmniejszanie gestosci probki. W ten sposéb dochodzimy do punktu
B,, gdzie zanika ostatnia kropelka fazy cieklej. W trakcie catego procesu parowania
temperatura jest stata, natomiast zmienia si¢ ggstos¢ od wartosci, jaka ma ciecz do warto$ci
typowych dla gazu. Tak wigc punkty B; 1 B, okreslaja gestosci odpowiednio cieczy i gazu
bedacych w réwnowadze termodynamicznej w temperaturze przemiany fazowe;.

Celem ¢wiczenia jest wyznaczenie dla zadanej substancji diagramu fazowego we
wspotrzednych temperatura — ggsto$¢ oraz okre$lenie jej temperatury krytycznej. Ggstosci
fazy cieklej d. 1 gazowej d, obliczymy korzystajac z symulacji MC w zespole Gibbsa. W tym

celu uruchamiamy program Cwiczenie 11, ktérego okno wyglada nastepujaco:

¥ Ewiczenie 11 - réwnowaga fazowa 10| =]
v Lwarmg | Pucha 1 Puca 2
asamal. w g/mo
= NCT 4 ez [4

R w pm
2 N1 [256 Mz |256

3000 L1 w pm |2332-B L2 wpm |28
2000000 4R1 005 LR2

Epzilon w k. /mol
Temperatura w k

Cuykle wateprne

e 4000000
Cykle whagcive d1 w alcm I d2 w gfcm3

005
LYol pl w atm I p2 v atm
[~ Zapis do pliku <M1 I CM2:

Fostep symulacji <L13 w pm I <L2> w pm
Wwistepne ] [E |

REEERKN

11178

&

o Licz |

Wit adnive | 0

I

Rys. 21. Okno dialogowe programu Cwiczenie_11

Pierwsze trzy parametry charakteryzuja badana substancje. Sa to: masa molowa M, odlegtos¢
migdzyczasteczkowa ry, przy ktorej warto$¢ potencjalu Lennarda-Jonesa wynosi zero oraz
glebokos¢ studni potencjatu & Konkretne warto$ci tych parametréw mozna znalez¢ w tabeli
1. Temperatur¢ oraz dlugo$ci bokéw boksow symulacyjnych nalezy podawaé zgodnie
z dalszym opisem. Liczby cykli wstepnych i wiasciwych podane sa na rys. 21. Parametry

AVol i AR, wyrazone w jednostkach bezwymiarowych, opisuja maksymalna zmiang
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odpowiednio objgtosci boksu i polozenia przemieszczanej czasteczki (patrz rownania (37) i
(34)). Parametr NC stuzy do zadania poczatkowej liczby czasteczek w boksie zgodnie ze

WwZorem

N=4-NC’ (104)

Parametrom NC; i NC, najlepiej przypisa¢ wartosci 3 lub 4. Symulacje uruchamiamy
przyciskiem Licz, a po jej zakonczeniu pojawiaja si¢ nastgpujace wyniki: gestos¢ d i ciSnienie
p uktadu, $rednia liczba czasteczek w boksie <N> oraz $rednia dtugos¢ boku boksu <L>. Z
warto$ci gestosci mozna bez trudu poznaé, w ktorym boksie jest gaz, a w ktorym ciecz.
Wyniki symulacji zestawiamy w tabeli 3.

Krotkiego komentarza wymagaja wartosci ci$nien uzyskane z symulacji. Dla danej
temperatury wartos$ci ci$nienia gazu i cieczy sa podobne, ale nie rowne. Bierze si¢ to stad, ze

ci$nienie obliczane jest ze wzoru (10), ktéry - przypomnijmy - ma postac:

_NkT+<W>
V V

(105)

Potrzebna $rednig warto$¢ wiriatu <W> uzyskuje si¢ z symulacji. Jest to dla rozwazanych tu
oddziatywan migdzyczasteczkowych liczba ujemna. Jej warto$¢ bezwzgledna dla gazu jest
zdecydowanie mniejsza od NkT, natomiast dla cieczy poréwnywalna z NkT. Stad maly btad
warto$ci <W> wyznaczonej dla cieczy daje duzy btad cisnienia. Daje to obserwowana r6znice

miedzy ci$nieniem cieczy 1 gazu. Rdznice t¢ mozna zmniejszy¢ zwigkszajac czas symulacji.

Tabela 3. Wyniki symulacji w zespole Gibbsa
Badana substancja:
M/ g'mol’ =
ro/ pm =
£/ J'mol” =
Wyznaczone warto$ci parametrow krytycznych

Tkr/K =

A / g-cm’3
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T/K ah/g-cm'3 alz/g-cm'3 p1/ atm|p, /[ atm | <N;>|<N>|<L;>/pm|<L,>/pm

Przeprowadzajac symulacje w zespole Gibbsa natrafiamy na problem okreslenia
sumarycznej objetosci obydwu bokséw. Metoda wymaga, aby po zakonczeniu programu
srednia liczba czasteczek w kazdym z boksow byla podobna. Nie znajac a priori ggstosci
cieczy i gazu dla zadanej temperatury, objgtosci sumarycznej szukaé nalezy na zasadzie prob i
kolejnych przyblizen. Powoduje to, ze wyznaczenie diagramu fazowego za pomoca symulacji
w zespole Gibbsa jest bardzo czasochtonne i praktycznie niemozliwe do zrealizowania w
trakcie jednych zaj¢¢. Dlatego zastosujemy metodg ,,0d tytu”. Odczytujemy z tabeli 1
temperatur¢ krytyczna Ty, 1 ggsto$¢ krytyczna di, badanej substancji. Pierwsza symulacjg
przeprowadzamy dla temperatury o 1-2 K nizszej od 7Ty, Zaktadamy réwna objgtos¢ obydwu

boksoéw. Dlugos$¢ boku boksu obliczamy ze wzoru

L=1,=10°; M (106)
dkr NA

Bedzie ona wyrazona w pikometrach (1 pm = 10" m), gdy masa molowa podana zostanie w
gramach na mol, a ggsto$¢ krytyczna w gramach na centymetr sze$cienny. Druga symulacjg
przeprowadzamy dla temperatury ok. 4 K nizszej od Ti,. W kolejnych symulacjach obnizamy
temperaturg o 10 K. Obnizenie temperatury zwigksza gesto$¢ cieczy 1 zmniejsza ggstos¢ gazu.
Dlatego obnizajac temperatur¢ nalezy nieznacznie zmniejsza¢ objgtos¢ boksu (poprzez
parametr L), w ktorym znajduje si¢ ciecz, a wyraznie zwigksza¢ objgtos¢ boksu z gazem.
Praktycznie nalezy zmienia¢ dtugos$¢ boku boksu z gazem o 5-10% przy zmianie temperatury
o 10 K. Prawidlowo przeprowadzone symulacje powinny da¢ diagram fazowy podobny do

tego, ktory pokazany jest na rys. 22.
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Rys. 22. Diagram fazowy uzyskany z symulacji w zespole Gibbsa

Krzywa taczaca punkty uzyskana zostala poprzez dopasowanie do nich wielomianu 5-tego
stopnia za pomoca metody najmniejszych kwadratow. Wspotrzedne maksimum tej krzywej
odpowiadaja ggstosci 1 temperaturze krytycznej. Polozenie maksimum mozna znalez¢
numerycznie, gdyz metoda najmniejszych kwadratow daje jawna posta¢ wielomianu.
Wartos$ci parametréw krytycznych mozna wyznaczy¢ tez graficznie, co pokazane jest na

rys. 22.
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Cwiczenie 12 - wlasciwos$ci magnetyczne substancji

Zagadnienia

Namagnesowanie, objetosciowa i molowa podatnos¢ magnetyczna, trwaly i indukowany
moment — magnetyczny  czqsteczki, magnesowalnos¢,  substancje  paramagnetyczne,
diamagnetyczne, ferromagnetyczne i antyferromagnetyczne, temperatura Curie i Néela,
zmiany wilasciwosci termodynamicznych towarzyszqce przejsciom fazowym drugiego rodzaju

(wg klasyfikacji Ehrenfesta).

Cwiczenie sktada si¢ z dwoch czesci. W pierwszej wykonujemy animacje symulacji
struktury substancji ferromagnetycznej, paramagnetycznej 1 antyferromagnetycznej.
Korzystamy z programu MC opracowanego przez Claude Garrod i zataczonego do
podrecznika ,,Statistical Mechanics and Thermodynamics” (Oxford University Press, 1994).
Najpierw jednak uruchamiamy program MS Word i otwieramy w nim nowy dokument.
Rozwijamy menu Widok i sprawdzamy, czy zaznaczona jest pozycja Uktad strony.

Nastepnie uruchamiamy program MC. Pojawia si¢ okno tytutowe:

Monte Carlo Programs for use with
Statistical Mechanics and Thermodynamics
by Claude Garrod

(c) 1274 by Oxford University Press

Rys. 23. Okno otwierajace program MC
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Piktogram widoczny w jego lewym gérnym rogu informuje, ze jest to program napisany pod
system operacyjny DOS. Stad jego obsluga bedzie troch¢ inna niz programéw
funkcjonujacych pod systemem Windows. Zaczynamy od naci$nigcia myszka na stlowo
Choice lub przyciskamy kombinacj¢ klawiszy Alt+C. Rozwinie si¢ menu, z ktorego
wybieramy opcj¢ Ising 1. Pojawia si¢ okienko dialogowe Ising 1 z polami do wprowadzenia

danych.

Give lattice width & length T N

(Haximum values are shown)

Give value of HAKT
Give value of USkT
(00 for ferro. U0 for antiferro.)

Give number of Monte Carlo moves

Rys. 24. Okienko dialogowe do wprowadzania danych

Pomigdzy polami danych przemieszczamy si¢ za pomoca klawisza Tab lub myszka. Pola
zatytutowane Give lattice width & length pozostawiamy bez zmian. Na polu Give value of
H/KT piszemy 0.1, na polu Give value of V/KT za pierwszym razem wprowadzamy —5, za
drugim O, a za trzecim +5, natomiast na polu Give number of Monte Carlo moves piszemy
50000. W celu wprowadzenia nowej wartosci nalezy stara zmaza¢ lub podswietli¢ za pomoca
myszki. Program uruchamiamy naciskajac przycisk Ok lub klawisz Enter. Pokaze si¢
pelnoekranowa animacja symulacji. Koncowy rezultat symulacji kopiujemy do schowka
naciskajac kombinacj¢ klawiszy Alt+Print Screen, a nastgpnie wklejamy go do dokumentu
Worda (Ctrl+V), piszemy warto$ci parametréw zastosowanych w obliczeniach i opisujemy
powstala strukture (antyferromagnetyk, paramagnetyk, ferromagnetyk).

Druga czg$¢ ¢wiczenia polega na znalezieniu zalezno$ci namagnesowania M,

objetosciowej podatnos$ci magnetycznej y oraz pojemnosci cieplnej Cy od temperatury dla
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substancji ferromagnetycznej 1 antyferromagnetycznej. Zaleznosci te wyznaczymy
przeprowadzajac symulacje typu Monte Carlo za pomoca programu Ising_1 (nie myli¢ z
opcja programu MC). Jest to program, ktory Claude Garrod réwniez zataczyl do swojego
podrecznika ,,Statistical Mechanics and Thermodynamics” (Oxford University Press, 1994).
Autor skryptu dostosowal go do Srodowiska Windows. W programie tym czasteczki
obdarzone trwalym magnetycznym momentem dipolowym m umieszczone sa w wezlach
regularnej siatki. Jest to siatka kwadratowa o wymiarze L X L. Na dipole dziata pole
magnetyczne H', a potencjal miedzy dwiema najblizszymi czasteczkami z dipolami
ustawionymi réwnolegle (TT) wynosi V. Warto zauwazy¢, ze wszystkie wielkosci uzyte w
programie s3 wielko$ciami zredukowanymi, dlatego nie jest podawany ich wymiar. Po

uruchomieniu programu widzimy okno

& Cwiczenie 12 HE E

H* IEI.1 T min |1.EI M runs |41
W |-1 T max |5_|:| M moves |1 00000
L |25

Fostep symulac)i nr I_ I

Licz K.onfig. watepne 1]

................................................

i

i

j-'L Zamknij | K.onfig. whragciwe 0

Rys. 25. Okno programu Cwiczenie_12

Dla substancji ferromagnetycznej przyjmujemy:
V*=+1,
natomiast dla antyferromagnetyczne;j:
V*=-1.
Pozostate parametry maja nastgpujace wartosci:
H'=0.1, L=10, T*min=1, T*max=5, N runs = 41, N moves=100000.
Po uruchomieniu programu poprzez nacis$nigcie przycisku Licz pojawia si¢ okienko

dialogowe stuzace do zapisania wynikow do pliku. W oparciu o nie sporzadzamy wykresy
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przedstawiajace zalezno$¢ M° (= /N mi), ¥, i C, odT " dla substancji ferromagnetycznej i

antyferromagnetycznej. Ostre maksimum pojemnosci cieplnej”’ wskazuje, ze mamy do
czynienia z przemiana fazowa drugiego rodzaju wg klasyfikacji Ehrenfesta. Bedzie to
przejscie  odpowiednio substancji ferromagnetycznej lub antyferromagnetycznej w

paramagnetyczna. Odczytaj z wykresu temperaturg tej przemiany.

M Wysokos¢ i ksztatt maksimum zalezy od liczby czasteczek uzytych w symulacji.
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Uzupekienie A

Tworzenie wykreséw za pomocg programu Excel

Istnieje szereg programow komputerowych stluzacych do przygotowywania réznego
typu wykreséw. Nalezy do nich Excel. Jego niewatpliwa zaleta jest to, iz znajduje si¢ w
pakiecie Office firmy Microsoft, a wigc jest przez to szeroko dostgpny. Dlatego w niniejszym
rozdziale przedstawiona jest krotka informacja o tworzeniu wykresow potrzebnych do analizy
1 graficznej prezentacji danych liczbowych za pomoca programu Excel.

Tworzenie wykresu zaczynamy od wprowadzenia do arkusza kalkulacyjnego
programu Excel danych, ktore chcemy zaprezentowaé graficznie. Mamy tu dwie mozliwosci:
wpisanie reczne lub wezytanie z pliku. Pierwsza nie wymaga komentarza, dlatego zajmiemy
si¢ tylko druga. Zalézmy, ze dane znajduja si¢ na dyskietce w pliku Moje_dane.txt.
Zaznaczamy komorke A1, a nastgpnie z menu Plik wybieramy pozycje Otwérz ... (Ctrl+0O).
Pojawia si¢ wowczas okno dialogowe Otworz. Na polu Szukaj w wybieramy Dyskietka 3,5
(A), pliki typu: pliki tekstowe. Wowczas na ekranie pojawiaja si¢ wszystkie pliki tekstowe
zapisane na dyskietce. Zaznaczamy plik Moje_dane i naciskamy przycisk Otwérz. Wowczas
otwiera si¢ trojkrokowy kreator importu tekstu. W pierwszym kroku mozna ustali¢, czy dane
oddzielone sa za pomoca separatoréw (np. znak Tab lub ; ) oraz od ktérego wiersza ma by¢
plik czytany. Krok 2 pozwala dokona¢ rgcznej modyfikacji szerokosci pol, w ktérych
zapisane sa kolumny liczb. W kroku 3 mozemy zaznaczy¢ kolumng, ktéra chcemy pominaé
podczas importowania danych. Nacisnigcie przycisku Zakoncz uruchamia proces wczytania
danych do arkusza kalkulacyjnego. Poprawnie zapisane liczby sa wyrownywane do prawej
strony. Wyréwnanie do lewej strony oznacza, ze liczba traktowana jest jako tekst.
Spowodowane to moze by¢ wystapieniem znaku, ktdry jest niedozwolony w zapisie liczby.
Nalezy w pierwszym rzedzie zwroci¢ uwage na separator czesci utamkowej, ktory musi by¢
zgodny z ustawieniami migdzynarodowymi. Bledny separator mozna tatwo zmieni¢ we
wszystkich liczbach korzystajac z funkcji Zamien (menu Edycja, pole Zamien ... lub
Ctrl+H).

Mozemy teraz przystapi¢ do tworzenia wykresu. Zaznaczamy myszka obszar danych,
a nastgpnie naciskamy przycisk kreatora wykresow lub z menu Wstaw wybieramy pole

Wykres ... W obu przypadkach pojawia si¢ czterokrokowy kreator wykresu. Krok 1 pozwala
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wybra¢ typ wykresu. Korzystamy z zakladki Standardowe typy i wybieramy typ XY
(Punktowy). W prawej czgéci okna pokazane sa dostgpne podtypy: punktowy, punktowy z
punktami danych polaczonymi prostymi lub wygladzonymi liniami, punktowy z punktami
danych potaczonymi liniami prostymi lub wygladzonymi bez znacznikow danych.
Wybieramy ten, ktory najlepiej zobrazuje nasze wyniki. Drugi krok umozliwia zmiang
zakresu danych oraz zmiang, utworzenie lub usunigcie serii danych. Okno kroku 3 pozwala
wstawi¢ tytut wykresu, opis osi, a takze zadecydowaé, czy maja by¢ pokazane linie siatki i
gdzie umieszczona ma by¢ legenda. Potozenie wykresu okreslamy w kroku 4. Mamy tu do
dyspozycji nowy arkusz lub arkusz juz istniejacy. Jezeli chcemy, zeby po wydrukowaniu
wykres zajmowal powierzchni¢ calej kartki papieru, to wybieramy nowy arkusz. Po
naci$nigciu przycisku Zakohcz pojawia si¢ gotowy wykres, ktory niekoniecznie musi
odpowiada¢ naszym oczekiwaniom

Gotowy wykres mozemy modyfikowa¢ wybierajac myszka (poprzez dwukrotne
naci$nigcie lewego jej przycisku) obiekt, ktory chcemy zmieni¢. Trudno tu wymienié
wszystkie mozliwosci. Mozemy okresla¢ wielkos¢, krdj 1 kolor czcionki, styl, kolor 1 grubos¢
linii, wygtadzi¢ je, formatowac osie (w tym ich zakres), zmieni¢ tekst legendy, usuna¢ lub
zmieni¢ kolor tla wykresu. Na gotowy wykres mozna nanie$¢ dodatkowy tekst i rozne
elementy graficzne (strzalki, linie itp.). Do wykresu mozna doda¢ lini¢ trendu. W tym celu z
menu Wykres wybieramy opcje¢ Linia trendu. Pojawia si¢ okno Dodaj linie trendu z
dwiema zaktadkami: Typ i Opcje. Na karcie Typ pokazane sa dostepne typy trendu/regresji:
liniowy, logarytmiczny, wielomianowy, potggowy, wyktadniczy i1 $rednia ruchoma. Nas
interesowa¢ begda gléwnie dwa typy: liniowy 1 wielomianowy. W przypadku typu
wielomianowego mozna okresli¢ stopien wielomianu. Z kolei na karcie Opcje mozna m.in.
zazadaé, aby linia/krzywa trendu przecinata o$ y w okreslonym punkcie (Ustaw przeciecie =
) oraz zeby na wykresie pojawita si¢ jawna posta¢ rownania linii/krzywej trendu (Wyswietl

rébwnanie na wykresie).
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Uzupeknienie B

Pochodna potencjalu dla modelu sztywnych kul

Na poczatku poznamy dwie funkcje, ktore potrzebne bgda nam dalej. Sa to: funkcja

skokowa Heaviside’a oraz funkcja delta Diraca. Funkcja Heaviside’a H(x), zwana tez

jednostkowa funkcja skokowa, jest zdefiniowana:

0 x<0
1 x>0

Jej pochodna jest funkcja delta, Xx), lub delta Diraca

ddxH(x) — 5(x)

Funkcja delta posiada nastgpujaca wlasnos¢:

[ @d(x-a)dx=f(a)

lub

[ r@8dx=1(0)

W szczego6lnym przypadku, gdy f(x) = 1, mamy:

.E; o(x)dx=1

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

Oznacza to, ze catka z funkcji delta wynosi jeden. Taki sam wynik dostajemy catkujac

funkcjg delta w przedziale od -£do +¢,
j S(x)dx=1
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gdy £ —0. Wynika z tego, ze

S(x)=0 (B.7)

dla x=0.
W  rozdziale ,,Oddzialywania migdzyczasteczkowe” energi¢ potencjalng V'

oddziatywan migdzy dwiema sztywnymi kulami opisaliémy wzorem:

0dlar>d
codlar<d
Wprowadzamy funkcje
y= e—V(r)/kT (B.9)

Jest to funkcja Heaviside’a, H(r-d), gdyz dla r>d, y=1, natomiast dla r<d, y=e™=0. A

poniewaz pochodna z funkcji Heaviside’a jest funkcja delta, mamy

dl _ i _V(r)/k]" _ e—V(r)/kT dV(r)

=8(r—d) (B.10)

dr dr kT dr

Wynika z tego, ze

dV(r)
dr

= —kTS(r —d)e" "™ (B.11)
Sita oddzialywan migdzy sztywnymi kulami opisuje wigc réwnanie:

dv(r)

r

F=- = kTS(r —d)e" " (B.12)

Zobaczmy, ze:
- dla r>d funkcja Xr-d)=0 oraz ¢"=1, dlatego F=0
- dla r=d funkcja Xr=d)=oo oraz ¢’=1, dlatego F=co
- dla r<d nie mozna korzysta¢ z rownania (B.12) bo w tym zakresie wystapito dzielenie

przez zero (¢ =0). Dlatego warto$¢ F jest tu nieoznaczona.
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Jesli podstawimy (B.11) do (98), wowczas otrzymamy:

pV NkT - V(r)/kT 3
=1+ olr—d 47mr°d
NKT " 6VKT J, Olr—d)e" " g(r)amar

Wobec whasciwosci (B.3) funkcji delta dostajemy wzor:

pV :1+27ZNd3g(d)
NkT 2% ’

ktory jest wykorzystany w ¢wiczeniu nr 9.
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